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Ç õðüèåóç ôïõ óõíå÷ïýò CH (Cantor, 1870 - 1880)
• Ãéá ôõ÷áßá óýíïëá X ;Y

X =c Y ⇐⇒ ôá × êáé Y åßíáé éóïðëçèéêÜ
⇐⇒ õðÜñ÷åé Ýíá-ðñïò-Ýíá áíôéóôïé÷ßá ôïõ X ìå ôï Y

• N = {0; 1; : : :} ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí
⊂ R = ôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, N 6=c R (Cantor)

• (CH) Ãéá êÜèå Üðåéñï óýíïëï X ⊆ R, åßôå X =c N Þ X =c R

äçëáäÞ äåí õðÜñ÷åé ðëçèÜñéèìïò áíÜìåóá ó' áõôïýò ôùí N êáé R

• ZFC: ôá êëáóéêÜ áîéþìáôá ôçò Zermelo-Fraenkel èåùñßáò óõíüëùí
I G�odel 1938: Ç CH äåí ìðïñåß íá áíáéñåèåß óôçí ZFC
I Cohen 1963: Ç CH äåí ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß óôçí ZFC

? Ìå ðïéÜ Ýííïéá Ý÷åé ç CH áíôéêåéìåíéêÞ áëçèïôéìÞ|áí Ý÷åé;
? Êáé áí Ý÷åé, ðïéá åßíáé|áëçèåýåé Þ ü÷é;
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Ç ãëþóóá ôçò ðñùôïâÜèìéáò ëïãéêÞò
• (FOL) Ãéá êÜèå áêïëïõèßá ~R = (R1; : : : ;Rk) ïíïìÜôùí ãéá
ó÷Ýóåéò, ç ãëþóóá FOL(~R) ôçò ðñùôïâÜèìéáò ëïãéêÞò óôï
(ëåîéëüãéï) ~R Ý÷åé ìåôáâëçôÝò v0; v1; : : : êáé ôá óýìâïëá

R1 : : :Rk = ¬ & ∨ → ∃ ∀ ( ) ;
• Ïé (ôõðéêÝò) ðñïôÜóåéò ôçò FOL(~R) åñìçíåýïíôáé óå
ðñùôïâÜèìéåò äïìÝò A = (A;R1; : : : ;Rk),

A |= � ⇐⇒ ç � áëçèåýåé óôçí A

• Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá ôçò áñéèìçôéêÞò
FOL(N) Ý÷åé óôáèåñÝò 0; 1; S ;P êáé åñìçíåýôáé (êáôáñ÷Þí) óôçí
êáèéåñùìÝíç (standard) äïìÞ ôùí öõóéêþí áñéèìþí

N = (N; 0; 1; S ;P)

üðïõ 0(x) ⇐⇒ x = 0, S(x ; y ; z) ⇐⇒ x + y = z , ê.ëð.
? Ç FOL(N) åðßóçò åñìçíåýåôáé óå ôõ÷áßåò äïìÝò

A = (A; 0; 1; S ;P) üðïõ ïé 0; 1 åßíáé ìïíïìåëåßò êáé ïé S ;P äéìåëåßò
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ËïãéêÞ áëÞèåéá
? Ïñéóìüò: Ç ôõ÷áßá ðñüôáóç � ôçò FOL(R1; : : : ;Rk) åßíáé ëïãéêÜ
áëçèÞò (Ýãêõñç) áí áëçèåýåé óå êÜèå äïìÞ A = (A;R1; : : : ;Rk)

• Ìå Üëëá ëüãéá: ç � åßíáé Ýãêõñç áí áëçèåýåé ìüíï ìå ôç
ëïãéêÞ, ÷ùñßò áíáöïñÜ óôï óýíïëï A üðïõ êõìáßíïíôáé ïé
ìåôáâëçôÝò Þ óôéò åñìçíåßåò ôùí óôáèåñþí R1; : : : ;Rk

• Ï ïñéóìüò äßíåé åýëïãç åîÞãçóç (explication) ôçò ëïãéêÞò áëÞèåéáò
• Óçìáíôéêü óôïé÷åßï áõôÞò ôçò åîÞãçóçò åßíáé ç åðéëïãÞ ôçò
áðëÞò, ðñùôïâÜèìéáò ãëþóóáò, ðïõ áñêåß ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ

• Ïé Frege êáé Dedekind ðñüôåéíáí £ëïãéêÝò áðïäåßîåéò¤ ôçò
ýðáñîçò ôïõ óõíüëïõ N ôùí öõóéêþí áñéèìþí|ëáíèáóìÝíåò!

Èåþñçìá Ðëçñüôçôáò ôïõ G�odel. Ç ôõ÷áßá ðñüôáóç � ôçò
FOL(~R) åßíáé Ýãêõñç áí êáé ìüíïí áí ç � åßíáé èåþñçìá ôçò
ðñùôïâÜèìéáò ëïãéêÞò
• Ôáõôßæåé ôçí ôõ÷áßá ìå ôç áéôéïëïãçìÝíç ëïãéêÞ áëÞèåéá
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ÁñéèìçôéêÞ áëÞèåéá

• Óôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ, ç áëÞèåéá óôçí êáèéåñùìÝíç äïìÞ N
èåùñåßôáé áíôéêåéìåíéêÞ (êáëÜ ïñéóìÝíç) Ýííïéá
• Ïñèü, áðïäåéêôéêü óýóôçìá ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ åßíáé ôï ôõ÷áßï
óýíïëï P ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí áðü ëÝîåéò (ðåðåñáóìÝíåò
áêïëïõèßåò) óå êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï áëöÜâçôï, ôÝôïéï ðïõ:
(1) Ç ó÷Ýóç ('0; : : : ; 'n) ∈ P åßíáé áðïêñßóéìç, êáé
(2) áí ('0; : : : ; 'n) ∈ P, ôüôå ç 'n åßíáé ðñüôáóç ôçò FOL(N)

ðïõ áëçèåýåé óôçí êáèéåñùìÝíç äïìÞ N
Èåùñïýìå ôçí ôõ÷áßá ('0; : : : ; 'n) ∈ P ùò áðüäåéîç óôï P ôçò
ðñüôáóçò 'n

Èåþñçìá ìç ðëçñüôçôáò ôïõ G�odel. Äåí õðÜñ÷åé ïñèü áðïäåéêôéêü
óýóôçìá ðïõ íá áðïäåéêíýåé üëåò ôéò áñéèìçôéêÝò áëÞèåéåò
• Åéäéêüôåñá: äåí õðÜñ÷åé ôñüðïò íá ôáõôßóïõìå ôçí ôõ÷áßá ìå
êÜðïéá áéôéïëïãçìÝíç áñéèìçôéêÞ áëÞèåéá
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Ç éóôïñßá ôçò èåùñßáò óõíüëùí | ëÜúô
• Ç èåùñßá óõíüëùí áíáêáëýöèçêå (äçìéïõñãÞèçêå;) áðü ôïõò
Frege êáé Cantor, áíåîÜñôçôá, óôç äåêáåôßá 1870 { 1880
• Ï Frege èåùñïýóå ôá óýíïëá ùò Ýííïéåò ôçò ëïãéêÞò êáé
äéáôýðùóå áîéþìáôá ãé' áõôÜ ðïõ Þôáí öáéíïìåíéêÜ ðñïöáíÞ

O Cantor åñãÜóôçêå äéáéóèçôéêÜ êáé äåí äéáôýðùóå áîéþìáôá
• ÂáóéêÜ êáé ãéá ôïõò äýï Þôáí ç ó÷Ýóç ôïõ áíÞêåéí x ∈ y êáé ï
ôåëåóôÞò ôïõ äõíáìïóõíüëïõ P(x) = {y | y ⊆ x}
• Ôï 1905 ï Russell áíáêÜëõøå ôï ðáñÜäïîï ðïõ öÝñåé ôï üíïìÜ
ôïõ, ìéá âáóéêÞ áíôßöáóç óôç èåùñßá ôïõ Frege

ÁíôéöÜóåéò óå ìåñéêÝò áðü ôéò ãåíéêÝò êáôáóêåõÝò ôïõ Cantor
Þôáí ðñï ðïëëïý ãíùóôÝò (ï Cantor, áðëÜ ôéò áðÝöåõãå)
• Ôï 1908 ï Zermelo äéáìüñöùóå ôçí áîéùìáôéêÞ èåùñßá Z ìå 6
áîéþìáôá, áíÜìåóá ôïõò êáé ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò
• ZFC = Z + Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò + Áîßùìá Èåìåëßùóçò

ðïõ ðñïóôÝèçêáí áðü ôïõò Skolem êáé von Neumann (∼ 1930)
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Ç èåùñßá óõíüëùí ùò £èåìåëßùóç¤ ôùí ìáèçìáôéêþí
• ÊáèéåñùìÝíç äïìÞ ôçò Z ôïõ Zermelo åßíáé ç VZ = (VZ;∈), üðïõ ôï
VZ êáôáóêåõÜæåôáé ìå äéðëÞ áíáäñïìéêÞ åðáíÜëçøç ôïõ ôåëåóôÞ P(x),

V0 = ∅; Vn+1 = P(Vn); V! =
⋃

n∈N Vn; V!+n+1 = P(V!+n);

VZ =
⋃

n∈N Vn ∪ ⋃
n∈N V!+n

• ¼ëá ôá áíôéêåßìåíá ôùí êëáóéêþí ìáèçìáôéêþí åßíáé ìÝëç ôïõ
VZ (äçëáäÞ Ý÷ïõí ðéóôÝò áðåéêïíßóåéò óôï VZ)

. . . êáé üëá ôá èåùñÞìáôá ôùí êëáóéêþí ìáèçìáôéêþí åßíáé
èåùñÞìáôá ôçò Z|ó÷åäüí!

• ÊáèéåñùìÝíç äïìÞ ôçò ZFC åßíáé ç V = (V ;∈), üðïõ ç êëÜóç
V =

⋃
� V� ïñßæåôáé ìå åðáíÜëçøç ôïõ P(x) óå üëïõò ôïõò

äéáôáêôéêïýò áñéèìïýò
• Ôá åðéðñüóèåôá äýï áîéþìáôá ôçò ZFC åßíáé áðáñáßôçôá ãéá ôçí
£áíþôåñç èåùñßá óõíüëùí¤, ð.÷. ôï óýíïëï VZ = V!+!

. . . üðùò êáé ãéá ìåñéêÜ, ðñüóöáôá (>1975) £êëáóéêÜ¤ èåùñÞìáôá
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Ôï ðñüâëçìá ìå ôéò ðñïôÜóåéò áíåîÜñôçôåò ôçò ZFC
Ç ZFC åßíáé
• óôáèåñÞ, áðü ôç äåêáåôßá ôïõ '30, äåí Ý÷åé áëëÜîåé êáèüëïõ
• óôéâáñÞ: äåí Ý÷åé ðïôÝ êéíäõíÝøåé áðü ðéèáíïöáíåßò áóõíÝðåéåò
• ç áíáãíùñéóìÝíç lingua franca ãéá ôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ

| ôïõëÜ÷éóôïí êáô' áñ÷Þí

• ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò ìáèçìáôéêÝò åéêáóßåò (ðÝñáí ôçò CH) ðïõ
åßíáé áíåîÜñôçôåò ôçò ZFC, äåí áðïöáóßæïíôáé áðü ôá áîéþìáôá ôçò·
ìåñéêïß éó÷õñßæïíôáé üôé (ßóùò êáé ìüíï ãé' áõôü ôï ëüãï),
ôïõëÜ÷éóôïí êÜðïéåò áð' áõôÝò ôéò åéêáóßåò äåí åßíáé
áíôéêåéìåíéêÜ áëçèåßò Þ øåõäåßò
? ¢ëëïé áíáæçôïýí êáé ðñïóðáèïýí íá äéêáéïëïãÞóïõí éó÷õñÜ
áîéþìáôá (ðÝñáí ôçò ZFC) ðïõ áðïöáóßæïõí ôÝôïéåò åéêáóßåò
• Áõôü ôï åñåõíçôéêü ðñüãñáììá áíÜìåóá óôç óõíïëïèåùñßá êáé
ôç öéëïóïößá ôùí ìáèçìáôéêþí ðñïôÜèçêå áðü ôïí G�odel ôï 1947
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Óôï õðüëïéðï:

• Èá äéáôõðþóù ïñéóìÝíåò áíåîÜñôçôåò áðü ôçí ZFC åéêáóßåò
ðïõ Ý÷ïõí ëïãéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ðïëý ìéêñüôåñç ôçò CH

? Èá åîéóôïñÞóù (ðåñéëçðôéêÜ) ðþò âñÝèçêáí óôçí ðåñßïäï 1960
{ 1990 éó÷õñÜ áîéþìáôá ðïõ áðïäåéêíýïõí áõôÝò ôéò åéêáóßåò, êáé
ðþò áõôÜ £Ý÷ïõí äéêáéïëïãçèåß¤, ôïõëÜ÷éóôïí ôüóï ðïõ ðïëëïß
åñåõíçôÝò ôá èåùñïýí ôþñá áíôéêåéìåíéêÜ áëçèÞ

• Èá ðåñéãñÜøù (ðåñéëçðôéêÜ) ôéò óçìåñéíÝò êáôåõèýíóåéò óôï
åñåõíçôéêü ðñüãñáììá ôïõ G�odel
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ÁñéèìçôéêÝò äïìÝò áíþôåñïõ âáèìïý
Ôá óýíïëá ôçò áðëÞò èåùñßáò ôýðùí ïñßæïíôáé ìå ôçí áíáäñïìÞ

T0 = N; T1 = P(N); T2 = P(T1); : : :

êáé ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò äïìÝò (áðëïðïéþíôáò ôï óõìâïëéóìü, êáé
åðéôñÝðïíôáò ðåñéóóüôåñá áðü Ýíá âáóéêü óýíïëï), èÝôïõìå

N(1) = N = (T0 : 0; 1;+; ·);
N(2) = (T0;T1 : 0; 1;+; ·;∈) ç äïìÞ ôçò áíÜëõóçò

N(3) = (T0;T1;T2 : 0; 1;+; ·;∈) : : :
• Ç N(1) åßíáé éóïäýíáìç óå Ýêöñáóç ìå ôçí (V!;∈), ç N(2) ìå
ôçí (V!+1;∈), ç N(3) ìå ôçí (V!+2;∈), ê.ëð.

? Ç Õðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýò (CH) åêöñÜæåôáé áðü ðñüôáóç ôçò
ôñéôïâÜèìéáò áñéèìçôéêÞò N(3)

(êáé äåí åßíáé éóïäýíáìç óôçí ZFC ìå ðñüôáóç ôçò áíÜëõóçò N(2))
? ÐïëëÜ èåùñÞìáôá êáé åéêáóßåò áðü ôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ
(éäéáßôåñá ôçí áíÜëõóç) åêöñÜæïíôáé áðü ðñïôÜóåéò ôçò N(2)
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ÐñïâïëéêÜ óýíïëá (êáé ó÷Ýóåéò êáé óõíáñôÞóåéò)

• Ç äïìÞ N(2) ôçò áíÜëõóçò £ðåñéÝ÷åé¤ ôï óýíïëï R ôùí
ðñáãìáôéêþí êáé ôï ÷þñï N (Baire) üëùí ôùí áêïëïõèéþí
� = (k0; k1; : : :) áðü öõóéêïýò
• Ôá óýíïëá (êáé ó÷Ýóåéò êáé óõíáñôÞóåéò) óôá R êáé N ðïõ
ïñßæïíôáé (ìå ðáñáìÝôñïõò) óôçí N(2) êáëïýíôáé ðñïâïëéêÜ

. . . ôáîéíïìïýíôáé óå ìéá éåñáñ÷ßá áíÜëïãá ìå ôï ðüóïé
ðïóïäåßêôåò ÷ñåéÜæïíôáé (óå ðñïèåìáôéêÞ ìïñöÞ) ãéá íá ïñéóôïýí:

áñéèìçôéêÜ ( Σe 1
1 ( Σe 1

2 ( · · ·

. . . êáé ðåñéëáìâÜíïõí üëá ôá óýíïëá ðïõ áíáêýðôïõí óôá
êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ
• Ïé áíåîÜñôçôåò ôçò ZFC åéêáóßåò ãéá ôéò ïðïßåò åíäéáöåñüìáóôå
áöïñïýí éäéüôçôåò ôùí ðñïâïëéêþí óõíüëùí ðïõ åêöñÜæïíôáé
áðü ðñïôÜóåéò (Þ ðñïôáóéáêÜ ó÷Þìáôá) ôçò áíÜëõóçò N(2)
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ÊëáóéêÜ èåùñÞìáôá êáé ZFC-áíåîÜñôçôåò ãåíéêåýóåéò ôïõò
• CH(Σe 1

1) (Suslin 1916) ÊÜèå áíáðáñßèìçôï, Σe 1
1 óýíïëï

ðñáãìáôéêþí áñéèìþí åßíáé éóïðëçèéêü ìå ôï R
. . . áëëÜ ç áíôßóôïé÷ç ðñüôáóç CH(Σe 1

n) ìå n > 1 åßíáé
áíåîÜñôçôç ôçò ZFC (G�odel 1938, Cohen 1963)

• PAC(Σe 1
2) (Luzin-Novikov 1935, Kondo 1938) Ãéá êÜèå Σe 1

2 ó÷Ýóç
P(x ; y) óôïõò ðñáãìáôéêïýò,

(∀x)(∃y)P(x ; y)

=⇒ õðÜñ÷åé ðñïâïëéêÞ f : R→ R ôÝôïéá ðïõ (∀x)P(x ; f (x))

(ôï Ðñïâïëéêü Áîßùìá ÅðéëïãÞò ãéá ôï Σe 1
2)

. . . áëëÜ ç áíôßóôïé÷ç ðñüôáóç PAC(Σe 1
n) ìå n > 2 åßíáé

áíåîÜñôçôç ôçò ZFC (G�odel 1938, ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Cohen 1963)

• ÓçìáíôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ìå áíïéêôü ôï ðñüâëçìá ôçò ãåíßêåõóÞò
ôïõò áðü ôï 1938|êáé õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ ôÝôïéá óôçí áíÜëõóç
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¢ðåéñá ðáßãíéá ðëÞñïõò ðëçñïöïñßáò óôïõò öõóéêïýò
• Óå êÜèå óýíïëï A ⊆ N áíôéóôïé÷ïýìå ôï ðáé÷íßäé G (A) üðïõ
(1) Ïé äýï ðáßêôåò I êáé II åðéëÝãïõí åíáëëáêôéêÜ öõóéêïýò áñéèìïýò

Ia0; IIa1; Ia2; IIa3; : : : ;

Ýôóé ðïõ £óôï ôÝëïò ôïõ ÷ñüíïõ¤ ðñïóäéïñßæåôáé ìéá Üðåéñç
áêïëïõèßá � = (a0; a1; : : :)

(2) O I (ðïõ åðÝëåîå ôï ðñþôï óôïé÷åßï a0) êåñäßæåé ôçí ðáñôßäá
áí � ∈ A, áëëéþò êåñäßæåé ï II

• Ôï A åßíáé ðñïóäéïñéóôü (determined) áí Ýíáò áðü ôïõò äýï
ðáßêôåò Ý÷åé íéêçôÞñéï óôñáôçãéêÞ óôï G (A), ìéá ìÝèïäï ìå ôçí
ïðïßá êåñäßæåé êÜèå ðáñôßäá

Èåþñçìá (ìå ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò) ÕðÜñ÷ïõí óýíïëá A ⊆ N ðïõ
äåí åßíáé ðñïóäéïñéóôÜ

Èåþñçìá (Gale-Stewart 1953) ÊÜèå êëåéóôü óýíïëï A ⊆ N åßíáé
ðñïóäéïñéóôü
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Ç éóôïñßá ôïõ áîéþìáôïò PD | ëÜúô
• Ôï 1967 ï David Blackwell Ýäùóå ìéá êáéíïýñãéá áðüäåéîç åíüò
êëáóéêïý èåùñÞìáôïò ôïõ Suslin ãéá ôá Σe 1

1 óýíïëá ìå åðßêëçóç ôïõ
ÈåùñÞìáôïò Gale-Stewart, üôé ôá êëåéóôÜ óýíïëá åßíáé ðñïóäéïñéóôÜ
• Ïé John Addison êáé Donald A. (Tony) Martin áíáãíþñéóáí
áìÝóùò üôé ç õðüèåóç ðñïóäéïñéóôüôçôáò ãéá ðéï ðåñßðëïêá
ðáßãíéá ëýíåé ZFC-áíåðßëõôá ðñïâëÞìáôá ãéá ôá ðñïâïëéêÜ
óýíïëá, êáé äéáôýðùóáí ôï Áîßùìá ÐñïâïëéêÞò Ðñïóäéïñéóôüôçôáò

PD : ÊÜèå ðñïâïëéêü óýíïëï åßíáé ðñïóäéïñéóôü

• Óå ìåñéêÝò ìÝñåò, ïé Martin êáé ÃÍÌ Ýäåéîáí üôé ç õðüèåóç PD
ëýíåé üëá ôá åýêïëá ðñïâëÞìáôá ãéá ôá ðñïâïëéêÜ óýíïëá
• Óôá åðüìåíá 20 ÷ñüíéá êáé ìå ôçí åñãáóßá ðïëëþí, ëýèçêáí
áðü ôçí PD êáé ôá äýóêïëá ðñïâëÞìáôá ãéá ôá ðñïâïëéêÜ
óýíïëá, ð. ÷., ãéá êÜèå ðñïâïëéêÞ ó÷Ýóç P(x ; y) óôï R,

(∀x)(∃y)P(x ; y) =⇒ (∃ ðñïâïëéêÞ f : R→ R)(∀x)P(x ; f (x))
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Ðùò £äéêáéïëïãïýíôáé¤ éó÷õñÜ áîéþìáôá ãéá ôá óýíïëá;

• Ï G�odel áíáãíþñéóå äýï åßäç åðé÷åéñçìÜôùí ãéá ìéá ðñüôáóç �

I ÅóùôåñéêÜ áðïäåéêôéêÜ óôïé÷åßá (intrinsic evidence):

Ç � óõíÜãåôáé áðü âáóéêÝò äéáéóèÞóåéò ðïõ Ý÷ïõìå ãéá ôá óýíïëá
• Ôá áîéþìáôá ôçò ZFC óõíÞèùò äéêáéïëïãïýíôáé ìå (ðïëý
éó÷õñÜ) ôÝôïéá åðé÷åéñÞìáôá, üðùò êáé ìåñéêÜ áóèåíÞ áîéþìáôá
ýðáñîçò ìåãÜëùí ðëçèáñßèìùí, ð.÷. áðñüóéôùí

I ÅîùôåñéêÜ áðïäåéêôéêÜ óôïé÷åßá (extrinsic evidence):

Ç � õðïóôçñßæåôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò ôçò ìå Üëëåò áëçèåßò Þ
áëçèïöáíåßò ðñïôÜóåéò . . . ðåñßðïõ üðùò ìå ôïõò íüìïõò ôçò öõóéêÞò

? Äåí õðÜñ÷åé êáíÝíá ðéèáíïöáíÝò åóùôåñéêü åðé÷åßñçìá ãéá ôçí PD
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Ôá âáóéêÜ åðé÷åéñÞìáôá ãéá ôçí PD

• Äåí Ý÷ïõí âñåèåß áíôéíïìßåò Þ ðáñÜäïîá óå ó÷åäüí 50 ÷ñüíéá,
ðáñÜ ôéò åðßðïíåò ðñïóðÜèåéåò ðïëëþí å÷èñþí áëëÜ êáé ößëùí ôçò PD
• Ç PD óõíÜãåôáé áðü ðïëý éó÷õñÜ áîéþìáôá ýðáñîçò ìåãÜëùí
ðëçèáñßèìùí, ãéá ôá ïðïßá ìåñéêïß éó÷õñßæïíôáé üôé õðÜñ÷ïõí
åóùôåñéêÜ áðïäåéêôéêÜ åðé÷åéñÞìáôá (Martin-Steel, 1988 êáé Woodin)
• Ôï ðëÝãìá ôùí óõíåðáãùãþí áðü ôçí PD ðñïóöÝñåé ìéá
åëêõóôéêÞ êáé áëçèïöáíÞ åéêüíá ôïõ êüóìïõ ôùí óõíüëùí
? Ãéá ðïëëÝò ðñïôÜóåéò � (üðùò ôï Ðñïâïëéêü Áîßùìá ÅðéëïãÞò):
I Ç � ãéá Σe 1

2 óýíïëá åßíáé èåþñçìá ôçò ZFC
I Ç � ãéá Σe 1

4 óýíïëá åßíáé èåþñçìá ôçò ZFC + PD
? Ç áðüäåéîç ôçò � ãéá Σe 1

4 óýíïëá óôçí ZFC + PD áðïäßäåé ìå
öõóéêü ôñüðï ìéá êáéíïýñãéá êáé äéáöïñåôéêÞ ZFC-áðüäåéîç
ôçò � ãéá Σe 1

2 óýíïëá ðïõ åìðëïõôßæåé óçìáíôéêÜ ôï íüçìÜ ôçò
. . . êáé áõôü éó÷ýåé ó÷åäüí ãéá üëá ôá èåùñÞìáôá ôçò ZFC + PD
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ÌåñéêÝò óýã÷ñïíåò (áðëïúêÜ äéáôõðùìÝíåò) áðüøåéò

• Ï Solomon Feferman õðïóôçñßæåé üôé ç CH äåí Ý÷åé
áíôéêåéìåíéêÞ áëçèïôéìÞ ìå åðé÷åéñÞìáôá áðü ôç èåùñßá
áðïäåßîåùí: ð.÷. äéáôýðùóå ôçí åéêáóßá üôé Ç ðñüôáóç CH ∨ ¬CH äåí
áðïäåéêíýåôáé óôç £öõóéêÞ ãéá ôï ðñüâëçìá¤ çìéêáôáóêåõáóôéêÞ
èåùñßá, ðïõ óôç óõíÝ÷åéá áðïäåß÷èçêå áðü ôïí Michael Rathjen
• Ï Hugh Woodin Ý÷åé äéáìñöþóåé Ýíá £ìåãÜëï ðñüãñáììá¤ ôïõ
ïðïßïõ ïé åéêáóßåò (áí áðïäåé÷èïýí) óõíåðÜãïíôáé üôé õðÜñ÷åé
ïñßóéìç áíôéóôïé÷ßá ôïõ R ìå ôïí ðñþôï áíáðáñßèìçôï ðëçèÜñéèìï ℵ1

• Ï Peter Koellner õðïóôçñßæåé (ìå éó÷õñÜ åðé÷åéñÞìáôá) üôé
üðïéá êáé áí åßíáé ç áëçèïôéìÞ ôçò CH, áõôü èá ðñÝðåé íá âáóéóôåß
óå åîùôåñéêÜ áðïäåéêôéêÜ óôïé÷åßá|äåí õðÜñ÷ïõí åóùôåñéêÜ
åðé÷åéñÞìáôá ðïõ åßôå íá ôçí äéêáéïëïãïýí Þ íá ôçí áíáéñïýí
• ÓçìáíôéêÝò ðñïóöïñÝò óôç óùóôÞ êáé ÷ñÞóéìç äéáôýðùòç ôïõ
ðñïâëÞìáôïò Ý÷ïõí êÜíåé ïé Tony Martin êáé Charles Parsons
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Ïé áöåëåßò áðüøåéò ôçò åðï÷Þò 1965 { 1985
• Ç CH åßíáé áíôéêåéìåíéêÜ øåõäÞò | ðïëý øåõäÞò!
• Ï ðëçèÜñéèìïò c ôïõ R åßíáé ôåñÜóôéïò|áðñüóéôïò,
ìåãáëýôåñïò áðü ôïí ðñþôï áðñüóéôï, óôáèåñü óçìåßï ôçò
áðáñßèìçóçò ôùí ðëçèáñßèìùí (ℵc = c), ê.ëð.
• Äåí õðÜñ÷åé ïñßóéìç åìöýôåõóç ôïõ ℵ1 óôï R | áêüìç êáé áí
åðéôñÝøïõìå ôõ÷áßïõò äéáôáêôéêïýò óôïí ïñéóìü
• Ôá áíùôÝñù èá óõíÜãïíôáé ôåôñéììÝíá áðü éó÷õñÜ áîéþìáôá

. . . ãéá ôá ïðïßá èá õðÜñ÷ïõí éó÷õñÜ
åîùôåñéêÜ áðïäåéêôéêÜ óôïé÷åßá, Üó÷åôá ìå ôçí CH

. . . êáé ðïõ èá áíáêáëõöèïýí £ôõ÷áßá¤,
êÜðùò üðùò ç PD, Þ üðùò ï Êïëüìâïò áíáêÜëõøå ôçí ÁìåñéêÞ

• Ìå Üëëá ëüãéá, ôï êåíôñéêü ðñüâëçìá äåí åßíáé ç CH, áëëÜ ç
ãåíéêüôåñç ÜãíïéÜ ìáò ãéá ðñïôÜóåéò ðïõ åêöñÜæïíôáé óôçí
ôñéôïâÜèìéá áñéèìçôéêÞ N(3), ãéá ôçí ïðïßá îÝñïõìå åëÜ÷éóôá
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