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(1) Ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ìêä(x, y)

Èåþñçìá Äéáßñåóçò

Ãéá êÜèå æåýãïò öõóéêþí áñéèìþí x ≥ y ≥ 1, õðÜñ÷ïõí áêñéâþò
äýï öõóéêïß áñéèìïß m êáé r, ôÝôïéïé ðïõ

x = yq + r, 0 ≤ r < y.

ÈÝôïõìå:

q = ðçë(x, y) êáé r = õðïë(x, y)

y | x ⇐⇒ õðïë(x, y) = 0 (ï x äéáéñåß ôïí y)

ìêä(x, y) = ï ìÝãéóôïò k ôÝôïéïò ðïõ k | x êáé k | y

Ðùò õðïëïãßæïõìå ôïí ìêä(231, 165) = ;
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Ï áëãüñéèìïò ôïõ Åõêëåßäç (x ≥ y ≥ 1)

y | x =⇒ ìêä(x, y) = y

x = yq + r & 0 < r < y =⇒ ìêä(x, y) = ìêä(y, r)

Ãéá x ≥ y ≥ 1, Ý÷ïõìå ôçí áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ãéá ôïí ìêä:

ìêä(x, y) = áí (õðïë(x, y) = 0) ôüôå y

áëëéþò ìêä(y, õðïë(x, y)).

ìêä(231, 165) = 231 = 165 · 1 + 66

= ìêä(165, 66) 165 = 66 · 2 + 33

= ìêä(66, 33) 66 = 33 · 2 + 0

= 33.
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Ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ Åõêëåßäåéïõ

c"(x, y) = ï áñéèìüò ôùí äéáéñÝóåùí ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé

ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ìêä(x, y)

ÁíáäñïìéêÞ åîßóùóç ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ Åõêëåßäåéïõ:

c"(x, y) = áí (y | x) ôüôå 1

áëëéþò 1 + c"(y, õðïë(x, y))

c"(231, 165) = 1 + c"(165, 66)

= 2 + c"(66, 33)

= 2 + 1 = 3
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¢íù öñÜãìá ðïëõðëïêüôçôáò

Èåþñçìá

Ãéá üëá ôá x ≥ y ≥ 2, c"(x, y) ≤ 2 log2 y.

Áðüäåéîç. Ìå (ðëÞñç) åðáãùãÞ óôï y. ×ñåéÜæïíôáé ôñåéò
ðåñéðôþóåéò:

Ðåñßðôùóç 1, y | x.

Ðåñßðôùóç 2, x = yq1 + r1 ìå 0 < r1 < y êáé r1 | y.

Ðåñßðôùóç 3, x = yq1 + r1 êáé y = r1q2 + r2 ìå 0 < r2 < r1 < y.

(¸ðåôáé y ≥ 3. Áí r2 = 1, åýêïëï. Áí r2 ≥ 2, êÜíå Üëëç ìßá äéáßñåóç)
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ÊÜôù öñÜãìá { ç áêïëïõèßá Fibonacci

F0 = 0, F1 = 1, Fk+2 = Fk+1 + Fk

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . .

Èåþñçìá

Áí ϕ = 1+
p
5

2
, ôüôå ãéá êÜèå k ≥ 1, ϕk�2 ≤ Fk ≤ ϕk�1

Èåþñçìá

Ãéá k ≥ 2, ìêä(Fk+1, Fk) = 1 êáé

1

log2(ϕ)
log2(Fk) ≤ c"(Fk+1, Fk) = k − 1 ≤ 2 log2(Fk)

• Ï ϕ åßíáé ç ÷ñõóÞ ôïìÞ
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Ï äõáäéêüò áëãüñéèìïò ôïõ Stein ãéá ôïí ìêä(x, y)

ÁíáäñïìéêÞ åîßóùóç:

ìêä(x, y) =



x áí x = y

2ìêä(x/2, y/2) áëëéþò, áí ïé x, y åßíáé Üñôéïé

ìêä(x/2, y) áëëéþò, áí ï x Üñôéïò êáé ï y ðåñéôôüò,

ìêä(x, y/2) áëëéþò, áí ï x ðåñéôôüò êáé ï y Üñôéïò

ìêä(x − y, y) áëëéþò, áí x > y,

ìêä(x, y − x) áëëéþò,

• Ìå áðëïýóôåñåò £äïóìÝíåò¤ óõíáñôÞóåéò, åðßóçò ëïãáñéèìéêüò
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(2) Åîéóþóåéò óôçí Üëãåâñá êáé ôçí áñéèìçôéêÞ

Èåùñïýìå åîéóþóåéò

p(x1, . . . , xn) = 0 (*)

üðïõ ôï p(x1, . . . , xd) åßíáé ðïëõþíõìï ìå ñçôïýò óõíôåëåóôÝò

óå d ìåôáâëçôÝò êáé ìå âáèìü n , ð.÷.,

p(x) = x6 − x5 − 3x2 + 2x + 1 (d = 1, n = 6)
p(x1, x2, x3) = x5

1
x2 − x2x3 + 23x1x

16

3
− 7 (d = 3, n = 17)

(1) ¢ëãåâñá: ÕðÜñ÷ïõí ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò ôçò (*), êáé ðïéåò;
Ðñáãìáôéêïß áñéèìïß: 0, −3, 2

3
,
√
5, π, . . .

(2) ÁñéèìçôéêÞ: ÕðÜñ÷ïõí áêÝñáéåò ëýóåéò ôçò (*), êáé ðïéåò;
ÁêÝñáéïé: . . . , −2, −1, 0, 1, 2, . . .

I ËïãéêÞ: Ðïéï ðñüâëçìá åßíáé ðéï äýóêïëï;
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ÁëãåâñéêÝò åîéóþóåéò óå ìéá ìåôáâëçôÞ (d = 1)

Åîßóùóç ¸÷åé ëýóç áí Ç ëýóç åßíáé

ax + b = 0 a 6= 0 x = −b

a

(2x + 3 = 0) (Íáé) (x = −3

2
)

ax2 + bx + c = 0 b2 − 4ac ≥ 0 x =
�b�

√
b2�4ac

2a

(x2 + 3x + 1 = 0) (32 − 4 = 5 ≥ 0,Íáé) (x = �3�p5

2
)

p(x) = 0 áëãüñéèìïò ôïõ ðñïóåããéóôéêïß
Sturm (1803-1855) áëãüñéèìïé

(x6 − x5 4 ëýóåéò 1, ≈ 1, 38879
− 3x2 + 2x + 1 = 0) ≈ −0, 3347, −1, 2146

ÃéÜííçò Ìïó÷ïâÜêçò ÅÊÐÁ êáé UCLA: Ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò êáé ìåñéêïß óõããåíåßò ôïõ 9/26



ÁëãåâñéêÝò åîéóþóåéò óå ìéá ìåôáâëçôÞ (d = 1)

Åîßóùóç ¸÷åé ëýóç áí Ç ëýóç åßíáé

ax + b = 0 a 6= 0 x = −b

a

(2x + 3 = 0) (Íáé) (x = −3

2
)

ax2 + bx + c = 0 b2 − 4ac ≥ 0 x =
�b�

√
b2�4ac

2a

(x2 + 3x + 1 = 0) (32 − 4 = 5 ≥ 0,Íáé) (x = �3�p5

2
)

p(x) = 0 áëãüñéèìïò ôïõ ðñïóåããéóôéêïß
Sturm (1803-1855) áëãüñéèìïé

(x6 − x5 4 ëýóåéò 1, ≈ 1, 38879
− 3x2 + 2x + 1 = 0) ≈ −0, 3347, −1, 2146

ÃéÜííçò Ìïó÷ïâÜêçò ÅÊÐÁ êáé UCLA: Ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò êáé ìåñéêïß óõããåíåßò ôïõ 9/26



ÁëãåâñéêÝò åîéóþóåéò óå ìéá ìåôáâëçôÞ (d = 1)

Åîßóùóç ¸÷åé ëýóç áí Ç ëýóç åßíáé

ax + b = 0 a 6= 0 x = −b

a

(2x + 3 = 0) (Íáé) (x = −3

2
)

ax2 + bx + c = 0 b2 − 4ac ≥ 0 x =
�b�

√
b2�4ac

2a

(x2 + 3x + 1 = 0) (32 − 4 = 5 ≥ 0,Íáé) (x = �3�p5

2
)

p(x) = 0 áëãüñéèìïò ôïõ ðñïóåããéóôéêïß
Sturm (1803-1855) áëãüñéèìïé

(x6 − x5 4 ëýóåéò 1, ≈ 1, 38879
− 3x2 + 2x + 1 = 0) ≈ −0, 3347, −1, 2146

ÃéÜííçò Ìïó÷ïâÜêçò ÅÊÐÁ êáé UCLA: Ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò êáé ìåñéêïß óõããåíåßò ôïõ 9/26



ÁëãåâñéêÝò åîéóþóåéò óå ìéá ìåôáâëçôÞ (d = 1)

Åîßóùóç ¸÷åé ëýóç áí Ç ëýóç åßíáé

ax + b = 0 a 6= 0 x = −b

a

(2x + 3 = 0) (Íáé) (x = −3

2
)

ax2 + bx + c = 0 b2 − 4ac ≥ 0 x =
�b�

√
b2�4ac

2a

(x2 + 3x + 1 = 0) (32 − 4 = 5 ≥ 0,Íáé) (x = �3�p5

2
)

p(x) = 0 áëãüñéèìïò ôïõ ðñïóåããéóôéêïß
Sturm (1803-1855) áëãüñéèìïé

(x6 − x5 4 ëýóåéò 1, ≈ 1, 38879
− 3x2 + 2x + 1 = 0) ≈ −0, 3347, −1, 2146

ÃéÜííçò Ìïó÷ïâÜêçò ÅÊÐÁ êáé UCLA: Ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò êáé ìåñéêïß óõããåíåßò ôïõ 9/26



ÁëãåâñéêÝò åîéóþóåéò óå ìéá ìåôáâëçôÞ (d = 1)

Åîßóùóç ¸÷åé ëýóç áí Ç ëýóç åßíáé

ax + b = 0 a 6= 0 x = −b

a

(2x + 3 = 0) (Íáé) (x = −3

2
)

ax2 + bx + c = 0 b2 − 4ac ≥ 0 x =
�b�

√
b2�4ac

2a

(x2 + 3x + 1 = 0) (32 − 4 = 5 ≥ 0,Íáé) (x = �3�p5

2
)

p(x) = 0 áëãüñéèìïò ôïõ ðñïóåããéóôéêïß
Sturm (1803-1855) áëãüñéèìïé

(x6 − x5 4 ëýóåéò 1, ≈ 1, 38879
− 3x2 + 2x + 1 = 0) ≈ −0, 3347, −1, 2146

ÃéÜííçò Ìïó÷ïâÜêçò ÅÊÐÁ êáé UCLA: Ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò êáé ìåñéêïß óõããåíåßò ôïõ 9/26



ÁëãåâñéêÝò åîéóþóåéò óå ìéá ìåôáâëçôÞ (d = 1)

Åîßóùóç ¸÷åé ëýóç áí Ç ëýóç åßíáé

ax + b = 0 a 6= 0 x = −b

a

(2x + 3 = 0) (Íáé) (x = −3

2
)

ax2 + bx + c = 0 b2 − 4ac ≥ 0 x =
�b�

√
b2�4ac

2a

(x2 + 3x + 1 = 0) (32 − 4 = 5 ≥ 0,Íáé) (x = �3�p5

2
)

p(x) = 0 áëãüñéèìïò ôïõ ðñïóåããéóôéêïß
Sturm (1803-1855) áëãüñéèìïé

(x6 − x5 4 ëýóåéò 1, ≈ 1, 38879
− 3x2 + 2x + 1 = 0) ≈ −0, 3347, −1, 2146

ÃéÜííçò Ìïó÷ïâÜêçò ÅÊÐÁ êáé UCLA: Ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò êáé ìåñéêïß óõããåíåßò ôïõ 9/26



ÁëãåâñéêÝò åîéóþóåéò óå ìéá ìåôáâëçôÞ (d = 1)

Åîßóùóç ¸÷åé ëýóç áí Ç ëýóç åßíáé

ax + b = 0 a 6= 0 x = −b

a

(2x + 3 = 0) (Íáé) (x = −3

2
)

ax2 + bx + c = 0 b2 − 4ac ≥ 0 x =
�b�

√
b2�4ac

2a

(x2 + 3x + 1 = 0) (32 − 4 = 5 ≥ 0,Íáé) (x = �3�p5

2
)

p(x) = 0 áëãüñéèìïò ôïõ ðñïóåããéóôéêïß
Sturm (1803-1855) áëãüñéèìïé

(x6 − x5 4 ëýóåéò 1, ≈ 1, 38879
− 3x2 + 2x + 1 = 0) ≈ −0, 3347, −1, 2146

ÃéÜííçò Ìïó÷ïâÜêçò ÅÊÐÁ êáé UCLA: Ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò êáé ìåñéêïß óõããåíåßò ôïõ 9/26



ÁëãåâñéêÝò åîéóþóåéò óå ìéá ìåôáâëçôÞ (d = 1)

Åîßóùóç ¸÷åé ëýóç áí Ç ëýóç åßíáé

ax + b = 0 a 6= 0 x = −b

a

(2x + 3 = 0) (Íáé) (x = −3

2
)

ax2 + bx + c = 0 b2 − 4ac ≥ 0 x =
�b�

√
b2�4ac

2a

(x2 + 3x + 1 = 0) (32 − 4 = 5 ≥ 0,Íáé) (x = �3�p5

2
)

p(x) = 0 áëãüñéèìïò ôïõ ðñïóåããéóôéêïß
Sturm (1803-1855) áëãüñéèìïé

(x6 − x5 4 ëýóåéò 1, ≈ 1, 38879
− 3x2 + 2x + 1 = 0) ≈ −0, 3347, −1, 2146

ÃéÜííçò Ìïó÷ïâÜêçò ÅÊÐÁ êáé UCLA: Ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò êáé ìåñéêïß óõããåíåßò ôïõ 9/26



ÁëãåâñéêÝò åîéóþóåéò óå ìéá ìåôáâëçôÞ (d = 1)

Åîßóùóç ¸÷åé ëýóç áí Ç ëýóç åßíáé

ax + b = 0 a 6= 0 x = −b

a

(2x + 3 = 0) (Íáé) (x = −3

2
)

ax2 + bx + c = 0 b2 − 4ac ≥ 0 x =
�b�

√
b2�4ac

2a

(x2 + 3x + 1 = 0) (32 − 4 = 5 ≥ 0,Íáé) (x = �3�p5

2
)

p(x) = 0 áëãüñéèìïò ôïõ ðñïóåããéóôéêïß
Sturm (1803-1855) áëãüñéèìïé

(x6 − x5 4 ëýóåéò 1, ≈ 1, 38879
− 3x2 + 2x + 1 = 0) ≈ −0, 3347, −1, 2146

ÃéÜííçò Ìïó÷ïâÜêçò ÅÊÐÁ êáé UCLA: Ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò êáé ìåñéêïß óõããåíåßò ôïõ 9/26



ÁëãåâñéêÝò åîéóþóåéò óå ìéá ìåôáâëçôÞ (d = 1)

Åîßóùóç ¸÷åé ëýóç áí Ç ëýóç åßíáé

ax + b = 0 a 6= 0 x = −b

a

(2x + 3 = 0) (Íáé) (x = −3

2
)

ax2 + bx + c = 0 b2 − 4ac ≥ 0 x =
�b�

√
b2�4ac

2a

(x2 + 3x + 1 = 0) (32 − 4 = 5 ≥ 0,Íáé) (x = �3�p5

2
)

p(x) = 0 áëãüñéèìïò ôïõ ðñïóåããéóôéêïß
Sturm (1803-1855) áëãüñéèìïé

(x6 − x5 4 ëýóåéò 1, ≈ 1, 38879
− 3x2 + 2x + 1 = 0) ≈ −0, 3347, −1, 2146

ÃéÜííçò Ìïó÷ïâÜêçò ÅÊÐÁ êáé UCLA: Ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò êáé ìåñéêïß óõããåíåßò ôïõ 9/26



Èåþñçìá äéáßñåóçò ðïëõùíýìùí

Èåþñçìá

Ãéá ôõ÷áßá ðïëõþíõìá (ìå ñçôïýò óõíôåëåóôÝò) f(x), g(x) áí
âáè(f(x)) ≥ âáè(g(x)), ôüôå õðÜñ÷ïõí ìïíáäéêÜ ðïëõþíõìá
q(x), r(x) ôÝôïéá ðïõ

f(x) = g(x)q(x) + r(x) üðïõ r(x) = 0 Þ âáè(r(x)) < âáè(g(x))

Ìå r�(x) = −r(x), ç åîßóùóç ôçò äéáßñåóçò ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

f(x) = g(x)q(x) − r�(x)

üðïõ ðÜëé r�(x) = 0 Þ âáè(r�(x)) < âáè(g(x))
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Ï áëãüñéèìïò ôïõ Sturm, ãéá ñçôü ðïëõþíõìï p(x)

I Ç áêïëïõèßá Sturm ôïõ p(x):

p0(x) = p(x), p1(x) = p0(x) (ç ðáñÜãùãïò ôïõ p(x))

p0(x) = p1(x)q1(x) − p2(x)

p1(x) = p2(x)q2(x) − p3(x)
...

pr(x) = pr+1(x)qr+1(x)

I w(a) = ï áñéèìüò áëëáãþí ðñïóÞìïõ óôçí áêïëïõèßá
(p0(a), p1(a), p2(a), . . . , pr+1(a))

Áí p(a)p(b) 6= 0, ôüôå ôï p(x) Ý÷åé w(a) − w(b) ñßæåò óôï (a, b)

• Ï Åõêëåßäéïò óå ðïëõþíõìá, ìå ìéá £ñõôßäá¤
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(3) ÐñùôïâÜèìéá Üëãåâñá: ï áëãüñéèìïò ôïõ Tarski

Èåþñçìá (Tarski, 1930)

ÕðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ áðïöáóßæåé áí ç ôõ÷áßá áðëÞ
(ðñùôïâÜèìéá) ðñüôáóç ôçò Üëãåâñáò áëçèåýåé

Ðáñáäåßãìáôá áðëþí ðñïôÜóåùí ôçò Üëãåâñáò:

I £Ç åîßóùóç p(x) = 0 Ý÷åé 5 (ðñáãìáôéêÝò) ëýóåéò¤

I £ÕðÜñ÷ïõí áñéèìïß ~x = (x1, x2, . . . , xn) ôÝôïéïé ðïõ

p(~x) = 0 êáé q(~x) ≥ 0 êáé r(~x) ≥ 0¤

üðïõ p(~x) = p(x1, . . . , xn), q(~x), r(~x) ðïëõþíõìá,

I £Ãéá üëïõò ôïõò ~x = (x1, x2, . . . , xn),

p(~x) = 0 Þ
(
q(~x) > 0 êáé õðÜñ÷åé y ôÝôïéïò ðïõ r(y,~x) = 0

)
¤
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ÕðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ áðïöáóßæåé áí ç ôõ÷áßá áðëÞ
(ðñùôïâÜèìéá) ðñüôáóç ôçò Üëãåâñáò áëçèåýåé

Ðáñáäåßãìáôá áðëþí ðñïôÜóåùí ôçò Üëãåâñáò:

I £Ç åîßóùóç p(x) = 0 Ý÷åé 5 (ðñáãìáôéêÝò) ëýóåéò¤

I £ÕðÜñ÷ïõí áñéèìïß ~x = (x1, x2, . . . , xn) ôÝôïéïé ðïõ

p(~x) = 0 êáé q(~x) ≥ 0 êáé r(~x) ≥ 0¤

üðïõ p(~x) = p(x1, . . . , xn), q(~x), r(~x) ðïëõþíõìá,

I £Ãéá üëïõò ôïõò ~x = (x1, x2, . . . , xn),

p(~x) = 0 Þ
(
q(~x) > 0 êáé õðÜñ÷åé y ôÝôïéïò ðïõ r(y,~x) = 0

)
¤
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åßíáé ïé ãñáììáôéêÜ óùóôÝò áêïëïõèßåò áðü ôá åîÞò 16 óýìâïëá:

0 1 + − · = < (áëãåâñéêÝò ðñÜîåéò)
¬ (ü÷é) & (êáé) ∨ (Þ) (ðñïôáóéáêïß ôåëåóôÝò)
∃ (õðÜñ÷åé) ∀ (ãéá êÜèå) (ðïóïäåßêôåò)

( ) (óçìåßá óôßîåùò)
x | (ìåôáâëçôÝò x| x|| x||| . . .)

- Ãéá êÜèå áñéèìü õðÜñ÷åé Ýíáò ìåãáëýôåñïò (ÅëëçíéêÜ)

- (∀x)(∃y)[x < y] (£ìáèçìáôéêÜ-ÅëëçíéêÜ¤)

- (∀x|)(∃x||)(x| < x||) (ôõðéêÞ áðëÞ ðñüôáóç)

I Ïé ìåôáâëçôÝò åñìçíåýïíôáé ìå ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò óôï

R = {1, −3,
2

3
,
√
5, π, . . .}
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ÁíáëõôéêÞ ãåùìåôñßá

(0; 0)

y

x

x� 2y = 0

4(x� 3)2 + 9(y � 3)2 = 9

16(x� 1)2 + 16(y � 1)2 = 9
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Ç ãåùìåôñßá ôïõ Åõêëåßäç
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I Ï êýêëïò ôïõ Áðïëëþíéïõ
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I . . .
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Ãåùìåôñßá: äéáéóèçôéêÜ áðëÝò ðñïôÜóåéò ü÷é ðÜíôá áðëÝò

I ÁðëÞ: ÊÜèå ãùíßá ôñé÷ïôïìåßôáé

¼÷é áðëÞ: ÊÜèå ãùíßá ôñé÷ïôïìåßôáé ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç

I ÁðëÞ: ÊÜèå êýâïò äéðëáóéÜæåôáé

¼÷é áðëÞ: ÊÜèå êýâïò äéðëáóéÜæåôáé ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç

I¼÷é áðëÞ: Ï êýêëïò ìå áêôßíá 1 ôåôñáãùíßæåôáé

(ÅðåéäÞ ï π äåí åßíáé áëãåâñéêüò áñéèìüò)

Ïé áðëÝò (ðñùôïâÜèìéåò) ðñïôÜóåéò ôçò ãåùìåôñßáò åßíáé áõôÝò
ðïõ åêöñÜæïíôáé óôçí ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá ôçò Üëãåâñáò ìå ôç
÷ñÞóç Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí
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(4) ÐñùôïâÜèìéá áñéèìçôéêÞ

Ïé áðëÝò (ðñùôïâÜèìéåò) ðñïôÜóåéò ôçò áñéèìçôéêÞò åßíáé ïé
ãñáììáôéêÜ óùóôÝò áêïëïõèßåò áðü ôá 16 óýìâïëá:

0 1 + − · = < (áñéèìçôéêÝò óýìâïëá)
¬ (ü÷é) & (êáé) ∨ (Þ) (ðñïôáóéáêïß ôåëåóôÝò)
∃ (õðÜñ÷åé) ∀ (ãéá êÜèå) (ðïóïäåßêôåò)

( ) (óçìåßá óôßîåùò)
x | (ìåôáâëçôÝò x| x|| x||| . . .)

áêñéâþò üðùò êáé ãéá ôçí Üëãåâñá, áëëÜ

I Ïé ìåôáâëçôÝò åñìçíåýïíôáé óôï óýíïëï ôùí áêÝñáéùí
áñéèìþí

Z = {. . . , −2, −1, 0, 1, 2, 3, . . .}
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¢ëãåâñá êáé áñéèìçôéêÞ

I £ÕðÜñ÷åé ëýóç ôçò åîßóùóçò 2x + 3 = 0¤

Áëçèåýåé óôçí Üëãåâñá (x = −3

2
)

Äåí áëçèåýåé óôçí áñéèìçôéêÞ

I £ÕðÜñ÷åé ëýóç ôçò x4 + 2x3 + x2 + 5x + 6 = 0¤

2 ëýóåéò óôçí Üëãåâñá (ìå ôïí Sturm, Þ êáé ðéï åýêïëá)

Ïé áêÝñáéåò ëýóåéò ðñÝðåé íá äéáéñïýí ôïí 6, ïðüôå
äïêéìÜæïõìå ôïõò áñéèìïýò 0, ±1, ±2, ±3, ±6 êáé
âñßóêïõìå üôé ç ìüíç áêÝñáéç ëýóç åßíáé ç x = −2

ÃéÜííçò Ìïó÷ïâÜêçò ÅÊÐÁ êáé UCLA: Ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò êáé ìåñéêïß óõããåíåßò ôïõ 18/26



¢ëãåâñá êáé áñéèìçôéêÞ

I £ÕðÜñ÷åé ëýóç ôçò åîßóùóçò 2x + 3 = 0¤

Áëçèåýåé óôçí Üëãåâñá (x = −3

2
)

Äåí áëçèåýåé óôçí áñéèìçôéêÞ

I £ÕðÜñ÷åé ëýóç ôçò x4 + 2x3 + x2 + 5x + 6 = 0¤

2 ëýóåéò óôçí Üëãåâñá (ìå ôïí Sturm, Þ êáé ðéï åýêïëá)

Ïé áêÝñáéåò ëýóåéò ðñÝðåé íá äéáéñïýí ôïí 6, ïðüôå
äïêéìÜæïõìå ôïõò áñéèìïýò 0, ±1, ±2, ±3, ±6 êáé
âñßóêïõìå üôé ç ìüíç áêÝñáéç ëýóç åßíáé ç x = −2

ÃéÜííçò Ìïó÷ïâÜêçò ÅÊÐÁ êáé UCLA: Ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò êáé ìåñéêïß óõããåíåßò ôïõ 18/26



¢ëãåâñá êáé áñéèìçôéêÞ

I £ÕðÜñ÷åé ëýóç ôçò åîßóùóçò 2x + 3 = 0¤

Áëçèåýåé óôçí Üëãåâñá (x = −3

2
)

Äåí áëçèåýåé óôçí áñéèìçôéêÞ

I £ÕðÜñ÷åé ëýóç ôçò x4 + 2x3 + x2 + 5x + 6 = 0¤

2 ëýóåéò óôçí Üëãåâñá (ìå ôïí Sturm, Þ êáé ðéï åýêïëá)

Ïé áêÝñáéåò ëýóåéò ðñÝðåé íá äéáéñïýí ôïí 6, ïðüôå
äïêéìÜæïõìå ôïõò áñéèìïýò 0, ±1, ±2, ±3, ±6 êáé
âñßóêïõìå üôé ç ìüíç áêÝñáéç ëýóç åßíáé ç x = −2
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Ç áñéèìçôéêÞ åßíáé ðéï äýóêïëç áðü ôçí Üëãåâñá!

Èåþñçìá (Andrew Wiles, 1994)

Ç åîßóùóç xn + yn = zn äåí Ý÷åé áêÝñáéåò, èåôéêÝò ëýóåéò ãéá n > 2

Ç åéêáóßá Ýãéíå áðü ôïí Fermat ôï 1640, ðïõ ðßóôåõå üôé ôçí åß÷å
áðïäåßîåé (ìüíï ðïõ £äå ÷þñáãå ç áðüäåéîç¤ óôï ðåñéèþñéï ôïõ
óçìåéùìáôÜñéïý ôïõ!) êáé ãé' áõôü åßíáé ãíùóôÞ ùò Ôï ôåëåõôáßï
èåþñçìá ôïõ Fermat, áëëÜ óùóôÞ áðüäåéîç äåí äüèçêå ðñéí áðü
ôï 1994
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Ðñþôïé áñéèìïß

Ï x > 1 åßíáé ðñþôïò áí äéáéñåßôáé ìüíï áðü ôïí 1 êáé ôïí x

Ðñþôïé: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, . . .

I ÕðÜñ÷ïõí 1229 ðñþôïé áñéèìïß < 10000

I ÕðÜñ÷ïõí Üðåéñïé ôï ðëÞèïò ðñþôïé áñéèìïß (Åõêëåßäçò)

O x åßíáé äßäõìïò ðñþôïò áí åßíáé ðñþôïò êáé ï x + 2 åßíáé
åðßóçò ðñþôïò

Äßäõìïé ðñþôïé: 3, 5, 11, 17, 29, 41, 59, 71, 101, 107, . . .

I ÕðÜñ÷ïõí 205 äßäõìïé ðñþôïé áñéèìïß < 10000

I ÕðÜñ÷ïõí Üðåéñïé ôï ðëÞèïò äßäõìïé ðñþôïé áñéèìïß; ¢ãíùóôï
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ÁñéèìçôéêÝò áëÞèåéåò

Èåþñçìá (Turing, Church, 1936)

Äåí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ íá áðïöáóßæåé áí ç ôõ÷áßá áðëÞ
ðñüôáóç ôçò áñéèìçôéêÞò áëçèåýåé, ìå Üëëá ëüãéá,

Ôï ðñüâëçìá ôçò áñéèìçôéêÞò áëÞèåéáò åßíáé áíåðßëõôï

Èåþñçìá (Matiyasevich 1970, ⇐ Davis, Putnam, Robinson)

Äåí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ íá áðïöáóßæåé áí ãéá ôõ÷áßï
ðïëõþíõìï p(x1, . . . , xn) ìå áêÝñáéïõò óõíôåëåóôÝò ç åîßóùóç

p(x1, . . . , xn) = 0

Ý÷åé áêÝñáéåò ëýóåéò, ìå Üëëá ëüãéá,

Ôï 10ï ðñüâëçìá ôïõ Hilbert åßíáé áíåðßëõôï

Hilbert 1900: 23 ðñïâëÞìáôá £ðïõ èá áðáó÷ïëÞóïõí ôïõò
ìáèçìáôéêïýò óôïí 20ï áéþíá¤
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(5) Áíåðßëõôá ðñïâëÞìáôá: ðùò äåß÷íïõìå üôé õðÜñ÷ïõí;
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(6) Äéóåðßëõôá ðñïâëÞìáôá: ðáñáãïíôïðïßçóç

I ÊÜèå áêÝñáéïò x > 1 åßíáé ãéíüìåíï ðñþôùí áñéèìþí

20 = 2 · 2 · 5
1817 = 23 · 79

60915799 = 7 · 23 · 71 · 73 · 73
9984204641 = 99961 · 99881

I Ï ðïëëáðëáóéáóìüò åßíáé åýêïëïò,
áëëÜ ç ðáñáãïíôïðïßçóç åßíáé äýóêïëç!
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ÕðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá

Ôï ìÞêïò n åíüò èåôéêïý áêåñáßïõ x åßíáé ï áñéèìüò ôùí øçößùí
ôïõ (óôï äåêáäéêü óýóôçìá)

áñéèìüò = x ìÞêïò = n

1817 4

60915799 8

9984204641 10

ìÞêïò ôïõ x = n ⇐⇒ 10n�1 ≤ x < 10n

I Ç ðïëõðëïêüôçôá åíüò áëãüñéèìïõ åßíáé ï áñéèìüò
(áôïìéêþí) ðñÜîåùí ðïõ êÜíåé ç ìç÷áíÞ ãéá íá õðïëïãßóåé
ôçí ôéìÞ f(x) üôáí ôï ìÞêïò ôïõ x åßíáé n
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Ðïëõùíõìéêïß êáé åêèåôéêïß áëãüñéèìïé

ÐñÜîç ìå x, y, ìå ìÞêïò ≤ n Ðïëõðëïêüôçôá
x + y, x − y ∼ Cn (ðïëõùíõìéêüò)

x · y ∼ Cn2 (ðïëõùíõìéêüò)
ðáñáãïíôïðïßçóç ∼ C10n (åêèåôéêüò)

- Ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò : ðïëõðëïêüôçôá ∼ Cnd

- Åêèåôéêüò áëãüñéèìïò : ðïëõðëïêüôçôá ∼ C10n

ãéá n = 20, d = 12 2012 = 4.096.000.000.000.000

1020 = 100.000.000.000.000.000.000

Åéêáóßá P 6= NP:
ÊÜèå áëãüñéèìïò ðáñáãïíôïðïßçóçò åßíáé åêèåôéêüò
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Ôo êñõðôïãñáöéêü óýóôçìá RSA

(Ron Rivest, Adi Shamir, êáé Leonard Adleman, 1978)

I Ç êùäéêïðïßçóç âáóßæåôáé óå äõï (ìåãÜëïõò) ðñþôïõò
áñéèìïýò, p êáé q êáé Ýíáí áñéèìü E < pq.
Ôï ãéíüìåíï n = pq êáé ï áñéèìüò E êïéíïðïéïýíôáé

I Ãéá êÜèå êåßìåíï < pq, ç êùäéêïðïßçóç ôïõ åßíáé Ýíáò
áñéèìüò C < E, ðïõ åðßóçò êïéíïðïéåßôáé

I Ï äÝêôçò ôçò ðëçñïöïñßáò (ð.÷., ç ôñÜðåæá) ãíùñßæåé Ýíáí
ìõóôéêü áñéèìü D, ìå ôïí ïðïßï ìðïñåß åýêïëá íá
áðïêùäéêïðïéÞóåé ôçí ðëçñïöïñßá êáé íá äéáâÜóåé ôï T

I Åéêáóßá RSA: Äåí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ íá õðïëïãßæåé ôï
T áðü ôá E, n,C ÷ùñßò íá ðáñáãïíôïðïéÞóåé ôïí áñéèìü n

Ç áóöÜëåéá ôçò ìåèüäïõ óôçñßæåôáé óôéò åéêáóßåò P 6= NP êáé RSA
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Ôo êñõðôïãñáöéêü óýóôçìá RSA

(Ron Rivest, Adi Shamir, êáé Leonard Adleman, 1978)

I Ç êùäéêïðïßçóç âáóßæåôáé óå äõï (ìåãÜëïõò) ðñþôïõò
áñéèìïýò, p êáé q êáé Ýíáí áñéèìü E < pq.
Ôï ãéíüìåíï n = pq êáé ï áñéèìüò E êïéíïðïéïýíôáé

I Ãéá êÜèå êåßìåíï < pq, ç êùäéêïðïßçóç ôïõ åßíáé Ýíáò
áñéèìüò C < E, ðïõ åðßóçò êïéíïðïéåßôáé

I Ï äÝêôçò ôçò ðëçñïöïñßáò (ð.÷., ç ôñÜðåæá) ãíùñßæåé Ýíáí
ìõóôéêü áñéèìü D, ìå ôïí ïðïßï ìðïñåß åýêïëá íá
áðïêùäéêïðïéÞóåé ôçí ðëçñïöïñßá êáé íá äéáâÜóåé ôï T

I Åéêáóßá RSA: Äåí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ íá õðïëïãßæåé ôï
T áðü ôá E, n,C ÷ùñßò íá ðáñáãïíôïðïéÞóåé ôïí áñéèìü n

Ç áóöÜëåéá ôçò ìåèüäïõ óôçñßæåôáé óôéò åéêáóßåò P 6= NP êáé RSA
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