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Ðåñßëçøç

Èåùñïýìå åîéóþóåéò

p(x1; : : : ; xn) = 0 (*)

üðïõ ôï p(x1; : : : ; xd) åßíáé ðïëõþíõìï ìå áêÝñáéïõò óõíôåëåóôÝò

óå d ìåôáâëçôÝò êáé ìå âáèìü n , ð.÷.,

p(x) = x6 − x5 − 3x2 + 2x + 1 (d = 1; n = 6)

p(x1; x2; x3) = x5
1
x2 − x2x3 + 23x1x

16

3
− 7 (d = 3; n = 17)

(1) ¢ëãåâñá: ÕðÜñ÷ïõí ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò ôçò (*), êáé ðïéåò;
Ðñáãìáôéêïß áñéèìïß: 0;−3; 2

3
;
√
5; �; : : :

(2) ÁñéèìçôéêÞ: ÕðÜñ÷ïõí áêÝñáéåò ëýóåéò ôçò (*), êáé ðïéåò;
ÁêÝñáéïé: : : : ;−2;−1; 0; 1; 2; : : :

I ËïãéêÞ: Ðïéï ðñüâëçìá åßíáé ðéï äýóêïëï;
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ÁëãåâñéêÝò åîéóþóåéò óå ìéá ìåôáâëçôÞ (d = 1)

Åîßóùóç ¸÷åé ëýóç áí Ç ëýóç åßíáé

ax + b = 0 a 6= 0 x = −b

a

(2x + 3 = 0) (Íáé) (x = −3

2
)

ax2 + bx + c = 0 b2 − 4ac ≥ 0 x = −b±
√
b2−4ac
2a

(x2 + 3x + 1 = 0) (32 − 4 = 5 ≥ 0; Íáé) (x = −3±
√
5

2
)

p(x) = 0 áëãüñéèìïò ôïõ ðñïóåããéóôéêïß
Sturm (1803-1855) áëãüñéèìïé

(x6 − x5 4 ëýóåéò 1;≈ 1; 38879

− 3x2 + 2x + 1 = 0) ≈ −0; 334734;−1; 21465
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Äéáßñåóç ñçôþí ðïëõùíýìùí

Èåþñçìá

Ãéá ôõ÷áßá ðïëõþíõìá ìå ñçôïýò óõíôåëåóôÝò f (x); g(x) áí
âáè(f (x)) ≥ âáè(g(x)), ôüôå õðÜñ÷ïõí ìïíáäéêÜ ðïëõþíõìá
q(x); r(x) ôÝôïéá ðïõ

f (x) = g(x)q(x) + r(x) üðïõ r(x) = 0 Þ âáè(r(x)) < âáè(g(x))

Ìå r∗(x) = −r(x), ç åîßóùóç ôçò äéáßñåóçò ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

f (x) = g(x)q(x)− r∗(x)

üðïõ ðÜëé r∗(x) = 0 Þ âáè(r∗(x)) < âáè(g(x))
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Ï áëãüñéèìïò ôïõ Sturm, ãéá ñçôü ðïëõþíõìï p(x)

I Ç áêïëïõèßá Sturm ôïõ p(x):

p0(x) = p(x); p1(x) = p′(x) (ç ðáñÜãùãïò ôïõ p(x))

p0(x) = p1(x)q1(x)− p2(x)

p1(x) = p2(x)q2(x)− p3(x)

...
pr (x) = pr+1(x)qr+1(x)

I w(á) = ï áñéèìüò áëëáãþí ðñïóÞìïõ óôçí áêïëïõèßá
(p0(á); p1(á); p2(á); : : : ; pr+1(á))

Áí p(a)p(b) 6= 0, ôüôå ôï p(x) Ý÷åé w(a)− w(b) ñßæåò óôï (a; b)
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Ï áëãüñéèìïò ôïõ Tarski

Èåþñçìá (Tarski, 1930)

ÕðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ áðïöáóßæåé áí ç ôõ÷áßá áðëÞ
(ðñùôïâÜèìéá) ðñüôáóç ôçò Üëãåâñáò áëçèåýåé

Ðáñáäåßãìáôá áðëþí ðñïôÜóåùí ôçò Üëãåâñáò:

I £Ç åîßóùóç p(x) = 0 Ý÷åé 5 (ðñáãìáôéêÝò) ëýóåéò¤

I £ÕðÜñ÷ïõí áñéèìïß ~x = (x1; x2; : : : ; xn) ôÝôïéïé ðïõ

p(~x) = 0 êáé q(~x) ≥ 0 êáé r(~x) ≥ 0¤

üðïõ p(~x) = p(x1; : : : ; xn); q(~x); r(~x) ðïëõþíõìá,

I £Ãéá üëïõò ôïõò ~x = (x1; x2; : : : ; xn),

p(~x) = 0 Þ
(
q(~x) > 0 êáé õðÜñ÷åé y ôÝôïéïò ðïõ r(y ;~x) = 0

)
¤

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò: Åîéóþóåéò óôçí Üëãåâñá êáé óôçí áñéèìçôéêÞ 5/15



Ïé áðëÝò (ðñùôïâÜèìéåò) ðñïôÜóåéò ôçò Üëãåâñáò
åßíáé ïé ãñáììáôéêÜ óùóôÝò áêïëïõèßåò áðü ôá åîÞò 16 óýìâïëá:

0 1 + − · = < (áëãåâñéêÝò ðñÜîåéò)

¬ (ü÷é) & (êáé) ∨ (Þ) (ðñïôáóéáêïß ôåëåóôÝò)

∃ (õðÜñ÷åé) ∀ (ãéá êÜèå) (ðïóïäåßêôåò)

( ) (óçìåßá óôßîåùò)

x | (ìåôáâëçôÝò x | x || x ||| : : :)

- Ãéá êÜèå áñéèìü õðÜñ÷åé Ýíáò ìåãáëýôåñïò (ÅëëçíéêÜ)
- (∀x)(∃y)[x < y ] (£ìáèçìáôéêÜ-ÅëëçíéêÜ¤)
- (∀x |)(∃x ||)(x | < x ||) (ôõðéêÞ áðëÞ ðñüôáóç)

I Ïé ìåôáâëçôÝò åñìçíåýïíôáé ìå ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò óôï

R = {1;−3; 2
3
;
√
5; �; : : :}
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ÁíáëõôéêÞ ãåùìåôñßá

(0; 0)

y

x

x − 2y = 0

4(x − 3)2 + 9(y − 3)2 = 9

16(x − 1)2 + 16(y − 1)2 = 9
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Ç ãåùìåôñßá ôïõ Åõêëåßäç

Ç ÷ñÞóç Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí ìåôáöñÜæåé ôá áðëÜ
ðñïâëÞìáôá ôçò Åõêëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò óå ðñïâëÞìáôá ôçò
Üëãåâñáò ðïõ åêöñÜæïíôáé áðü áðëÝò (ðñùôïâÜèìéåò) ðñïôÜóåéò, Üñá:

Ðüñéóìá (Tarski, 1930)

Ç (áðëÞ) Ãåùìåôñßá ôïõ Åõêëåßäç åßíáé áðïêñßóéìç,

äçëáäÞ õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ áðïöáóßæåé áí ç ôõ÷áßá, áðëÞ
ðñüôáóç ôçò Ãåùìåôñßáò ôïõ Åõêëåßäç áëçèåýåé Þ ü÷é

I Ï êýêëïò ôïõ Áðïëëþíéïõ

I Ç ãñáììÞ ôùí ôñéþí óçìåßùí êáé ï êýêëïò ôùí 9 óçìåßùí
ôïõ Euler

I . . .

I ÕðÜñ÷ïõí ðïëý óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò óôá ãñáöéêÜ
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Ãåùìåôñßá: äéáéóèçôéêÜ áðëÝò ðñïôÜóåéò ü÷é ðÜíôá áðëÝò

I ÁðëÞ: ÊÜèå ãùíßá ôñé÷ïôïìåßôáé

¼÷é áðëÞ: ÊÜèå ãùíßá ôñé÷ïôïìåßôáé ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç

I ÁðëÞ: ÊÜèå êýâïò äéðëáóéÜæåôáé

¼÷é áðëÞ: ÊÜèå êýâïò äéðëáóéÜæåôáé ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç

I¼÷é áðëÞ: Ï êýêëïò ìå áêôßíá 1 ôåôñáãùíßæåôáé

(ÅðåéäÞ ï � äåí åßíáé áëãåâñéêüò áñéèìüò)

Ïé áðëÝò (ðñùôïâÜèìéåò) ðñïôÜóåéò ôçò ãåùìåôñßáò åßíáé áõôÝò
ðïõ åêöñÜæïíôáé óôçí ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá ôçò Üëãåâñáò ìå ôç
÷ñÞóç Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí
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Ïé áðëÝò (ðñùôïâÜèìéåò) ðñïôÜóåéò ôçò áñéèìçôéêÞò

åßíáé ïé ãñáììáôéêÜ óùóôÝò áêïëïõèßåò áðü ôá 16 óýìâïëá:

0 1 + − · = < (áñéèìçôéêÝò óýìâïëá)

¬ (ü÷é) & (êáé) ∨ (Þ) (ðñïôáóéáêïß ôåëåóôÝò)

∃ (õðÜñ÷åé) ∀ (ãéá êÜèå) (ðïóïäåßêôåò)

( ) (óçìåßá óôßîåùò)

x | (ìåôáâëçôÝò x | x || x ||| : : :)

áêñéâþò üðùò êáé ãéá ôçí Üëãåâñá, áëëÜ

I Ïé ìåôáâëçôÝò åñìçíåýïíôáé óôï óýíïëï ôùí áêÝñáéùí
áñéèìþí

Z = {: : : ;−2;−1; 0; 1; 2; 3; : : :}
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¢ëãåâñá êáé áñéèìçôéêÞ

I £ÕðÜñ÷åé ëýóç ôçò åîßóùóçò 2x + 3 = 0¤

Áëçèåýåé óôçí Üëãåâñá (x = −3

2
)

Äåí áëçèåýåé óôçí áñéèìçôéêÞ

I £ÕðÜñ÷åé ëýóç ôçò x4 + 2x3 + x2 + 5x + 6 = 0¤

2 ëýóåéò óôçí Üëãåâñá (ìå ôïí Sturm, Þ êáé ðéï åýêïëá)

Ïé áêÝñáéåò ëýóåéò ðñÝðåé íá äéáéñïýí ôïí 6, ïðüôå
äïêéìÜæïõìå ôïõò áñéèìïýò 0;±1;±2;±3;±6 êáé âñßóêïõìå
üôé ç ìüíç áêÝñáéç ëýóç åßíáé ç x = −2
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Ç áñéèìçôéêÞ åßíáé ðéï äýóêïëç áðü ôçí Üëãåâñá!

Èåþñçìá (Andrew Wiles, 1994)

Ç åîßóùóç xn + yn = zn äåí Ý÷åé áêÝñáéåò, èåôéêÝò ëýóåéò ãéá n > 2

Ç åéêáóßá Ýãéíå áðü ôïí Fermat ôï 1640, ðïõ ðßóôåõå üôé ôçí åß÷å
áðïäåßîåé (ìüíï ðïõ £äå ÷þñáãå ç áðüäåéîç¤ óôï ðåñéèþñéï ôïõ
óçìåéùìáôÜñéïý ôïõ!) êáé ãé' áõôü åßíáé ãíùóôÞ ùò Ôï ôåëåõôáßï
èåþñçìá ôïõ Fermat, áëëÜ óùóôÞ áðüäåéîç äåí äüèçêå ðñéí áðü
ôï 1994
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Ðñþôïé áñéèìïß

Ï x > 1 åßíáé ðñþôïò áí äéáéñåßôáé ìüíï áðü ôïí 1 êáé ôïí x

Ðñþôïé: 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; : : :

I ÕðÜñ÷ïõí 1229 ðñþôïé áñéèìïß < 10000

I ÕðÜñ÷ïõí Üðåéñïé ôï ðëÞèïò ðñþôïé áñéèìïß (Åõêëåßäçò)

O x åßíáé äßäõìïò ðñþôïò áí åßíáé ðñþôïò êáé ï x + 2 åßíáé
åðßóçò ðñþôïò

Äßäõìïé ðñþôïé: 3; 5; 11; 17; 29; 41; 59; 71; 101; 107; : : :

I ÕðÜñ÷ïõí 205 äßäõìïé ðñþôïé áñéèìïß < 10000

I ÕðÜñ÷ïõí Üðåéñïé ôï ðëÞèïò äßäõìïé ðñþôïé áñéèìïß; ¢ãíùóôï
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ÁñéèìçôéêÝò áëÞèåéåò

Èåþñçìá (Turing, Church, 1936)

Äåí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ íá áðïöáóßæåé áí ç ôõ÷áßá áðëÞ
ðñüôáóç ôçò áñéèìçôéêÞò áëçèåýåé, ìå Üëëá ëüãéá,

Ôï ðñüâëçìá ôçò áñéèìçôéêÞò áëÞèåéáò åßíáé áíåðßëõôï

Èåþñçìá (Matiyasevich 1970, ⇐ Davis, Putnam, Robinson)

Äåí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ íá áðïöáóßæåé áí ãéá ôõ÷áßï
ðïëõþíõìï p(x1; : : : ; xn) ìå áêÝñáéïõò óõíôåëåóôÝò ç åîßóùóç

p(x1; : : : ; xn) = 0

Ý÷åé áêÝñáéåò ëýóåéò, ìå Üëëá ëüãéá,

Ôï 10ï ðñüâëçìá ôïõ Hilbert åßíáé áíåðßëõôï

Hilbert 1900: 23 ðñïâëÞìáôá £ðïõ èá áðáó÷ïëÞóïõí ôïõò
ìáèçìáôéêïýò óôïí 20ï áéþíá¤
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Ðùò ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé Ýíá ðñüâëçìá åßíáé

áðüëõôá áíåðßëõôï;

Ôï Áßôçìá Church-Turing (1936)

Áí ìéá óõíÜñôçóç f (�) óôéò ëÝîåéò áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï
áëöÜâçôï Σ õðïëïãßæåôáé áðü êÜðïéïí áëãüñéèìï, ôüôå ç f (�)
õðïëïãßæåôáé áðü êÜðïéï ðñüãñáììá óå Ýíáí õðïëïãéóôÞ ìå
Üðåéñá ìåãÜëï óêëçñü äßóêï

- Ôï áðáéôïýìåíï ðñüãñáììá ìðïñåß íá åêöñáóôåß óå
ïðïéáäÞðïôå áðü ôéò óõíÞèåéò ãëþóóåò (Pascal, C, Java, . . . )

- £¢ðåéñïò¤ óçìáßíåé £áðåñéüñéóôïò¤: ï õðïëïãéóìüò êÜèå
óõãêåêñéìÝíçò ôéìÞò f (�) åßíáé ðåðåñáóìÝíïò

- Ïé áõóôçñÝò áðïäåßîåéò ôùí èåùñçìÜôùí áíáðïêñéóéìüôçôáò
ãßíïíôáé ìå ôç ìáèçìáôéêÞ êáé ëïãéêÞ áíÜëõóç ôùí õðïëïãéóìþí
ðïõ ìðïñåß íá êÜíåé ìéá ìç÷áíÞ
- ×ñçóéìïðïéïýíôáé âáóéêïß ìÝèïäïé ôïõ Kurt G�odel

CT: £Ï ðñþôïò öõóéêüò íüìïò ôùí ìáèçìáôéêþí¤
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