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On calcule explicitement a, et on montre que pour ¢<2p, 0, =0y, mais
pous ¢ suffisamment grand o, < ;.
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ABSTRACT. — A generalization of Wirtinger's inequality. — Let

@ =0 (p, g)=min N Jr ueWh?(—1, D\{0},

flu|ue
1
=A|:u=:y% uluft"2=0
, -1
oy = oy (P, g)=min E ueWhr(—1, D\{0},
Hullye

u(—D=u(l), u=0;.
-1
We compute explicitly o, and we show that for ¢<2p, o, =ay,, while for g
sufficiently large oy <a.

1. INTRODUCTION
Dans cet article, nous étudierons les problémes suivants :
g 1
Qv Q-"Q.Aﬁv Qvuam—.— E :mswmnu ”Qw'.‘» ﬁ_i_nlnuo
lfaelly L
1

Amc Q.:"Q:Q. Qv"ﬂ.-mﬂ E :méhmw ”Ow. u=0
el -1

ou

1 1/p
wavr=:su?1,

Whr={u|lu u'el?(-1, _w”z u(—1)=u(l)}.

roan.cm p=q= 2, les problémes (I) et (II) coincident et ne sont rien d’autre
que I'inégalité de Wirtinger; on a alors

o=y =T.
Uo.m problémes analogues a (I) et (IT) ont été étudiés par Talenti [1], [2]
qui a notamment considére :

M ar=ar(p, g)=inf N lhr 0. ue W5 2(0, )\{0}
==__r:o_ 1) ’

ou WiP(0, )={ulu, w'el?(0, 1) et u(0)=u(1)=0}.
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Dans le cas p=¢=2, on reconnait Iinégalité de Poincaré-Wirtinger, et
’on a aussi ap=T.

Décrivons maintenant briévement les résultats du présent article : nous
montrons que (I) et (IT) admettent des minimas notés respectivement u, et
uy €t que :

=2 W :AA._. :._\ N V::EL_EV_HH,A_\\V_JC\QJ A:
'/ \4 ‘+q r(p' +1/g)

ot T est la fonction I' usuelle. Ce calcul explicite de o est le résultat
principal de la section 2.

On montre aussi que, pour tout p, ¢>1, la fonction u, qui realise le
1

w4~ *=0 mais aussi
-1

minimum de (), satisfait non seulement

u,=0. )

=
Cette identité implique immédiatement que

ay<o, pour tout p, g>1. (3)

Dans la section 3 nous montrerons en fait que :

1) si g<2p on a oy=ay, €t si u, est la fonction qui réalise le minimum
1 1

u, =0 mais aussi uy|uy |~ %=0.

-1 -1

2) Par contre, pour chaque p=1 on peut trouver go(p)>2p tel que
1

de (II) on a non seulement

uy, =0 mais
-1

pour tout g>go(p) on ait ay<o; et, en particulier

1
__..._____...: Tl»...m_o.
=1

En d’autres termes nous obtenons le résultat suivant, qui est assez
surprenant : si §>¢o(p), il y a une certaine perte de symétrie entre (I) et
(IT), alors que si ¢<2p, les deux problemes sont totalement équivalents.

Les démonstrations de ces résultats, utilisent les méthodes classiques du
caicul des variations et, en particulier, nécessitent une étude fine des
solutions de I'équation d’Euler associée a (1) et (II).

Enfin nous rappellerons en appendice (suivant en cela Dacorogna-Pfister
[3) que la résolution du probléme (I) (avec I'obtention de la meilleure
constante donnée par (1)) est équivalente a la démonstration d’une inégalité
isopérimétrique connue sous le nom de théoréeme de Wulff qui remonte a
1901 et est trés utile en cristallographie. Ce théoréme affirme que pour tout
AcR? tel que dA soit une courbe simple fermée dont une représentation
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32 B. DACOROGNA, W. GANGBO ET N. SUBIA
parameétrique est (x (0), XSV. (Be(—1, 1)), en posant :

L(2A)= A_x O +|y ©) )7 dd

‘ M(A)=1/2 % (' (6) x(8)— X' (8) y (8)) B,
I'inégalité isopérimétrique :
L2(0A)—40,(p, P)M(A)20  ou p'=—F )

est vraie.
On peut de plus noter que dans (4), I'égalité a lieu si et seulement si :

={(x, YeR?: |x['+|y["<1}.
Dans le cas p=2 (4) n’est rien d’autre que l'inégalité isopérimétrique

classique, et alors L(0A) est la longueur usuelle de la courbe dA, M (A)
étant 'aire de A.

2. CALCUL DE o, ET o,

THEOREME 2.1. — Soient p, g>1 et

’ 1
bl uewgergob, [ alulr=2=0
-1

Alors a, est un minimum et
1\ /1\ VP 2 et T (1/pHT (Vg

uy=2{—] {- ; —
q +q r((1/p)+(1/9)

Ou I'on a posé :
1. p’ I'exposant conjugué de p>1, c’est-a-dire : p'=p/(p—1) et

1 i/p

lull,=( | ul
-1

u. i_.uum: :.:.m__.il_.cvnﬁomﬁacaao_m:o::n____ao-_:mo
par : |[u]lP=||ulp+||2 |5

3. Wie={u|u, u'el?(—1, 1) et u(—1)=u(1)=0}.

4. Whre={ulu uel?(—1, 1) etu(l)=u(l)}.
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Remarque 2.2. — La démonstration du théoréme fera I'objet du présent
paragraphe et 'on procédera par étapes. On montrera que :

1. oy est un minimum (lemme 2.3).

2. La fonction u qui réalise le minimum vérifie I'équation d’ Euler asso-
ciée au probléme et cette équation admet une intégrale premicre
(lemme 2.4).

3. On donne finalement des propriétés qualitatives de la fonction u
(lemme 2.6).

LemME 2.3. — Il existe ue Wy P\{0} tel que :

1
h,__:_iuo, et lulfp=Alullg=0

-1
ou A=aof.
Démonstration :

On procédera en deux étapes.
Premiére étape : on va d’abord montrer qu'il existe u € W..P satisfaisant :

1
ululm2=0, et [ fp-2flullf=0
-1

On pose, pour alléger les notations : pour tout ae R, ve W[,
1
GO=| olsf s =l l-als [
-1

On a immédiatement que :
— 0 si a>h
0 si ah.

inf{ F, (v)|ve W7, o@vuiuﬁ )

Pour conclure la premiére étape, on procéde comme suit :
e D’aprés (5), pour tout £>0, il existe u e W).P tel que G(u)=0 et
U,

Tl

F,..(4,)<0 (on a donc u;#0). Posons : v, =
alors :

2 ]lP =1+t Noelle <4 90,
Il 1l
Comme W' ? muni de la norme ||.|| est un espace de Banach réfléxif,
existe une sous-suite extraite de (v,),>0, NOtée (v ). telle que, pour un
certain ue Wi.? :
(v.,), convergence faiblement dans WP vers u;
(v,,). convergence fortement dans L™ vers u.
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et par intégration :

1 A 2A i
—u' P+ —|lul|P=—ul|P 9. (13)
> Ii7 a__ 14 . fulls
Donc, en utilisant le fait que A||u]|?=||u’||?, on a :
2
uli=—= . (14)
full

On peut supposer sans perte de généralite que u(x)>0 pour tout
xe(—1, 0). On tire de I'équation (12) que :

we=(p ) (- u 0, vrel-1, ~12 on A=hfuly
g
donc,
X\e Y'odu 2 T(1/p)T(1/g)
P e DECD, (15)
q o (1=u)'? g T((1/p)+(1/q))

En combinant les équations (14), (15) et sachant que A=A u|Z~9 et
A=af, on déduit le théoréme. W
On déduit du théoréme 2.1, le résultat de Talenti.

CoroLLAIRE 2.7. — Soit
ar=int{ 1 Ire vl cwir o 1\ (o} 1.
lllle o, 1)
Alors :
ap=244"1p g,

Démonstration. — En prolongeant par imparité une fonction ue W}-?(0, 1)
qui donne le minimum oy, on obtient une fonction ve W3 ?(—1, 1) telle
que :

et :
=iy llollg ellaco, 1y
donc oy g2VP~Uag . N
De méme, comme il existe ve W) #(—1, 1) réalisant le minimum o,
avec v(0)=0, on obtient une fonction ue W} 7 (0, 1) par restriction de v a
I'intervalle (0, 1), tel que :

_ v|v[f72=0 __e;_..uu:..n:a % I 0.1

||’ __._ =9l/p—1/g | l|> o, iy
__ e_r __=__: ©,1

Doncoy 227" g, W
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3. CALCUL DE o,

‘THEOREME 3. 1. — Soient p, g> | et

oy =inf E ue Wi\ {0}, u=0
[l -1
Alors oy est un minimum et :

(1) oy=o0y siq=2p.

(i) Pour tout p22, il existe g(p)>1 tel que, pour tout q>q(p), ay<a,.

La démonstration du théoréme fera 'objet du présent paragraphe et
I'on procédera par étapes. On montera que :

1. o4, est un minimum (lemme 3.2).

2. La fonction u qui réalise le minimum vérifie I’équation d’Euler asso-
ciee au probléme et cette équation admel une intégrale premiére
(lemme 3. 3).

3. On donne finalement des propriétés qualitatives de la fonction u
(lemme 3. 5).

LemmE 3.2. — Il existe ue Wy P\ {0} tel que :
1

u=0 et | |l5=2,|lul|=0

-1
ou A, =of.
Démonstration. — Identique 4 celle du lemme 2.3. W

LemMme 3.3. — Si ue WP\ {0} tel que Fy,)=|[u'||5=2, || u]|?=0 er

per

1
Gu= ,—, u=0, alors, la relation suivante a lieu pour tout e W!':»
-1

Aﬂxswevunio,?vwev.% :nw__s__“-:; =_=_7~.

-1

De plus, si max |u(x)|= max u(x), en posant
xe[-1,1) xe[~1,1])
M= max u(x) m=— min wu(x),
xe[—-1,1) xe[—1,1]

alors la fonction u vérifie les propriétés suivanies -
() u, o' |u'|P~2eC [~ 1, 1]

(i) ?._:\_ulw\H —Xyulult" 4y, on MNHFN__z__uaua
(iii) F\_.\_,.+W_=_aurt+q ou m.umm Z:I:ZHWmEa+rS#o.
P q q q

Démonstration. — On procédera en deux étapes.
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Dongc il existe g, > 1 tel que g>g, =L (m(q), p, g<L(,p,q). B
LemME 3.8. — Soit ueWLP tel que u#0, J(w)=h,, u=0,
=1

max _=C&_H max u(x)=1; alors : il existe me (0,1} tel que u soit solu-
xel0, 1) xe[0, 1]
tion de I'équation différentielle

1=|u|?—r(m)y(1—w) Ve

'l=ah ou h(u=
|u (v) () 25(m)
1 du 1—m
o= — r(m= , s(my=1—r(m
Y 1¢)) (m) 1+m (m) (m)
Réciproquement, pour tout me (0, 11, I'équation :
_=‘“HQ&A5
u(0)=1
AM!”— ﬁmihmnt
max |u(x)|= max u(x)=1
xe[0.1] xel0, 1]

admet au moins une solution u qui vérifie

1 1! wdu
u=-— —_—
- o) . h(w
1
u=0 alors
-1

__ v __..\__ u __au [25(m))M/P=1/a

Si de plus, on suppose que

(1+g/p)'h [ du
A+p P ) [V =Ju|*=r(m) (1 — )]

Démonstration. — La démonstration de ce lemme se fera en deux étapes.

Premiére étape : nous montrerons que si ¥ donne le minimum oy, alors
|u' |=ah(u).

Pour cela posonsm=— min u(x), on a: me(0,1]. On conclut cette

xe([0,1]

premiére étape en utilisant le point 3) du lemme 3.5.

Deuxiéme étape : nous montrerons que si me(0,1], alors, on peut
construire un u solution de(Z,,).

Pour cela me (0, 1] étant fixé, soit

y
H:{{-m 1]-R, y— -&h
1 h(x)
1) H est bien définie, continue, strictement croissante dans [—m, 1].
2) H est dérivable dans ]—m, 1] et H({—m, 1)={—a,0].
3) Soit K=H"1; K est dérivable dans [—a,0].
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4) Soit u:[—m, 1] » R, définie par :
K (o x), si xe[—1,0)
K(—ax) st xe(0,1]

alors u est solution de I'équation(Z,) et vérifie toutes les propriétés
énoncéesci-dessus. W

u(x)=

LeEmMME 3.9. — Soient

] 1 .
A, =min __|ﬂw ue Wi-PN{0}. | =0
ul|? e
As=inf{L(m, p, q):me (0,1}, F(m, p, 9)=0].

Alors A, =\,.
Démonstration. — Montrons que : A3 ZA,.

On sait qu'il existe ue Wi.7\ {0}, tel que

u=0, J(u)=»x,,
=1
max |u(x)|= max u(x)=1, min u(x)=—my et moe(0,1].
xe[0, 1] xe[0, 1) xe[0, 1]
Du lemme 3.5, on a A; =A,.

Montrons que : A, <A;.

On obtient que A, est un minimum, et le minimum est atteint en
me(0,1] car F(., p, q), L(., p, g) sont continues dans le compact[0, 1]
et F(0, p, g9)#0. Du lemme 3.8, il existe u, solution de (X,) et on a
J(u,) =N,

1
udu B )
Comme =0 équivaut a

o (L= u]*=r(m) (1 —u)]'"? -1
déduitque A, =A;. W
On va maintenant procéder a la démonstration du théoréme 3. 1.

u=0, on en

Démonstration du théoréme 3.1. — On va diviser la démonstration en
deux parties.

Posons : A=af, et A, =of.

Premiére étape : calculons o, en fonction de p, ¢> 1 dans le cas ¢<2p.

D’aprés le lemme 3.5, il existe me{0, 1] tel que :

s eyl (! du i
1+p'fg Lom 1=|u|"=romy (1 —w)]'"

avec F (m, p, g9)=0. On tire du point (iii) du lemme 3.7 que si g<2p,
I'unique solution de 'équation F(m, p, g)=0est m=1, d’ou :

Ay =[2s(m)]" "~

>~HN:-1£:+Q\\< ' 2du
1+p'lg LJo N —uf'’”
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Ainsi, nous terminons la démonstration de la premiére étape.
Remarquons donc que dans le cas ¢<2p, on a o, (p, g)=,(p, q).

Deuxiéme étape : nous montrerons que : Vp=2, 3¢ (p)> 1 tel que oy <oy
dés que ¢>g¢(p). p>1 étant fixé, du point (iv) du lemme 3.7, on a
I'existence d'un g(p)>1 tel que, pour tout g>g(p) il existe me (0, 1) avec

t - udu
—m I I_=_a|l§v: —u))tr

D’aprés les lemmes 3.8 et 3.9, on a: A, <L (m, p, g)<L(l. p, 9)=A.
Ainsi, nous terminons la démonstration de la deuxiéme étape. Ce qui
achéve la démonstration du théoréme 3.1. W

=0, L(m, p, <L(l. p, q).

4. APPENDICE

Comme mentionné dans [lintroduction, le calcul de la meilleure
constante o, donnée par le théoréme 2.1, permet de montrer le résultat
suivant :

THEOREME 4. | (inégalité isopérimétrique). — Soit A= R? tel que OA soit
une courbe simple fermée admettant (x, y)e[Whl (— 1, D))* comme représen-
tation paraméirique. Soient p>1 et

t
L@EA)=| (X ®)|7+]|y®)|")'"db
M(A)= _\N% (' (0) x (8) — x' (8) y (8)) b,
-1

l'inégalité suivante a alors lieu :

L2 @A) 4 (p. PIMA)ZO  oi p'=—"m (19)
p—
De plus dans (19), I'égalité a lieu si et seulement si :
A={(x, peR%:|x|"+|y|" <1},
a une translation et une homothétie pres.

Remarque 4.2.

(i) Le théoréme 4.1 est un cas particulier du théoréme de Wulff (cf.
Wulff[4], Dinghas[5], Taylor [6]), qui est une généralisation de I'inégalité
isopérimétrique classique, (celle ou p=p’=2) et qui est un résultat standard
en cristailographie.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire

SUR L'INEGALITE DE WIRTINGER 49

(ii) Noter enfin que le théoréme 2.1 donne

anip. pry=2 DUPITQP)
1 ? ’ |v'|‘||||~|’|.
r I'(2/p)

Démonstration. — Nous allons juste indiquer 'idée de la démonstration
et nous référons a I'article de Dacorogna-Pfister[I] pour plus de détails.
La démonstration suit aussi celle de I'inégalité classique (¢f. par exemple
Hardy-Littlewood-Polya [7]).

Premiére étape : on commence par changer la paramétrisation de 0A.
On choisit une paramétrisation par la longueur dc I'arc. On peut donc
sans perte de généralité assurer que :

LP(@A)_, , .
4m_\« |+ )| p.p. se[—1.1]
Quitte & faire une translation, on peut supposer que :

1
[x[*"2x=0. (20)

-1
L’inégalité (19) est alors équivalente 4 :
1
2r-1

[LP = (4o M)7?]

1 1 D,
= _k\ (s) _u+ _.vx (s) _u —2{ o 17 (8) x ()

-1 1

/2
0. (21)

Deuxiéme étape : il reste & montrer que (21) se déduit du théoréme 2.1,
En effet, par I'inégalité de Holder, on a :

1 1 pi2
A_k_::_s,:_?
l~

-1

L 1 1/2 ! pi2p’
W% (¥ |74y =202 | |¥]" | x|”
-1 -1 -1
1 1/2 t p/2p'T)2
2 (1" ) e [ 1xr
1 of
1 1 pip
[ rer-ar( [ 1)

-1 A

Comme dans I'inégalité ci-dessus le premier terme est trivialement positif
et le second I'est grice a (20) et au théoréme 2. 1, on en déduit immédiate-
ment (21) et donc (19).

Il est facile de voir que : A={(x. y)eR*:|x|” +|p|” <1} satisfait (19)
avec égalité. Nous référons & Dacorogna-Pfister[1] pour 'unicité. W
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