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1 Introduction

Dans ce travail, nous nous intéréssons i des problémes variationnels de ia forme
@ C inf{ f Flz, t{x), Ve(z)} | £ : @ = BP, t € X},
A :

‘ot §¥ ¢ R? est un ouvert borné, F : I} x RY x RP*4 3 R est continue et X C WHP((2, RP). Nous.notons
RP*< Pensemble des matrices réelles 3 I lignes et d colonnes.

. Conformément 4 la terminologie usuelle, nous disons qu'un probleme de la forme (P) est yr probléme

vectoriel si D,d > 1, autrement nous parlerons de probléme scalaire. Des années d’études des problémes
de la forme (P) par plusieurs auteurs dans le cas scalaire sont couronnées par beaucounp de résultats
intéressants que nous ne mentionnons pas. Nous insistons sur le cas vectoriel ot peu de résultats ont
été obtenus. Par exemple, il n'existe pas assez résultats dans le cas vectoriel permettant de résourdre
certaines Equations aux Dérivées Partielles.

Nous étudions aussi bien des problémes de la forme (P}, des problémes relaxés de {P) et des problémes
duaux 3 (P). Notre premier exemple est le probléme de transport de masse de Monge-Kantorovich. Ce
probléme 2 été initialement formulé par Monge (2781) dans l’un des plus remarquabl&s de ses écrits. Le
grand géometre y propose ie probléme suivant:

“Deux volumes équivalent étant donnés, les décomposer en particules infiniments petites se corre-

spondant deux & deux, de telle fagon que la somme des produits des chemins parcourus en transportant . '

chaque parcelle sur celle qui lui correspond, par le volume de la parcelle transportée, soit minimum "

Draprés Appell (1928}, "la solution que Monge propose laisse beaucoup & désiré parce qu'elle s'apptiie
sur des propositions si mal établies qu'on peut douter de leur exactitude ...". On peut remarquer que le
probiéme de Monge est équivalent an probléme suivant:

“Etant donné deux masses égales du déblai et du remblai, diviser le déblﬁ et le remblai en élement
correspondant, de méme masse de telle fagon que la somme des produits obtenus en multipliant la masse
@’un élément du déblai par sa distance 4 I'élément du remblai soit minimum.”

La formulation mathématique de ce probleme est la suivante: Scient K,L ¢ R? deux ensembles

compacts tels que L4OK) = L3(DL) = 0. Supposons que K et L sont respectivement munies de deux

mesures de Borel positives g et » satisfaisant u(K) = I{(L) > 0. Supposons de plus que s, v et la measure:
de Lebesgue £7 et sont deux & deux absolument continues 'un par rapport & I'autre. Definissons

16)= [ lz- s(o)dtz)
sur Fensemble X des functions s : K = Lsamsfamntlarelatmnstp-y c'est & dire s satisfait Ja

relation
: v(E) = (s (E))
pour tout E C L qui soit - mesurable. Trouver £ € X tel que
It} =inf {I{s) [s € X}.. , - - (1)

Un probléme dual au prableme (1) est le probléme suivant:

sup{ [ waduta) + [ oly)ants) | o) € Lz-p,} , @

Lipt={(u,1) | w € C{K), v € C(L), u(z) + v} S ke~ yl Ve € Koy € L},
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Beaucoup de mathématiciens se sont intéressé an probléme de Monge (1) ( par exemple Dupin 1818,
Appell 1925, 1926) . En 1884, I’Académie des Sciences de Paris proposa comme sujet pour le prix
Bordin, de reprendre le probleme de Monge, d’établir les principes qui peuvent conduire 4 la solution, et
de poursuivre jusqu’au bout la solution des cas particuliers. Comme nous le verrons le probiéme de Monge
est si profond qu'il est li€ & d’autres problémes qui 4 priorie auraient semblé €tre sans aucun rapport avec
celui du grand géometre. Par exemple ce probléme aiderait A étudier la régularité de certaines équations
elliptiques dégenerées reliées au probléme d’extension minimale des fonctions de Lipschitz (voir Arronson,
Evans, Wu, paraitre). Le probleme de Monge (1) est aussi Iié au probléme de la détermination de Ia
norme minimale de Kantorovich-Rubinstein et de la métrique minimale de Kantorovich.

A ma connaissance, il n’existe aucun document contenant une preuve analytique de P'existence d'un
minimum pour le probleme de Monge (1). Appell {1928) dans son étude du probjéme admet implicitement
I'existence d’un minimum, ce qui rend sa démounstration incompléte. Dans ce travail, nous ne saurons
traiter complétement le probléeme de Monge (1). Par contre, nous traitons complitement le probléme
de Monge-Kantorovich dans le cas oit 1a fonction cofit est strictement convexe. Le probléme de Monge-
Kantorovich est une relaxée d'une généralisation du probleme de Monge. Pour illustrer, considérons dans

-un premier temps la généralisation suivante du probleme de Monge, en définissant pour chaque p > 1,

L@ = [ lo- s dutz)

sur Pensemble X des functions s : X —+ I satisfaisant sx i = v (le sens de la relation s« gt = v est donnée
dans la Définition 2.1). Le probléme, consiste & trouver t € X tel que )

1,{t) = inf {I,(s) | s € X}. | @)

Le probleme de Monge—Kantbrovich dans ce cas est une relaxée.du probléme (3) et s'énonce de la fagon
suivante. Trouver un minimiseur du probléme variationnel .

inf {T,m) = [ o~ yPPmidn,dy) | m e 7). W
ot P désigne I'ensemble des mesures de Borel m sur K x L satisfaisant
[ fems.d) = [ fen)
) KxL B K .
pour tout f € C(K) et ‘ .
| /.., stomids.di = [ stganty
KxL L

pour tout ¢ € C(L). La fonction coiit dans les cas (3) et (4) est donnée par c(:-:, y) = |z — ylP et est dite
strictemeént convexe sip > 1. ) :

Pour tout s satisfaisant & * i = », nous définissons Ia mesure m = &y — s(z))dzdy par
|- Ganin = [ G st
KxL K

pour tout G € C(R¢ x R?). 11 est immédiat que m € P. Pour montrer que le probiéme dans (3) est une
relaxée du probléme de Monge, nous vérifions que si m est une mesure de Ia forme m = &y — s(x))dzdy

o 8* u = v alors, -
L(m} = I(s).

Dans le cas p > 1, nous montrons gu'il existe un mmumseur m de (4} qui soit de la forme mp = -
&{y ~ t{x))dzdy on t satisfait la relation t+ p = ». ' ' '




Le probléme de Monge-Kantorovich trouve un trés grand nombre d'applications. Nous en citons
quelques une. Brenier (1987) prouve la décomposition polaire des champs vectoriels q satisfaisant la N~
propriété, en résolvant le probléme de Monge-Kantorovich (4) lorsque p = 2 (voir le Corollaire 2.7). Une
preuve analytique de la décomposition polaire des champs vectoriels sera ensuite donnée par Gangbo (3
pa.ra.ltre) Rappelons quela decomposrt.mn polaire d'un champ vectoriel q s’écrit

S q(z) = V¢(ﬂ($))
ot 1 est une fonction convexe et a : {1 —+ §) préserve les mesures ﬂe Lebesgue, c'est i dire
| | L@ (E)) = LAR(E)) |
pour tout E C (1) mesurable '

Smt fck un ouvert. dont le bord a une mesure nulle et q € L' (2}, R?) une fonct.lon satisfaisant
la N-! propriété. Le probléme de Monge-Kantorovich (4) permet de caractériser la LP-projection de

g sur I'ensemble des apphca.tmns préservant les mesures de Lebesgue. Cette projection est précisement -

I‘apphcatlon a apparaassaut dans la décompos:uon polaire de q (voir le Remarque 2.8). -

Comme I'a remarqué Bremer (1987), ia résolution du pmbleme (3) dans le cas p = 2 permet de déduire
que éguation de Monge-Ampére -

{ det(g(Vi(z))det(V2e(z)
Vii(th)

admet une solution unique au sens faible pour tout {2, C B tels que
| | £4(00) = £430%) =0,
pour tout f € LY,) et g € L1()2) tels que f > 0,9 > 0, f, g satisfaisant ia condition de compatibilité

JREES fp glads.

La plupart, des auteurs qui ont étudiés le probleme de Mong&Kantorowch ne s'intéressent pas
- la question de savoir si parmi les ininimiseurs de (4), il en existent qui puissent s'écrire mg = d(y —
t(z))dzdy (voir Kantorovich 1942, Levin 1984, Rachev 1985). L'existence d’un minimiseur de (3) et
d'un minimiseur de {4) qui soit de la forme mp = &y ~ t(z))dzdy constituent I'une des difficultés des
problémes. Apparemment, Sudakov (1979) prouve que pour tout 1 < p < oo, il existe un minimiseur de
{3) qui soit de la forme m = §(y - t(z))dzdy. Il résoudrait ainsi le probléme initial de Monge. Sa preuve
se base sur la théorie des probabilités et la théorie des mesures géométriques. Brenier-(1987) dans son
"étude sur.la décomposition polaire des champs vectoriels, en se basant sur la théorie des probabifités,
prouve que dans le cas p = 2, on a un minimiseur de {4) qui soit de Ia forme mg = &y — t(z))dzdy. A
ma connaissance; le probléme de Monge-Kantorovich a toujours été donc traité par des approches basée
smt sur théorie des probabilités, soit sur théorie des measures géométriques. - _
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Da.ns ce travail, par une approche purement. ana]ytaque nous traitons le. probleme gén&rahsé de Monge
dans le cas oi ia fonction cofit est stritement convexe. Il s'en suit immédiatement qu'un minimiseur

existe dans probleme de Monge-Kantorovich (4) lorsque la fonction coiit est strictement convexe. Notre-

. méthode se base sur des outils élémentaires d’analyse et est donc accessible par un trés jarge publique.
Nous résumons notre approche de I'étude du problme de Monge-Kantorovich (3) de l2 fagon suivante.
Nous considérons le probléme ci-dessous, beaucoup plus simple 4 analyser que (3) et qu1 avait 6¢& introduit

par Rachev {3985) et dernitrement’ pat Brenier {1987):

sip{ [ s@)ue) + [ o o) e Lin}, ©)
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Lip. = {(v,v) | v € C(K),v € C(L}, ulz) + v(y) < é(z,y) Yz € K,y € L}. _
n est facile de montrer que le maximum dauns (5) est atteint par une paire {u,v) € Lip. (voir Théoréme
‘2.2). Par un argument élémentaire, nous prouvons qu'il existe une fonction t : K -3 L telle que

u(z) +v{t(z)) = c(z, t(z))

pour presque tout = € K. Nous écrivons I'équation d’Euler-Lagrange correspondant & (5) et lisons qQue

t € X et satisfait . _

- L(t) =inf {I,(s) | s € X}.
Sudakov (1979) semblerait étre le seul auteur a avoir résolu le probléme d’existence d'un minimiseur
dans (3) en considérant des fonctions coiit génerales. Je ne sais pas s'il existe daos la littérature russe
d’autres auteurs ayant prouvés d'existence d’un minimiseur dans (3)- Rachev {1985} qui est spécialiste du
probléme de Monge-Kantorovich ne mentionne que Sudakov comme référence lorsqu'il parle d’existence -
de minimiseur dans (3). La preuve d’existence d'un minimiseur dans (3) donnée par Sudakov (1979)
est trés ardue 4 comprendre par les Analystes. _Ce travail contribuera donc & étudier le probléme (3)

“en utilisant des méthodes accessibles aux Analystes, qui soient compldtement différente des méthodes
de Sudakov (1979). Les résultats obtenus dans Pétude dn probléme (3) permettent de déduire aisément
Yexistence d'un minimiseur dans (4). Notre étude est basée sur I'équation d’Euler-Lagrange de (5) et
résoud le probleme de Monge dans le cas oit la fonction coiit est strictement convexe. :

Daus la dewxiéme partie de ce travail, nous motivons I'importance de la quasiconvexité dans 1’étude |
des problemes du Calcul des Variations et nons citons quelques références relatives i ce sujet. '

Pour terminer ce baragraphe introductif, nous fixons quelques notations utiles daus la suite du travail,

Notations. _ : )
Pour tout 4 C R?, int(A), 4, 84 dénotent respectivement Fintérieur, Ia fermeture et le bord de A.

- Pour tout 2,y € R? 7 -y et |2 dénotent respectivement le produit scalaire usuel de z par y et la norme

euclidienme de z. )
Nous faisons la convention que fonction mesurable veut dire fonction mesurable par rapport a la mesnre

de Lebesgue.

£? dénote la mesure de Lebesgue sur B?. Nous notons I'intégrale par rapport & la mesure de Lebesgue
d'une fonction mesurable sur un ensemble A, f o f(z)dx. ' :

Sic:R? x R — R est une fonction de classe C! nous dénotons par V¢ les dérivées partielles de ¢ par
rapport aux variables z; et par V,c les dérivées partielles de ¢ par rapport aux variables y;.




1) Le probléme variationnel

e B I P

2 Le probléme de Monge-Kantorovich

Daus ce paragraphe nous traitons le probleme (3) dans 1a cas od la fonction coit est strictement convexe.

Les résultats que nous obtenons permettent de résourdre le probléme de Monge-Kantorovich. Dans un
souci de rendre la présentation du travail facile & suivre par le lecteur, pous énoncons des résultats avec
des hypothéses restrictives. Nous considérons des fonctions coiit ¢ incluant les fonctions de la forme

C(:L', y) = h(iI - y'p)‘ B> i

oit b € C'(R) est une fonction stritement convexe et croissante. Plus précisement, nous supposons que
c e CY{R? x B?) est tel que )

(H1) c(-, ¥} et cz,-) sont strictement convexes pour tout 7,y € RY,

(H2) Voe(z,y) = —Veely, z) et Vyclz,y) = —Vyely, x) pour tout 2,y € R,

(H3} C(zﬁg’) > alyl? + bz) et c(z,y) = dj=f” + b(y) tout z,y € R?, oli a,@ > 0 sont constantes, p > Tet
b,be C(R®). : ' ' : '

K,L.c B sont deux ensembles compacts, respectivement munies de deux mesures de Borel positives
4 et v satisfaisant p(K) = (L} > 0. Nous faisons les hypothéses supplémentaires suivantes. .
(H4) £3(0K) = LYBL) = 0. . : ‘
(HS5) g, v et la measure de Lebesgue £4 et sont deux A deux absolument, continues I'un par rapport a
Vautre, 1l est alors clair que p, v et 2 ont les mémes ensembles de mesure nulle. Nous donnons la

definition suivante. .

Definition 2.1 Soit s : K — L une Jonction yesurable. Nous disons que s transporie le mesure ,u‘sur :

1z mesure v et nous notons s+ p =1V si
1) ‘ ' ,
[ He@wue = [ B

K L .

pour tout H € C(R'} ot de fagon équivalente

2 )
u{s™E) = »(E)

pour tout E C L qui soit v-mesurable.

Lipe = {(wv) |u € C(K),v € C(L), ulz) +v(x) Sclz.y) Vz € K,y € L},

Nous définissons l'ensemble

les fonctions

I{s) = ]K c(z,s(z))du(z) s+p=v

et

Ju,v) = .[K u(z)dp(z) + L vly)dviy), (v,v) € Lip.

utiles dans I'énoncé dn théoréme suivant, qui constitue le résultat principal de-ce paragraphe.

Thécreme 2.2 Avec les hypothéses ci-dessus,

admet un mazimum.

2} Le probléme variationnel | ) 7) ;
(

i=inf {I(s){s*p=v}

j = sup {J(u,0) § (4, 0) € Lipc} ©
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admet un minimiseur t. De plus, il eriste t* yne Jonction mesurable de L dans K telle que
tot*(y) =y, ¢ ot{r) =z

pour presgue tout x € K A €L presque tout y € I..
3) Les problémes (6) et {7) sont duouzr l'un de Ugutre,
4} Le minimisenr ¢ dans ( ?) est unigue,

- Avant de présenter la preuve du Théoredme 2.2, nous faisons la remarque suivante,

Remarque 2.3 Les conchc_ﬁans du Théoreéme 2.9 ont encore liew si nous remplacons les hypothéses
(H1)-(H3) par Vhypothése plus générale ci-dessous.
(Big): Vi{z,-) et V(- y) sont des homéomorphismes de R4 dang R

Preuve du Théoréme 2.2 Par je Théoréme de Ra. ton-Nykodym et par Phypothése (H3), il existe des

! fonctions f € L'(K), g & L*(L) telles que fig>0et

B=fdc?, v= gdl?,

: Remarquons que pour tout s - K — L satisfaisant 5 « £ = v (voir 1a Définition 2.1} et pour tout

(v, %) € Lip, nous avons que

] u(x)dp(z) + / v(y)dv(y)
K L
jx (u(z) + v(s))du(z)

| [ o(z,8(z))du(z)
X
= I(s).

J(z,v)

i

1A

Nous en déduisons que
i< ' (8

Nous divisons la suite de Ia preuve en quatre parties.
Premigre partie. Soit { (#n,3,)} C Lip,une suite telle que
~=CTUErE partie.

§ :.ngn; (i, 6,). | ' (9)
Posons 7 ‘
valy) = inf {c(z,y) - 6,(z) |z € K}

bour tout y e L et _
ua(7) = inf {c(z,3) ~ va(p) Jy € L} (10}

pour tgtit. z € K. Comme (i, $,) € Lip. nous avons que
() < efz,y) ~ i (z)

Jourtout r € K et tout y € L ce qui impligue que

Only) < valy) ' (11}
our tout ¥ € L. De méme, comme {Gn,va) € Lip, nous avons que '
‘ o < . . a2y

7
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De plus, par le Lemme 4.4 (voir I'Appendixe}, u, et v, sont des fonctions de Lipschitz avec des constantes
de Lipschitz ne dépendant que de K, L et c. Donc {{n,vn}} C Lip et par (9), (11) et (12)

‘ 3= lim J(un, o). (13)
Supposons sans perte de généralité que
8o = inf {un(y) jy € L} = 0 (14)

pour tout n E‘D-L En effet, il est évident que
{u+e,v—-¢)e Lip,,

et
J(u+e,v~-e)=Jd(u, v}

pour tout (x,v) € Lip. et pour tout constante e € R. Si on n’avait pas an =0, il suffirait de remplacer la
suite {(un,vs}} par la suite {(u, + an, v, —a,)} C Lip.. Le Lemme 4.4, {10) et (14) impliquent que la
suite {vy} est équicontinue et converge & une sous suite prés vers une fonction de Lipschitz v. De méme,
la suite {u.} est équicontinue et converge & une sous suite prés vers une fonction de Lipschitz u telle que
{u,v} € Lip. et

i=J(u,v).
Ceci prouve la premiére assertion du Théoréme. '
Deuxiéme partie. Avant de prouver que {7} admet un minimum, nous nrouvons que

u(z) = inf {c{z, ) - v{y) v € L} s

pour tout z € K et C ' -
vly) =inf{c(z.y) ~u(z} |z € K} (16}

pour tout y € L. En eﬂ'ét, posons
w(z) = inf {c(z,y) - v(y) ly € L}.

‘La foriction w est par définition Ia plus grande des fonctions @ telles que (@, v} € Lip.: Comme {u,v) €

Lip,. alors,
-uSw

Supposons par I'absurde qu'il existe x4 € int(K) I;on ait u(xp) < wzg). Dans un voisinage ouvert O de
o, on a u(z) < w(z) pour tout z € 0. Comme f > 0 dans O et comme £%(0) # 0 alors on a que

J{u, v} < J(w,v}, _

ce qui est absurde donc u = w et (15} est prouvé. Par un raisonnement similaire, on prouve (16).

Soit ¢ : K —+ Lett*: LK les fonctions mesurables définies dans le Lemme 4.4 par la relation
u(z) + v{t(z)) = ez, t(z)) " (i7)

pour présgue tout x € K, ' ,
«(t"(y)) + v{y) = c(t*(y). v) (18)

pour presque tout y € L. Soit H € C(R?).et r € [0,1]. Posons

u.{z) = inf {c(z,y) ~viy) - rH@p) € L}, z€ K




et
v () =v(y)+rH(y), yelkL.

Par le Lemme 4.5 et comme (u, v} est une paire minimiseur dans {6), 'équation d’Buler-Lagrange de (6}

s’éerit

_ J(u,,v,.)—.f(u,v) = lim ur(z) - u(z)
0= lim =l [ O 04 [ B

-+ T

[ ~E{t(z))du(z) + f H(y)duly)
K L

d’'oll, par Ia Définition 2.1 on a que
' tep=v

et par (1?)
) = .L of 5(2))dus(z)
/K (u(z) + v(t(z)))du()

= [ u(z)-dp(x)+ f v{y)dv(y).
X L ’ :
- I, v). : 3 (19)

i

If

Par {8) et (19) nous obtenons que :
i=1(T) = Ju,0) = j, (20)

ainsi, il existe un minimiseur pour le probleme- {7).

Soient respectivement Kyet £, Pensemble des r € K ot Pensemble des y € L, tels que u soit
différentiable en x et ¥ soit différentiable en y. Posons

K =int(K)n Ky, L =int(L)nk,,
Comme par hypothése (H4) £#(8K) = L4(3L) = 0 et comme u et v sont des fonctions de Lipschitz alors
LYK\ Ky} = LHL\ L) =0, ‘
ce qui par le fait que t s u = » implique que
| #E N (L) = p(X). SR )
Soit t* la fdnction ciéﬁnie dans le Lemme 4.4 par -
s(t° () + v(y) = c{t*(y),y) _
pour tout y€ L. Soit z € K, Nt~1(L;). Nous observons que t(::) € L; et par le Lemme 4.4, g = t*ot(r)
st 'unique point de X tel que
u(a) + 9(t(2)) = cla, t(z)).
Comme de plus z € K, par le Lemme 4.4 nous avons : que
u(:z:) + v{t(z)) = cfz, t(m))
et.done t* ot(z) = z, ce qui, par (21) xmphque gue |
t"ot(z) =z, 7 : o _ (22)
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pour presque tout z € K. Se basant sur des arguments similaires, il est aisé de vérifier que

tot* ()=, ' (23)
pour presque tout y € L.
Troisiéme partie. (8) et (2&) prouvent que (6) et (7) sont duaux I'un de autre.

Quatriéme partie. Supposons que £; et t3 sont deux minimiseurs de (7). Considérons la paire (x,v) € Lip,
maximisant J dans la premiere partie de cette preuve. Nous avons gue

§ = J(u,v) , (24)

et ]
i = I(t1) = I(ta). (25)

Comme {6) et (7) sont duaux I'un de I'autre et que ty * 4 = ¥ nous déduisons ﬂ_e {24) et {25} que
[ e+ ottatemante) = [ utelante) + Lot =3 =i= [ cleta@ata). 20
Puisque {u,v) € Lip, et que la mesure p est positive alors (26} implique que ' |
u(z) + v(t1(2)) = c(z, ta(2))
pour presque tout x € K et donc par Ja ﬁéﬁnitidn 4.3 A '
t1(z) € d.u(z) ' (27

pour presque tout x € K. De fagon analogue
ta(z} € d.uiz). _ (28)

pour presque tout y € L. Comme par le Lemme 4.4, 8.u(x) se réduit 3 un seul point pour presque tout -

z € K, (27) et {28) impliquent que .
- tl(ﬂ'.') = f,g(ﬂ?)

pour presque tout z € K. |

Remarque 2.4 Dans la prevve du Théoréme 2.2 la paire (u,v) € Lip. qui est mavimiseur dans le
probléme (6) satisfait le relation

' u(z) = inf {c{z,3) ~ v(y} |y € L}

pour tout x € K. Dans le cas ot la fonction coiit est donnée par c(z',y)' = {z —yl, 6nr'nem'arqtie donc

gue u est V'extension minimal de Lipschitz de v. Ceci donne une idée du lien qu'il pourrait gvoir entre le
probiéme de Monge-Kaniorovich et le probléme d’eztension minimal des fonctions de Lipschilz, comme
nous 'avions annoncé dans I'Tniroduction.

Dans Ia suite de ce paragraphe, nous étudions un cas particulier du probléme de Monge-Kantorovich.
Théoreme 2.5 [Rachev 1985]. Avec les hypothéses du Théoréme 2.2, si le coiit c(z,y} = |z — y12 alors

le minimiseur t dans {7] est le gradiant d’une fonction conveze ¢ : R =+ RU {400} .
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Preuve Avec les notations du Théoréme 2.2, soit {1, v} € Lip. maximisant J et t minimisant I. Rappelons
que dans la preuve du Théoréme 2.2 t(z) est I'unique solution de 'équation (voir (17) et (48))

Vzelz, t{z)} = Vulz)
our presque tout x € K, ce qui équivaut, dans le cas ol c(z,y) = jz — v|® & Péquation
| 2o - t(z)) = Vu(z)
pour presque tout z € K, et donc

tlz) =z - %Vu(:r:) = Vii(x})

pour presque tout = € K, ou
. l )
¥z} = 5 (e - u(z)). -

De méme, par (15)

o w2
u(z) = inf {{z — y> - v(y) I;'yGL}=f:rlz-—2sup{:r-y+u—(y)-—é—ly—'—iyel.}

et donc ) . i '
v A—
iz} = s sup {z-y+ 2 —IC lve L
2 ; 2
pour tout x € K. D'oit ¢ est convexe en tant que suprémum de fonctions convexes. |

Du Théoréme 2.5 nous déduisons les Corollaires 2.7 et 2.9 ci-dessous. Avant.d’énoncer ces Corollaires,
nous donnons les définitions suivantes.

Definition 2.6 Soit Q C RY un ouvert borné ef g:{1 3 RI.
Nous disons que q satisfait la N~ propriété si .
£Lq7H{N)) =0

pour tout N C R? satisfaisant LN} = 0. ) B
Nous disons que q préserve les mesures de Lebesgue sur Q) 5i q()) C 1 et

L497HE)) = LYE)
pour tout E C f1.
Corollaire 2.7 [Brenier 1987]. Soit @ C R® un ouvert borné tel que £H89) = 0. Soit q € LP(Q)?

satisfaisant lo N~ propriété. Alors, il existe une fonction a : §t — ¥ préservant les mesures de Lebesgue
et il eziste une fonction conveze ¢ : RY — RU {400}, v € WP(Q) telles que :

| o) = Volalz))
pour presque tout x € Q. De plus Vb et a soni déterminés de fagon un-iqt-zc.

Preuve Dand cette preuve nous insistons surtout sur existence des facteurs ¥ et a. Pour la question
d’unicité de ces facteurs, nous nous référons 3 Brenier (1987) et Gangbo { & paraitre). Nous donrnons la

preive en plusieurs étapes.
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Pretnidre étape. Supposens que g € CY{§}) et que V'ensemble N C 0 des z tels que le jacobien de qen =

soit mul est vide. Posons _
K=0p=C"

L =q(f%2),

et soit v la mesure définie sur L par
[ st = [ Glatads (29
L L

pour tout G € C(L). Nous remarquons que (K, p) et {L,v) satisfont les hypothéses du Théoréme 2.5.
Dong, il existe une fonction convexe % : B¢ — RU {+o0} telle que avec le colt clz,y) = |z —uf%. le
minimiseur t dans (7) soit le gradiant de . En particulier nous avons que

Viep=1. (30)

pour tout G € C(L). Nous remarquons par Fassertion 2) du Théoréme 2.2 que Vi est inversible 2 un
ensemble de mesure nul prés. Soit a : {2 = §2 définie par .

a(z) = (V¢) " (a(@),

soit H € C(R?) et G = H o (Vi)' Par le fait que Vi * o == v et par (29) on 2 que

[ covene = [ Cly)aviy) = [ Glaiz)dz
X ' L K
et en remplacant G par H ¢ (V) on déduit en que ' _
' [ Hixz = [ H o (V)™ (el = [ #ns. e
K K K

(31) étant vrai pour tout H € C{R?) on obtient que a préserve les mesures de.Lebesgue et que
) q(z) = Vi(alz))

pour presque tout r € 1.

Deuxiéme étape. Supposons que q € E?(9)%. Par un argument d'approximation et par la premitre étap
pous obtenons que g(xr) = V(a{z)) pour presque tout z € £ {pour plus de détails, nous réfbrons I ¢
lecteur 3 Brenier (1987) et Gangbo { & paraitre}).

Troisitme étape. Nous montrons que § € L?(ﬂ)" 5i et seulement si Vi € LP(1)¢. En eflet, comn
a préserve les mesures de Lebesgue, nous avons que pour 1<p<eo .

[ la(a)fPdz = / {Vi(a@E)Pds = j [Vo(e)Pds
' ] 0

et comme ¥ est convexe, ceci qui prouve que q € LP{Qt)? si et seulement 8i ) € Wwle(8). Le résultat.e
" &vident daus le cas ol p =00

Remarques 2.8 Avec les nolations du Corollaire 2.7, nous faisons les remargues suivantes.
1) Considérons la décomposition polaire .

q(z) = Vy(alz))

12




%g dénotons par ¢ g trensformee de Legendre-Fenchel de ¥. Alprs,

| | ¥(a(2)) +¥*(a(=)) = q(z) - a(z) | (32)
_l‘aur presque tout z € 0 (yoir Rockafellar, 1979),

) .

Hq -~ afly3gye = inf {ilq - bilraye | & préserve les mesures de Lebesgue sur 02}.
in effet, soit b préservant les mesures de Lebesgue sur {3, Nous avons que

¥(b(=)) + ¢*(az)) > q(z) - b(z)
our presque tout T € ) fvoir Rockafellar, 1970) et que

f Hb{z))dz = f H(z)de

94 Q

bur tout B ¢ C(RY) et donc par (32)

la~blreye = [ fatepas - [ @) bz + [afaz
> [laterds -2 Lo+ v @@ + [ eftae
= [ @2 L) + v @i + [ st

- [ ez -2 [ 2@ sz + [ etz
flq - 3"%2(9)4- ‘ ) (33)

]

| En utilisent les mémes arguments que dans le Corollaire 2. 7, # est facile de montrer que pour tou?
<P < 0o et pour tout q € LP()? satisfaisant la N-! Propriété, en se servant de Ig Jonction coqt
L y) =z~ yi®, q se décompose ' :

- @) = tofay(z).

nirer que

lla— apll 20y = inf {jlq - blizzye | b préserve les mesures de Lebesgue sur 1} .

pollaire 2.9 [Brenier 1987]. Soit 14,0, C BY deus ouvert borngs tels que £4(00,) = £4(50;) = 0.
it f ¢ Ll(ﬂl) etg€ Ll(n,) satisfaisant la condition de compatibilité _[m Fz)dz = fn, gluidy. Alors
ion de Monge-Ampére ’ ] ' . .

{dts:t(y(w(i))det(v’ﬂ:) = f@&) zem
‘ V() - =

met une solution unigue au sense faible.

Luve Posons .
K= Ql’l H= fd.'l'.'

L=%0Q,, v=gdr -
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Alors (K, i) et (L,v) satisfont les hypothéses du Théordme 2.5. Dorc, il existe une fonction convexe
¥ : R? 5 RU {+o0} telle que
. Vsp=u

c'est a dire que
[ HEwa @ = [ Bao
[ [173
pour tout H € C(R?). D'o&
Vy(h) =2

et au sense faible
det(g(Vip(z))det(V 9(z) = f(z) Vz € Q).

Tl est évident que Vi est déterminé de facon unique. : . |
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plie nous prouvons quelques théorsmes élémentaires utiles dans Pétude du probleme de
ich. Nous supposons que ¢ e (! (R? x R?) est définie comme dags le paragraphe précédent

ons (u,v) € Lip. ot nous rappelons que
e = {lu,0) € OUR) x C(L) ) u(r) + oly) < ol ) Wiz, y) € K x L)

ime.4.1 Supposons que.c satisfast les hypothéses (H1), (HE) et (H3) du paregraphe pré'cé’dent. Alors,
1) Pouritout z € R, Voc(z, ) est un homeomorphisme de R dans Re. . '

2) Pourtout y € R, V(- y) est un homeomorphisme de R® dans R?.
3) La forction E:R® x R , gd définie par V_e(z, E(z,2)) = 7 est continue, _

Preuve.. Nous divisons la preuve en deux parties.
Premitre partie. Soit € R et G: RY — R définie par
; Gly) = cly, z).
J Par les hypothéses (H1) et (H3), Ia fonction G est Strictement. convexe et pour tout p#0
; Y9y tim v
B MG 2 lim a ¥

Par le Théoreme 26.6 de Rockafelar (1970}, VG = V¢ *+Z) est un homeomorphisme de R dans RY, ce
qui implique que la fonction ¥ = Veely,z) = =V, e(z,y) est un homeomorphisme de RY dans RY. De
fagon analogue, nous déduisons que pour tout y € BY, V,c(-, y) est un homeomorphisme de R? dang R?.
Ainsi, Ja fonction E est bien définie.

Deuxieme partie. Soient z, ¥.2€ R tels que

E(z,z)=y. : (35)

+ 1\5(1:) = o0,

Soient {z,} et { zn} deux suites ctonvergeant respectivement vers z et z. Moatrons que

,.li..ﬂ, E(zn,ya) = E(z, z).

Nous commencons d'abord par définir
T=V.clzr,), ™ = Vee(z,,-)

et . .
Yn 1= T::(zn)' . (36)

Par 35) nous remarquons que
T(z) =y. (37)

Fixons R > 0. Corume par la premiére partie de la preuve T est un homeomorphisme de R? dans R et
par (37} T(y) = z alors T(B(y, R)) est ouvert et il existe r > 0 tels que

B(z,r) C T(B(y, Ry). (38)

Comme V,c est continue dans R?, {T,} converge uniformément vers 7' dans B(y, R) et nous pouvons
upposer sans perte de généralité que

ma{iTn®) - T |t e By, R} < (39)

19




pour tout n € N.
Assertion 1. Pour tout n assez grand nous-avons que

r .
B(x,3) € Ta(B(y: R))- (40)

'En effet, nous remarquons tout d'abord par (39), par (38) et par le fait que T est up homéomorphisme,
pour tout t € 3B(y, R) nous avons

(Ta(®) = 21 2 [T@) — 2| - ITalt) - T > 5

et donc r : .
B(z,5) N Ta(8B(y. R)) =9 (41) ]

pour tout n € N. Donc, le dégree topologique d(Tn, B(y, R} z) est bien définie pour tout n € N. Comme
V.c est continue dans R?, {T,} converge uniformément vers T dans B(y, R) et par les Théorémes 2.1.3 5
et 3.3.7 dans Fonseca et Gangbo (1995) il existe un nombre entier no{z) tel que %

d(Tn, B(y,é),z) = d(T, B(y,R),z) = %1 (42) :

et tel que z € To(B(y, R)) pour tout n > ng(z). Par le Théortme de Séparation de Jordan (voir Fonseca 3
et Gangbo 1995, Théoreme 3.3.1), par le fait que T et T, sont des homéomorphismes et par (42), on
déduit que T(B(y, R)) est la composante connexe de R\ T,(3B(y, R)) contenant z. Par (41) et dil au
fait que B(z, %) est un ensemble connexe on obtient (40) pour tout n 2 no(z).

ion 2.

n].i_il:n E(zn, 20} = E(z,2)-
En effet, comme {2} converge vers z, nous SUppoSORS 8ans perte de généraliteé que

za € Bz, g) | (43)

pour tout n > ng(z). Par (40) et {43) nous obtencns que pour chaque n > no(2) i existe b, € By, R)
tel que : ' .

ZIn = Tn(bn)- ' (44)
Di fait que T, est injective, nous déduisons par (36) et (44) que ’
Yn = bn (45)

et donc y. € Bly. R) pour tout n > no(z). Soit {yn.} une sous suite arbitrairement extraite de {yn}
et convergeant vers un certain. point b. En passant & la limite dans (44), sachant que {T,.} converge
uniformément vers T dans tout, sous ensemble compact de R nous avous que L ’

z="T(b).
Ceci, (37) et le fait que T soit injectif impliquent que
y=5

Ainsi, {y.} converge y et par (36)
fl131;9 E(Zn,2a) = E(z,2),

done E est continue.
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.Remarque 4.2 Soit p > 1 et soit ¢ definie par

c(z,y) = |z —yI”.

" Alors, © sattsfatt les hypotheses du Lemme 4.1 et pour tout e € (0,1) on a

c(z,y) > ejzl® ~ k(e plyl® ete(z,y) > elyl® — ke, p)l=l®

tout z,y € RY ot

1- P
k(E,p) - a—_—p__r{;;
Soit (u,v) € Lip, satisfaisant
u(z) = inf {e(z,y) — v(y) [y € L} (46)
v(y) = inf {c(z,y) — u(z) Iz € K}. (47)

1l est facile de vérifer que I'opérateur S, : v — u est lié A la transformée de Legendre-Fenchel [ — I* (voir
Rockafellar 1970). En effet. si ¢{z,y)} = jz — y|* alors

.S'cu(:c) Iz]? ~ 2sup {z y— -—(!-’};ﬁ ly € L} .

En posant U{z) = w pour tout x € K et

) ‘yelL

V(y)={ to0 & yeR\L

la relation précédente s'écrit
U=V".

On peut définir une notion de c-sous-gradiant de u au point x relativement au cofit ¢ de la fagon suivante.

Definition 4.3 Supposons que (u,v) € Lip. satisfait ({6) et (47). Alors, pour tout £ € K on définie
dculz) le-c-sous-gradiant de u qu point z relativement ou coiit ¢ par

d.ufz) = {y € L | u(z) + v(y) = c(z,9)}

et on définie A,v(y) le c-sous-gradiant de v au point y relativement gu cott ¢ par

dev(y) = {z € K | u(z) + v(y) = c(z.y)} .

Si u est différentiable en z € int(K) alors 8.u{z) = {E(z,V(z))} oii E est définie dans le Lemme 4.1.
It est trivial que u et v sont des fonctions de Lipschitz (voir Lemme 4.4) et donc d.u(x) se réduit & un
point unique pour presque tout z € K. Sans entrer dans les détails, nous affirmons que la majorité des
“bonnes propriétés des fonctions convexes sont satisfaites par les fonctions de la forme u = Scv.

Lemme 4.4 Supposons que {u,v) € Lip. satisfait ({6) et ({7). Alors,

1. u et v sont des fonctions de Lipschitz avec des constantes de Lipschitz ne dépendant que de K, L et c.
2. d.u(z) est réduit & un point unigue pour presque tout € K, en particulier pour tout z € int(K) tels
que u soit differenticble en 1. De plus, la fonction & multi-valeurs t : x — t(z) = d.u(x) est mesurabie.
8. De méme, 8.v(y) est réduit & un point unique pour presque toul y € L, en particulier pour tout
y € int(L) tels gue v soit differentiable en y. La fonction & multi-valeurs t* : y — t*(y) =8v(y) est °
mesurable.
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‘Nous observons que

Preuve Nous divisons la preuve en trois parties.
Premiére partie. Montrons que u et v sont des fonctions de Lipschitz. Sofent 73,73 € K, et 3,42 € L
telles que

u(z1) = (1,11} ~v(n) et u(za) = clzz, 12} — v(wz)-

u(z1) — u(z2) € clz1,4n) — (T2, 1) € M|z — 23
oil
M = sup {|Vec(z. ¥ + [Vyelz,9)} | (z,9) € K x L}.

En intervertissant le réle de z; et de 2 nous concluons que
[u(z1) = u(za)i < Mlz-  3f

et de la méme fagon _
luly:) — ulva)l < My — val-
Deuxiéme partie. Définissons t. Soit K, I'ensemble des z € K telles que u soit différentiable en z et soit

K, =int{K)nK,. ‘r*

Comme par 1" hypothése (H4) £4(3K) = 0 et que u est une fonction de Lipschitz alors,
LYK\ K1) =0. '

Soit zg € K) et yo € L choisis de telle fagon que la fonction y — ¢(xo, y) ~ v(y) stteint son minimum en
vo. Par (46) et (47), nous en déduisons que la fonction £ — ¢(z,y0) — u(z) atteint son minimum en xo.
De plus zo € int(K) et u est différentiable en zp, d'olt

V:C(zl'h vCl) i V“(Io) = 0, - (48)

ce qui est équivalent X dire que
%o = E(z0, Vu(zo))

oit E est définie dans le Lemme 4.1. Ainsi zo étant fixé, po est déterminée de facon unique et par le
Lemme 4.1, t est 'application qui & 1 associe E(x, Ve(z). D'oit t est mesurable.
Troisiéme partie. L'existence de t* se prouve de la méme fagon que celle de t.

Lemme 4.5 Supposons que (u,v) € Lipc, satisfont (46} et (47). Soit H € C(R®). Pour chaque r € [0,1]

posans .
7 ur(z) = inf {=(z,y) —v(y} - rH{y) v € L},
pour tout z € K. Alors,
u.(x) — u(x), .
I—"";.—“'I <f
‘pour tout r € [0,1] et pour.tout z € K.

im i(i)r‘L(”). = -H(t(z))

pour presque tout T € K, ot t est définie comme dans le Lemme {.4 et § = max {{H(y}| ly € L}.
Preuve L'idée principale de la preuve est la méme que celle du Lemme 2.4 dsns Gangbo (& paraitre).

Nous divisons la preuve en deux parties.
Premidre partie. Soient = € K et r > 0. Pour tout 4 > 0l existe ys, 95 € L telles que

u (z) > elz,ys) — v{ys) —rH{ys) =6 > u(z) - rH(ys} - ¢ (48)
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foE u(1) 2 elz, §5) ~ v{fs) ~ 8 2 u,(z) + rH(f) ~ 6. (50)

Par (49) et (50} on a que
. —rBl ~ 8 £ u(x) —u (2} < |rb} + 4.

bitraire, nous concluons que

o ur(z) —u(r

- i—(‘)*r—()l <B

_ [0,1] et pour tout r € K. )

"' Deuxieme part. i'g.; Soit_ {r.} une suite positive convergeant vers 0. Par (49) et (50) nous supposons

généralié qu'il existe deux suites {y;} et {§;;} convergeant respectivement vers y,§ € L telles que

ce(z, %) — v(w:) - rH(y:) 2w, (2) 2 oz, 1) — v(yi) - H(w) — 2, (51)
e(z. i) ~ v(§i) 2 ulz) > o(z, i) - v{fi) - 12 (52)

et-donc" .
. = ril(y:)} = vl Sup () - u(z) € —nH{G:) + 2. (53)

- Par (53) {u,, (7)} converge vers u{x} et donc en passant a la limite dans (51) et {52) on déduit les égalités
u(z) = c(z,y) ~ v(y) = c(z,§) ~ v(F).

Parla Définition 4.3, ¥, % € 3.u(x). Si de plus on suppose que z € K, alors par le Lermme 4.4 on obtient
que _
y=§=t(z)

et en passant 4 la limite dans (53} on en déduit que

tim =& 253 gy

r—0+ r

pour tout x € K. Par des arguments similaires on obtient aussi que

lim

u (z) - u(x)
r=40" r

= —H(t(z))

pour tout z € K. : [ |
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