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CORRESPONDANCE DE HOWE POUR LES GROUPES
REDUCTIFS SUR LES CORPS FINIS

ANNE-MARIE AUBERT, JEAN MICHEL ET RAPHAEL ROUQUIER

Soit (G, G') une paire de sous-groupes d’un groupe symplectique Sp,,(IF,) (ou
IF, est un corps fini de caractéristique p impaire) dont chacun est le centralisa-
teur de l'autre dans Sp,,(IF,). Suivant R. Howe (voir [H1] et [H2]), il y a une
correspondance entre représentations de G et de G’ donnée par la représentation
de Weil o du groupe symplectique Sp,,(q) := Sp,,(IF,).

Plus précisément, si (G, G,,) est une paire réductive duale irréductible
dans Sp,,(q), i.e., Pune des paires (Spyn(a), Oy () (avec n = 2mm'), (Spn(9),
O2m+1(q)) (avec n=m(2m' + 1)), (Un(q), Um(q)), (GLm(q), GLw(q)) (avec n =
mm'), la restriction de @ a G,.G,, définit une application entre groupes de
Grothendieck de représentations complexes #(Gn) = %#(G,,) que nous appel-
lerons correspondance de Howe.

Le but de notre article est de décrire cette correspondance. Nous obtenons une
formule explicite pour les paires linéaires et unitaires et présentons une formule
conjecturale pour les paires symplectiques-orthogonales.

Nous partons d’un résultat de Bhama Srinivasan [Sr, 4.3] décrivant la projec-
tion sur lespace des fonctions uniformes (i.e., combinaisons linéaires de
caractéres de Deligne-Lusztig) de la restriction & G,.G,, d’une représentation
apparentée ” qui a été définie par Gérardin (cf. [G, théoréme 2.4 (c)]). Pour les paires
symplectiques-orthogonales, les représentations et w® ont méme restriction a
Gn.G,,; dans les cas linéaires et unitaires, ces restrictions différent par la multi-
plication par une représentation de G, a valeur dans {—1,1}. L’étude de la cor-
respondance de Howe peut donc étre remplacée par celle de ’application linéaire
@ entre groupes de Grothendieck #(Gyn) — #(G,,/) induite par .

Le groupe G,, étant dans tous les cas considérés ’ensemble des points ration-
nels d’un groupe algébrique réductif G sur une cldture algébrique IF, de IF,, défini
sur IF,, si F est 'endomorphisme de Frobenius correspondant, on a G, =
GF. Srinivasan n’ayant considéré que les paires (Sp,,(q),SO%,(¢)) (au lieu de
toutes les paires symplectiques-orthogonales), nous supposerons les groupes
orthogonaux pairs dans la suite, sauf mention contraire. Cependant nous pour-
rons traiter le cas de O, (et pas seulement SO,,) en étendant certains résultats
aux groupes non connexes. Soit G un groupe algébrique connexe, et soit G* un
groupe dual de G (i.e., dont le systéme de racines est dual du systéme de racines
de G) et F* une isogénie de G* duale de F. Lusztig a défini une partition de
ensemble des représentations irréductibles de G* en séries &(GF,(s)) para-
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métrées par les classes de conjugaison F*-stables d’éléments semi-simples s de
G*. Les représentations unipotentes sont par définition les éléments de #(G*,1),
et cette partition est analogue a une “décomposition de Jordan™: &(GF, (s)) est
en bijection avec &(Cg:(s)¥",1). Nous étendons cette description au cas ou G =
G* = Oyy.

Une conséquence facile du résultat de Srinivasan est la compatibilité de la
correspondance de Howe avec les séries de Lusztig. Plus prec1sement si (G,F),
(G',F') sont tels que G, = G*, G, = G'F', et si ye &(GF,(s)), out (s) est la
classe de G*-conjugaison d’un element sem1s1mp1e s de G*T"| alors il existe une
classe de G™-conjugaison semisimple (s) bien définie de G’ * telle que O(y) soit
dans le sous-espace 2(G'F',(s')) de #(G'T') engendré par &(G'F',(s")) et cette
application entre classes semi-simples est induite par I'inclusion naturelle d’'un
des groupes G*F" ou G'*F" dans I'autre (cf. proposition 2.3; cette situation est
analogue a celle considérée dans [A] pour des paires réductives duales sur un
corps p-adique). En particulier, I'image par la correspondance de Howe d’une
représentation irréductible unipotente est une somme de représentations irréduc-
tibles unipotentes.

Nous montrons (théoréme 2.6) que la projection uniforme de la restriction de
" au sous-espace 2(GF,(s)) ® Z(G'F', (s')) se décrit en fonction de la corres-
pondance entre représentations unipotentes de Cgr(s)" et Cgn (s’ )F" induite,
suivant la composante irréductible, soit par «’, soit par R (ou, pour un groupe
fini H, on désigne par R la représentation naturelle de H x H sur CH). 1l est
naturel de conjecturer que cette description reste valable sans prendre la projec-
tion uniforme. Dans la suite nous ne considérons que la restriction de @’ aux
représentations unipotentes.

Un raisonnement analogue a celui fait par Kudla pour les groupes p-adiques
[K, théoréme 2.5] montre que la correspondance de Howe est compatible a la
répartition des représentations irréductibles en “séries de Harish-Chandra” asso-
ciées (au moyen de P'induction parabolique) a des paires formées d’un sous-
groupe de Levi et d’une représentation irréductible cuspidale de ce dernier
(cf. théoréme 3.7).

Parmi les groupes membres d’une paire duale irréductible, seuls O3, .(q) avec
k pair, 03;.(q) avec k impair, Spy2.4)(q) €t U zyu24k)(9) possedent une repré-
sentation unipotente cuspidale, ces groupes ont une unique représentation uni-
potente cuspidale excepté OZkz(q) qui en possede deux, extensions de I'unique
représentation unipotente cuspldale de SOzkz(q) A toute représentation uni-
potente cuspidale est ainsi associé un entier k; Adams et Moy ont démontré que
la correspondance de Howe au niveau des représentations unipotentes cuspi-
dales est donnée par une application 6 telle que (k) =k =+ 1si k # 0 et 0(0) =
ou 1 (cf. [AM, théorémes 4.1 et 5.2]).

Les représentations irréductibles du groupe Sp,,(q), (resp. O%,(q), resp.
Un(q)) d’'une méme série de Harish-Chandra sont en bijection avec les repré-
sentations irréductibles d’un groupe de Weyl de type B, _j2_; (resp. B,/ _j2,
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resp. By 2)m—((k2+k)/2)) (cf. [L2] ou [C, §13.8] et notre lemme 3.2). Pour les
paires réductives duales irréductibles (Sp,,(q), 0%, (q)) et (Un(q), Um(q)), la
correspondance de Howe entre séries de Harish-Chandra de représentations
irréductibles unipotentes se traduit donc par une correspondance entre des repre-
sentations de paires de groupes de Weyl respectivement de type (B,,_r2_g, B, k)z)
et de type (B(y/2)(m-—(k2-+k)/2))> B(1/2)m—((007+6(00)/2)))*

Soit (W), Wi) une telle paire de groupes de Weyl de type (B;,B;). Nous
notons ¢ 'unique homomorphisme de W, dans {—1, 1} de noyau le sous-groupe de
type D; de W,. Si r est un entier compris entre 0 et /, nous désignons par Irr(W,)
I’ensemble des caractéres irréductibles de W;; le groupe W, x W,_, s’envoie natu-
rellement dans W;. Nous démontrons (théoréme 3.10) que la correspondance
de Howe au niveau des paires de groupes de Weyl est décrite par 'un des termes
suivants:

(Ind}y, ¥ ® Id) ® (Indy}, . oy ® 1d),
0<r<min(l,l') xeltr(W,)

pour la paire (Un(q), Uw(q)) avec k impair ou k = k' = 0;

(Indy, ., % ® ¢) ® (Indy!sy, o1 ®1d),
0<r<min(ll') xelrr(W,)

pour la paire (Un(g), Uw(q)) sinon.
Nous conjecturons (conjecture 3.11) que la correspondance de Howe est
donnée par les formules suivantes:

(Ind,, % ® @) ® (Indyy, 1 ® ),
0<r<min(,l') xelrr(W;)

pour la paire (Sp,,,(q), 0%,(q)) si k est pair et la paire (Sp,,(q), 0%, (q)) si k est
impair;

(Ind}, . x ® 1d) @ (Indysp, x® @),
0<r<min(ll’) xelrr(W,)

pour la paire (Sp,,(q), O3, (q)) si k est impair et la paire (Sp,,,(4), 0%, (q)) si k est
pair. Nous donnons des indices en faveur de cette conjecture au §6. En particulier,
alaide d’un ordinateur, et en utilisant un résultat de Waldspurger [MVW, chapitre
4, IV, 5] qui montre que la restriction de la représentation de Weil est sans
multiplicité pour les paires de type I, nous avons vérifié cette conjecture pour
m,m <11,

Nous décrivons aussi entiérement la correspondance de Howe dans le cas des
paires (GLy(q), GLyn/(q)) (dites de type II) au théoréme 5.5.

L’une des motivations de cet article est ’existence d’une correspondance du
méme type entre représentations de deux groupes p-adiques qui sont membres



356 AUBERT, MICHEL ET ROUQUIER

d’une paire réductive duale. Sur un corps p-adique, la représentation de Weil
étant seulement une représentation projective, on doit remplacer le groupe sym-
plectique par un revétement, le groupe métaplectique (voir [H3, pour une intro-
duction a ce sujet]); une autre différence avec le cas fini réside dans le fait que sur
les corps p-adiques la correspondance est bijective pour les paires qui ne sont pas
de type II (conjecture de Howe maintenant démontrée, voir [W]). En dépit de
ces différences, la correspondance sur les corps p-adiques est liée a celle sur
les corps finis, comme le montre en particulier P'article de Howe [H4] et 'on
remarque des analogies concernant son comportement fonctoriel (comparer la
proposition 2.3 a [A, théoréme 5.9]).
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1. Rappels et notations. Soit H un groupe fini. Nous noterons Z(H) le centre
de H, Irr(H) I'ensemble des caractéres des représentations irréductibles com-
plexes, ou dans @Q,, de H et Z(H) le groupe des caractéres, de base Irr(H) sur Z.
Pour h, g € H on note *g pour hgh™!.

Soit (F) un groupe cyclique de générateur F agissant sur H. On notera
h — Fh P’action de F. On dit que deux éléments h et k de H sont F-conjugués si
les éléments hF et kF de H < {F) sont conjugués. On note H” les points fixes de
H par F.
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Dans la suite, IF, désignera le corps fini 4 g (une puissance d’'un nombre pre-
mier impair p) éléments et I, une clture algébrique de IF,.

Soit G un groupe algébrique sur IF,, défini sur IF,, et soit F 'endomorphisme
de Frobenius correspondant. Rappelons que les classes de G'-conjugaison de
tores maximaux rationnels de G sont paramétrées par les F-classes (classes de F-
conjugaison) du groupe de Weyl Wg de G, relatif a un tore maximal rationnel
fixé T (cf. par exemple [C, proposition 3.3.3]). Cette bijection associe au tore 9T
(ou g € G) son “type” par rapport au tore T, qui est la F-classe de W définie par
I’é1ément g~'¥g € Ng(T).

A. Groupes classiques sur les corps finis

Groupes linéaires et unitaires. Soit GL; le groupe linéaire en dimension ! sur
Fq. C’est un groupe algébrique sur Fq, défini sur IF;; on peut le munir de deux
IF,-structures, 'une correspondant a 'endomorphisme de Frobenius F* qui agit
par élévation a la puissance g des coefficients matriciels et 'autre correspon-
dant & F~ défini par F g =F’g~1 (o0 g désigne la matrice transposée de g). Le

groupe GLI " est le groupe linéaire GL;(g) en dimension I sur le corps F,, et le
groupe GLf ", est le groupe unitaire Uj(q) en dimension [ relativement a I'auto-
morphisme d’ordre 2 de (IF;2/IF;). Nous le noterons aussi GLi(—g), ce qui nous
permettra de considérer simultanément les groupes linéaires et unitaires par la
notation GL;(eq) ou e € {—1,1}.

Soit F un endomorphisme qui est soit F*, soit F~. Soit T; le tore des matrices
diagonales de GL,. Ce tore est F-stable; il est déployé dans le cas linéaire, mais
tout sous-groupe de Borel le contenant est envoyé par F sur le sous-groupe
de Borel opposé dans le cas unitaire. Dans les deux cas, le groupe de Weyl
N, (T)/T; s’identifie au groupe symétrique S;, I'élément w de &; envoyant
diag(t,t2,..., ) € Ty sur diag(tw(), tw), - - -, twg)), €t laction de F sur &; est
triviale; les GL;F-classes de tores maximaux rationnels sont donc paramétrées
par les classes de conjugaison de ;.

Géométries orthogonales et symplectiques. Soit V un Fq-espace vectoriel
muni d’une forme bilinéaire non dégénérée {, ) qui est soit alternée soit symé-
trique. Dans le cas ot la forme ¢, ) est symétrique la forme quadratique associée
est équivalente a la forme

X1Xy + XoXp + -+ xpxp sidim V =2l
X1Xp + XoXp + -+ + xpxp + x5 sidim V=21+1.

Soit Sp,; (resp. Oy ou Oy41) le groupe des automorphismes de (V,{,)) si la
forme {, ) est alternée (resp. symétrique). Dans la suite de cette partie nous sup-
poserons que V est un espace vectoriel quadratique de dimension paire. Les
groupes Oy et Sp,; ont tous deux pour tore maximal le tore T; des matrices dia-
gonales d’entrées (t1,...,4,4},...,¢7!) que nous noterons encore diag(ty,...,t).
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Soient F+ I'endomorphisme qui éléve tous les coefficients d’'une matrice a la puis-
sance g (le groupe O};(q) = Off est alors le groupe orthogonal sur IF, de la forme
quadratique considérée) et F~ I'endomorphisme défini par F~(g) = F*(g)o~!
pour g € Oy, ol o est un élément fixé stable par F* de Oy — SOy; (ou SOy, est la
composante neutre de Q,;). Deux tels éléments ¢ différant par un élément de SO,
deux choix de F~ différent par un automorphisme intérieur et les groupes de
points rationnels sont isomorphes. Nous prendrons pour ¢ la matrice

Id;4

- O
O =

Id;_4

Le groupe O5(q) = O} est le groupe orthogonal sur IF, pour l'autre classe
d’équivalence de formes quadratiques.

Soit T; le tore diagonal de Sp,;, et W(C;) = N, (T1)/T; le groupe de Weyl
correspondant. Le groupe W(C;) s’identifie naturellement au groupe W; des
permutations de {1,2,...,L1’,...,2’, 1"} qui commutent avec I'involution (11")
(22’)---(Il'). Pour tout je {1,...,I— 1} nous noterons s; € W, la permutation
qui échange j et j+ 1 ainsi que j’ et (j+ 1)’ et laisse fixes les autres éléments.
Soit 6, € W (1 < r < 1) la permutation qui échange r et r’ et laisse fixes les autres
éléments. On vérifie facilement que

(1.1) O = SSp41 - SI_101S11 * * * Sr+15r-
Alors {s1,$,...,5-1,01} est un systétme de générateurs de W; en tant que groupe

de Coxeter. Soit ¢;: W; — {—1,+1} 'homomorphisme défini sur les générateurs
par ¢)(s;) =1 pour 1 < j<I—1et ¢)(o;) = —1. Par 1.1 on a ¢)(s,) = —1, dou

@ilw,, = ®1-1; ceci nous autorisera & noter ¢ sans préciser l'indice. On peut voir
que

(1.2) o(w) = (_1)|{w(1),...,w(1)}n{1',...,1'}|

car Dégalité est vraie pour w un des générateurs de {si,s,...,S1-1,01} et
puisque I'application w — (—-l)HW(l)""’W(')} {11} est un morphisme de W, dans

Une permutation dans W, définit une permutation de 'ensemble formé des
couples (1,1'), (2,2'),...,(,1"). On en déduit un homomorphisme de W, dans le
groupe symétrique S;.

Nous noterons W,* le noyau de ¢; (W, {s1,52,...,50-1,0151-101}) est un
groupe de Coxeter qui s’identifie naturellement au groupe de Weyl W(D;) =
Nso,,(T:)/T;. Nous noterons W~ la classe W;" o).

Nous noterons parfois s’ = s;_; et s” = a;51_10;: ce sont les deux extrémités de
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la “fourche” du diagramme de Dynkin D;. Soient r et 7 deux entiers naturels tels
que r+ 7 = l et soit 'élément de W, qui échange r + 1 et (r + 1)’ ainsi que I et I'
et laisse fixes les autres éléments. Pour r < [ — 2, on a 6,0; = s,5,.

Le groupe de Weyl No,,(T;)/T; est naturellement isomorphe a W), et cet iso-
morphisme identifie I'élément o de Oy; — SO,; défini au paragraphe précédent a
o]. Ona VV] = W(Dl) ) G[W(D[).

Le groupe de Weyl W(B;) de SOy, s’identifie naturellement au groupe W,.
Pour Pinclusion naturelle (O, Ft) < (SOy41,F) un tore F*-stable de type
we W(D)) de SOy; est du méme type w comme tore de SOy, via I'inclusion
W,* < W; pour linclusion (Oy;, F~) < (SOz41, F) (définie par exemple par
x 9% ou g~1.Fg = o)) un tore F~-stable de type w de SO est de type aw
comme tore de SQO;;y; de plus la fusion des classes de tores rationnels de
(SOy;, FT) (resp. (SOy;, F 7)) par la conjugaison sous SOy;41(q) est la méme que
celle sous O3;(q) (resp. 05(q)). Il y a donc une bijection naturelle entre 'ensem-
ble des classes de conjugaison sous SO,;.1(q) des tores rationnels de SO, et
I'union de 'ensemble des classes de OF;(q)-conjugaison des tores rationnels de
(SOy;, FT) et de I'ensemble des classes de O5;(g)-conjugaison des tores rationnels
de (S021, F_).

B. Eléments semisimples et centralisateurs. Soit G un des groupes GL;,
SO;.41 ou Oy, et F un endomorphisme de Frobenius sur G tel que G soit I'un
des groupes GLi(eq), SO2111(q) ou O3(q). Soit T; le tore maximal de G formé
des matrices diagonales; on a FT;=T,. On a naturellement T, :F‘;; si s=
(A1,...,4) € T; nous appellerons les A; par convention les “valeurs propres” de
s (dans le cas G = GL; il s’agit bien des valeurs propres de s comme élément
de GL;, mais dans le cas Oy (resp. SOy;1) les “vraies” valeurs propres de s
sont Ay,..., 4, ,1;‘1, ... ,,11‘1 (resp. A1, .., A, 1,/1,“1, .. ,/11_1)). Choisissons un ordre
total sur T, tel 1 soit le plus grand élément, et —1 le plus grand aprés 1, et soit
(Ti)< le sous-ensemble de T; formé des éléments dont les valeurs propres sont en
ordre croissant pour cet ordre. Tout élément semisimple de G est conjugué a un
unique élément de (T;)¢. Pour se (T;). et 4 € IF;, nous notons v;(s) le nombre
de valeurs propres de s égales a A.

Soient Cg(s) le centralisateur dans G de s et W(s) ={we Wg|"s=s} le
groupe de Weyl de Cq(s). Nous noterons Z(s) 'ensemble des w € W tels que
"Fs = 5. Un élément s e (T;)_ est conjugué & un élément de GF si et seulement si
Z(s) # D:siwe Z(s) et x € G est tel que x~'Fx = w, le couple (wF,s) est con-
jugué par x a (F,*s), et par conséquent (wF,Cg(s)) est conjugué a (F,Cg(*s)).
Pour décrire les centralisateurs des éléments semisimples de G et leur structure
rationnelle, il suffit donc de décrire Cg(s) et Z(s) pour s € (T;)<.

Le groupe Cg(s) a une décomposition naturelle en produit suivant les valeurs
propres de s: Cg(s) = []; Gi(s) ou G;(s) est un groupe réductif quasi-simple de
rang v,(s). Si G = GLy, ou si A # £1, on a G;(s) ~ GL,,(). Si G = SOy4;, on a
G_i1(s) = Oyy_,(y) et G1(5) ~ SOy, (5)+1; 5i G = SOy, et si v_(s) et v(s) sont tous
deux non nuls, on a G_i(s) x G1(s) =~ (SOy,_, (5 X SOy,(5) X (g5, ou o est
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un élément qui induit Pautomorphisme extérieur non trivial simultanément
sur 8O,,_,() et sur SOy, (5); si v_1(s) ou vi(s) est nul, alors G_1(s) =~ SO;,_( et
Gi(s) =~ S0y, (5)- Si G = 0y, la description de Cg(s) ne change pas sauf que dans
tous les cas on a G_(s) x G1(5) =~ Oyy_,(5 X Ogyy(s)-

Le groupe W(s) a une décomposition en produit correspondant a celle de
Cg(s): W(s) =1, Wi(s). D’apres la description ci-dessus, pour G = SO, ou
02, on a W_y(s) ~ W(B,_,(5)) et Wi(s) ~ W(B,,(y)). Enfin Z(s) est une classe de
la forme w.W (s).

On pose ¢ = (—1) , ou par définition le IF;,-rang de G est la dimen-
sion d’un tore déployé maximal de G. Si (F, *s) est conjugué a un couple (wF, s)
ou s e (T;)¢ et we Z(s), nous aurons besoin de calculer egecg(xs). Soit @s le sys-
téme de racines de C%(s), et soit ®F I'ensemble des racines de @, positives pour
Pordre défini par le sous-groupe de Borel B o T;. On dit que w; € Z(s) est @s-
réduit si "'F®} = ®7. Si on note W(s) le groupe de Weyl de C&(s), alors toute
classe a gauche de Z(s) sous WO(s) posséde un unique élément ®,-réduit.

IF,-rang de G

1.3. LEMME. Sile couple (F, *s) est conjugué au couple (WF, s), alors egecg(xs) =
(-—l)l(w‘) ou wy est l'unique élément ®g-réduit de la classe WO(s)wF, si (G, F) est
un groupe linéaire, orthogonal ou symplectique. Si (G, F) est un groupe unitaire,
EGECG(%s) = (—l)l(w‘)+’(w°)+l(w3), ou wy (resp. wy) est I'élément de plus grande lon-
gueur de Wg (resp. Wi(s) ).

Démonstration. Si T’ est un tore maximalement déployé de (wF, Cg(s)) alors
on a ey = &, (s); de méme, si (G, F) est un groupe linéaire, orthogonal ou sym-
plectique, on a &g = &1, puisque T; est inclus dans un sous-groupe de Borel B
rationnel et est donc maximalement déployé. Si (G, F) est un groupe unitaire,
par [DM3, 12.10] ona ¢g = sT,(—l)'(w"), puisque dans ce cas T; est de type wy par
rapport a un tore maximalement déployé. De méme, on a ey/e1, = (—l)l(wl), ou w
est le type de T'. 1l reste donc a voir que w' = wy, ce qui est clair car par cons-
truction w; F stabilise le sous-groupe de Borel B n CZ(s). O

C. La représentation de Weil et la correspondance de Howe. Nous adoptons
la présentation figurant dans [H1]. Le groupe H, formé des points rationnels
du radical unipotent du sous-groupe parabolique standard de GL,.» de sous-
groupe de Levi GL; X GL, x GL; est appelé le n-iéme groupe de Heisenberg
sur IF;; on a Z(H,) ~IF,;, le commutateur induit une forme alternée <, sur
H,/Z(H,) ~ IFg”, et H, ~ ]Fz” x T, avec pour loi de groupe

(v,2)(v',2") = (v +v',z242' +% Ko, v’>>)-

Le groupe symplectique Sp,,(q) des transformations linéaires de IF g” préservant la
forme ¢, agit donc sur H, comme un groupe d’automorphismes, qui laissent
stable IF2" et fixent IF, point par point (dans la décomposition IF2" x IF,).

Pour tout caractére non trivial { de Z il existe, a isomorphisme pres, une
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unique représentation (fidéle) p, de H, sur € de restriction a Z égale 2 un multi-
ple de {; cette représentation est de degré q". Puisque p, est unique, Sp,,(q) =
Aut(H,) stabilise la représentation p;; nous obtenons ainsi une représentation
projective de Sp,,(q), de degré g".

Puisque H2(Sp,,(q), C*) = 0, cette représentation projective est une vraie re-
présentation; elle est uniquement déterminée par (, si I'on exclut le cas Sp,(3) =
SL,(3), car dans les autres cas, Sp,,(q) étant engendré par ses commutateurs n’a
pas de caractére linéaire non trivial. Cette représentation w est appelée la repré-
sentation de Weil de Sp,,(q) associée au caractére .

Nous rappelons briévement ci-dessous la classification des paires réductives
duales irréductibles de Sp,,(g) (cf. [H2, §3] ou [MVW, chapter I]).

(1) Soient ¥ et V' deux IF;-espaces vectoriels de dimensions respectives m et
m' avec mm' = n. L’espace E = (V @, V') ® (V Qg V')" est symplectique de
dimension 2n pour la forme ,)) définie par:

Kx+x*y+y* ) =y*(x) —x*(y),
pour x,yeVQgEV' et x*y' e(VQgV')".

Si G, = GL(V) et G,, = GL(V'), le sous-groupe G,,.G,, de GL(E) est contenu
dans le groupe symplectique Sp(E) et (Gm, G,,/) est une paire réductive duale irré-
ductible dans Sp(E).

(2) Soit V (resp. V') un IF 2-espace vectoriel de dimension m (resp. m') muni
d’une forme e-hermitienne (resp. &’-hermitienne) notée ¢, > (resp. {, )) avec
¢,¢' € {—1,1} et ee’ = —1. On suppose que mm’ = n. Alors E = V @p,, V' est un
IF,-espace vectoriel symplectique pour la forme alternée non dégénérée:

Koy @ v, 02 @ 03 = TrE i, (K01, 12)<v3,v1)),

pour v;,1,€V et vj,vyeV’;

nous désignerons par Sp(E) son groupe d’isométries et nous poserons G, = Up(q)
et G,, = Uw(q). Alors, le groupe G,.G,, est contenu dans le groupe symplectique
Sp(E) et (Gm, G,,/) est une paire réductive duale irréductible dans Sp(E).

(3) Soit V (resp. V') un IF,-espace vectoriel de dimension 2m (resp. m}) muni
d’une forme alternée (resp. orthogonale) non dégénérée, notée { , > (resp. {, )).
On suppose que mm| = n. Alors E =V @, V' est un F -espace vectoriel sym-
plectique pour la forme alternée non dégénérée définie par:

Koy @ v, v2 @ vy = (Cvy, V2 )<V, 1)),

pour v,meV et vi,vyeV’;

nous désignerons par Sp(E) son groupe d’isométries et nous poserons G =
Sp,.(q). Alors, le groupe G,,.G’ est contenu dans le groupe symplectique Sp(E), ou
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G’ est le groupe orthogonal de la forme ¢, ' et (G, G') est une paire réductive
duale irréductible dans Sp(E). Dans la suite, nous ne considérerons ce type de
paires que pour mj = 2m’ et nous noterons G,, pour G'.

Nous utilisons dans la suite les résultats de Srinivasan qui a étudié une autre
construction, la représentation de Weil définie par Gérardin dans [G], que nous
noterons ’. Toutefois les résultats de Srinivasan sont aussi bien utilisables pour
étudier la restriction de w a G,.G,,, car:

— dans le cas (3) ci-dessus, @ et »” ont méme restriction & G.G.;

— dans les cas (1) et (2) ci-dessus, si v, (resp. vny) désigne l’umque caractére

linéaire d’ordre deux du groupe G, (resp. G,,), la restriction de o 3 G .Gy,
est égale 2 la restriction 4 G,,.G/,, de w multipliée par le caractére v* ® vﬁ,
de Gn.G,,

La restriction de @’ & G,.G/, définit, par inflation, une représentation de Gp,x

v, dont nous noterons wWm m! le caractére.

Nous appellerons correspondance de Howe la correspondance (qui n’est pas

une isométrie en général), entre caracteres de G, et caractéres de G,,,, définie par

Iapplication @g:, de #(Gn) dans %(G,,) donnée par:

(1.4) Ommw = Y, X® Og, (1)

1 €Irr(Gp)

D. Caracteéres de Deligne-Lusztig et séries de Lusztig. Soit G un groupe ré-
ductif connexe sur IF,, défini sur IF,, et soit F 'endomorphisme de Frobenius
correspondant. Aux GP-classes de conjugaison de couples (T,0) ou T est un
tore maximal rationnel de G, et ou 6 € Irr(T", @,) (ot £ est un nombre premier
différent de p), Deligne et Lusztig ont associé un caractére virtuel R§(6) de GF.
Les caractéres ainsi obtenus sont orthogonaux (mais non nécessairement disjoints)
pour deux couples non conjugués.

Plus généralement, si L est un sous-groupe de Levi rationnel d’un sous-groupe
parabolique (non nécessairement rationnel) de G, Lusztig a défini un foncteur
RE: R(LF) > #(GF) qui étend la définition de RE. Ce foncteur est parfois
appel' “induction de Lusztig”, nous noterons *RE son adjoint (“restriction de
Lusztig”); ces deux foncteurs sont transitifs (cf. [DM3, (11.5)]) et vérifient une
“formule de Mackey” (cf. [DM3, chapitre 11]) qui couvre au moins les cas que
nous considérons.

Nous noterons Unif(GF) le sous-espace de I'espace ¥(GF) des fonctions cen-
trales sur GF A valeurs dans @, engendré par les caractéres RG(G) Les éléments
de Unif(GF) sont appelés “fonctions uniformes”. “Presque toute” fonction cen-
trale est uniforme, en particulier la fonction caractéristique d’une classe semi-
simple; si G = GL,, toute fonction centrale est uniforme. Il n’en est pas de méme
dans les autres groupes; par exemple, Wy, n’est pas uniforme dans le cas sym-
plectique-orthogonal si mm’ # 0.

Soient G un groupe réductif connexe, G* un groupe dual de G (dont le sys-
téme de racines est dual du systéme de racines de G), et F* une isogénie de G*
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duale de F (cf par exemple [C, 4.3]). Nous considérerons les couples (GF,G*T)
suivants: (G* = Gly(aq), G = GLi(eq)), (G” = Spy(4), G =SO0uis1(g)) et
(GF =80%,(g), G*' = SO%,(q)); nous serons aussi amenés & considérer le cou-
ple formé de groupes non connexes (02,(q),02,(q)) nous utilisons la notation
S0%,(q) (resp. 0%,(q)) pour désigner SO3,(q) ou SO (q) (resp. 0F,(g) ou 03(q))
suivant la valeur de ¢ € {1, —1}).

Nous avons besoin d’étendre les notions ci-dessus & un groupe réductif non
connexe (nous allons en effet les appliquer d’une part a Cg+(s), qui n’est pas
nécessairement connexe car nous n’avons pas supposé G a centre connexe et
dautre part a O5). Si G est un groupe réductif non connexe, nous posons

R$(6) == IndGop(RG (0)) et nous appelons “fonctions uniformes” les combinai-
sons linéaires de R$(6) (avec cette définition, il y a moins de fonctions uniformes
que dans [DM4], ou I'induit ci-dessus est décomposé en somme de certains carac-
téres de Deligne-Lusztig généralisés).

D’aprés [L2, (7.5.1)], si 'on suppose choisis un isomorphisme entre le groupe
multiplicatif IF} d’une cldture algébrique de IF, et (Q/Z),,,, et un plongement de
(Q/Z),, dans Q7, Pensemble des classes de GF -conjugaison de couples (T, 6), ou
T est un tore max1ma1 rationnel de G, et ou 6 € Irr(TF), est en bijection avec
I'ensemble des classes de G*F -con_]ugalson de couples (T*,s), ou T* est un tore
maximal rationnel de G*, et ou s e T*F".

Si la classe sous G de la paire (T, 8) correspond a la classe sous G dela
paire (T*,s), nous désignerons aussi par R$(S) le caractére de Deligne-Lusztig
RS(6) de G”. Etant donné s € G**" nous noterons (s) sa classe de conjugaison
sous G*F" et pour s semisimple nous appellerons “série de Lusztig associée a (s)”
I’ensemble:

(1.5) &G, (s)) = U {xelIrm(G")|<x, RE(8)) # 0},

T*>s

ou T* parcourt les tores maximaux rationnels de G* contenant s. D’aprés [L2,
7.5.2], les séries de Lusztig quand (s) parcourt 'ensemble des classes semisimples
de G*F" forment une partition de Irr(GF).

Avec ces notations, pour G connexe, le paramétrage de Lusztig est alors
donné par (cf. par exemple [DM3, 13.23]):

1.6. TuEOREME (Lusztig). Il existe une bijection &(GF,(s)) = &(Cgr () ,1)
telle que, en étendant par linéarité n aux caractéres virtuels, on ait:

ﬂ(BGR%(§)) = ECG*(S)RTt G+ (s )(IT*)

Nous pouvons étendre le paramétrage ci-dessus a certains groupes non con-
nexes:

1.7. PROPOSITION. Le théoréme 1.6 est encore valable pour les groupes G =
G* = 0y, G = G = 05(g).
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Démonstration. Soit p € Irr(SO%,;(q)); si °p = p, alors Indgg;';(’q&) p est somme de

deux représentations irréductibles p’ et p' de O%(q); sinon = Indg’)’;(z) p=

Ind‘s)g’;(’q()q) % est irréductible; toute représentation irréductible de O%;(q) est de la

forme p!, p ou p.

La classe (s) de s € SO, est g-invariante si et seulement si s a une valeur
propre égale 4 1 ou —1. Si s n’a pas de valeur propre égale a 1 ou —1, alors
Co, (s) = Cso,,(s) et toute représentation de £(0%,(g), (5)) est de la forme j avec
p € £(S0%,(q), (s)), %p € (SO%(q), (°s)). Si s a une valeur propre 1 ou —1, on
peut choisir s € (s) invariant par ¢ (par exemple le représentant de (s) dans T,
cf. §1.B), et la proposition se déduit alors du fait que 'on peut pour GF =
S0%,(q) choisir I'application n de 1.6 compatible a o, ie. telle que ’(n(p)) =
n(’p).

On appelle “caractéres unipotents” les éléments de &(GF, 1); ils forment donc
un “modéle” pour les autres séries de Lusztig. Nous noterons U(GF) le sous-
espace de ¥(GF) formé des fonctions centrales qui sont combinaisons linéaires
de caractéres unipotents de G”. Soient prSy; et prGy les projecteurs orthogo-
naux de ¥(GF) respectivement sur Unif(G”) et sur U(GF); si f € ¢(G¥), nous
dirons que prg:if( f) (resp. pru‘}:ip( f)) est la “projection uniforme” (resp. “projection
unipotente” ) de f.

1.8. Remarque. Puisque la fonction caractéristique de I'identité est uniforme,
la projection uniforme d’une fonction centrale quelconque p a méme dimension
que p; en particulier si p est un (vrai) caractére de G¥ et {p, R$(3)) = 0 pour
tout T* > s, alors la projection de p sur &(GF, (s)) est nulle.

Soit R¢" 1a représentation du groupe GF x GF d’espace les fonctions f sur GF
a valleurs dans @, définie par

(R (g1,92)/)(9) = f(g1995") pour gi,92,9 € G

(ie., la représentation naturelle de G* x (GF) sur Q,[G]); nous notons encore
F \

RE" son caractére.
Nous aurons besoin par la suite des deux propositions suivantes:

1.9. ProPoSITION. Si G est connexe, on a

FX F F 1
pror ¢ (RE) = el > ) Rf(6)®RS(0),

weWs Oelrr(TE)

ou dans la somme ci-dessus T,, est un tore de type w par rapport a un tore rationnel
fixé To de G, et ou W est le groupe de Weyl de Wg(Ty).
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Démonstration. On a (cf. par exemple [DM3, proposition 12.12]))

1
T RS = ——— RS 0 *RE,
p umf IW ' Z Ty Ty Z IW(T)Fl T T

we Wg (T)=G

ou W(T) est le groupe de Weyl de G relatif a4 T et ou la somme du membre de
droite ci-dessus porte sur des représentants des GF-classes de tores rationnels. La
représentation RCG” est caractérisée par le fait que pour deux caractéres irréduc-
tibles x;, x, € Irr(G*, @), et donc par bilinéarité pour deux fonctions centrales f;
et f,, on a:

iy 1) = <R, i ® £

donc sa projection uniforme est caractérisée par le fait que pour deux fonctions de
classe quelconques on a:

(i), e (/) = <prSu(RST), fi ® fo)-

Mais d’autre part:

PG PR = 3 e (R 0 RECA), RS o ‘RE(4))
(T),(T')

Z|W(T 7 (RE o 'RE(f1), RE o "RE(f)>

— *R G *RG RG O*RG
=2 |W(T) 2 ——= CRY(f1)s ( 1) © "RY (f2)>

(2; |W(T) |<* T(f1),RE(f2)
T

) <<Zr; il §F>9®0’*R¥(m®*l{g(fz)>

=<ZW 3 Rg(e)mg(o),fl@fz>
fe

(T) Ire(TF)

la quatriéme égalité d’aprés la formule de Mackey pour les foncteurs de Lusztig, cf.
[DM3, théoréme 11.13], d’ou le résultat. O
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1.10. ProrosiTioN. Soient T x L une décomposition en produit direct d'un
sous-groupe de Levi d’'un sous-groupe parabolique de G, ou T est un tore, et soit
Wy, le groupe de Weyl de L; on a

1
REa(0® 1) = 3 Rir, (00 1),
UEWL

ou T, est un tore maximal rationnel de type v par rapport a un tore maximal
rationnel fixé de L et 0 un caractére de TF.

Démonstration. Nous déduisons Iégalité 1y =1/|Wy| Y., R (1) de
[DM3, proposition 12.13]; en tensorisant par 6, nous obtenons 0@ 1=
1/IWLl X pew, RT5, (0 ® 1), et (1.10) résulte alors de la transitivité du foncteur
de Lusztig.

E. Représentations unipotentes. Dans la suite, nous fixons un tore Ty de G
inclus dans un sous-groupe de Borel rationnel, par rapport auquel nous mesu-
rerons les types des autres tores, et nous posons R, := R‘%w(l). Nous supposons
désormais dans cette partie que G est connexe. Pour toute fonction ¢ sur Wg, on
consideére la fonction Ry définie par

1
1.11 R;=RS = —— w)R,, .
( ) ¢ ] e W;VG é( ) w

Avec cette définition, si G est déployé on a

Ry = Z ¢(W)R¢‘

pelrr(We)

Les R, forment une base orthonormée de I'espace Unif(GF) n U(GF).

Pour expliquer le cas d’un groupe non déployé, nous avons besoin d’abord de
donner quelques résultats sur les fonctions de F-classe. Si H est un groupe fini
muni de I'action d’un groupe {F) cyclique fini, engendré par un élément F, on
appelle fonction de F-classe sur H une fonction f constante sur les F-classes, i.e.
vérifiant

f(x) =f(hx.Fn=1) pour tous x,he H.

Une telle fonction s’identifie a la restriction a H.F = {hF},_y d’une fonction
centrale sur H X {(F). Nous noterons ¢¥r(H) I'ensemble des fonctions de F-classe
sur H.

Rappelons quelques propriétés des fonctions de F-classe sur H (c’est un cas
particulier trés simple de la théorie de Clifford, cf. par exemple [DM1, 1.6]).
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(1) x e Irr(H X {F)) a une restriction nulle & H.F lorsque Resg”“? >x n’est
pas irréductible.
(2) Sixy,xp € Irr(H > {(F)) ont une restriction irréductible a H, alors

0 si Resh™Py £ Resh™ <y,
X228 F = .
1 siy =y,
ot {xyx2dmr = [HI™ Y ner X1(hF) xo(hF) est le produit scalaire des fonctions de
F-classe restrictions de x; et y, 8 H.F.
(3) SiResh <y, = Resh ™y, alors y; = y, ® 0 ot 0 € Irr(<F).
(4) Si K est un sous-groupe de H stable par wF ou w e H, nous noterons
Resiyp (resp. In@ﬁjﬁﬂ le foncteur déduit de 1‘{esz:§£,>,> (resp. Ind} Y2 ) par
restriction. La réciprocité de Frobenius se restreint:

(Resg R, WD kwr = 6 IndE R e ¥ 1

Si ¢ est une fonction de F-classe sur Wg (ce qui est la méme chose que la
restriction & Wg.F d’une fonction centrale sur Wg X <F)), on pose

1
1.12 Ry =R§ = — #(WF)R,,.
( ) ¢ ¢ |WG| w;VG ( ) w

On a

Ry = Z J(WF)RJ

$elrn(We)"

oul I'expression sous la somme signifie que ¢ parcourt un ensemble formé d’une
extension & Wg X (F) de chaque caractére irréductible F-invariant de Wg.

Si H est un groupe fini, nous désignons par y, (ou par yf quand nous aurons
besoin de préciser le groupe concerné) la fonction centrale sur H qui vaut
|Cu(h)| (cardinal du centralisateur dans H de h) sur la classe de h et O ailleurs. Si
@ € Irr(Wg), on a donc

(1.13) b= 3 gw)rle;

IWGI weWg

et, par conséquent,

(1.14) R, = R,..
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Pour les groupes orthogonaux, nous poserons

» 1
R;’zﬂ(q)eozmq) = 3 $(w)Ry,
I weW,

pour ¢ € Irr(W);), ou R,, € €(03,(q)) si we W;* et R, € ¥(05(q)) sinon. Si ¢ est
P’extension a W; d’un caractére  irréductible, W-invariant de W;*, on a

®0 SO, 1. 0; SO
R¢21(‘I) 2@ _ I dS(z)I”S‘a)(R'Il 21(‘1))+_2_Indsol( )(R 21(‘1))’

sig= Ind% +(Y), o € Irr(W; %) n’est pas Wi-invariant, on a

[e) +
R¢ 21(‘1)@ 21(‘1) =TIn ds(z)g(-q(; (Rll,sou(q)) .

1.15. ProposITION. La projection uniforme unipotente du caractére de la repré-
sentation RO%@) est égale d

L Z R,®R,.

I ll WEW’,"’

Démonstration. Comme dans le cas des groupes connexes, nous définissons
*R7#@ comme Padjoint de R7*@. On a *R3#@ = R34 o Resoz’;(:a). Montrons
d’abord que

0%,(q) O (o) O *p 0%
prulfllfq oprunzllxsq) — prulflllgq) |VVI| Z R 21(‘1) Rle('I).
weW?

Pour le voir il suffit de vérifier que I'égalité est vraie sur U(0%;(q)) n Unif (0%;(q)):
ainsi, il suffit de montrer que pour tout ve W/, on a

1 , ,
l_____l_l_ Z R'(I'):I(q) ° *R(;:I(Q) (Rv) =R,;
we W,‘

mais,

*Rozl(q (R ) ( RSO;I(Q) ° Reso(z)ls(q(z]) ° IndggB(Q) )(RSOZl(‘I))

— *Ri(w);l(q) (R§O;I(q) + Ras,?;l(q)) ,
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donc la somme vaut

%VVI Z Rg;:(‘l) o* 20;1(4)(1{?0‘51(‘1)) + ﬁ Z R(’;‘él(q) ° *Rg‘o‘i((‘l)(Ri?eﬂ(‘I))’
l w w l w w

weW? wew:
ie.,
1 0% ( 1 SO SO so¢
5 Indght %) A ;:V R0 o +R803a) (RSOH(@)
wew
4L T RSO R3O0 (RSOH@) |
Wi 2 :
i.e., encore

% Ind(s)(;)l‘i(:a) (R§0§1(q) + Ri?gl(q)) _ R,,O;’(q),

par le résultat dans SO3;(q) (cf. preuve de la proposition 1.9). Avec cette for-
mule, on peut conclure comme dans la preuve de la proposition 1.9, en utilisant

<R321(‘1)’R‘?"21(‘1)>0‘u(q) — |CW, (W)I (car <R32[(q)’R32'(q)>0§,(q) — <RVSVO§1(‘1),R§O§1(‘1)+
Ri?"(q) Ys05,(q)> qui vaut 2|Cye(w)] si la classe de w ne se scinde pas par restriction
de W a W/ et |Cy;e(w)| sinon).

2. Correspondance de Howe et caractéres de Deligne-Lusztig

A. Représentation de Weil et fonctions uniformes. Comme expliqué a la fin du
§1.A, nous pouvons identifier les classes de tores rationnels de SO,y a 'union
des classes de tores rationnels de (Oy;, F*) et de celles de (O, F~). Etant donné
w € W(B;) nous noterons T, un représentant de la classe de tores correspon-
dante dans SOy, et, par abus de notation, aussi un représentant de la classe
correspondante dans (05, F*) (si w e W(Dy)) ou dans (Oy;, F~) (si w e sW(Dy)).
Nous nous permettrons de plus de noter O3 pour (Oy,F*) et O3 pour
(0a,F~), si bien qu'avec ces notations T,, est un tore de OF"
caractére de W(B;) décrit en (1.2).

A Taide de ces notations nous allons exprimer le résultat (4.3) de [Sr] (qui
donne la restriction a une paire duale irréductible de la projection uniforme de la
représentation de Weil) sous une forme uniforme pour les trois sortes de paires
réductives duales. Nous ne reproduisons pas ici la formule de Srinivasan qui,
bien que plus complexe, est entiérement contenue dans la notre. Nous nous con-

, ou ¢ est le
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tentons d’indiquer comment elle se raméne a notre forme. Nous désignons par
Gp, I'un des groupes GL,, ou Sp,,,.

Lorsque Gy, = Sp,,, nous noterons «* = wf w Délément de Iespace
Unif(Sp,,,) ® (Unif (02,(q)) @ Unif(053,(q)) défini comme la somme formelle
de la projection sur I'espace des fonctions uniformes du caractére wpm associé
a Sp,,(9).03,,(q) et de la projection uniforme du caractére wmm associé a
SP2(4)-05,, (q)- Nous poserons G, := O},

Quand G, est un groupe linéaire, nous poserons w* = wWpm, ¢ = Id et G, :=
GL,, .

Enfin nous poserons ¢ = —1 quand G = GLy(—q) et ¢ = 1 dans les autres cas
(i€, Gy, = GLm(q) ou Gy, = Spyu(9))-

2.1. PropPoOSITION. Nous supposons q assez grand pour que, pour tout tore
maximal ratwnnel T de l'un des groupes Gn, ou G, le quotient TF /ZG ait au
moins deux W (T) -orbites de caractéres réguliers. Alors w# est égale d:

, min(m,m'’) 81 1 1
gmm (p(W)
,E‘-; Wl Ve, 1We,._| weEV;cl ge§m5)

> Y RE (001 @R ’(9®1).

”GWGm_, v'EWGm, ‘

Démonstration. Dans les cas linéaire et unitaire, la formule ci-dessus résulte
immédiatement de [Sr, (4.3)].

Considérons maintenant le cas symplectique-orthogonal. D’aprés [Sr, (4.3)]
et le lemme 1.10, la projection uniforme du caractére wm . associé a
Spam(4)-S05,,(g) est, avec les notations du §1.A, si m’ > m:

no1 1 1
2 W W W] 2 0 2

weW, Oelr(TF)

(wo')
> Y Rmeenerl 0.

€Wt {v' e W,_ilo(wo')=¢}

Avec nos définitions (cf. §1.D) toute fonction uniforme O3, (q)-invariante sur
05,,(¢) est la restriction d’'une unique fonction uniforme sur O =(4); par exemple,

la fonction Rsoz,,, (6) + Rsoz,,, (°6), ou ¢ est lautomorphisme extérieur de SO5,, et T

un tore de SO, est la restriction a SO, de Rgaz'"(é)). En utilisant ces remarques
et le fait que la somme ci-dessus est invariante par Id ® ad o, on voit que cette
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somme est la restriction & Sp,,,(g).S0%,,(gq) d’'une unique fonction uniforme sur
Sp2m(q)- 05, (q) qui vaut:

1
Z lle| |Wm | Wil Z o(w) Z

weW, felrr(TF)

sl’2m O'p(m’ )
Ry r,(0®1) ® Ryj5r, (0@ 1).
veWnoy {v’'€W,_j|p(wo')=¢}

On en déduit immédiatement la proposition: quand on ne fixe pas le type du
groupe orthogonal, il suffit d’oublier la condition @(wv’) = ¢.
Un calcul du méme type conduit au résultat sim’' = m oum’ < m. O

Nous allons exprimer la proposition ci-dessus sous une autre forme qu1 nous
servira parfois. L’application f qui pour w € W/ envoie Ry, 2'“((9) sur RT“(H) et
pour w € cW,’ envoie Rsozz+1 (0) sur RT“ (0) définit une isométrie de Unif (SO2.11(g))
sur Unif(03;) @ Unif (02,) A travers cette application, nous pouvons exprimer ¥
comme une correspondance entre un groupe et un groupe du méme type que son

dual. Si G,, = Sp,,, on a G}, = SOy (cf. §1.D). Si G, est un groupe linéaire, on a
G, =Gy,.

2.2. PROPOSITION. Sous les mémes hypothéses que 2.1, o* est égale a:

min(m,m’)

!
DY IT:’E—I S o) Y Ry, (0®1)® f(RY, (0®1).

=0 we W, Oelrr(TE)

Démonstration. 11 suffit, une fois faite la traduction dans G}, a travers I'appli-
cation f, d’appliquer le lemme 1.10. |

B. Correspondance de Howe et séries de Lusztig. Nous allons voir que la
proposition 2.1 montre que la correspondance de Howe est compatible avec les
séries de Lusztig. Autrement dit, si x € &(Gn, (5)), il existe une classe de conju-
gaison (s’) sous G, telle que @g;, (x) est dans le sous-espace de #(G,,) engendré
par &(G,,, (s")). Cette apphcatlon entre classes de G} -conjugaison (s) et classes
de G, -conjugaison (s’) est induite par Iinjection naturelle du dual de I'un des
groupes G, G/, dans le dual de l'autre. Plus précisément, si m < m’ nous notons
Fnm linjection de G}, = SO2,41(q) dans G, = 05,,(q) qui envoie

a 0 b a 0 b
( 010 ) sur ( 0 Idyw-my O )
c 0 d c 0 d

et si m > m' nous notons 4, ,, 'injection de G, = 03,,(q) dans G, = SOm+1(q)
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qui envoie
a 0 b
ab
( ¢ d) sur 0 Id2(m—m')+1 0 ;
0 d

et si Gy, = GLn(eq) et G, = GLyu(2q) avec m < m’, nous notons %, ,» I'injection

. . a
ui envoie a sur
d <o Idw—m
La compatibilité entre la correspondance de Howe et les séries de Lusztig, est
exprimée par la proposition suivante.

), et symétriquement si m > m’

2.3. PrOPOSITION. Soient y (resp. x') un caractére irréductible de G, (resp.
i) et (s) ( resp (s")) la classe de conjugaison géométrique associée a y (resp.
X ) Si x ® y' intervient dans wpp, alors sim <m' on a (s') = 4, ,(s) et sinon

(S) fm’,m(s )
Démonstration. Supposons que m = m’ et (s) # jm,m( "), ou que m < m’ et
(s') # FZum(5); alors par 2.1 on a {wp wRS"(s) ® R ™ (s") = 0. Il résulte alors de

la remarque 1.8 que la projection de wpm sur (Eé"( ,(8) @ CE(G,,, (s")) est
nulle. O

Notons qu’en particulier les caractéres unipotents se correspondent. Il n’en
est pas de méme pour la correspondance associée a la représentation w: pour
la décrire il faut “multiplier la correspondance 7, m ci-dessus par un élément
d’ordre 2 de G}, x G, (correspondant au caractére v)* ® v/, décrit au §1.C).

L’application jm,m, peut aussi se voir comme suit, en utlhsant les notations de
§1.B: un élément s e G;, est conjugué a un unique élément diag(Ai,...,Am) €
(Tm)<; par cette conjugaison, 4, , sidentifie & Pinclusion naturelle (Tp) —
(Tmw)< donnée par (Ay,...,4m) = (A1,...,4m, 1,...,1); nous notons Ty les élé-
ments de (Tn)c qui n’ont pas de valeur propre égale a 1, et, si s€ Tpo nous
noterons pour abréger sm = £, () € (T)<.

Soit s€ Ty, et w e Z(s). En utilisant que (cf. §1.B) ) (T¥F,s) est conjugué a un
couple rationnel (TX,s’), nous pouvons définir un caractére de Deligne Lusztig
associé a (w,s) que nous noterons RTwF(s) et soit &(GF,(s)) la série corre-
spondante.

Avec ces notations la proposition 2.3 peut se reformuler ainsi:

2.4. PROPOSITION. Pour | < min(m,m ) et pour s € T, SOit Wmm s la projec-
tion de wpp sur CE(Gm, (sm)) ® CE(G,,, (Sm)). Alors on a:

min(m,m’)
wm»m, = EI_) @ wmvmlys ‘
1=0 S€E Tl,o

Nous noterons wﬁym,,s la projection de wﬁ,m,
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® sur C&(Gm, (sm)) ® CE(G,,, (sw)) dans les cas linéaires et unitaires;
o sur € &(Sp(9), (5m) ® (CE(0%,(a), (sw)) ® €£(03,(a), (5w))) dans le
cas symplectique-orthogonal.
Le but de notre article est de démontrer que Wy, o’ est (conjecturalement)
déterminée par o’ .. Cette question est équivalente a prouver que, pour tout

m,m’*
s, le terme wp m s €st déterminé par o . Dans la suite, nous notons T = T;

!
mm',s

lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion.

2.5. PROPOSITION.  Soit s € Tyg. Le terme e™ w?. , _ est alors égal &

'
m’m »

min(m,m') 8"

|W (s11) | We

m-1' l

W] > o(w)

I'=l weZ(sy)

p(wo’)

Z Z RTWFXT"F(SV ® 1) ® RTWF Tv’F(sl/ ® 1)

'
ve WGm—l’ v'e Wcm'—l'

ou Z(s) et W(s) sont définis comme au §1.B.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.1, ou, en utilisant les remarques
ci-dessus, nous changeons la somme 3, .y 2 e (rs)” €0 Dser, > wez(s» ON
w
obtient que ™™ ﬁm, est égal a:
min(m,m’) ¢

|WG1| |WGm—l| |WGm’—I| seT) weZ(s)

=0

S S WRS (@ ) @R T”,,,(s@l)

veWg, , v'e WGm’—l

Si nous remplacons s par un conjugué s, avec v € Wg,, nous F-conjuguons
I’ensemble Z(s), et la somme

! ltp (wv )

€ a ’ ~
Terr 1 Z (p(W)RTwFXTvF(s ® 1) ® R :"F v'F(s ® 1)
|W ’I weZ(s) He

reste invariante. L’élément s ayant |Wg,|/|W(s)| tels conjugués, e’”’”'wim, est égal a

min(m,m’) 1 1

€
We,.||1We,,_| > W (s)|

1=0 se (T,)<

G'em")

S Y Y ewERS (O ) @R (@ 1).

weZ(s) veWg, | v'eWs,, |
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Si on appelle I’ la variable muette [ et qu’on ne retient que les termes ou s; € (Tyr) ¢
est I'image par 4, d’un élément fixé s de T;p, on obtient le résultat. O

C. Réduction au cas unipotent. En utilisant le paramétrage de Lusztig (cf.
théoréme 1.6 et proposition 1.7) nous allons montrer que la correspondance dé-
finie par w* entre séries (s,) €t (sw) qui se correspondent comme en 2.4 peut
étre décrite en termes d’une correspondance entre caractéres unipotents, définie
soit par w* soit par la projection uniforme de la représentation R.

Soit s € Tio et sp = #;/(s). Nous poserons Gy(s) :=[];.; Gai(s) dans les cas
linéaires et unitaires (resp. Gu(s) :=[];.4; Gi(s) dans le cas symplectique-
orthogonal), ou les G;(s) sont les groupes réductifs qui interviennent dans
la décomposition de Cg,(s), cf. §1.B, et Wy(s) :=[I, . Wi(s) (resp. Wy(s) :=
[ L1041 Wa(s)), cf. §1.B; on a W(sy) = Wy(s)Wi(si) (resp. W(sy) = Wy(s)W_1(s) -
Wi(s)); de plus, 1 et —1 étant stables par F, on a Z(sy) = Zu(s)Wi(syr) (resp.
Z(sy) = Zu(s)W_1(s)Wi(si)) et tout élément w e Z(sy) s’écrit w = wuw; (resp.
W= waw_1wy), avec wx € Zu(s) (resp. w_1 € W_(s)) et wy € Wi(s).

2.6. THEOREME. Pour s € Ty, le terme w?., _ est

® dans les cas linéaires et unitaires, l'image par le paramétrage de Lusztig (cf.
théoréme 1.6)

é’(GLm X GLmI, (Sm) X (Sml)) ad é’(CGLm(sm) X CGL,,,/ (Sm/), 1)

de
F
prunip(RG#(s) ) ® wt—l,m’—l,l;

¢ dans le cas symplectique-orthogonal, l'image par le paramétrage (cf. proposi-
tion 1.7)

CE(Spam X 03, (Sm) X (Smr)) ® CE(SPoy X O3, (Sm) X (Smr)))
~ €&(Cso,,,, (sm) % Cot , (sm), 1) ® €&(Cso,, (sm) X Co;, (sw), 1)
de
+ _
prunip(RG#(s)F) ® PLynif © prunip(Rogv"‘(s” @ Rogv"(s») ® 0"ﬁ—l,m’ -1

Démonstration. La proposition 2.5 montre que le terme s'”'”'wﬁ’m,,s est égal a

e > ow)

m' 1! | weZ(sy)

min(m,m’) &

[W (1) W,

m—l’l

=l

G’¢(W” ")

S Y RE e ®DORT L6 ®1).

!
veWs, ,, v EWGm’—I'
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Draprés la description des centralisateurs établie au §1.B, on a Cso,,,,(sm) =
G#(S) X 02v_1(s) X So2v|(s,,.)+1 et CO‘Z’:“}"")(S'”') = G#(S) X 02‘,_1(3) X 02v1(s,,,/)- La

structure rationnelle de ces centralisateurs est donnée comme suit: (Gu(s),
wuF) = [T, Ga(s)*™, ot wy = [T, wy et ot G;(s)*™ est un groupe linéaire ou
unitaire suivant le signe de @(wz), (Oay_(s5), w-1F) = 02™-1) " enfin (0245,

2v_4(s)?
wiv'F) ~ ng:‘(’;:,;

Par le lemme 1.3, du c6té SOp+1, ON & £grecg, () = (—1)’(”’#) @(w-1) ol wy est
I’élément @s-réduit dans la classe de wy. En effet, 'élément @;-réduit w’_; dans la
classe de w_; est o si ¢(w-1) = —1 et 1 sinon. Comme I(¢) est impair, on a donc
(=1)™2) = p(w_,). Enfin I'élément ®,-réduit dans la classe de wyv est 1.

Par ailleurs, du c6té de Oap, 0N a £grécg.(s) = (—l)l(w#)(p(w#). En effet, tout
d’abord si @(wgw_1wiv’) = —1 alors I'élément dans Z(s) n’est pas wuw_jwqv’
mais wgw_1wiv’s. D’autre part, cette fois-ci I’élément ®;-réduit dans la classe de
wiv’ n’est plus 1, mais o si ¢(wiv’) = —1. On trouve donc

e6+eCe () = (1) ™M p(waw_1wiv")p(w_1)@(w1v") = (=1)"" p(wy).

Dansle cas de (GLn, F*), 0na egrécg.(s) = (— l)l(wi,#). Dansle cas de (GLy,, F ),
ON 8 £Gr6Cg(s5) = (=1) ) +HWom)+H0om-1) "5y vy . est Pélément de plus grande lon-
gueur de Wy, et wo,—; 'élément de plus grande longueur de Wgy,, ,, d’apres le
lemme 1.3.

Dans le cas des groupes linéaires et unitaires, le paramétrage de Lusztig (cf.
théoréme 1.6) introduit donc un signe égal a

m—12>

vom)H Wom 1)+ Wo ) HWom 1) — o(B)+("5)+(3)+("5") = glmtm')I.

En utilisant 'application n du paramétrage de Lusztig (cf. théoréme 1.6 et
proposition 1.7), et le calcul des signes ci-dessus, nous en déduisons que,
e dans les cas linéaires et unitaires, 7(wmm s) est égal a

min(m,m") gmm'+(m+m' )+l

=1 |W(Su)| IWG,,,_,,l IWG,,,,_,; I

wu€Zy(s) wieWi(s)

G#(S)XGLV (sm) G#(S)XGLH(S ’)
E Rw#wlv e ®Rw#w;v' "
veme—l' D’EWGM'—I'

¢ dans le cas symplectique-orthogonal, n(wf,)m,’s) est égal a
min(m,m') 1

oWl 2 2, OO0

Z. w_1eW_q(s)
wa€Z4(6) oWl

I'=l

(w_1) P(W_1) L @'wy)
Gy(s) xofv:(ls) X802, (s m)-+1 G#(S)onv—l(x) X2y ()
Waw_1wiv waw_1wiv’
DEWGm_l, v'EWGm,_,,
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En regroupant les termes suivant le type des valeurs propres, les formules ci-
dessus se réécrivent respectivement

1 G G
(lW#( > RJ“’@R“”)
Wi

€Zy(s)

min(m—1,m'—I) gmm’+(mAm' )I+11"
®
1"=0 IWGIII I | WG(M_’)_III | lWG(m/__l)_,u I wi e Wi(s)

GL m'-1
Rwlum ®RW|D’
veWG(m_’)_',, v'eWG(m,_,)_’,,

et

__1_ Z RG#(9) ® RG#() ® _1 Z Og’f"l(‘s; ® Rogv(:(g
|Wa(s)] " “* [W_i(s)|

Wy €Z4(s) w_y e W_y(s)

min(m—1I,m’'~1) 1
® o(w1)
2 W, | \Wa -1y 10 | WG iy 1n | >

1"=0 wie Wi (s)

o (0! Yp(wy)
SOz m-1)+1 Oy
Rwlv " ® Rwu()'y : )

Ve WG(m—l)—I” v'e WG(m;_, )11t

puisque vy(sy) =1’ — letoulon a pris I” = l' I comme nouvelle variable dans le
dernier terme, terme qui est égal (cf. 2.1) a wm_, m—11 (PUisque Wi(si) ~ W(By»));
le premier terme est égal (cf. 1.9) a prump(RG#(s) ), et dans la deuxiéme formule, le

terme du milieu est égal (cf. 1.15) & pr oprump(R A @R 0. -10), d’ou le
théoréme. t

3. Correspondance de Howe et séries de Harish-Chandra
A. Séries de Harish-Chandra

Définitions 3.1. Soient L un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe para-
bolique F-stable de G et A une représentation irréductible cuspidale de LF.
e Nous appellerons série de Harish-Chandra associée au couple (L, 1) I'en-
semble des représentations irréductibles y de G¥ tels que <y, REA)gr # 0.
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e Nous appellerons donnée cuspidale associée a y la GF-classe du couple
(L, 4).

Notons que la donnée cuspidale associée a y est uniquement déterminée
d’apres, par exemple, [DM3, 6.4]. Nous noterons s#; l'algébre commutante
Endggr(RE1), qui est appelée algébre de Hecke associée 4 la donnée cuspidale
(L, 4).

Soit (#; S) un systéme de Coxeter et soit s — ¢, une fonction de S dans C telle
que g; = gy si s et s’ sont conjugués sous #. On note #(#, (q;)) I'algébre sur C
de base T, (w € #") et de multiplication définie par:

TyTy = Ty, pour we # et w' € W tels que I(ww') = I(w) + I(w'),
(T + 1)(T; — g5) = 0, sises,

(ou I est la fonction longueur sur #” relativement a S).

Nous supposons dorénavant que A est unipotente. Alors, Lusztig a montré que
le groupe N¢r (L, 4)/LF est un groupe de Weyl et Lusztig, Howlett et Lehrer ont
montré que l'algébre #; est isomorphe a I'algébre #(Ngr(L,1)/LF, g5) o le
systéme de Coxeter S et la fonction g, sont définis de la maniére suivante (cf. [L3]
dont nous reproduisons certains résultats ici pour la commodité du lecteur):

Soient I'g et I'y, les diagrammes de Dynkin respectifs de G et de L munis de
P’action du Frobenius F; le diagramme I'y, est un sous-diagramme de I'g. On
associe a I'y, un diagramme I'y, défini de la maniére suivante:

e les sommets de I'j, sont en bijection avec les orbites de F sur 'ensemble des

sommets de I'g qui n’appartiennent pas a I'r;
* si y et y’ sont deux telles orbites distinctes, on pose:

m(,y ,yl) — 2(I®FLU'}'UV'| _ |‘DFL|) .
’ |q)FLuv| + I(Dl"Luv’| - 2'®FL| ’

ou, quand X = I'g, ®x désigne ’ensemble des racines du sous-groupe de
Levi de G associé 4 X. Lusztig a montré que m(y,y’) est 'un des entiers 2, 3,
4, 6; les sommets du diagramme I'y sont joints par 0, 1, 2, ou 3 traits suivant
que m(y,y’) est égal 4 2, 3, 4, ou 6.

Alors T} est le graphe de Coxeter de Ngr(L, 4)/LF. Soit y une orbite de F sur
le complémentaire de I'y, dans I'g et soit P, (resp. P) lep sous-groupe parabolique
de G associé a I', U y (resp. I'L); le caractere induit Indll:’, (A) se décompose en deux
Pf -caractéres irréductibles de degrés notés d, > d). La fonction y — g, est alors
définie par g, := d,/d;.

Les groupes suivants:

* SPoi+1)(@)s Ukrr))/2s

o SO%,,(q) ol & est le signe de (—1)%;

* SO2k(k+1)+1(9),
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sont les seuls groupes dans leur familles de Lie respectives qui possédent un ca-
ractére unipotent cuspidal; ces groupes ont un unique caractére unipotent cuspidal
(cf. [L3]), nous le notons .

Nous considérons maintenant un sous-groupe de Levi rationnel, inclus dans
un sous-groupe parabolique rationnel, d’un des groupes ci-dessus et qui posseéde
une représentation unipotente cuspidale. Un tel Levi est de la forme L x T ou T
est un tore déployé, et L est un groupe du méme type que G qui posséde une
représentation unipotente cuspidale A;. Décrivons cas par cas I'algébre ), g1:

e Si G est de type 2A2,,+((kz+k) /2)-1 avec k >0, alors L et /g1 sont respec-
tivement de types 2A(24k)2-1 €t B, (en convenant que 24_; est le dia-
gramme vide).

* Si G est de type B, (x21k) (resp. Cpy(i24k)) avec k > 1, alors L et ), g1 sont
respectivement de types By (resp. Cy2,y) et By.

e Si G est de type D, ;2 avec k > 2 pair, alors L et /), g1 sont respectivement
de types Dy et B,.

Si k = 0, alors J, g1 est de type D,.

* Si G est de type 2D, avec k > 1 impair, alors L et 5, g1 sont respective-
ment de types 2D, (en convenant que 2D; est le diagramme vide) et B,.

Nous dirons qu’un caractére irréductible du groupe O;,(g) est unipotent s’il
intervient dans le caractére induit du groupe SO;,(q) au groupe O;,(q) d’un

caractére unipotent de SO, (q). L’unicité du caractére unipotent cuspidal Ay
08
242

de SO%;2(q) (resp. SOzx(k+1)+1(q)) implique que le caractére Indg/: iz)(/lk) (resp.
2k

dozk(k+l)+l (@)
SO2k(k+1)+1(9)

daux, 4] et li’ , de 03;2(q) (resp. Oax(kr1)+1(q))- Ces deux caractéres différent par la
multiplication par le caractére linéaire non trivial de 03;.(q) (resp. Ozx(i+1)+1(9))-
Nous complétons ces résultats par le lemme suivant:

(4k)) est somme de deux caractéres irréductibles unipotents cuspi-

3.2. LeMME. Si L=0%,, X T est un sous-groupe de Levi du groupe G =
O, et A est un caractére unipotent cuspidal de O%.(q), l'algébre H)g1 :=

Endggr (Rg:" (A ® 1)) est une algébre de Hecke de type B,,_,:.

Démonstration. Si k =0, il est bien connu que J#; est isomorphe a 'algébre
du groupe de Weyl de O;,, qui est W(B,,), d’ou le résultat.

Supposons donc k # 0. Les paires (L, A1) et (L, 2) sont non conjuguées dans
G = 02 (q) car un élément qui les conjuguerait induirait un élément de Ngr (L)
qui échangerait les caractéres J; sur A'; un tel élément stabilise Ngr(L°), donc
induirait un automorphisme de L/L° ~ Z/2Z qui échangerait le caractere trivial
et le caractére non trivial, ce qui est impossible. Donc, d’aprés la formule de
Mackey (cf. [DM4, théoréme 4.5 p. 44]), on a (RE(A1), RE(AT)) = 0.

Soit x un caractére irréductible de G°* qui intervient dans R (4). Il résulte
alors de, par exemple, [L4, p. 89], que x est stable sous I'action de G (y est par-
amétré par un symbole de défaut 4k ou 4k + 2, et seuls les caractéres paramétrés
par des symboles de défaut 0 dont les deux parties sont égales ne sont pas stables);
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donc IndgopF (x) est somme de deux caractéres irréductibles y; et yx,, qui
différent par la multiplication par le caractére non trivial de G¥/G°F. Comme
GF/GF ~ LFJL°F, (y;, RE(4)> # 0 si et seulement si <{y;, RE(4)> # 0 pour
{i,j} =A{1,2}.

Comme RE(A]) et RE(A}!) sont disjointes, on en déduit que Endggr (RE (A1) ~
Endggr (RE(A)) =~ Endgger (R (4)), ce qu'il fallait démontrer. O

B. L’algébre de Hopf #S. Nous suivons la présentation de [Z]. Il est com-
mode de considérer que les groupes symétriques &, sont inclus les uns dans les
autres: une permutation de I'ensemble {1,...,n} est prolongée en une bijection
de N* sur lui-méme, fixant tout k > n.

Soit #(S,) le groupe des caractéres complexes de S,. Considérons le groupe
gradué 2GS =@, 2(S,) (ou S = {1}, et donc #(Sp) = Z); c’est un Z-
module libre de base | J,,,Irr(&,). Nous le munissons de la forme bilinéaire

{,> a valeur dans Z, telle que deux éléments de graduation différente soient
orthogonaux et égale au produit scalaire usuel pour deux caractéres d’un méme
groupe &,. On munit & d’'une multiplication m: 28 @ & —» RS définie par
si l+1=n, yelr(S) et Ye Irr(S;), on a m(y ® ¥) = Inde,xe W ®Y) (ou
& x &;s’envoie naturellement dans S, en tant que stabilisateur du sous—ensemble
{1,...,1} de {1,...,n}). L’adjoint de m pour la forme bilinéaire {,) est une
comultiplication m*: 28 —» 2€ @ £S, qu1 d’apres la rec1procxte de Frobenius
vérifie pour v € Z(S,): m*(v) = > i Resg‘x63 v. Ainsi, m et m* font de Z& une
algébre de Hopf sur Z ('axiome de Hopf expnmant la formule de Mackey pour la
restriction d’un induit).

Nous noterons simplement xz pour m(x ® z), et x*: #& — £S l'opérateur
adjoint de la multiplication par x € #S; autrement dit x* est défini par:

(3.3) x*(y), 2> =<Ky, xz), pour tout y € #S et tout z € £S.

C. L’algébre de Hopf #B. Nous reprenons les notations de §1.A. Nous con-
sidérons les groupes W; = W(B;) = W(C;) comme inclus les uns dans les autres
en incluant les uns dans les autres les ensembles de lettres 1,...,1,1,...,1" sur
lesquels ils opérent. Pour [+ =mn, le groupe W, x W; s’envoie naturellement
dans W, comme stabilisateur du sous-ensemble {1,...,5,1’,...,1'} de {1,...,n,
n,...,1'}. Ceci permet de munir, comme nous I'avons fait au §3.B pour ZS,
dune structure d’algébre de Hopf le module gradué #B = 6—)1> R(W)). 11 est
bien connu quil existe une bijection: (), +in 1TT(S1 X &) = Trr(W,) définie
comme suit:

(3.4) on considére Y e Irr(S)) comme caractere de W, via 'homomorphisme
naturel W;— &; (cf. §1.A), et 3 Y@y e Irr(Gz x &;) considéré comme
caractére de W) x W; on associe le caractére IndWle ¥ ® (Vo) (on ¢ est
défini au §1.A), qui se trouve appartenir a Irr(W,).
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Donc #B en tant que Z-module est isomorphe a 2S ® £, et par con-
struction cet isomorphisme est compatible au produit scalaire {, ). Nous note-
rons a [X] b I'élément de #B correspondant 4 a ® b € 2S @ Z£S.

3.5. ProrosITION.  Soit Y [XI ¢ € Z(W)), alors:

Indjy (YR G) @ 1= (Yxm) R et o (YR §) =9 R Y.

ot x,, désigne le caractére trivial de S,,.

Démonstration. Ind%;’”wm(llz #)®1 est le produit de Yy [X1¢ par l'iden-

tité (qui vaut x, Xl 1) dans l'algébre #B. Or il résulte de [Z, 7.3] qu’en fait
a®b— aX]b est un homomorphisme d’algébres de Hopf, en particulier il
commute au produit donc on a bien: (Y K @) - (% X 1) = (Yxm) X @, d’ou la
premicre égalité. D’autre part, si ¥ € Irr(S,) et ¢ € Irr(S;), alors

¢ - (¥ ¥ ¢) = Indy/, .y, (Resyly 1, 0) - (¥ ® ($9)) = Indygl, 1 (0 ® 9) - (V ® ($0))

= IndW"xer_(l//(P) ®¢= IndW;xw,¢ ® o) =9V,

P’avant-derniére égalité car les sous-groupes W, x W; et Wi x W, de W, sont
conjugués. O

D. Résultats et conjecture. Soit (G, G,,) une paire réductive duale irréduc-
tible de type I dans Sp,,(g) (i.e., 'un des cas (2) ou (3) de 1.C). Dans ce para-
graphe, nous regroupons les groupes G et G’ en “tours de Witt”, ie., nous
considérons des couples (G, V,,) ot V;, est 'espace vectoriel muni d’une forme
(hermitienne, alternée ou symétrique) sous-jacent a la représentation naturelle de
Gn, et nous regroupons les V;, en suites croissantes d’espaces munis de formes
compatibles et de méme type de Witt.

e Dans le cas des groupes unitaires il y a deux tours de Witt, celle dont les
groupes sont Uy;(q) pour l € N et celle de groupes Uy;11(g) pour I € N; nous
noterons U™ la premiére tour et U™ la seconde.

¢ Dans le cas symplectique, il y a une unique tour de Witt, de groupes Sp,;(g)
pour [ € N, que nous noterons Sp.

e Dans le cas orthogonal, il y a quatre tours de Witt, dont les groupes sont
respectivement 03,(q), 03(q), 03,,,(q), et 03,,(q), pour I parcourant N.
Nous noterons O% la tour des Oy(q) et O~ celle des O5;(q) (nous ne con-
sidérons les deux autres tours que dans ce paragraphe).

3.6. Notation. Soient G; = G, deux groupes de la méme tour de Witt T, et
soit A un caractére cuspidal de G;. Nous noterons %(Gn), le sous-groupe de
#(Gn) engendré par les

{y €Irr(Gn) |[<y, REney (A® 1)) # 0}.
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Le résultat suivant exprime la compatibilité de la correspondance de Howe
entre caractéres irréductibles unipotents de G,, et caractéres irréductibles uni-
potents de G,, avec leur répartition en séries de Harish-Chandra; il est com-
plétement analogue au résultat obtenu par Kudla pour les groupes p-adiques
[K, théoréme 2.5]. Nous retrouverons ce résultat combinatoirement au §5 pour
les caractéres unipotents des groupes unitaires.

3.7. TuforEME. Soient T, T’ deux tours de Witt, telles que les couples
(Gm, G,y,) ou G €T et G,, € T' forment des paires duales de type I. Soit A un
caractére irréductible cuspidal d'un G, eT. Alors il existe G}, € T tel que A' =
Og;(4) (cf. 1.4) soit un caractére irréductible cuspidal de G, et si y € R(Gm),
ona®g,(y)=0sim <l et Og,(y) € #(G,,), sinon.

Démonstration. Pour la durée de la démonstration, nous allons changer nos
conventions pour les groupes unitaires: si nous considérons la tour Ut, nous
poserons G,, = Uypy(q) (au lieu de Gy = Unn(q)), et de méme pour la tour U™,
nous poserons Gp, = Uzmi1(q).

Nous posons

(38) m'(y) = min{m'|®g, (7) # 0}.

Par un résultat de [MVW, chapter 3, lemme IV.2], il existe m’ tel que @g;, (y) # O,
donc m'(y) est bien défini. Nous parlons alors de premiére occurrence de y (rela-
tivement a la tour T').

Certaines parties de I’énoncé sont déja connues: d’apres [MVW, chapter 3, IV,
4. théoréme principal, 1.(b)], si 4 est un caractére irréductible cuspidal de G,
alors:

(1) (cas de premicre occurrence) I'élément @g;, (3 (4) est un caractere irréduc-

tible cuspidal que nous noterons A'.

(2) Sim’ > m’(A), aucun caractére cuspidal n’intervient dans @g;, (4).

Il reste donc a voir que Og,, () € %(G,, ), pour m’ > m’'(1).

e Supposons m =1 (ie., y=A cuspidal) et m' >m'(y). Soit y’ € @g, (A);
d’aprés le rappel précédent, y’ n’est pas cuspidal. L’entier j maximal tel que
vl Rg;"'{'_jxcLl(ll ® p') avec 4y € Irt(G,, ;) cuspidal et p’ € Irr(GL;) est donc >1.
Puisque y’|®g;, (7), on a donc:

0 < L7 ® Y Y6y S {Omms? ® RGY 1, (M1 ® 9') D6

=<{1® *Rg;:i,,xcL,-(wm,m'), Y ® A ® p'D6,xGp_xCL(g)-
On a la décomposition suivante (cf. [MVW, chapter 3, IV, théoréme 5]):
(1e *RG;::_ijL,)(wm,m’)

min(m, )
. GmXGL;XGl—; L GLi(g)
- GpiXGL;X(GLj_i X GL)) X Gl (Om—iym—j ® ler () ® R )
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Le terme {Wmm',? ® 'Y, xc, €St donc majoré par

min(m, j)
GL x5 Gm X GL; X Gy
- {Omiym'—j & lGLj-i(q) ®R ‘(q)’ RG,,,_,xGJLX;x(Gij_;xGL,)xG:,,:_j P4 ® P’)>
1=l

(le produit scalaire étant relatif & G,—; X GL;i(q) X (GLj-i(q) X GLi(q)) X Gp—j)-

Mais y étant cuspidal, seul le terme correspondant a i = 0 a une contribution non
nulle. On a donc:

{Om,m—j ® 1gL,(g),Y ® 41 ® p'D6,x6L(@)xGwy > 05
par conséquent p =1 et 21|@g;,_,(y). Mais, comme 4, est cuspidal, m’ — j = m'(y)

etly =4, ie,y' € B(G)),
. Supposons mamtenant mzil+1. Pulsque 7] RG ' xg,(1® 4), il existe y; €

Irr(Gm-1) tel que y; | Ry 6, (1@ 4) et y| RGleG,,,_ (1 ® 7). Comme y'|®g,, (7),
on a:

0 < {Dmm',? ® Y D6, x < Ommr (R xG,, (1 ®71) ® Y D6.xai
= ("R, xGy @ 1)(@mm); 1 ® V1 ® V' DLy (g)xGros x G
On a la décomposition suivante (cf. [MVW, chapter 3, IV, théoréme 5]):
(" RGL,xG,,, , @ 1)(om,m)
=1® om1,m + Rigr ror e e, RSO @ oy 1),
On en déduit que {Wmm,? ® ¥')¢,xq, €St majoré par:
1 @ Om-1,my 1 ® V1 ® ¥’ DGL1(g)x G x G
+RD @ Wy 1,1 @7 ® RGL,xG;,, 7" DGL1 ()X Gt XL (@) X G-t
Le premier terme ci-dessus est non nul si et seulement si y’|@g;, (yl) Le second

terme est non nul si et seulement 8il existe y{ € Irr(G,,_;) et pi € Irr(GL1(q))
tels que (p] ® ) I*RGleG y et

R1® Dm—1,m'—1, 11 ® p«l1 ® 'yll>GL|(q)><G,,._1xGLl(q)xG;,,:_l #0;

il sensuit p; =1 et y{|®g;,_,(y;). Nous raisonnons alors par récurrence sur m.
Pour m = [, le résultat a été établi au début de la preuve. Sinon, par hypothése le
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théoréme a lieu pour y; donc y; € £(G,,_;,1),, dou y’ € #(G,,),, ce quil fallait
démontrer. O

Adams et Moy ont décrit (cf. [AM, théoréme 5.2]) les paires (4,4') de carac-
téres unipotents cuspidaux qui se correspondent (par la premiére occurrence,
comme décrit dans I’énoncé de 3.7) dans les cas que nous considérons:

o Pour les tours (Sp, O%), 4 correspond & A} si ¢ est le signe de (— )reta A +
sinon.

¢ Pour les tours (U%,U*), A correspond a celui des 4/, ot k' = k£ 1, tel que
(- 1)(",("/“))/ 2 = ¢/, et de plus pour les tours (U+,U™), 4o correspond a 4 (ie.,
les séries prmmpales se correspondent). Nous redémontrerons ce résultat indé-
pendamment au §5.

D’aprés §3.A, pour toutes les tours ci-dessus, et pour tout caractére unipotent
cuspidal d’un G, la partie

(2G),; =D A(Gn),

de 2G = @P,, #(Gm) (o0 (G), désigne la “série de Harish-Chandra” d’un carac-
tére unipotent cuspidal ) est isomorphe a ZB.

Il résulte immédiatement de 3.7 que si nous fixons deux tours de Witt T et
T', 'élément @y, »» de #G @ RG' est somme de termes wm ' € (2G), ® (2G'),,
ou (4,4) parcourt les couples de caractéres cuspldaux qui se correspondent
Nous noterons Qm o Vélément de ZB ® #B obtenu a partir de wmm, par I'iso-
morphisme de (2G), ® (2G'),, avec #B ® #B, et nous noterons @,/ 'applica-
tion de ZB dans ZB correspondante.

3.9. Définition. Nous posons formellement X := > ;>0 X € ZS (ou x, est le
caractére trivial de &,) et nous notons X* 'application & — £S5 donnée par

Yohz0 X}

3.10. THEOREME. Pour #G = @),, Un(q), pour tout couple (i, Ax') de carac-
téres cuspidaux unipotents qui se correspondent (ie., k' =k+1ouk=k'=0),
®,,.5,, est application de B dans #B définie par ¢ X1 Y — Xy X X*(4) si k est
impairouk =k’ =0et ¢ X Y — X*(Y) X X¢ sinon.

Ce théoréme sera démontré au paragraphe 5.
3.11. CONJECTURE. Pour G = @m Spon(q) et 2G' = P, 05,,(q), Uapplica-
tion ®, Al (ici € est le signe de (— 1) ) est lapplication de #B dans #B définie par

PR Y — X*(¢) XXy, et ®; i (ici ¢ est le signe de (— l)k“) est 'application de
ZB dans #B définie par X Y — XX X*(Y).

La description de la correspondance de Howe pour les paires linéaires sera
donnée en 5.5.

4. Une décomposition en termes de caractéres fantdmes. Une base de I'espace
des fonctions uniformes unipotentes sur un groupe réductif connexe G défini sur
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IF, est formée des caractéres fantomes Ry, indexés par les caractéres irréductibles
du groupe de Weyl; nous déduisons de la proposition 2.1 une description en
termes de caractéres fantomes de la partie unipotente uniforme de la restriction
de o’ a Gy »v (cf. proposition 4.1). Dans les cas linéaires et unitaires, toute
fonction centrale étant uniforme, les caractéres fantdmes sont (au signe preés) les
caractéres irréductibles unipotents de G, et nous obtenons ainsi une description
compléte de la partie unipotente de la restriction & GLy(eq).GLy (eq) de .

4.1. PROPOSITION. Avec les notations de §1.E et sous les hypothéses de la pro-

position 2.1, la partie unipotente a),if, m1 de wi’f, m €St,

o dans les cas linéaires et unitaires:

: min(i"ﬂ) ! Z GLn(eq) GL(29)
gmm & R ® wl .
prs yetm®) Indgn e (¥®1) Indgre (@)’

e dans le cas symplectique-orthogonal:

min(m,m’)

0;,,(9)®03,(q)
RSPZ"',(:I) ® R om om
=0 xlteIEn'(:W,) Indw,xwm_,(lﬁ@l) Indzﬂwm,_,(‘l’!/’@l)’
ot Wy = W(By).
Démonstration. Soit 1€ {0,1,...,min(m,m’)}. Le terme correspondant a [

dans la proposition ci-dessus est

(4.2) gmm'+ R w, ®R_w, ~
Ve l%(:Wc,) ndWGl G, we1 Inde' ey (oh®1)

En appliquant (1.13) respectivement a y et & 1, nous obtenons
1 W, 1 We
= w et 1= m-l
!// | WG,I Z ./I( ) yW I WGm_ll Z 'J’v

we WG, ve Wc,,,_,

et, par conséquent,

1 We, x We
VO = 3o ) D
1 'm—1

we WG‘ vE W(;m_,
W We, x We W, . .
comme IndW(‘:;"wa ‘ Pwslom) = yém il Sensuit que
e

Won _ 1 Won .
IndWGxxwﬂm—z('p@l)— IWGIHWG,.,_1| Z lﬁ(W) Z Twe™

wEe W(;’ vE WGm—l
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et donc, en utilisant (1.14) que

1
RIndWGm 1(¢®1) - |WG1HWGm—1| Z l//(W) Z Row

We, *¥G,,_ we Wg, veWg, ,

Le méme calcul avec @y au lieu de i montre que

1
R = w Ry
IndWG"" ; (fp'/’@l) | WG; | IWGm’_ll Z (P‘/’( ) Z wv

We,*¥G,, we W, v'eWs,,

Le terme (4.2) est donc égal, en tenant compte de

Z si w et w’ ne sont pas conjugués,
y(wy(w') = .
Y elr(We,) |CWG, (W)| sinon,
a
S e Y%
(p(W) va ® va’a
|WGII IWGm—ll 'WGm’—II we WG, vE WGm—I v'e Wcm’—l

qui est la projection unipotente du terme correspondant a ! dans I’expression de
wﬁ’m, qui figure dans la proposition 2.1. O

Dans le reste de ce chapitre, nous traduisons 4.1 dans les algébres S et #B.

4.3. THEOREME. Nous définissons formellement X°¢ et X* par X°¢:=
Yoo ehxp et X* := 3,0 x5 Soit Qe Iélément de RS @ RS correspondant a
lapplication de S dans RS définie par  — X°®. X*(Y); la partie unipotente de
la restriction @ GLy(eq).GLyy(eq) de la représentation de Weil o’ est égale a
RGL,,,XGL,,,I

gm+1)m’ Q‘m, ' .

Démonstration. D’aprés la proposition 4.1, la partie unipotente de Wy m/, qui
est égale a:

min(m,m’)

! GL,,
e Y d > Ko ®R T,
=0 yelm(S) Indgls, ,W®1) Indg W®1)

lem,_,
s’écrit encore:

GL,xGL,,/
. ! :
g 7 minmn) 1 de“ (@ VHm-1®Y Xy
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GL,,xGL,,

Donc la partie unipotente de @, ns €st Re("‘“)""A,,,,m/’ ou:
min(m,m')
I__
Anmw =D &7 D" X1 @ Y.
=0 Yelrr(S))

Il nous faut donc vérifier que Q vaut

ZAm,m’ = Z Z Ek,xkp ® xirp.

m,m’ kk'\l pelrr(&))

Or, pour ¢, € ZS, on a

GOV, AY = (B pxad<V, pe* i)

k, k', p

= Z <X;¢, P><8k’x2/'//, p>

k k', p

=" xid )

k,k’

=) (Fxexip¥d

Kk
* )
=LX° X", ¥);
d’ou le résultat. O
Nous traitons maintenant le cas des paires orthogonales-symplectiques.

" .
4.4. THEOREME. (a) Le terme wﬁ,m,,l est égal a Rz:;,:fq)x(om,(q)@ow(q)) ou:

min(m,m')

Quw= D, D, (xm) B ) ® (xm—1) ® ¥)-

=0 yX¢elr(W)

(b) L’application de #B dans #B correspondant a Qp, , est donnée par Y X ¢ —
XX X*¢.

Démonstration. L’assertion (a) résulte immédiatement des propositions 3.5
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et 4.1. Soit maintenant y [x1 ¢ € Z(W,,) (resp. ' Xl ¢’ € Z#(Wyy)), on a alors:
Qs YR ) @ (V' K 4')D

min(m,m')

= Y Yo YBEG W ) R RS (B xw-) YD

=0 y"R"elrn(W)

min(m,m')

= > D WGV R GG R X (), Y RS

=0 y'R¢'eln(W)

min(m,m'’)

= Y G W)X x>

=0

min(m,m')

= Y GmaB NV R,

1=0
d’ou P'assertion (b). |

5. Description explicite de la correspondance de Howe dans les cas linéaires et
unitaires. Nous appellerons partitions de n € N les suites décroissantes d’entiers
naturels strictement positifs

V= (Vl, ceey vk) telles que Z vj =n.
157k

I1 peut étre commode dans certains cas de permettre a la fin d’une suite un certain
nombre de zéros, et de considérer comme équivalentes des suites qui ne différent
que par des zéros. Nous appellerons /(v) le nombre de v; non nuls. Nous poserons
|[v]l = n. Nous noterons ‘i la partition duale de y, c’est-a-dire la partition telle que
Y; est le cardinal de 'ensemble {j|u; > i}, pour 1 <i < py.

Les caractéres du groupe symétrique sont en bijection avec les partitions de n;
nous noterons [v] le caractére de S, correspondant a v. Le caractére identité de

&, sera ainsi noté x, = [(n)] et le caractére signe sera noté y, = [(1,...,1)].

Sip=(uy,..., ;) et p’' = (uf,...,ns) sont deux partitions, nous appellerons
intersection de p et p', notée pnp' la partition (inf(uy, u}),. .., inf(Risg(s,
Mgnf(r,s))) .

Nous dirons que u est contenue dans pu’, ce que nous notons pc ', si
pop =p.
Soit v = (v1,...,v) < (0 p'). Nous noterons p,—/(v) la partition (vi) w=nl}>

et Purn +(v) la partition (v,){,m »u1y- Nous noterons u N~ u' pour py—y(unp') et
pO* p' pour puy(pop!
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Nous dirons que u et u’ sont proches si pour tout i on a |u; — u/| < 1. Enfin
nous écrirons v < u si v < u et v est proche de u.

A. Une premiére description

5.1. LEMME. Soient u, v deux partitions et i un entier positif. Alors:

(x:f([‘u]), [tv]> _ { 1 sivpeti=||ull — v

0 sinon.

Démonstration. C’est un cas particulier de la régle de Littlewood-Richardson
(voir [Z, proposition 4.18]). O

5.2. LEMME. Soient p et u' deux partitions proches. Alors, l'application
Vv = pu=y (v) induit une bijection de I'’ensemble {v|v < pu et v=<X u'} vers I’ensemble
{rly=<un=w'}.

Démonstration. Siv < un u' est proche a la fois de p et de p’ on a clairement
Puzw(v) = un* u’, donc se donner v équivaut a se donner p,—,(v). O

Si p et ' sont des partitions, soit el*'lc(,; /) le coefficient de [u] ® [u'] dans
Q (voir 4.3).

5.3. LEMME.

_ s||’”"6""|c[:(ﬂ,.,=”,)],[4(,m=,,,)] si u et u' sont proches,
c[‘l‘])[’l"] -

sinon.

Démonstration. 11 résulte de (x) dans la démonstration du théoréme 4.3 que

o), ] = Z 8||v"<xﬁ,4|—||v||([tﬂl% VX o (D5 [V

v

= ) &M parlelemme 5.1

vpetvsy!

=gt 3" gl par le lemme 5.2

y<pn=u’

=gl IS et (o)D), (1Y% par le lemme 5.1,
Y

d’ou le lemme. O

On dit qu’une partition u = (yy,...,4,) est paire si pour tout i le cardinal de
ensemble {j|u; = i} est pair, c’est & dire si chaque partie apparait un nombre
pair de fois.
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5.4. LEMME. Dans le cas des paires unitaires (¢ = —1) ona

1 siu est paire,
Clep) () =

0 sinon;
dans le cas des paires linéaires (¢ = 1), sip= (r®,...,1¥), on a
C[t“],[t”] = H k,'.
1
Démonstration. On a cjuy) (1 = gllul dvxu glkl=IvlSi = (r*1,...,1%), on a
donc

) ro ko
=M S X =M Y ¢,

iy <kyynsir <k, j=1 i=0

d’ou le résultat: > l__O( 1)" est nul sauf si k; est pair, auquel cas il vaut 1. O

Le caractére fantome R[GI}‘"' défini en (1.11) est un caractére irréductible. Nous
pouvons donc résumer comme suit les résultats obtenus, avec les notations de
3.10 et 3.11:

5.5. THEOREME. Pour #G =@, #(GLm(q)) = QG’ la correspondance de
Howe entre caractéres unipotents est donnée par R[ u Reﬁ”]), ou © est l'ap-
plication de #S dans RS définie par

D i (Ta kO 73R
tu’ proche de ‘u
ou, siv=(rk,...,1%), on pose f(v) =[], ki.

Si u et u' sont deux partitions proches, nous dirons que pu et p’' sont
transverses si un=pu' est vide. Nous dirons que p et u’ sont 2-transverses
si la partition un=pu’ est paire (en particulier, si u et u’ sont transverses
elles sont 2-transverses). Enfin on définit la partition { = pun™y’ par { =

{sup(mi, 17) — 1H <isup(iu), 1 (u1))-
Remarque. Si p et p’ sont proches, alors on a py.u (4 A ') = pe* ul et
pour tout i on a (pu=y (u "™ p')); = (un=p'); - L.

Avec cette terminologie, la correspondance de Howe dans le cas des paires
unitaires est donnée par:

5.6. PROPOSITION.

(=l = (gl W0 Sioyet w! sont 2-transverses,
Cleu, (20 =

sinon.
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate des deux lemmes précé-
dents, en remarquant que si u N~ u’ est paire, alors (=)ol = (—1)“““’“"“ et
lwow!|| = lg 0 p'|| = {nombre de parties de u N~ u'} est pair. O

B. Etude des 2-ceurs. Nous avons besoin de quelques termes du langage des
“diagrammes de Young”. Le diagramme de Young associé a la partition u de m,
est le sous-ensemble de N+ x IN* défini par:

D(w)={(i,j) e N* x N*|1 <i<p}

que nous visualisons comme un ensemble de pavés de coté unité du “quart
Nord-Est” du plan euclidien. Nous appelons frontiére de u les pavés “extrémaux”,
Cest-a-dire les {(i, j) € D(p)|(i, j+ 1) ¢ D(u) et (i+ 1, j) ¢ D(u)}. Nous appe-
lons 2-crochet de u un couple de la forme {(i, j), (i, j+ 1)} ou {(i, j), i+ 1, j)}
d’éléments de la frontiére de u tels qu’on obtienne encore le diagramme d’une
partition en retirant ces ¢léments & D(u). Le premier type de crochet est dit de
type (12) et le second de type (2).

5.7. LEMME. Soient u et u’' deux partitions proches. Alors, u et u' sont 2-
transverses si et seulement si il existe deux partitions transverses fi et ji’, obtenues
respectivement & partir de u et u' en enlevant des 2-crochets de la forme (12),

inf 7 inf =/

telles que py "™ p' = g™ g’.

Démonstration. py—,(u~™ u') est obtenue a partir de un=pu' en enle-
vant toute la frontiére. Donc pu et u’' sont 2-transverses si et seulement si
Pu=w (0™ ) est obtenue a partir de u =y’ en enlevant des 2-crochets de la
forme (12). Ces crochets sont des crochets de u ou des crochets de u’. Il existe
donc une famille F, de crochets de u (qui sont de la forme (12) et sont en fait des
crochets de un=p’), et une famille semblable F, de crochets de u’, telles que
p ™y’ soit obtenue & partir de un ' en retirant F, et Fj 2 un=u’. On prend
pour /i (resp. ji’) la partition obtenue en retirant F, (resp. F};) a pu (resp. u'). Il est
clair que f et i’ sont transverses, puisque F, U F; est toute la frontiére de
po=u'.

Re01proquement soient ,u et g’ deux partitions transverses obtenues respec-
tivement a partir de u et ' en enlevant des 2-crochets de la forme (12), avec
po y’ = g~ ' Soit ¢ un tel crochet de u. Soit k tel que { se trouve aux
lignes k et k + 1 de p. On a ainsi i, =y, — 1, fij = i + 1 car ji et ji’ sont trans-
verses, ol i}, = . Comme (un™p'), = (,u AR "), on a e > ph = il =
d’ou égalité des trois termes et (u n““u k= Wn=u'), —1. De méme,
Ay = (O~ 4 )y — 1. On a le méme résultat si on part d’un crochet
semblable { de u'.

Il reste & voir que tout point de la frontiére de un=u’ appartient a un tel cro-
chet. Soit k tel que p = p}, alors (AN '), = p — 1 = pj — 1 = sup(f, i}) — 1.
Puisque ji et ji’ sont transverses, on a fi, # [ & donc nécessairement i, = p, — 1
ou jij = pj — 1 et ainsi il existe un crochet { de u ou u’ du type étudié pré-
cédemment, qui se trouve aux lignes (k — 1,k) ou (k,k+ 1). O
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Soit u = (yy,...,H,) une partition de m. Soit ¢ > r un entier. On appelle t-
ensemble de f-nombres associé a p, 'ensemble f = {B;},_; ,, ou f;=p; +t—i.
Nous noterons f* (resp B quand nous aurons besoin de préciser ¢ (resp Ww.
Réciproquement, a toute suite f = {f,...,p;} strictement décroissante d’en-
tiers positifs, on peut associer la partition u correspondante, définie par yu; =
Bi—t+i.

Si B¢ est le t-ensemble de f-nombres associé a u, ol t > I(u), on pose f*(0) =
{(B:/2)|B; pair} et B*(1) = {((B: — 1)/2)|B; impair}. Soient p(0) et u(1) les parti-
tions respectivement associées aux ensembles de f-nombres S(0) et f(1). Alors,
le couple (u(0), u(1)) ne dépend que de la classe £ de t modulo 2, et on appelle
u(0) et u(1) les 2-quotients de u de paramétre t.

On appelle 2-cceur de p la partition minimale pour I'inclusion, contenue dans
u et obtenue a partir de u en enlevant des 2-crochets.

5.8. LEMME. Si u’ est une partition obtenue da partir de u en enlevant un 2-
crochet, alors il existe j tel que u' soit la partition associée a l'ensemble de B-

nombres {By,...,Bj-1,B;— 2,Bjs1-- -, B:}-

Démonstration. Cest facile a voir; le fait qu'on puisse retirer un 2-crochet a u
implique qu’il existe j tel que les nombres ci-dessus soient distincts. Notons qu’ils
n’apparaissent pas nécessairement en ordre décroissant ci-dessus, il se peut qu’il
faille échanger f; — 2 et B;4. O

11 résulte de 5.8 que le 2-ceeur de u ne contient que des f-nombres pairs (resp.
impairs) consécutifs. Son t-ensemble de f-nombres est {1,3,...,t%+1,0,2,...,
t1}, ot to = |B*(0)| et t; = |B*(1)|. Nous notons 7 la partition correspondante
(le “k-ieme 2-ceeur”), qui est une partition triangulaire a k lignes, de surface
(kK2 +k)/2,00 k=1t —tosit; >toetk=1ty—t; — 1 sinon.

5.9. LEMME. Si u et u' sont 2-transverses, alors pu et u' ont des 2-ceeurs con-
sécutifs ou bien p et p’ ont des 2-ceeurs vides.

Démonstration. D’aprés le lemme 5.7, on peut supposer que u et u’ sont
transverses. Soit t = sup(I(x), I(u')), et B*, B** les t-ensembles de B-nombres
correspondants. Comme u et u’ sont transverses, tout élément de f%# différe de
1 de Pélément correspondant de B%#'. Il en résulte que |B5#(0)] = |B5#'(1)] et
|B5#(1)| = |B4* (0)|. Ceci donne le résultat vu la formule pour la taille k du 2-
coeur donnée ci-dessus. O

5.10 LEMME. Si u et u’ sont 2-transverses, T et T’ sont les 2-ceeurs de u et p’
respectivement alors sup(l(p), (1)) = |Iz|| — ||7’]| (mod 2).

Démonstration. Si p et p' sont 2-transverses, il est clair que |u|| — ||#'|| =
sup(I(w), (1)) (mod 2), de méme qu’il est clair que ||ul| = ||z]| et ||u'|| = ||7']],
d’ou le résultat. O

C. Description a l'aide des 2-quotients. En traduisant la condition y <X u’ en
termes des ensembles de f-nombres associés, on obtient:
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5.11. Remarque. u=<X p'siet seulement si pour tout i <t on a:
Bt < BY* < B+ 1.

5.12. PROPOSITION. Soient p et u' deux partitions et © et ©’ leurs 2-ceeurs. Sup-
posons t et t’ consécutifs ou tous deux vides. Soient (u(0), u(1)), et (u’'(0), u'(1))
les 2-quotients de paramétre (||z|| — ||7'||) (mod 2). Alors, u et u' sont 2-transverses
si et seulement si pu(1) < u'(0) et p'(1) < u(0).

Démonstration. Soit t = sup(I(x), I(1’)). Supposons par exemple I(u) > I(u').

Soient Bu* = {B;,...,B,} et B4* = {B),..., B!} les t-ensembles de B-nombres
correspondants.

e Supposons u et u' 2-transverses. On définit f: f5# — B4+ de la fagon sui-
vante: si pu; # uj, on pose f(B;) = P;+u;—p;. Sinon si p;=p}, soit j=
inf{k|u, = p}, = w;}. Si i —j est impair, on a u’_, = y; et on pose f(B;) = B; — 1.
Sinon si i —j est pair, puisque p et u’ sont 2-transverses, on a u},, = y; et on
pose f(B;) = B; + 1.

I est clair que l'application ainsi définie est une bijection, dont les restric-
tions de f a {p; pair} et {p; impair} sont strictement croissantes, d’images
{B; impair} et {B) pair} respectivement. En outre, pour tout fe f“# on a
f(B) = B £ 1. En utilisant pour i tel que §; soit pair les inégalités qui en résultent

M-t b JBI-L (a)

et pour f; impair,

L ®)

On en déduit, d’apres 5.11, u(1) < #'(0) et u'(1) < u(0).

¢ Supposons réciproquement que u(1) < u’(0) et u'(1) < u(0). Puisque 7 et
7 sont consécutifs ou tous deux vides, on a |5#(0)| = B4 (1)| et |B5*(0)| =
|B5#(1)|. Soit f: B4* — B4#' T'unique bijection se restreignant en des applica-
tions strictement croissantes de {f; impair} dans {f] pair} et de {p; pair} dans
{B} impair}. De u(1) < #'(0) et '(1) < u(0) on déduit les inégalités (a) et (b), et
donc pour tout f € *# ona f(f) =+ 1.

Soit j tel que y; = ,u;., ou de fagon équivalente, B; = /. On a f(B;) =B;+ 1=
ﬂ,{ +1,dou f(ﬁj) = ;:1:1'

Supposons par exemple f(;) = Bj_; =p;+1.Ona f(B;_1) =1 £1> ;=
B;- On a f'l(ﬂ;) = P15 si f(Bj41) = B}, alors il existe I < j—1 tel que f(B) =
By avec I’ > j+ 1, puisque f est bijective: c’est impossible puisque f(f) =+ 1

et la suite des B; (resp. des B]) est strictement décroissante. Ainsi, f ‘l(ﬂlf) =

Bj—1=B;—1 et p;_y = p;_;. De méme, si f(B;) = B},,, on conclut que B/, =

Bjs1-
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Soit maintenant j tel que y; # u}, supposons par exemple p; > uj. Alors,
B; > Bj et f(B;) = B; £ 1 > B;. Soit k tel que f(;) = By- Si k < j alors, f étant
bijective, il existe ! <j tel que f(B;) = B}, avec I’ < j, et on a & nouveau une
contradiction.

Ainsi, pour tout j, ona |8 — ;] <1 et donc u et u’ sont proches.

Soit j tel que B; = B} et ji < j minimal et j, > j maximal tels que pour tout
k, j1 <k < ja, on ait B = B;. Alors, d’aprés ce qui précéde, f({B;,,.--,B,,}) =
{Bjys---+ B} et

f(ﬂ(o) N {ﬂjl" . )sz}) = ﬂ,(l) N {ﬂ]{la .. ')ﬂ]{z} = ﬂ(l) N {ij' o ’ﬂjz}'

Il en résulte que j, —j; est pair, et par conséquent que u et u’ sont 2-trans-
verses. O

Pour réexprimer la proposition précédente en termes de correspondance de
Howe, nous utilisons le lemme suivant (bien connu des spécialistes, mais dont
nous n’avons pu trouver de référence commode):

5.13. LEMME. Soit u une partition. Soit te {0,1}. Soit (u(0),u(1)) le 2-
quotient de p de paramétre t. Alors, le 2-quotient de 'u de paramétre t est

(‘u(1),'u(0)).

Nous associerons le signe suivant a la partition u = (u,...,) dem

gy = (—1)2‘;1 (“2‘)"'("'("‘2-1))’

ou ‘u=(puy,...,u)) de sorte que aﬂRﬁfl‘"‘ (ou Rﬁ"]"” est le caractére fantome défini
en (1.12)) est un vrai caractére du groupe unitaire U, = GL,,(—q) (voir [DM2,
preuve du lemme 9.6]).

Rappelons la proposition suivante (voir [FS, appendice, proposition p. 224]):

5.14. Il;'ROPOSITION. (i) La représentation unipotente cuspidale A de Uy 3(c211)(q)
est er,,R[t:]’ 2624k

(ii) Pour m > 1/2(k*+ k), les caractéres irréductibles de R(Un(q)),, sont les
8,;Rﬁ"’i ou  est une partition de 2-coeur ti. Le caractére "’uRgfi est associé a l'élé-
ment de B /ym—1/20c2+k)) donné par [u(0)] X [u(1)] ou u(0) et u(1) sont les 2-
quotients de parameétre 1 de p.

Nous démontrons maintenant le théoréme 3.10 dont nous rappelons ’énoncg.

5.15. THEOREME. Pour G = @, Um(q), pour tout couple (A, i) de carac-
téres cuspidaux unipotents qui se correspondent (i.e., k' =k+1ouk=k'=0),
®,,.3,, est lapplication de B dans #B définie par v X p— Xu X X*(v) si k est
impair ou sik =k’ =0et v[x p+— X*(u) X Xv sinon.
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Démonstration. Soient u, u’ deux partitions de 2-cceur respectivement 7; et
i et de 2-quotient de paramétre 1 respectivement (u(0), u(1)) et (u’(0), u’(1)).
La représentation de Weil étant une vraie représentation, nous n’avons pas de
question de signe & nous poser, et il suffit donc de vérifier que [, [,/ est non nul
exactement quand u’(0) X /(1) est un composant de Xu(1) X X*u(0) ou de
X*pu(0) X Xpu(1), suivant la parité de k. Or ¢y, # O si et seulement si ‘u et ‘u’
sont 2-transverses.

¢ Supposons k pair et k # 0 ou k’ # 0, c’est a dire || — |Tir] impair Les 2-
quotients de paramétre 1 de ‘u et {u’ sont (‘u(1), ‘u(0)) et (‘u (1) '(0)), d’apreés
5.13. Donc, d’aprés 5.12, c(,)ju) # 0 si et seulement si ‘u(0) < u (1) et u'(0)
'u(1), c’est a dire, en utilisant 5.1, si et seulement si (X*([p(l)]) (#(0)]> # 0 et
[u'(1)], X([1(0)])> # 0 d’ou le résultat dans ce cas.

¢ Supposons k impair ou k = k’ =0, cest a dire |tx| — |tx/| pair. Les 2-quo-
tients de paramétre 0 de ‘u et 'u’ sont (‘u(0), ‘u(1)) et (‘u'(0), ‘u’(1)), d’apreés
5 13. Donc, d’aprés 5.12, cj,), 1 # O si et seulement si ‘u(1) < u'(0) et 'u'(1) <

'u(0), c’est a dire, en utilisant 5.1, si et seulement si <X*([u(0)]), [#’ (1)]> #0 et
()], X([(D)])) # 0 ot Ie résultat. O

6. Cas symplectique-orthogonal: indices pour la conjecture. Nous présentons
ici les calculs qui nous ont incités a faire la conjecture 3.11, ainsi que quel-
ques indices montrant qu’il y a un espoir de démontrer combinatoirement cette
conjecture.

Nous avons calculé a l'aide d’un ordinateur la représentation unipotente
Omm',1, POUT Gy = Spy,(q) et G, = 03,,(q), 2 une amblgulte prés pour la série
principale (ou nous n’avons que la restriction de wp . a sz,,,(q) X SOzml (q)),
pour m, m’ < 11. Nous expliquons la méthode, et pourquoi les résultats sugge-
rent que cette méthode pourrait fournir une démonstration (avec cependant tou-
jours une ambiguité pour la série principale).

Soit «],,, la restriction & Sp,,(q) x SO3,,(q) de la représentation de Weil
Omm de SpZm(q) x 0%,,(q); nous notons Wy, m1 et @y, 1 1€ projections uni-
potentes de ces représentations. Un résultat de Waldspurger (cf. [MVW chapter 4,
1V, 5]) affirme que wp,w est sans multiplicité; il en résulte que «}, ,, ; est une rep-

résentation ou tout caractére irréductible intervient avec multiplicité au plus deux.

Par ailleurs, wfn w1 ©st donnee par le théoréeme 4.4. Comme expliqué ci-
dessous, wfn w1 €St un élément de QZ(Spyw(q) X Osz(‘I)) notre programme
vérifie que, dans tous les cas testés, il existe un seul élément m,mt,1 € R (SPam(g) X
03,,(9)) tel que:

* Les coefficients de wy, ,, ; sur les caracteres irréductibles sont 0, 1 ou 2;

* La projection de w,, ,,, ; sur les fonctions uniformes est égale a wfn 1

Nous noterons que, au vu du théoréme 3.7 et de la description explicite qui
suit sa démonstration, la connaissance de o), ,,,; détermine les termes Mok,
ainsi que les termes w™H pour k> 0: en effet un caractére irréductible y e

R(S0%,(q)) 4> O k>0, posséde deux extensions a 0%,(q), qui sont respective-
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ment dans les séries 2(0Z, (q)) a et 2(0%,(9)) a3 et si Y ® y intervient dans O

nous savons déterminer en fonctlon de la série de ¥ lequel des cas se présente.

Les calculs on été faits en langage GAP (cf. [Sc]), sauf la partie cruciale (la
recherche d’un élément d’un réseau a coefficients <2 et possédant une projection
donnée sur un sous-espace vectoriel) pour laquelle nous remercions Philippe
Hoogvorst de nous avoir fourni un algorithme efficace écrit en langage C.

Nous décrivons maintenant plus en détail les calculs. Les caractéres uni-
potents des groupes Sp,,,(q) et SO%,,(q) sont paramétrés par les symboles intro-
duits par Lusztig [L2]. Un symbole est une paire A = (S, T) (non ordonnée) de
parties de N, modulo la relation d’équivalence (S,T)~ ({0}uS+1,{0}u
T + 1) (un “décalage”). On appelle rang du symbole le nombre

rg(A) =Y v+ u+((SI+]T] - 1)*/4]

veS ueT

(il est facile de voir que ce nombre est invariant pour la relation d’équivalence
définissant les symboles). On normalisera un symbole en supposant |S| > |T| et
0 ¢ SN T; on dit alors que le symbole est réduit, et on appelle défaut du symbole le
nombre def(A) = |S| — |T| (cette normalisation choisit un représentant bien défini
si def(A) > 0). On notera que si S est la suite de f-nombres d’une partition v, et T
la suite de B-nombres d’une partition u, alors rg(A) = ||v|| + ||ull + [def(A) /4].
Lusztig (cf. [L2, 8.2]) a démontré le théoréme suivant:

6.1. THEOREME. Les caractéres unipotents de R(Sp,,(q));, sont en bijection
avec les symboles de rang m et de defaut 2k + 1, et ceux de .%(SOZm(q)) avec les
symboles de rang m et de défaut 2k, a lexceptlon prés qu'un symbole de la forme
(S S) paramétre deux caractéres de la série prmczpale de SO3,,(q) conjugués par

O7,(q) (tous les autres caractéres unipotents de SO5,,(q) sont invariants sous l'ac-
twn du groupe orthogonal).

11 résulte immédiatement du théoréme ci-dessus que les caractéres unipotents
de O%,(g) sont paramétrés par des symboles ordonnés avec mémes conditions de
rang et de défaut. Le paramétrage pour O et Sp a la propriété que, si p, € Z(Gm)
est un caractére unipotent paramétré par le symbole A = (S, T) de la série de
Harish-Chandra (2G),, I’élément correspondant de #B est paramétré par le
couple de partitions dont S et T sont les ensembles de f-nombres.

Les fonctions unipotentes uniformes admettent une base formée des caractéres
fantdmes, paramétrés par une base des fonctions de F-classe sur le groupe de
Weyl Wg (cf. §1.D). Pour un groupe déployé, une telle base est donnée par
Irr(Wg). Pour G = Sp,,, les caractéres de Wg = W (B,,) sont en bijection avec
les symboles de rang m et de défaut 1, et pour G = SO}, les caractéres de
We = W(Dy,) sont en bijection avec les symboles de rang m et de défaut 0, &
P’exception prés qu’un symbole de la forme (S, S) paramétre deux caractéres de
W (D) conjugués sous W(B,,). Les caracteres fantomes de SO5,,(q) sont para-
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métrés par les restrictions a W(D,,).o des caractéres de W (B,,). Ces fonctions ne
sont pas linéairement indépendantes (deux caractéres de méme restriction don-
nent des fonctions opposées). Dans I’espace vectoriel qu’elles engendrent, elles
sont paramétrées par des vecteurs esr) ou (S,T) est un symbole ordonné de
défaut 0 avec S # T, et ou es,7) = —e(1,5)- Nous noterons R, le caractére fan-
tome paramétré par un symbole A comme ci-dessus. Nous devons décrire les
produits scalaires (Rp, pp'>-

Si A = (S, T) est un symbole (supposé réduit), on note X(A) =Sn T, Y(A) =
{y0,¥1,...} la différence symétrique de S et T, rangée en ordre croissant, et on
note P(A) = {1, 3, ...} les éléments d’indice impair de Y. Enfin on note M*(A)
la différence symétrique de T — Y(A) et P(A). Lusztig (cf. [L4, 4.23]) a démontré:

0 si X(A) # X(A") ou Y(A) # Y(A)

<RA)pA'> =
27 IYWI=D/2 () MAMA] - o,

Le programme en GAP utilise cette formule pour exprimer ot

‘ . m,m1 dans la base py
des caractéres unipotents.
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