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de aceeast parte a el Fie aceastd axd AB. Ducem N, §i K| simetricels
lut ¥ respectiv X fatd de AB. Perpendiculara din V pe KK, este paraleld
cu AB. deci H, piciorul indltimii din ¥V pe KK, se alld pe aceeagt parte a
hi A8 cu Vol K agadar NE < NE, = N, K. Dar ¥, egte tot un vief
al' poligonulid: eontradictie. ‘

Solutia 2. Cler axele de simetrie sint in numér finit g1 oricare doud
axe de simetrie se intersecteazd. altiel figura ar fi nemarginitd, Fie d; si d,
axe de simetrie, astlel inett 27 (d, ) s& fie minim = simetricul lal d, fata
de d, este axd de simetrie, {ie aceasta-d;. Analog fie d; simetricul Iui ¢,
fadd de dy ete.= JU0dy, dy) =~ = 30 (dy, dg) = ... = I (dy, dy) s1 fie

1
0= {1 d. Dacit 3 d' » 0, axi desimstrie, ducer prin 0, d” || &' = d” cade

i
intre un 4 i diy = < (di. 4% < = absurd.
7

Se observi o8 prima solutie este mal generald ea liind vasiabild pentrn
figurt plene mdrginite. -

in solitia a doua intervine eseniial in demonstratie faptul ci numirul
axeior de slimetrie ale nnul poligon este finit (liecare axh de simetrie este
san bisectoarea unui unghy, seu mediztearea unei laturl a poligonuiul).

I schinh aceastd solutie ne 43 informatii precise in legiturd cu pozilia
axelur de simetrie.

1¢h In problema pree. 'am vdzut ci axele de simetrie trebuie si fie
concurente gi fie O intersectia lor.

Din solutia a doua a aceleiagl probleme se cbseevd cit axele de simetrie

se succed dm Zin =,
I H3

Fie dy, do, ... do, cele 2m semidrvepte cu capitul in O determinate de
mwm?mmmmgﬂim,u,.;gmuogammmi&amwqunprA.wm...w;!ﬁwﬂ@?&fbuu

=2 5 3 (U 4 = .

.

Fie acum A, un punet de pe frontiera poligenului gi care se giseste pe
bisectoarea Iui 97(d,, d,). Be construiegte acwm inductiv A, ., simetricul
i 4y fatd de dpyy ¥ E=1, .., 2n — 4 Evident A4, ... 4y, ests
regulat gl toate victurile sale se afli pe {rontiera poligenului.

Acum, pentru orice o | 2n se unesc virfurile poligonului 4; .. 4, din
2nfd in 2nid 5i se obiin ¥ celslalte poligoane regulate.

106, Notdm cu P frontiera poligonulai

pentru rezolvarea problemei ne vom folosi
de un argurent de analizd matematich si
anume de faptul cd functitle continus au
proprietaten lui Darboux. .

Pie deci {4, By=d' N Psidy Nd, { o'
astfel incit o, & 4, sd-l lase pe P intre
ele. Presupupem acsm ¢i A4 g1 B sint
virined ale poligonulsi g cd dy N P = Dy
Pentrn {igeare 0 £ £ ¢ 4B =1 e Mped
intre 4 g1 B cu distanta intre M si A, d(3,
Ay=2 5 W < P astfel Incit MM 1 d.

74

g1 mt A axa de simetrie. In continuare,

Panarece P e convex g din presupunerea fdcutd pentra 4 §8 & resulta AF e
unic determinat, abstraciie ficind de o simetrie. :

Fie §:[0, 11 = B cu i(z) = d(M, M’) st se observd cu ugurinti con-
tinzitatea acestel fomelil. . .

Tie acom M'AM" {d en M€ P gl M'M; L. d ouw M, &4

Definim f, : [0, 11 - R oL

prin f,{z) == d{ M’ M") care este de asemenea continui.

Deei g1 == f, —2f e conlinud. ) :

Deoarece existi D & ¢, intre 4 gl B, astfel inott DyD L &' = d(DD) =
=1, € {[{0, 1)} Fie z [0, 1] ou_{(z) =§ >0 se observa vd @, este
unic determinat cu sceasti proprietate = {1(z) H.o. )

Avern deci F(O) =1 >0 st F(z) = =2, <0 3 ¥ avind proprietates
lui Darbous, existi x, € [0, 11 astfel incit Flz,) = 0 = {,(x,) == Aty
fie M, & ABcud(M,A) = 2,3 Masi M0 € Pow Mol L & gl Madds o d =
= MyME = MM, = Ma, 35 s1 simetricele lui My s Hy fuld de o
formeszd patralul cerut. o ) o ,

Capuzile cind Dy, A sau B se glisese in .Eﬂmﬂo?i: EECIT) .”:::r:E.._,rw
poligonului se demonstreszd sseminitor, definind funefti qosﬂa:&:r@

Daci P nu ar i convex se poate da usor un conlrasxemplu cu ajutorul
problemei 106 si luind P N 4 = B. . 5 L

Aceustd rezolvare (neelementard) reprezintd o metodd puternicd pentru
rezolvares uncr probleme de existentd in geometrie. Dieficienla el constd
in faplul ¢3 nu se dit §i o metodd pentru construciia efectiva o Digurilor
respective. ] . .

Desi pare dificils. demonstralia este foarte intuitivd i doar formalizarea
el este putin gresaie. . o - )

108. Selufic I. Fie P un punct in inferiorul umeia din laturile poligo-
nulyi. Considerim o rotatie de 607 a poligonwlni in jurnd lui 2.

Evident frontiera poligonului rotit mai intersecteazi [rontiera poligonu-
lui dat in cel putin incd un punct. Fie acesta @ si fle A preimaginea hui Q
prin rotatia consideretd. Alunel APOR indeplinegte conditiile problemei
deosrece (P == RP si 32 QPR = 60°. .

Soluiic 1. Vom nai da o solutie asemindtoare ¢u a problemei pracedente.

Se considerd o laturd ervbitravdi a poligenulul, A4, § pe aceastd
lafura se construleste de aceeasl parfe cu poligonul un triunghi echilyteral
A dpdyy . L .

Dacd pe Ad, sau pe A4, existd puncie de pe froniiera mE:\wou&E,
fie M umil din acestea, pe 44, de exemplu. Atunc ANAM eu M pe
Apd,, 8 A, = M4, satisface conditiilor. ) o ) .

Dacid nu se inthuptd acest lweru, considerdm d § d dous semidrepte
de aceessi parte a lui A4, cu wo_.wm.oui, avind capelele in punctul B
de pe Apd,,, sioasifel ca unghiul
dintre ele gi fic de &0F, Presupunem o
de asemenea ca d ests interloard 1m-
chiului dintre Bdgsid fle 2z =30 B4,
d)y. Fie M si M celelalle infersecii
wle Jui d i d° en frontiera peligonu-
lui = M B si #'B depind continnn de

2§l pentru ¢ == 0, M'B > MB = AB & e
lar pentrn o= 120°, ME > W'FE = Tig. 104



= Az, B deci 3 o pozitie a lul «, intre 0 gi 120° astfel ineit M, B =
= M B si curn M BHM; = 60° = AM B e triunghiul edutat. In ambele
soluiii nu este esential ca poligomul s fie convex.

Pentru pitrat rispunsul e negativ chiar dacid poligonul ¢ un patrulater.

Fie ABCD un trapez cu AB | CD 51 3L ABC < 90°, I CDA < 9O°
AB < CD, se observid ou ugurintd cd daed BC gi AD sint suficient de mari
fatd de AE si €D acest patrulater este contrasxemplul dorit.

107. Problema se reduce la a arita cd dacdl un trivmghi EFG e inscris
intr-un paralelogram ABCD de arie 2 alunei el arve avia 2Sere < Sapey.

Presupunem cil I este pe AB §1 £, G & AD.

Fie FF' §{BC cu F' pe CD =

Serg € Sppg -+ Serre = Sprepe = Seop -+ Sgrr =

uu liwwﬁ. m_ar zﬁ- n,:u:.ﬁ W%..Emb.

108, Impirtin pitratul in patru pitrate egale de laturd 1 12 = 3 dintre
cele 9 puncte sint in unul din cele patru pEtrate micl. Problema se reduce
decl la a arvdta cil svind un triunghi 7 intr-un pitrat P, deei TP, =
25, & Sp lucru care s-n demonstrat lo problema precedenti intr-un cadru
mal general.

109, Impirtim fiecare laturd in f{vei pirti egale si ducind prin aceste
puncte plane paralele la fetele eubului i1 amplem eu 27 de cuburi de laturd
1/3. Conform principiului cutiei existd un astfel de cub in care se aili

doud puncie (din cele 28). Evident, distanta dintre ele este mal miecl decit X2 m\

110. Dacil triunghiul este asculitunghic, ortocentrul estestriet in Fg-
riorul #Au. Dacd este obtuzunghic stunei virful unghinlui obluz este striet
in interiorul triunghiului format de ortocentru si celelalte doud vivfuri. Avem
dect in ambele cazuri un triunghi MAP g un punet O strict in interiorul
siu, M, &, P pe laturile unui poligon convex = O este striet in interiorul
poligonului, absurd.

Deci triunghiul nu poate fi decit dreptunghic st se observd ci in acest -

caz ortocentrul e chiar unul din virturile sale, deci e satisficutd eonditia,

A D

Cm
o #

16

i

_

i ¢
Fig. 111.2

ﬁw Fie in :,EH%?E ABC. mﬁ = A= L VQ Fie O= 44N BR' N
M CC. Avem irei cazurl.

bo(tig. 11L.1) 1 < 00°, Ec pmcm. si ch ﬁmm.m.mﬁcsmw:nm. In el

o~ ~ \/
avem: ROA = g q e ECN = M.Q 47« QQﬁ = QH. A" = OBC.
Par OC este distenta de 1o 2 la AB ,.,ﬁ OA" cea de Ja O lu BC.
Deoarece putrulaternl OC*BA’ este inseriptibil = OC' <« 04"

1A e 00° = 0 == 1L 1 (= A= = 0 ar 04" == ) este distants
de la 4 In ::;EEEH

-~

UL 3 = 90° = BOC = 2-90° — 1.
1

Dar, 2-00° — 4 = 180° — 1 == J ~ €. ele.

112. 54 presupunem c& O, cenirul cerculul inseris, nu se aflf in interiorg
patratulul. Atunci ef se afli in intericrul sau pe frontiera unuia din triun.
ghiwrile AED, EBF, GFC. Dacd punctul @ se aild in interiorul AERF,
atunei perpendicutara OK pe AC taie infotdeauna ambele laturi ale pitea-
tulul 1 de aeeea OF 5 NK = FI = O3 (lals).

Si ?.?:vcbmﬁ 8 O se afld in AAED. Perpendiculara 0K ce se eoboarsd
din ¢ pe BC poate sau sit intersecleze doud laturi sliturate ale patratuld
sau_doud laturi paralele.

“In cazul al doilea, evident, segmentul de perpendiculari inchis in inte-
riorul piiiratului, mr este mad mic deeit 1a turile, de aceea OK > DE > OH =
= O

In primul caz fie OK 0 EF == L. Fie 0" pimetul de intersectie al bisec.

toarel A cu latura ED. fie K’ proiectia lui @ pe BC. Atunci OH < 0'D" <
<L 'K OK = 0OH < QK. De aceea OK = OH in ambele cazuri (fals).

B
Mo AT
F
£ N
A a ¢ G I m.v
Fig. 1121



A M N B
Tig. 113

Fig. 11%

113. Din prob. 46 am obtinut relatia vectoriala:

. — — _
(*) OM % 0P =05 x 00

Se observd in fig. 113 e dac# uam in A
] dmpein AG'QP (sianalogin AQ'MN
vectorii N.mws:m,: din wnomnolm vectoriale (%) sint de sens opus = v

O % 0P = 65 x 63 = HP. O & NQ=0=0

g1 eonferm unei probleme enteripare, (45) = AZ {1 CD.
114, Fie O un ?Ena arbitrar in interiorud patrulateruiui

: P P
Aob + foc + COB + EJOA = 360°
Cel w:.:.u unul dintre unghiurl este mad mare sau cgal en 90°. Sa

presu-
punem hb% 2 90° = 0 este acoperit de discu! de diametry AB. O fimd
&.Fuw,me _,.wﬁ.:p ceea ce era de demonstyod, o |
ﬁ?um.wu Wmmw anwwnmumme m_wmmmmﬁm:y pentra c. zul in c.&.o baza pivamideil e un
] virtul piramidet. Ducem AM L ECD ¢ M in plazul
BCD. Se obhservd oF sfera cu diametral AE {respe ﬁ; AC0 AD) taie pla nul
BCq dupd un cerc de diametry W5 {(respectiv. ME. 4 D), -
Prablema se reduce astfel Ja 2 wrdta c4 AZCD o acoperit de ceronrile
de diametre MB, MC, 3D, vnde )/ e un prnet arbivse ip plent m.wm_
Notim cu B, O D mﬁ,m?: darvele din M pe laturile LC ,w‘c BC ale
triunghiului. Observam imediat ca indiferont e ‘pozitia :: ».u_‘,mmu,.ﬂmﬁm_,&m

MECD, MECD, MBC'D acoperda ABCE. Aceste patrulaterve sint inscrise
in eereyrile de diamelre WB, MC, MD, care decl acoperd ABCH.

116 S84 uel¥m vw O un punct din intersectia celos 8 disenrl. Fie 4,
== 1o, 60 numerctave o centrelor disewvilor astie) lucit in porilunea de

S o~

plan  determinati de wunghinl 4,04, (cu A04. < 130 s nu se
!
o

seused all centru.
. . L. .
A0A, + A04 - L - A Q Ap = 360° = Existd wm unghi 4,04,

« 60° (eventual »@Q,ru.

In triunehiud 4 04, cel putm unul din unghiurile A A4, i 4
este mal mare sau egal cu 607,

-

F S . -
34 presupunem M:: jor & 2 80° Deoarece A;04;, < 60° rezulti ol
s € 0A; < Ry wnde prin R; am notat vaza diseului cu centrui in

Fal

Aj = A, este inetus in discal cu centriul in 45 Anelog, dacd Aj A0 2 60,
obiinem c¢a A, este inclus i diseul cu centrul in Aj .

Tie gt 2 puncte arbitrure din mulbimes £, (vesi Hgo 117).
4 puna tele 3 sam 4 ar apartine acelelasi multimi problema ar fi rezol-
vatd. 54 presuptnem deci ¢3 punctele 2 §i & apariin multimii £, Rationind
la fel obtinem pe rind ¢d 5 & E, 6 & E, 517 € &, Atunci punctele 4, 5, 7
sint virfurile unul triunghl mmrmmﬁmﬁmr

718, Punctel b spartine waeia dintre multimile paréitiei.

Fie weeasta F£,. Daci punctul B, care se alld pe mijloenl segmentulut
A,y s-wr afla In E| ,é_chE: ar fi rezolvats, Si M.ﬁiz:.ﬁmsob)_ ol B, & E,.

Analog prosupnnew A, £ E, = B, & E,= 4, & I, = punctele A, si A;

imare  decit _\m._,l.

Se rexulvd auaieg cu prob. pracedenid.

. B& notam cels patry puncte eu 4. B, €, Do Din formuola cosinzuhn
deducem ed wrice Wlanghl format en trel din cele patra punete. este ascwtit-

. B s
eos A == - -

2be

cele patru puncte Jormeazd v patrulater convex.

.\v A
Ny
‘,,..\« o
.W.\n_ «/ﬁm. \Auq .&.axw
EY Y
Vs % %,
s S A
P e S 5}
N K 2
N s
\lﬁhﬁ\ - i
4 A 5 A
Fig, 147 Fig. 418



Dar avem:

Ao, B<90% <90 De<oodgi 4
B4 C D = 360° o 1 ox 907, B 00°, € w002,

D = 3" = cele patru puncte sinl coneiclice,

Obsercatie. Se poate arite ci patrulaterul oh-
tinut ¢ wun patrat.

121, Se observil cd se pot intimpla 4 cazuri:

Cazul I (fig. 121.0) ‘
Cind punctele formeazd un hexagon convex = 3 un unghi « al hexago-

nuwul, intre luturile 48 81 BC, astfel inelt ¢ = 130° T.mm:ﬁESE AB » QG =
A

. VA BTRCE TR BC LB 1B -
s 20 = —_ - s [ s R >
e e <T¥ FES L3 |3
Cuzal 2.0 {fig. 121.2
Cind al saselea HEE; ¢ in interiorul unul ﬁms;mob robfu/ si :m acesia F

in pentagonul ABCDE: Dacd F e in AABC din mta €+ bﬁ 4 - Lm@ == 3607 =
= unul din ele este mal mare ea ._ A i Qmﬁ rezultil din ﬁm&E 1.

Fig. 1211

i

. o
D Presupunew deai e AFC = .t B - Fﬁﬁ <2 1807 si analoagele
E.. i )
-tjﬁ o BED - CFE = DFA A - hm&m. - 360° = unul din ele, de exem-
w - .u‘_.ux P H
Hu me. R V.Eot decl rexuitd la fel ea in cazul 1.

?Q-:h :H x> 121, b
2 din @EF:, sint in patrulateral convex QSQH:E% de celelalte 4. Fie

primul dintre ele £ = F este in unul din trignghiurile AEAB, AEBC,
AECD, AEAD, g rezultd la fel ca in cozurile 1 ,,m

F e AdED = mku Lz 1207 (de exemplu) = _mbbmum, sau Mb%ﬂc To.
Cazael 4. (fig. 131.4)

Cind trei puncte sint in triunghiul format de celelalte irei, este imediat,
o acelayt rationainenl, censidering chinr numai triunghiul si unol din cele
:._‘; U_.E: te p:: ,wﬂrc—._cw.

& A4

A c

Fig. 122, Fig. 422.2 Fig. 1223

122, Yom nota in %:, ce urmeazd P pmultimea ﬁcsng_oﬁo din pdtrat ¢
cu SN, #) disend eu eentrul in N 81 de razd

Pentru cazul intii dacd MB =1
=M & P NOSB, |52 = WD < 1/2 -2 1752,
deoareee S{B, V52 N AD =FE cu AB=DE si S(B, /5! N DC = F

eu DF = FC = CS(B, 1/5/2) N CS(4, 1/5/2) = & = cel mult MB>L>

Pentru cazul doi fle #HB >1 (lg 12 =M< P D n%ﬁwu 5 =

= MD < 1 g1 se observdl e PN CSHB, 1)N n,m.: 1) #
nﬂ. PNCS(B, 1) NS4, 4 NCSEC, 1) = o

Pentru cazul trei wa&,TE pitratul in m Humﬁﬁm.n.o egale.

Dacdl M e in acelasi pitrat cu A putem avea MB, MC, MD > 1722

dar MA < M\ 2/2 cu alte cuvinte sigur una QE distante e mai mici dectt }/2/2.
Pentru M = A avem MD = MB =1, MC = /2, toate mai mari strict
decit |/2/2 deci e posibil ca trei si fie mai mari mma.ﬂ I/ 2

123. a) Notdm punctele date euw A, B, €, D, FZ si presupunem cif
din A pleacé 3 linii rosit. Fie de exemplu pmo.BmEmHo AB, AC, AD. Atanci,
dupi conditie, segmentele BC, DB, CD trebuie s fie albastre s1 prin uyrinare
ADBC devine m:u?w%s cesa ce contrazice ipoteza.

b} Observim cd din fiecare punct pleacid exaclt doud linii de fiecare
culoare. Deoarece daci ar pleca mai putin de doudl linii rosii ar pleca mai
mult de doui linii albastre. Considerdam liniile de culoare rogie. A este
unit cu doudl puncte B si C. B nu poate {i unit cu O, deci B este unit
cu ; € mu poate I unit cu D, deoarece eel putin din unul din punctele
A, B, C, D, ar pleca mai mult de 3 drepte, deci € este unit cu E. La fel B.

124, Prin induetie dupi #,. Pentru #, = 2 e banal.

Pentrn ny -+ 1 separam pe Ap.,
stergind segmentele ce pleacd din el

Pentru restul A}, j= 1, ..., n, au
se stricd reteauna. ,

512 =

negry
Presupunem o se siricil pentru i

A7 = de exemplu in el vin numai seg- . )

Eﬁzm negre => 4241 . este rogn. L e

Fie Al .x\_s segmentul negru din
Al s -»g Af segmentnl rosu din A%,
Dar A}« 7 este negrit = uind j =
=q; + 1 avem conformatia ceruta.

8 . g1



Dacd nu se striel ret i H & din i i
Daod mu se cﬁowmﬂ.mwﬂhm scotind @mzh.ai: .qma&,wm din induetie,
12, b pentagon se observil imediat e este posibil.
acd .E.o ema s-ar putea vezolva pentru patralatere stunci din fiecagre
punct care nw este inceputunl sdu capatol liniel trase eu creiomy! trelimie
mogmmmom Um numkr par ie segyuenie (pentra fiecare pe care ne A%‘_...,_
de punct trebuie 53 existe unul pe rare vlecam din punet) Decl nu __, teni
¢ § . - y - X : N LY : [ =SS
avea mal mult de doud puncie din care sa plece un numay iupar de ses-
mente, iar la patrulater avem 4. ! S
126, Fie A, 61 4; dovd puncte distinete ale retelei, astfel incit 4.4. & B
Fie 4, un punct astiel incit 4,4, < o Frimiy 1o S e B
& ! as oit 4,4, & R. Conferm proprietatii 1), A, 4,
Conform proprietdiit 2) evizdd exac : G reltel et At e
proprietailr ) #0130 exacy un d) en 7 # 4. astfel juei 4,4 o= R
Am obtinul astiei ¢d nwoars! soomeniclor care E.,r;f,h P.:.. nh wh.w. S
are 23F aeoly o« APV i = vooghreda Qi Ay 2ste 1na
.:r:.m_.gm_,: acely ul segmenlelor eare pleacd din® 4 . Anaioe se MH.MTW:M
Emmwmu;m%m._ mversa inlecuind  in reticonamentul anterior wmuw. .__:,,__.r ’
Uan,.m.a.:mE.;:d Ad; & RAtmel ecista b oastlel ineit 1.4, © B si
y, P} VORI 0 . ToTiat ¥ 3 p e
Apd, = Mu O_”_EZ mocelor demonstrate miat sus nmmarul maE‘_‘wE.m@Sm retelet
., g f ¥ -2 = T Crel
care pleach din L, esie w,ﬂ...,,.n:_ i acela al segmenteloy care pleacd mms,.‘m
. - au esto poal ¢ R o n : P ’ .
Pﬁw a_w wm:_.iwas este egal cu numaral segmentelor care pleacs din A §
o2t ,.w.www.» dend pimete din cele 70 astfel incit toate celelalte si se
afle ﬂm:iw de o singurd parte a dreptei determinaie de ele. Aceste E%Mm.
Mm, E_qovtu.ﬁ. I felul wmater: mullimea de puncle fiind finita m%ﬁ‘wm U
reaptd astiel ined toste punctele sa fie situate intr-un singur semivlan
(reeptd astiel el toste pu ! Intr-un singur semiplan
terminal de e, Aceastd dreapld o translatém pind atinge un punmet si
rotizg in jurel acestul punct pind trece prin alt i e e s
o : : 4 wece prin alt punct. Aces unche 3
mm_m cAutate. s le nothm cu A4 si B, e, Aeeste puncte
onsiderind loate nughinri XB, unde X s i Iimii
ighinrile AXB, unde X apartine mulfimn de puncre
date, alege ! incit Ac)
B, gem punctwd ¢ astlel ineit 408 sa fie m

8 21 ! ) fie m
Vom arata ca cercul care trece prin A, B, { est

—
]

axim.
¢ cel cautat, Intr-adevar,
es £ rerulld ¢d ADR <

al
EnaTaED 3 13 i
(decavece A, B, €, mecolinmare}. Daca D s-ar afla in inte-
o~

el 1l % hinlai 2] [ 15 iy
¥iorul cerculni, méasura unghtuloi ADE ar #i T;..,. 42 _ﬂham X este pune
ec

fie & alt punct din cele . Din felul cum a fost

€ ACE < 1507

, P 2
tul de mmtersectie al twl AD eu cercul g analos T d
g ¥ 2 ¥

decit unghinl 208, Deci se aflg i i ]

g ACE Dect D ose afla i exteriorul cului. G i
cecit ungh £ L 1 Xteriorul cercului. : b
qzu..;h.r?:c prodlema este rezolvata. v punewt b
48, Analog cu problema precedentd numai i se alege punctul € astfe]

s AR
inett unghivl ACE sa fie minim.
29. Facem acelessi o s 1
m_amwmmw mennmm: ar&mmﬁonmbmiﬂvﬁ_ﬁ ¢a In problema precedents. Ludim o
Ireapisd e frece prin 2 din cele 24 - 3 puncte i eare lasa toate celelal
Seaptk ears frece prin 2 feie 2n - 5 puncle ¢ care lasa toate celelaite
71 puncte de aceeusi parte. Notam cu B, ¢ cele doua puncie 1 cu
) \/ Agnyy pe celeialte, numerotate asifel tuelt: BAC < m\w/ﬁ <
A0 ..
< By, €. Considers 1 I
m— L. Lonsideram coercul determinat do o I
i idardm ¢ rey _determinat de 4,.,, B, C. Acesta va lasa
A e Ay i 2iard gt pe A, o Ay, nduntral s

180, S4 numiram seg i
mmnmmﬂw 5a sme&mB segmentele de lungime mai mica strict decit 1. Din
punct pornesc n segmente sl avemm 2z <+ 1 puncie In felul acesta

i strict mal mare

insh numirdm fiecare segment de doud ori, dupld cele doud capete ale gale..

. . o n2n+ 1 ]
Avem decl .hol,lL, astfel de segmente = n este par.

Pentru n par considerim poligoanele regulate cu 2r 4+ 1 laturi. Fie !
. . . . L . - - .
tatura gi R raze cerculni eircurmseris, deci -— = R sin-————. Daci considerim

z 2n + 1
in fiecare virl &l poligomului wn cerc de razi R}/2 ellasi n din virfurile

poligonului inafard. Luind dect R/ 2=1= A =1 e ] =
2 sin ——~
2n 41

= 1/ 2 sin - H T conditile problemel sint satisficute.

181, Cele 4000 de puncte determind cel mult. Ciy, directii. Tie ¢ o
dreapti cave lasil tonte punctele de aceeagi parte si de direclie diferitd de
cele considerate, Lristaniele de la puncte ian Jreapta d sint distincte. Putem
deci =5 ducera drepie paralele cu d eare si lase intre ele cite 4 puncte
din cele 4 GOO.

Proprietatea se poaie generaliza astfel: Fie /n puncte in plan cu
k. n& X, k& » 3, oricare trei necoliniare. Alunci se pot construl din ele n
poligoane de cite £ laturi, disjuncte. Demenstratia este exach la fel.

132. Presupunem ci oricare trer puncte sint necoliniare §i in loc de
90 considerim m puncte. Daca n este iwmpar, fie A un punct fixat dintre
cele n si d o dreaptd, d D A aleasd ca sd lmpartd mulfimea in doud pari
egale ca numir. Evident acest lucen se poate. Rotim acum pe d pind cind
intilnegte primul punct din multime, 5 # 4. Dreapta AB tmparte muiti-
mea in doud pirfi cu maw:..lp gl respectiv MH.;W -~ 1 puncte. Directia daté de
AB contrazice enuntul problemei. Deci # ¢ par, absurd. Deci proprietatea din
enunt este mai generals, putem lua un numar impar oarecare, nu neapérat 99

123, Multimile cu 1 sau 2 puncte satisfac conditiile.

Ca gi in problema precedentd rezultd neaparat cd n trebuie si fie par.

Intr-adevir dacd n e impar §i = > & fie un plan care lasd & puncte
“de o parte a sa si k-1 puncte de cealaltd, unde 2k - 1 = n. Deplasam
acest plan paralel cu el spre mullimea mai bogatd, pind eind s¢ intilnegte
en primul punct din aceastd muljime £. Se pol inilmpla 3 posibititati in
aceastd pozitie m a planului:

el s% lase & puncie de o parte §

0 k-2,

N k—14

3) 4, de cealalfa.

Primele doui cazuri due la ¢ contradictie eonsiderind planul =

Pentru cszul 3) rotim planul = in jurul lui P pina rind intilneste un
al deilea punct din multimea /. Sgura dificultate care s-ar putea v
poate si fle aceea cind In aceasta poziie, = intilneste 2 puncte care erau
de o parte si de alta a lui & si V. In asest ¢caz votim putin = m jurul
lui PHM pind cind in el se gasesc doar P si M-~ 7 lasd k puncte de o
parte si & — 4 la cealaltdl parte, deci cazul 2). Deci 7 nu poate il iropar.

La fel se avatd cd n nu poate fi pur (2 > 2).

Rezulty desi ci multimile cu proprietdjile din enunt au 1 sau 2 puncte.

. 82



~

diametrul d pe linia centrelor Imi (), €, §i tangent Iz O 31 ¢, are diamet
d 5 dy = dy - 10 daed distanta dintre O gi O, este + 1. Din acest
rezuitic imedial prin inductie wmdtoaren afirmatie: lie s eercur

184 Fie deuwd cercuri ). € cu diametrele d;, d, = cercul care ara
: re

o=, o, e de diamelre o, 200, k==1, ..., m: atanei ele pod aco-

perile cu miste cereurl care au  distantele inire el == | g1 8 = sumag
e R . )

diametreelor € MU&.. < U= 1) Intreadevir,  presupunem el distacta

oy
dintre ; s1 Co € & = Jo inlosubm exwn cere (), de dinmetry d, +d, + [
Acurn avem doar i -~ I cercurl = pot i araperite in conditiile problemei

. L o

asifel incit S < {d, -~ 4, 1 4) 3 M../ oy = (o=~ QY o= M” ty — (1 — 1), Aeum
LEE -l

abiratia problemed reznltd baral cousiderind  cercurile €, ..., {,, cole

FOO de punete fuess 100Y, v o, = 80 Wi = cele 10D de puncle se pal

acoperi cu diseurd avind swna di;anetrelor € 99 <2 {00 §i cn distanta dintre

ele =1

135, Raspunsul este afirmativ. Vom da wmiloarea constenctie:

M formatd din virfurile unui eub §i de simetricile centrutui siiu fatd de
daud fele opuce ale cubulul.

Singura dificuilate este pentrn AC. A0 ele. (diagonalele) dar A7 ¥
O O A .

186, Prin induelic, Pentru == i, 5 oste lomnatd dim dowld, punete la
distania 1. 5& presupunem ci exisld o mullime /£, avind & elemente care
satisflac conditide din emunt pentru m < N. 83 considerfim multimes £’
obtimutd prin translalarea lei [ inirv-n anmuiti directie cu modulul 1.
sxistd cel anudt A me directii pentra care £ si 2 oan sint disjunete. Exists
cel ol 28500 — 1) directii pentean cave s panet din 57 se afli la distanta 1
de alt punet din £ decil acela al cirul hragine prin transiatie esle. (Deoa-
rece cercurile de razd §ocu centrele in doud puncle an eel mult 2 puncie
de intersectic: deci pentru un punet 200 =5 1) dirveriiiz penirn A puncie
2kl — 1) directi). Deoarece multimea divectiilor «in plan este nfinita
existd una pentru care £ i £ sinl disjuncie si pentru care orice punct din £

Ok _Jo

Fig. 135

84

e i,

i i

5o afld la distanta 1 de un singur punet din E' (imaginea sa prin trans-
latia respectivi). Deel multimea punctelor din £ si E' satisface conditiile
problemel pentru m -4 1.

137, Evident <(3) =3 si w{4) 2 5. Fie n -+ | pnnele in plan. Existy
e =1 -+ 1 grupe distinele de n puncte. Fiecare segment egal eu 1 este
numiirat in 7 — 1 grupe, deoarece singurele grupe in care nu este numirat
sint acelea din care lipseste unul dinfre cele doudl capete ale segmentului

no--1

.Ummﬁomﬁ el (i -+ 1) < ﬁzii: \.Ci unde prin [#] am notat cel mai mare

no-1
intreg mal mie san egal cu 2.

.. . - n2 . ! B
Demonstrim prin inductie ¢ =(n) € —-. Pentru = 3 refajra este evi-

<3

4 . . 1
dentd, S& presupunem eii «(n) < Z-. Atunci, evident «(n) < _.::i_ dar

<[5 ] < EE(E]]

) B C[n -t 2 - )2
Trebuie s mail demonstrim ei Twiil ﬁzluz < i - ) )
n—-113 8
Intr-adeviir, pentru n = 3k: .
- [ e+ ] -
n—1 L3 sk —1 |

= 3k 4 Tm}}guﬁ%%\ {

Pentru n = 8k - 1 :

TH = “ Tﬂﬁ - TJ 2 (382 2- mi - ? 4k - i -

= Bkt Ak e EED

™o S = .

Pentru »n =3k — 1: . _

n—143 3k — 2 3
o n2
Am demonstrat astlel cf: t(n) < —.
o
Pentru a demonstra ci Wmm.w., < <(n) vom observa urmiirind demonstratia
L1

problemet precedente o v(2n) = 2=} - n = (2" 2 227} L 21 2 L2
> 272 o(f) b (n— D2 » 5272 L (g — )27 = (2n - 1)272

=

.

Fie p natural astlel ineit 2% < p < 2= logep — 1 < B <logy po
Deoarece funcjia = este sirict crescitoare ={2%) < <(p) < (2"} .

. . . : 89



Pe de alti parte, evident +(a + By 2 2(a) + 28 = -
= 7(p) 2 72 + 2p — 27 > (@04 92 L 2p — 97 =
== ﬁwﬁ. — MvNﬁ!w I.T M..G = _—Muomw‘mm = mcm_bwnb —-3 H.T Mm.w =

_ ..u..w....m.u,m a(m .
. 8

P 2p == AL =08 p2p > LU plup
; ; 4 R+ g

&

138, UmBoﬁmﬂmB It pentru m =5, ¢ existi un patralater convex
cw virlurile in 4 din cele 5 puncte. {2 st in problema 137 se poate Eww,m. la mM
nwpm b} z:uﬂm 88 _.E.Bmmm.ﬁﬂ pentagon convex, un pairulager SH:,S% »c,m:.m
s conlink cel m_m-&( S,bn;._um punet sait uin triunghi care contine celalgite
doud puncte. Mai rimine de studiat deei gltimul eaz. Fie A A,A. triun-
ghiul si kf.. §i Ay in interior = Ad; intersseteazd doug Hmﬂmw@&m Iux
L.Mw.;m.,ﬁh fie acestea A Ay si 4,4, = Apdedydy formeazd un patrulater
CUNVHY, S

R ) e = -t i 1 disti
Pentrun z 6 observim cg se pot face CF srupurt distinete de cite 5 puncte

gl in lecave dintre acestea exists un patrulater convex. Un asemenea patru-
later convex poate sd apard in toate cele n — 4 grupari de eite 5 puncte
care 52 pot face ca sd conting si patrulaterul respectiv.

5.
Exists deci cel putin |57 i furi i
& dect cel putin w ;| patrulatere eonvexe cu virfurile fa cele 7

puncte. S& ardtam ci n » 6= (% » (7 4)0F 4o

= 2n{n — 1) (n — 2) (i — 3} —4) 223 45— 4) (n — )
wnn—1) h—2) > 6-10(a — &},
Bar n > 6 deei e sitticient ca- o — 1) tn— 2 > 108 — 40 «

=0 — 13r -+ 42 > 0 < (7 — 6) =310, cu n . 7> G

m
L2

§i acest lucru este adevarat,

Observam ea aceasta e o aproximare mult mai buna deelt €2 pentra
valori mari ale lui 7. Problerna aceasta in caznl 1 — 5 vawwmmmﬁ%wm restrin-
Eere a urmatoarer probleme mai generaler dindu-se in plan 2%% 14 ﬁﬂbmﬁm
olivere trei necolinave, existd un poligon ronvex ew 1 virfuri in punctels
tespeciive. Degi elementard. aceastd problemi n-a fost inch rezolvata wmuﬂ,.ﬁ
tuzul 7 > 5 iar soluita pentru # = 5 este desiul de somplicata,

180 Date fiind # puncte intr-un Plan vom nota cu T, V. numsrul
:EN,._%_:E,:oﬁ respectiv numérul triunghiurilor &ugnswcﬁomuoﬁflﬁ:m in
acesie puncte. £ clar cd este suficient si aritim it ﬂ\s_w%: 2 3/10, pentry

-

oz D,

Dontru i ; 3 :
L. Pentru inceput considerdm 4 puncte in plan: atunei ¥, » 1. Intr-adevir

dacd punetele formeazs un patrulater convex §i cum suma unghiurilor sale k|
este 2z existd cel putin un unghi » [w. Dacid punctele formeaza un patru- |
later cuncav 4 BCD, astfel tnei punctud D se afld in interiorul triunghiuhs i

me avem A ADR -3 BOC + I2CDA = 2x, si obtinem ed cel putin i

Ecﬁ.a:w aceste unghiuri este mai mare decit 27/3 > =2 dect V.21 ’

or 16 uH puncte in plan. Deoarece ¢y orice 4 puncte din cele 5 se posie m,
Fl1 7 - . a 1 TR ot n 4 o . - :
ua cel putin ok triunghi obtuzunghie, in total Ck =% si decarees Grige

a6

triunghi dintre acestea poate aparfine cel mult la Ci=f =2 grupe dig-
tineté de & punete - adicd poate fi socotit de eel mult 2 OFI, urmeszh el
¥, =52=V; »3
Fie » > 5 puncte in plan. Printr-up ratiopament sunalog celul anterior
g folosind rezultatele chiinuie acolo, avem:- )

T, ﬁ@.,ra_ 5 . 3Gk __ 3
Two i, b Chg Ci 10

Observatie. Metoda expusi anterior poate fi aplicatd tn continyare pentru
=16, 7 ...l ob{inem recursiv limite mai bune peniru raportul din enunt..

140. Prin inducie. Pentro n = 2 evident. ) o

Fle acnm 7 segmente. 53 notam cu A intersectia a 7 — 4 segmente
{ A este un segment) st conform posului de indwetie A % . 53 notam
cu I, al n-lea segment §i sd presupunem ci A N [, = 2. Tie 4, < 1,
‘punctal cel mai apropiat de A. Deoarcee A, &’ A, existd F # I, un seg-
ment din multimea considerats astfel ineit Ay & I, Pedealtiparte IN A # &
fllNl,+o.Fied €InNAst 4, 1N I, atunci segmentu AA, <
dar A, € 4,4, econtradiciie.

141. Fie m numirnl mexim de discuri eu intersertia npgvidi, evident
m = 3. 8d notdm cu Ay, ..., A, discorile corespunzitoare si eu T intep-
sectia lor. S& presupunem m < 5. Insearnna ed existd un dise A asifel
incit A NI'= @.

I filnd convexd, existd ¢ dreaptd ¢ care separd discwl A de T', adiea
a0 A =@, dNT = @ g dintersecteazid orice segment determinat de
tn punct din I' ¢ upul din A. Conform problemei anterioare existi i ¢ij
astlelincit (A, Nd) (A, Nd)= . Alifel ar rezultaca { A, N N(A, N )
Mo MAR N # 2 adied d 3T = @ eeea ce este {als. Conform ipotezei
ANANA,#@; e dunpunct din A NJA; 00 Ay 51 B un punet din T
iar 4B segmentul determinat de ele = 4dBNd # @, Fle (= AB nd,
A, convexd = ABC Ay lafel ABC ps=2C0& AN A Dar CEd=>
=C (AN N{A N, cesa ce este fals. Rezulti ef presupunerea fdcutd
este Jaled ¢f deci cd m=n.

142. Solutia este analoaga cu problema precedenid. Se considerd mumirul
maxim de sfere care au intersectia nevidi. TFie acestea Ay, ..., A 53
presupunem m s A= Ay (.. {1 A, =T # @, este convexa gi digjunetd
de Ay vy A . . .

Ducem atunet un plan « care si separe pe I' de A, Conferin problemei
anterioare existd i, j, k asifel” ineit

k (ANm (AN =) N (AN =g

Altfel ar rezulta ca (A0 N .o, N(Ap N7 # @ adied = NT % g
ceea e este fals. Conform ipotezei A; N A N Ar 1 Apa # 2, decl existd
un punct A € AN AN Ag N A e

Tie B un punct din "= AB N % o

Fie C=AB Nxn A; convexi= ABC A;=CE A
analog € € AL CE Ap=C & AN AN ADw
ceea ce este fals. Rezulid m = n.

{ WQ ‘



143. Faptul cd o multime de puncte este continutd intr-un dise de raza-i-
este evident echivalent cu faptul cd discurile eu centrele in punciele res-
pective si da razd 1 an Intersectia nevida. Conform ipotezei, ovicare 3 ssticl
de discurl aw intersectin nevidd. rezulld o orin problemel 141 ¢& toate

Y e razi b ocare e contine pe

an inberseelin nevida, deri existd un i
toate.

144, Analog cu proflema precedents, aplicind problema 142,

5. Vom arita ci alivmalia este adevivati jpentru n == 3, pentru n = 2
ea {iind banali. .

Fie deci Oy, Oy, Oy 510 in triunghinl A0,0.0, punct comun celor 3 eerenri.
Se observia cu usurintd ol ar I osuficient si ovatdn ea cerenrile de _.ém:,m

Oy, Os U4 51 Taze r. ryory acoperd triunghiul AQQM0.. Sa presupunern

3 b

ca nu s-ar Intiraple acest ueru s fie ¢ in AHOLU, ustlel ineit oo, >y,

005 = 1o 00, = 1y Dar 0,00, = 0,00, — 0,00, = 9 w 0:0°0, =
A+ 0005 + 05070,

~ A
putemn presupune 0,00, < 0'05 = (40, <t i, absurd.

Acum din problewa 141 rezultd imediat alirmatia si penlra » > 3.

146. Conform probiemei 141 este sulicient sa aritim ca oricare 3 puncte,
pot i aceperite de un dise de raza | 8{3. Sanotam cele trei puncte cu Az A4,
58 presupunem ¢ff A4, este lntura cea mad mare a triunghinlei Ad, 4,4, =
= <A, d.d; 2 60° Construim po A,4, tkunghind echilateral AA B A, asifel]
ineit 3 s se alle de avecasi parte a lui A, 3 vi b s ducem eepenl cireum-
seris acestui triunghi. Acest cers ave vazi < Axd5 1753 < 1758, dar 4,
va fi in interiorul cercului, deoarece 47 Ay dy = 607,

147, Ne' fixdm atentia asupra a  din punctele i A, 4,, A 5 Ay cu
proprietatea ci 9.%.%..; o moximi. Ducem prin A, A, o84, dreptele
din dy, dy, astlel ineib o A4, o, | A we i A, Punetele din M vor
fi de aceeagi parte ea 4,415 fala de dio d, ¥ dy= 3 < ABB;B, cu
Byi=d; Ny By ==dd; 0 &), 13, == d, N ds siavem ed: u,ﬁ.mwwx == N‘r.uwr.p < 4.

Fie acum pe B0 B0 =Ch, = A, D= bR,
pe BB, BiE = EA, o= L w F 0

L
Pe LBy BG o= Gtyee A H = HT
Notind cu 5 aria unui triunghi eu cite un virl in AMDE, ABGE, ARCH

-k

g

EF a0, CH) _ ¢
a - h\.nbmhxm

‘i.'[_;

>

,mmib:?.:_..iﬁw?::.r:::..:5_oﬁ.mam_@w triunghiuri, de exemplu in
B CH nu se gisese = M C B:BAC si :

1 ..m )
rm..wu.bw.m.n. = %,._.T;.u.,ww - »w.ﬁtﬁ) == |4 — M.y .m..\_,m..ﬂb.w < .l..».. -

Observatie. Conlinuind cu aceastd metods, se poate da o aproximare si
mal bund pentru aria unui poligon convex de arie ninimi care si acopere
multimea JIf.- .

148, Fie § un cere de razi B care contine toate punctele in interior,

. S - .} - ‘ , .
Bacd considerdm cercurile de raza — ru centrele in punclele date atunei
Loate aceste cereuri vor [i disjuncte si cuprinse in cercul [, concentric en S
g1 de razd A 2 1. Seriind faptul ca suma ariilor cercurilor este striet mai
micd deeit aria cercului L obtinem:

= 132 -1
Rk ?..u - -; = 4o K21

- 5

149. La fel cu problema precedentil considerind volumml sferelor.

150. Fie O 81 R centrul respectiv raza umui astlel de ceve, Conform pro-
blemer 57 = 3(0A% - 0B + 0C2) » AB® = BC® -4 €A% Dar 04* < Re,
OB* < B2, OC*< R, AB? >4, BC* 21, CA? » 1. inlocuim s1 obtinem

n.mlﬂ .Ww = n.|..,.u1hi.

Observatie: folosind relatia demonstratd la observatia prob. 57 se poate
ardta c¢d dacd » puncte sint situate in spatiu astfel incit distanta dintre
oricare doud este mal mare decit 1 atunci raza oriedrei sfere eare le eom-

. . . n—1 — - _ = P ¥ o ;
Line este mai mare decit \/ - ~.» Trehuie sa ohservam insd i in cazal
tn ) '

planului pentru » > 4 problema 148, d4 o aproximare mai bunit, dar ¢4 in
spatiu de abia pentrn 2 > 10 aproximarea problemei 149 este mai bund.

151. Se ohserva din figura de mad ios, & rdspunsul este afirmativ,

o S Fret el jos, punsi h

152, Vom ardta ¢d A4, <2 3 oricave av [i £ cuprins intre I si n. Pentry
k=1, Aga;==1 < 3. Fie k = {. Pentrn orice / cupring intre 1 gi & — 1

Fig 15

89,



notim cu T; cercul determinat de punctele mrim.. Ay si Ay, sion Opcentrul sdu,
Evident Apdy € A0 + 0, + o s Oka Uy 5 Gpsdpe ) .

Fie 5, mijfocul segmentului 4,4, In trivnghinl dreptunghic D%HMH.QM.
avom: ‘

1 .
4,8 2 7
A = Ay = - H\m! = = \/m o S BT i.
905 UpySt  gqs mﬁw s e

Analog 4;0,5 < L o ) o
__Qmumaw ww.ww punciele A4, §i 4, cercurile T, ..., Iy astfel incit cen-
trele lor Of, .., O, si fie stuate toate de aceiesi parte & lul Agdy si
astfel ineit raza Im T si fie egald cn raza lui 1% Deoarece toale seg-
mentele 4,4, sint egale owﬁmmﬁ..\a,m 0.0 = G0, (vezi fig. mm,wb.
{Degarsce (0 = 045, — 048, = Q\B.T,.A - Q..i.m_rnw H~QMQ.~+»L.
OUW&HH@HD QHQN T e e Q.FIMQWEH = QHQM + een e Qrﬁmﬁurnwk
N
: : T 1 A aAidy g,
QM,WH HQTM_N == r\ww._,wm .—,,m .QTL,HUN == r”ﬁm _..+~|M~n|..h«
PN P .1 o
%Eﬁggom}}mwmmm?&?&wmS%mﬁﬁmﬁnmwmmmo..A,

<0i8; € o € OiySy < —tg 60°

SRS

‘o . . 1 _
Deci ;03 + o + Gis0iy = 030hq = OiySy — 08, < IH tg 60° -

T2
—p = (V3= 5=

133. Sd presupunem i punctele nu sint coliniare. Congiderdm distantele
de lu cele r puncte la dreptele determinate de aceste pumcte st alegern
punetul §i dreapta pentru care aceastd distantd este minimd si nenuld.
{Acest minim existd deoarece avem cel mult ;ﬁw. altfel de, distante). mum
aceastd dreaptd se gisesc cel puiin irei puncie distinecte, pe care le notarmn
A, B, € gifie 0 punctul ales, . i

“ mm @ﬂmm:.?:pr ¢i B este situat intre A g C. Unul din unghiu-

o .
rile Omw....w si OBC gsie obtuz. S presupunem ci OBA este obtuz. Rezultd
T ci distanta de la B la dreapia OA este mai
mied decit distanta de Ja Ola AB. Am ajuns la
¢ contradictie. Rezultd ed punciele mmbﬁ. aoruwmw.o.

154. Selutin I. Se objine prin dualitatea din
problema precedenti. .

Solugio 2. Prin reducere la absurd. Se con-
siderd analog cu problema precedentd distantele
de Ja punctele de intersectie la cele n drepte. Se
alege dreapta si punciul pentru care se atinge

/3 ‘
Hody € A0+ (0,0, + o+ Oy g0y ) + Oty < 1+ L2 p1c3,

minimul distantelor. Prin aeest punct tree irel drepie distinete ears - in-
terseetenzd dreapta wlessd i trel pumete distinets. In n@ﬂ»&%:@.ﬁﬂ.uw
cu problerau procedenta. B i

L35, Prin iadueiie,

Pentru n = & evident.

Fie 7+ 1 puncte necoliniare, Conform preblemei 153, existd o dreaptd.
care si treacd mumai prin dond puncte ale multimil. Le notdm ey PPy

Conform pasului de induciic exista n drepte distinete determinate de
punctele P, P ) S
Lo aceste Pre adangdn dreapte £ 0 o na coincide eu nici unpa
diz cele 7 drepte, din. lelul cun wo fost aiese puactele Bogi 2,

198, Raspunsul este afirmativ. intr-adevie, sa presupunery. prin absurd
cd exista wn punet O astfel mesl pe urice cere determinat de el §i inod doua
din 1 se atla un ol palrules punst din 3. Efectuind o inversiune de centry O,
eercnrte e vor transtorma o deepte (decareee 1 prin & Obtinera astie],
congiderind ansfornatele fui JF Jdin eare an seos punetul ¢, o gl bimg
{initd de punete in plan ru progeietaien o pe dreapta deteyminatd de oricare
guud se gasegte cel puiin med un punct. Conforma problemei 153 aceste
puncte sint coliplare ceca ce esie echivalent cu Jfaptul ca pupctele din ¥
sint eoneiclice eeea ce esle contror ipoteszei problerael.

Fie

E5%. 54 presupuners cd ar exista un punct O care nu afe proprietates
cerutd, Considerind ca in problema precedentd o inversiune de centru O,
sfera se va trawslorinn intr-un plan iar sercuvils in drepte conbinute in
acest plan. Aplicind din now problema 152 obtinem ¢4 aceste drepte
golncid, eeea ce insemmni cd punctele din A sint coneiclice, absurd.

158. Fie Ay, A, Ag. .., A, punctele date i sa presupunem od A;
are proprietaiea cd existd cit mai multe puncie la distentd cel mult 4
iald de el. 54 presupunem cd acestea sint in numar de cel mult 41 gi o
ele se gisesc prinlre punciels A, 4., ..., A Lwind cile doud puncie
arblirare dintre punciele Ay, Ay ... Ay Impreuna o A; s aplicind
enunful, rezulti ca disianta dintre acests puacte asie mai micd deeit 1.
lpsearund cd Ay este Ia distantdl cel mult 1 fatd de dq, Ay, o Az
st el aceste pumcte se gisesc ioate m cercul de razd 1 ca eentrul in Asa-

158, Conditia din srnunt poate fi interpretali g1 asifel: bengile de ldtime 2
comstruite pe czle n coarde acopera eercul. Ducem o sfera de razd = sving
dizmnetrul conn cu al cerculul dat. Peortiwmie din sferd care se proiecteaza
pe cite mma dmn benzl au ariile < 227, § ele reoperdl slera, deel avem

3 ~Ta

g dmi @z Amat = w2 on.
Ne-am folosil aiei de proprietatea remarcabild a ariei portiunilor de
sferd cuprinse intre 2 plane parciele de a doepinde numai de distanta dintre
iamne. , .
P Acest fapt ne-a permis o aplicare a prineipinlui cutiei care in plan ng
cra posibila. i
160. Considerim dond translatii ale tui F' amindous de Jungime 0,004 #i
de directil fivind intre ele un unghi de 60°. Notaro on Fy si 7, cele 2 figurt’
nol *obtinute. Se coheeyvd e FNFy =F NF,=F,NF=g. Clar ci e
suficlent sa aratdam doar FDVF, = @, - C e T
Dack 4 € FNF, fie 4' punctul din F care prin prima translatie ¢ade
%ﬁm@lﬁnﬂﬁhﬁ»mm%h&‘uﬂcbﬁ. . SR




Deeci dacd vom construi ptratul P’ cu laturile la distanta 0,004 de late-
rile primublii pitrat, in afera acestula, vom avea:

S+ Sk, + Spy € Spr < 1+ 0,005 =

Sp <% < 0,3
Ry

161. 53 ne inehipuim ci figura este {ixd iar punctele se miged pe eilindrn,
toate odatd, legate rigid intre ele. Fie P wnul dintre cele # puncte; cind
un punet deserie figura de pe cilindeu, punctul P va deserie o figuri
egali cu ea. Decl cind toate cele n puncte deserin {igura, pymetul £ va
descrie o figurd F de arie strict mai micd decit 7. Pe de alty parte dacd
deplasim ipunctul P ca in enuntul problemei el va descric o suprafati
cilindricd de arie n. Alegem wn punct de pe aceasti suprafatd cilindrici
mérginitd care s nu se giseascd in F. Deplasim punctul P in acest punct.
Faptul ¢ P & F este echivalent cu faptul cil nici vnul dintre cele n punete
nu se afld fn figury indtiald.

162. Raspunsul este afirmativ pentru orice n. Fie o dreaptd ¢ in plan
Ay A Ed st A e d, A4, 1 d )

Ideea este de a giisi o valoare pentru A, .4, astfel incit el s§ formeze perechi
de numere pitagereice cu 4,4, j= 3, ..., n (vezi problema 2). Fie A,4; =
=-g% — b cu a;, b; = N §i trebuie ca: .

Ay Ay = 2ab;, constant V j =3, ..., n.

Luind A4, = 2% = . 271 . 272,
vom obiine

a; = PP g p = 2R

pentru
J=3 . a=>44;=d+FecN

163. Fie n cercuri cu proprietatea din emunt. Dacé mai considerim. pe
sferd incd un cerc mare cave sd nu freacd prin punctele de intersectie ale
celor r eercuri, atunci el le intersecteazd pe flecare in cite doud puncte, toate.
distincte, deci pe el vor fi Zn puncte distincte care determind 2n arce de
cerc, Fiecare arc va tmpér(i cite o reghme determinatd de primele n CePCUT,
in doudl. Dacdl notdm cu £, numarul efutat, pentru 7 puncte vom avea deci:

L Pay=P,t =P, =20 —14n—2 L. 1) L Py o=

\

= m(n — 1) + 2 care este numérul cerut.

164. Fie P, mumiirul de regiuni in care n cercuri oarecare trecind prin
acelagi punct A, impart sfera. Ducem al n -+ 1-lea cerc prin 4 astfel incit
sd intersecteze a doua oavd cercurile in puncte distincte. Pe el se vor gisi
n+ 1 arce distincte care vor determina un plus de 7 - 1 regiupi. Daca
notdm cn P, numdrul eerut de problemi

=P,,>r+1)+P, VYn s VP,

Poy > (D) £ (o) v 2 Py EA Iy

3

Evident P, .; se poate realiza, fapt care rezultd din rezolvarea prohlemei.

92

i
T
1

<u1 .ﬂ.. \.... \. . “
‘ 166. T W oy BTl de regiund in care 5 sfere carecare trecind prin P
@@mﬂ %ﬂ.:.:,. At — 1 sferda o docern astfel neit 54 intersecteze foate
cele nostere. Lrmele lasate de cele n sfere pe ea vor fi decd n ceronri care -
bpart sfera in cel mult 2, - “2 21

+

) = | regiuni, conform problemei prece-
dente, Daca notam deci cu S, numiru] cernt de prablemii, vom aves: .
. ' D e ©F aln 1
Spre 2 Sud Py =Sy oponbih

=3

; 12 '

Spgr = M AJ@..A..NMI...H.._:,_; -+ : + Sl =0 4 pin 4 1) (3 1)
=
+

) 2
U L N o)
& é ’

1686, ldeen este wrmidtvarea: Impartim patrulaterul inscriptibil ABCD
ca in fig. 166 unde £/ pAB SH 8 BC tar TF § 7 sint alese astfel incit
wm?m_mﬁmwim AFIE st HIGC si fie trapeze isoscele. deci inscriptibile. Pe
de altd parte £/ 3 AF & HI - BC lnplicd faptul cd patrulateral DETH

este inscriptibil. (DFF = DAL = 180 ~§ = B0 b\wwﬂv. Atunei:

[FA = LA = 1307 o DOB == 1G B, deci s patrulaterul FFBG este inscrip-
tibil. Deoarece EAF] esle trapez isoscel orice dreaptd paraleli la AR il
imparte in doud trapeze isoscele deci inseri plibile si problema este demonstrata
v oz & Mai rimine si demonstrim el bupdrlirea fheutd in figurd este
electiv posibili. Fie 4 unghiul eel mai mic al patrolaternbui. 83 ardtam
el nu patem avea € > 2D 51 ¢ > 28. Intr-adevar ar rezulta (¢ > B4 D=
== 180° ceea ce este absurd,

Fie spre exemplu B virful pentru eare avem ¢ < 2D. Ducem prin B o
L . A 8 - ) .
dFeapta” BV astlel inctt DAR == N A (¥ se afld in acelasi semiplan deter-
mimat de 4R ca gi A BCD). Deoarece B 2 A, BN intersecteazi pe ABCD.
Ducem prin € paralela €Af la AB. Deoarece 4 este cel mai mic unghi al

- - N S, “ - oy
ﬁﬂﬁ;ﬁmg:: = este rel mai mare = 3/CB = 180° — B = D s C, deel
€M intersecteazii patrulateryl ’

ABCD. Mai duecem prin € o A
dreaptd 7 astfel incit

.
PCM = T10D:

-7 ”
wvem  POD = 20 — Y(B) =

=20 =3D 230 - = § o

-
= PCH >

6/

Fig. 166



wﬁhmuw DK Gusi prin D la BC intersecteazli pe AB deoarece

s o~ A A
BDC = 180° —- DCB = A < D.

Existd deci in interiorul patrulaterului ABCD puncte care se afld intre
dreptele DR, (P, BN. Fie I un punct din aceastd multime. Atynci ducind
JIE | AB, 1H | BC i IF, IG astfel incit patrulaterele AFIE, HIGE si fie
irapeze isoscele se obtine efectiv constructia din fig. 166. ,

167. Impiirtim fiecare fatd a lui P in pitritele de laturd 1.

. Pe virfurile lor care se gisese in interiorul fetel ridicim perpendiculare.
Obtinem astfel: B —1) 6 -1+ 56—-1) G- 4 6—1) &t—1) = 47,
drepte distinete. Si presupunem cd fiecare dreaptd intersecteazdl interiorul
unui paralelipiped mic. Observiim insd c& fieeare paralelipiped poate fi inter-
sectat de exact 2 dreple din cele construite, de unde deducem cd numdarul
paralelipipedelor este mai mare decit 47/2 ceea ce esle absurd, deoarece
numiry! lor este 20

168. {mpartim dreptunghin! intr-o rejea de pitrate de laturd 1.

Numerctim fiecare patrat ca in figurd cu 0, 1 sau 2. Se observi cid
orice dreptunghi 3 x 1 va acoperi un 0, un 1 gi un 2,

Dar zumdral de 0, 1, 2 dupid scoaterea celor 4 patrate este: 20 de 0,
23 ge 1, 23 de 2. Ducd pardosimea ar fi posibild numirul ar trebui si fie
acelasi. :
169. Irapartim paralelipipedul in 8 X 8 X 7 cuburi de laturi 1, pe
care le coloram in alb sau in negru, astiel incit oricare doud cuburi aldturate
83 aibg culori diferite, (Evident acest Jucru se poate realiza pentru un patrat
ds laturd 8 obtinem cliar v tabld de sah.) Orice paralelipiped de laturi
1, 1, 2 acoperd un cub negra si unual alb. Initial numérul cuburilor albe
§i negre este acelagl. Dar cuburile din capetele unei diagonale au aceeagl
euvloare. Deci prin scoaterea lor rdmin mal putine decit din cealaltd culoare
g1 deei umplerea nu mul e posibild.

170. Pentru n =4 se poate.

Pentru 2 = 6 impirtim pairatul in 9 pitrate egale, apoi & dintre acestea
le unim jnir-un singur patrat.

Pentru r = 7 impartim pairatul in 4 p3trate egale gi unul dintre aceste
in Inci 4 pitrate egale.

Pentrn r = & impér{im patratul in 16 pitrate egale apoi 9 din acestea
le upim intr-un singur pitrat.

i 2 0l b2 o i m%

. jzteyrle2jejrj21eqi

- 2lolzrizjopriziofs |z

o trlzieirizieir 2o

. P2l i 2y |\ ri2ygo g

\\M > oirlz2lolrlzlolr |2

| T i) 2ol lelalr 2%
Fig. 167 Fig. 163

; T ’

Fig. 170.1 . g, 170.2 Fig. 170.8

Pontru 2 > 8 = ne=94 {mod 3 7 .
i . : =0 {mod 3} sau w==7 {mod 3) sau pn =
.- - s = == g jt i =8
wm Mwwwwwwwmmwmmb el MWEM s Jcmdmm face cu » Impartivea, atunei 8 nMuEM.waww
ace, imparimd wnal dio cele # pitritele o & p3 deci
(=1} +4=rn--3 patrate. patrat patrate egale deei:

171, Presupunemn ei pouie fi facuta \ le
171, moed poale fi facutd o ast o I
mal mic cub din cele eare m%ﬁ, pe fete .mm :wwoﬁM M,m M_Jw_.an_”m. Leem sl
F e Pt W ol . e 2 A oo _.... - N..mmawu. w0 30, .ﬂﬂ..m
M&.nunmw &mmmﬁ.nm_ mar mic cib care se sprijing pe fata mn@m%:. fuh MEM
_». wwmw_g SM.E respective. Ei se afld strict iu interiorui aceste] fete ﬁm%ﬂm
Bmm.m erafii m;ﬂommm__.. Jungem o cele din urwa pe v alty fata a cubului

- eu un cub strict mai mic decit primul ales, Contiradictie

g - . P .
w H.:.m.ﬂm $1in problema 170 tinind cont ¢4 un cub se pozte infoeui eu B
sau cu 2% euburi mai mici = daca pntem umple culnd e # ocabur 1 putein

umple si cu 2+ 7 sau cu n 4+ 96 o t. Va fi sufic A ard
beple ol ¢ + uburt. Va fi suficient sd arétim pentra

ST ) e ER e T fe i -

. ow_wims% =58 =2 {mod /) tmpartim intii cobul in 27 de cuburi egale
Ww Mwﬂ% aEEum ele ,Hm. WWEGE:‘_.S un eub. Dinire cubarile miei umuﬁmmmw
Perbim doud in cite 27 de cuburi fiecare, apol in fiecare din el Eﬁ.mm

cite & cuburl., Vom avea deci:

(27T —7) 4226 — 27 = 58

o - Huwuuwms ~ = .um Ampartim cubul in B4 cuburi egale, apoi 27 din acestes
€ umim intr-un cub i din cele ramase 3 le irapdrtim in cite 8 cuburi
decis 84 — 26 «— 3.7 = 30, ' ‘ caburt egale,
~ Pentru s = 60 impartim cubul W 27 i i

, v cubul m 27 euburi egale apoi of i
| emu =50 e i ) erale cite
wommmlam in 27 si respectiv 8 cuburi deci: 27 = 36 + 7 = %,_ wal mE.
.. mdﬁ.; o m,» Jdmpartim cabul in 27 cuburi egale, apoi 4 din euburile
wn %M@m.mawm .:ngu.:z fete, lormind un patrat pe aceastd faid je Mawmwﬂﬁ.
m": m‘ 27 amwaﬁ mm&m. Aceste din uwrmé cuburi se pot uni cite 8§ en g3
formeze 9 euburi (fig. 172), =
,:EUﬁE _Mm&.m:.m gwmi de la fmpdriirea initiald se mai pot de asemenea
int & oeuburd ca sd formeze un singur eub 31 ¢ inal: 97 + . “
i, & euburd < . g §t avem in {inal: 27 4 4. 26

Peniru n == 62 avem 62 =
Twﬁﬂ.: n =863 se face o o
¥ o= Gl- -
63 =27 +3-23 — &7, 8l B4 = 48

Y73, Analog cu problema 90 se obiine ef un poligon
s cel putin 7 laturi nu poate sa aiba mai rault de 5 un-
ghiur: mai miei decit 2=7%, Presupunem e¥f se poate face
¢ pardysire cu poligoane egale §i vu 1 latapi, acestes for:




mind o refjea pland. In fiecare ned al retelei avem csl mult doufl unghiuri
mail mari deeit 2wj3. Deci raportul dintre numirul unghiurilor mai mari
decit 2=/3 sl cele mai mici decit %=f3 in Tiecare nod al retelei este cel mult 2.
Trecind in revistil toate nodurile retelel, parcurgem toate unghiurile poli-
goanelor, Deci ar rezulta coa raportul total dintre unghinrile mai mari
decit 2=/3 §i cele mal mici decit 2=/3 este ¢el mult 2. Deci acest raport
este eol mult 2 g pentru unghiwile unwi singer poligon. Luwind insd n
“astfel ineit = - 2 9 n >15
by .

obtinem o contradictie conform primer afirmatii.

174. Rispunsul e afirmativ. Vom arfta mai mull, ci putem face acest
Ineru eu un pitrat. Fie A unul din nodurile refelel.

Considerdm wn triunghi dreptunghic A4BC eu AR gi AC pe drepte ale
retelel lar AB=3, AC=4= RBU =0 & X

Considerdm un alt triunghi A’ B°C” cu 4" B pe AC stastiel ca 4'A" = 4B,

N
B'C' =BC, AC"=AC, B =C(C g CCB =290

Punctele ¢', {, B vor determina pitratul ciutat,

Observatie. Se poate porni in rezolvare de la alte numere pitagoreice, nu
neapirat 3, 4, b (vezi problema 2).

Se observd c#, cu ajutorul metodel de mai sus, se poate inscrie in refea
un dreptunghi asemenea cu un dreptunghi oarecare dar avind laturile numere
intregi, astfel ca virfurile sale s fie pe drepte distincte ale retelei.

175. Evident pditratul se poate inscrie. Vom ardta cd el e singueul
policon regulat cu aceastd proprietate.

Pentru » == 3, 5 vom arita mai general ¢i nu existi unghiuri de 2x/3
si 3n/5 cu virful intr-un nod al retelei care si aibd amindoui laturile trecind

=

o~
prin virfuri ale retelei. Dacd nu, fie A i B noduri ale refelei i A MB = 5
(respectiv 3n[5) =» verticala sau orizontala) din M ireece prin interiornl Iui

Pt ~ Y -
AMB (deomece AHB>Z) > ANB=utp o
@ = . (AM, verticala din M) si
B =3 (BM verticala din LS =>tgo, Igf=EQ=>

e HWAR ...T @v == H—“,th”.m.“m%mw P @c ;,

B Dar tg 2= == — /3 sitg =% se caleu-

] 3 5

- leazd din ecuatia obtinuti la problema 82 care

c A S .
. g i 3= B A1 w
B A ne did s o TTT nuﬁm..lolm@-

e

/
B e

» tg Ml & B — ) fn contradic-
- M

N Deci tg

M 3

~  tie cu rezultatul anterior, obtinut in ipoteza
Fig. 174 cid 4, M, B sint noduri ale retelei.

h..\

be

Peniru. n =6 fie A 4 1i . . . )

>0 1 1 oo A, poligonul regulat  inscris i .
latura cea mai micd dintre toate nolivoan S 1 refea avind
contul - gin. poligoanele cu aceasid proprietate si fie 0

- ’ R . e —
Fie 0" un nod al retelei, Wie O'F; = Ay, pentry § e { 44

e

3 .
s s x — . .
OB, =4 4, B, .. B, poligon regulat cu virturile in retea si

mﬁw._w@ Amuw%.ﬁi a%mm.mammm HWQowwm.mi ~ A0 A;d;,,, isoseele i mﬂmwwz <
= = byb, < i+ idy absurd, deoarece razice  toinimili
tatea lui A.4;,,. i , somtazico e
Wum%H Mb mmmb._mﬁmm poligon nu existd nici pentru » 2 7.
17b. Raspunsul e afirmativ si rezultd imediat din faptul e
poate inscrie intr-o astfel de retea. Pl o2 un cub so
Considerdm in acest cub doud fete opus i 3 loi
e D doud telc opuse. De pe prima faid Inim dous
%Eowm mm:mm e o_ ﬁ.m@oﬁ&ﬁ tar de pe cealalti fatd doud ﬁgﬂnm.w ‘opuse wmﬂw
lagonald neparaleli cu prima, Aceste 4 puncte formeazs
ity I aza un tetraedry
© 177, Fie A;4,4.4, tetraedrul dat si O centrul sferei ci 1 i
oA : P 8 . erel circumscrise. Fi
mmww%muwh tetraedrul avind fetele tangente acestei sfere in Ay, Ay, 4 M_m
Sd ardtdm cil suma distantelor unui punct A7 oarecare {interior Iui 2 wwmw;m
sau situat pe fetele sale) la fetele lui B B,B,B, este constanti. H%S.Mo%gw
LByB,yB, se descompune in 4 tetraedre avind virful M comun s ca baze

fetele BB, By oto. Atuncl V=1 -4 3 M,
. a -
ﬂ.ﬂ.ﬂ.ﬁ 14 = ﬁ.cw_wwhwuwﬂ -
* @ = aria unel m.mwm a lui B B,B. B, {tetraedru regulat)
My (=1, 2, 3, 4) proiectiile Tui M pe fetele il B B,B,B,.
Deci M MM = L constant.
=l @
Dacid M = 0= S~ 4 M, =3 0A; Dar MM, | B,B,B,
=i =t : )

ete. = MA, > MM, I=1, 2, 3, 4
Adunind: Y MA; > MM, =304,

=y : =
Daci A’ este exterior lui Lmlwuwvuwpuv

4

WA, >3 MA > S04,
178. Fie un tetraedru 7" cu vivfuri in ABCD.

. Fie bw E.Sﬁ..m cea 1ral mare a tetraedrului. Presu- \7
punem AC -- AD £ AB. Dar AB < AC + BC si
AB <X AD + BD = )

248 < AC + BC + AD + BD =

__
1
i
!
= AB < BC - BD= %

din BA, BC si BD se poste construi un triunghi - IJJF..W
deoarece avern in plus BA 2 BC = BD + BA > |lese
"= BC 8 BA » BD= BC - BA = BD. Fig. 1%



179. Fie ABCD tetrsedrul ¢1 45 cea mai mare muchie a mmU Lﬂmcmmu
triunghiusile AACD s1 AHCD aun toate laturile mal mier sau -egale cu i
ghiuriie

a
o=

Fie AF 1. CD gi BK L CD=AF m.,\g -
de « = DC. o
wmﬂ.,mnmaﬁw avem: AF? = AC? - (P2 < 1 —CI* @
AFt = AD* — FD* < 1 — FD~
i 247 < 2~ {CF* - FD%) = 2 — a* + 2CF - FD.
mewmﬁm_ — FDY¥ 0= {CF+ FDyP — 4CF - FD 3 0
= CF-FD < a4

Deci

I R R .rl._w...,.

-

z

*

Analog BK < < -2z,

i 1 . T 1 H B — lmqlm._
Indltimea tetrasdrului = 5 Sascp A8 ,,A!wa. 2 a% v

= als — a).
24 .
Faptul e afd — o® € 3 se poate arita fie m&ﬁﬁua mmﬁﬁ&p pentru

ﬁﬁ. nqnvu.wb — 1%, fie observind = ¢i polinomul: &% —da -+ 3 = {g — 1)

.ﬂ- ; ) ~ i) )

i

i : X 9 N TR R A.M"!Imﬂwv.

i} deci o8 3 2 ba—a @ o o

180, I suikcjent =4 ne fixdim ateptia asupra a doul din triunghivri de

exemple ALLC 51 ABCD gl putem &3 le presupunen ccmﬁbﬁﬂw. Be

DT A, B, C punciele de coniaet ale cerenlul inscris in hmﬂ cu .
e ! 17 4 ) 7 oo (AT i PR

AC, A8 i v = B4 = BC, y=A4C = 4B § z==CA' = CE =

@ty =48
y g = AL
M.JTHHLWQ =
- — + BC
g AFLACEBC  gp_ AB= AC+BC D co

2 =

Fig. 172 Fig. 180

" ‘r'_':“_

.m‘w i

AB L 40 L B

5=

lix»mw”|.n»w+mh+wﬁ ﬂ@lwﬁ.vwﬁ
S -

-
b4 o

-

Punind acum D in loc de 4 si ', ', 2 fn oo de x,

» £ obtinem
pentru punctul de contact al cercului insciis in ABCD cu BC

o = :hb+ﬂn+,m_6 — DC — _BD — DC + BC
2 2
?=DB+DCHBC Lo DBy DC + BC
. 2 2
deei cercurile inserise in triunghiurile AABC si ABCD sint tangente,

181. Evident problema se reduce 1a eaznl in cars P siQ se afli pe fetele
triedrutui cu virful in 4. Putem presupune ci P se alli pe BC si @ pe CD,
Fie AB=BC=-CD=DA = AC = BD = { §PC=0-0C=|=

=z

2

A

i 2 2 2 ) 'z 1. 2 z
= cos BaD __ AP .Jmmmmumo Por ._oﬁ +AC— Po .U\E T+ AC 4 0gr

—ERIIELCL IO g

-

2

—Btb) = B R g

i
= .wwk.»@ < 60°,

182. Vom observa mai intfi ¢i suma unghiurilor diedre ale wnui triedru
Oxyz este mai mare decit =.

Intr-adeviir, ducem dreapta bisectoare interioars a mmghiufni triedru
(intersectia planelor bisectoare interioare ale diedrelor) §i consideram un plan
perpendicular pe es. Acest plan intersectat cu triedral ne d3 un triunghi. :
Ficcare din unghiurile diedre este mai mare decit unghiul corespunzitor al
triunghiului deei suma unghinrilor diedre ale triedrului este »=. Insuniind
dupd cele 4 triedre ale tetraedrului g1 tinind seama ci fiecare unghi diedru
¢ numdrat de doud ori obtinem relajia din enun. )

183. Vom arita cj se poate comstrul un tetraedrn e toale fetele egale

eu un triunghi dat dacH gi numai dacs acest triunghi e ascutitunghic.

A

Fig. 183

89



Va i suficient s3 avdtam of d; si d, colncid. Vom
ohserva mai intii ¢d dacd projestiam un pumct din
spatin intii pe planul =, lar aceastd ,?dw.mmﬁm 0 pro-
iectéim pe A obfinem acelagl punct ca aiunel cind pro-
iectdm punctul intil pe =, lar aceastd proiectie pe A
fntr-adeviir din teorema celor trei perpendiculare re-
zultd of aceste puncte coincid cu proiectia prnctulul
din spatiu pe A. Cu aceastd ohservatie problema s-a terminat, deoarece daca
luim M < d; atunci el va fi proiectia unur punct E.m ¢, care va fi la
rvindul sin proiectia wnui punct al corpului, care proiectat pe =, va apariine
fui O, iar acesta proiectat pe A va i egal cu M = M & dy = d4; < ds; analog
o AWMWWEEQ ed o, este diametrul Yui C, iar d, diametrd lui C, problema
este demonstrati. .

188. Presupunem R = w si inlocuim fiecave sind cu un unghi drept de

<}
=

Fig. 188

Fﬁzm.m.l.dnm in figura 188,

Obiinem o linie poligonald inchisd, trasatd pe refeaua pland de patrate
de Iatura 1, ale ciirei virfuri an coordonate intregi. Este suliclent s ardtam
¢d numdral laturilor poligonului se divide cu 4. Putem presupvme ta un
vipf al poligonului are coordonatele (0, 0). Deocarece laturile poligonulbui
sint, toabe egale cu 1, se observa i porpind dintr-un punct de coordonate
tniregi pare, de abia dupd parcurgerea a exact & latur ne aflim din noo
intr-un pumet de coordonate pare. Decl pentra a sjunge din (4, \o.v Lok in
{0, 0) parcurgind toatd linia poligonald trebuie si trevem prin &k laturL
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