
В МОСКОВСКОМ МАТЕМАТИЧЕСКОМ ОБЩЕСТВЕ . 193

ПЕРЕЧИСЛЕНИЕ ОСТОВНЫХ ДЕРЕВЬЕВ НЕКОТОРЫХ ГРАФОВ

И. М. П а к , А. Е. П о с т н и к о в

В данной заметке мы приводим алгоритм, который позволяет закодировать и пере-
числить все остовные деревья графа со структурой долей (см. ниже). Этот алгоритм мо-
жет оказаться полезным для перечисления остовных деревьев, удовлетворяющих неко-
торым условиям.

Обозначим число остовных деревьев данного графа Г без петель и без кратных
ребер через t (Г). Мы будем рассматривать графы Г = Г (G; G1, . . ., Gjc), где G — граф
с вершинами 1, 2, . . ., к, а Г| получается из него заменой вершины Т на Gj, причем
для вершин а е Gj н 6 е G; (i =jt /) ребро (о, Ь) е Г тогда и только тогда, когда (Т, / ) e G .

Т е о р е м а .

(1) t (Г (G; Gv . . ., б,)) = П ( 2 М 0 * (I)1"1) 2 П "rP

к
где щ : = | Gj |, d. = ^ m.jn- (т.) — матрица смежности вершин графа G, fi (i) —

5=1
число остовных корневых лесов графа Gj с i связными компонентами (остовным корневым
лесом графа мы называем лес, содержащий все вершины графа, в каждой связной компо-
ненте которого Bbi6paHaj вершина, называемая корнем); второе суммирование ведется
по всем остовным деревьям у графа G, а р (г) означает степень вершины г в графе у.

Мы опишем здесь метод кодирования остовных деревьев графа Г. Занумеруем вер-
шины графа Gt числами 1 , 2 , . . ., щ; графа G2 — числами щ + 1, . . ., пг + га2, . . .;

к
графа Gjc — числами N — щ + 1, . . ., N; (N = 2 п г ) - Мы будем кодировать каждое

г=1

остовное дерево а графа Г набором последовательностей Plt Р2, . . ., Рк, R, состоящих
из вершин графа Г, длины nt — 1, п2 — 1, . . ., % — 1, к — 2 соответственно.

Опишем вначале метод кодирования деревьев, принадлежащий Прюферу (см., на-
пример, [1, 2]).

Пусть Т — дерево с вершинами,] занумерованными различными натуральными
числами. Рассмотрим последовательность ребер (Ьг, а\) дерева Т, которая строится сле-
дующим образом: bt — концевая вершина в дереве Т с наименьшим номером (% тогда
определяется однозначно), аналогично Ь2 — концевая вершина с наименьшим номером
в дереве Т \ {аЛ, Ь3) и т. д. Таким образом строим последовательность длины \Т \ — 2.
Кодом Прюфера будем называть последовательность аи а2, . . ., а,т,2.

Ориентируем теперь остовное дерево а графа Г к корню в вершине с номером N.
Обозначим через и^ ориентированный корневой лес а Г] Gj (все его деревья ориентиро-
ваны к своему корню). Из каждого \ii образуем дерево jlj. Для этого соединим каждый
корень [Xj с некоторой формальной вершиной Г. Пусть Gj + {Г} — граф, содержащий
вершину Г, соединенную со всеми вершинами графа Gj. Тогда jli — остовное дерево графа
G -f- {Г}. Будем считать, что вершина I имеет максимальный номер, и найдем Pi — код
Прюфера дерева £ц, который запишем в последовательности Pj.

Рассмотрим дерево а ' , полученное из а стягиванием корневых лесов \х,{ к своим
корням, найдем последовательность Прюфера ребер (bj, <ц) для дерева а'. Если Ъг е G^
то заменим первое вхождение f в Pj на такую вершину ах, что ребро (Ь1? ах) е а (именно
в данной ориентации). Аналогично поступим с ребром (Ь2, а2) и т. д. Если на r-м шаге
Ъг е Gj, а в Pi не встречается Г, то запишем аг на первое свободное место в последова-
тельности R. Далее, повторяя одну из этих операций, мы получим окончательный код:

Ри Р 2 , . . ., Р К , R.
Л е м м а 1. Набор последовательностей Р1г Р 2 , . . ., P^,R длины пх"— 1, п2 — 1, . . .

. . ., щ — 1, к — 2 соответственно является кодом некоторого дерева а, тогда и только
тогда, когда выполнены следующие условия:

1) для всякого i а е Р* =Ф а е Gj \J Di, где Di: = \J Gy,
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2) пусть Pi — последовательность, образованная из Рг заменой всех Ь, записанных
в Pi, но не являющихся вершиной Gj на i, тогда для всякого i последовательность Р$.
является кодом Прюфера остовного дерева графа G$ -j- {i};

3) пусть последовательность R' образована из R заменой всех а е Gi на i. Тогда
R' является кодом Прюфера некоторого остовного дерева графа G.

Л е м м а 2. Кодирование устанавливает биекцию между остовными деревьями
графа Г и наборами, удовлетворяющими условию леммы 1.

Л е м м а 3. Для каждого набора остовных корневых лесов (х1; ц2, • • •> Н^ графов
Gj, G2, . . ., G|{ соответственно и остовного дерева Р графа G число остовных деревьев гра-
фа Г, соответствующих (х = ([Х]? . . ., цп) и Р (см. лемму 1, п. 2), 3)), равно:

(2) * ( Г , ц , Р ) = П ( d ^ - V ^ 0 " 1 ) ,
1=1

где б; — число связных компонент леса fi;.
Несложно найти метод декодирования, обратный описанному выше алгоритму

кодирования, который по набору, удовлетворяющему условию леммы 1, строит основное
дерево графа Г. Таким образом, мы получили метод перебора всех остовных деревьев.
Отсюда следуют лемма 1 и лемма 2, из которых легко получить доказательство леммы 3
и теоремы.

С л е д с т в и е 1. Пусть пЛ = ге2 = . . . = %• = 1, G = Г = К\ — полный граф
с к вершинами. Тогда

(3) t (Г) = **-».

Это известная формула Кэли [3]. Идея кодирования деревьев для подсчета t (Г)>
принадлежит Прюферу [2]. В этом случае наш код состоит лишь из последовательности
R, совпадающей с кодом Прюфера.

С л е д с т в и е 2. Пусть пх = р, гс2 = q, к = 2, Г = KPj q — двудольный граф*
с р вершинами в первой доле и с q — во второй. Тогда

(4) t (Г) = рв-V- 1 -

Формула (4) была получена Скоинсом [4], а доказана с помощью кодирования Ре-
ньи [5].

С л е д с т в и е 3. Пусть Gi=Orii(Ori\—это пустой граф cm вершинами), G = К^.
Тогда Г = # „ , , „ , , . . . , И)с и

(5) t (Г) = (N - щ)^-1 (N - п.,)11*'1 . . . (N - nkf^N*-*.

Формула (5) является обобщением (3) и (4). Ее доказательство можно найти у Аус-
тина в [6], а кодировку в статье Олаха [7], причем в этом случае его код совпадает
с нашим.

С л е д с т в и е 4. Пусть Gi = Onj (i = 1,2, . . ., к); тогда

*(Г)=П-(о"'-12П»У'0>"1-
г=1 у j = l
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