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REMARQUES SUR UN MEMOIRE DE N. FUSS;

Par J, LIOUVILLE.

[P —

Le Mémoire dont je veux parler est imprimé dans le tome IX des
Nova acta Acad. Petrop. (avnée 1761). Il a pour objet la solation du
probléme suivant: « Un polygone P étant donné, de combien de ma-
» niéres peut-on le partager en polygones de m cotes au moyen de
» diagonales? » Ce probléme comprend, comme cas particulier, celu
de la décomposition en triangles, dont plusieurs géometres se sont oc-
cupés, et qui, dans ces derniers temps, a surtout donne lieu a des re-
marques intéressantes de Ja part de MM. Lamé, Rodrigues et Binet [*1-

Soit 7 le nombre des cotés du polygone P. Parmi les polygones
Pus Pas--oy pi de m cotés, dont il est pour ainsi dire la somme dans
une quelconque des décompositions proposées, il y en a toujours deux
formés par (m — 1) cotés et une diagonale de P, tandis que les (i — 2)
autres le sont par (m — 1) cotés et deux diagonales. Le nombre total
des cotés de P sera ainsi

o(m — 1) + (i —2)(m — 2);
il faudra donc que 'on ait
n=im—2({— 1)

pour que la décomposition en polygones de m cOtés soit possible.

Cela admis, désignons par ¢ (i) le nombre des décompositions cher-
chées, lequel pour une valeur donnée de m est naturellement une
fonction de i. Tl est évident qu’on aura d’abord

Q(I):[Z

[*] #oirle tome TII de ce Journal, page 505 et page 549, puis le tome 1V, page 79
et page gr.
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quant aax vateuars de ¢ 25, ¢ 3}, © (1),..., Fuss les déduit les unes
des autres a Paide de la formule générale,

e i)

) o) = el leoli—1) +¢{2)o(i—2 +...—ai—1) o1

en faisant successivement i =2, i=73, i =4, etc. 1} est ais¢ de dé-
montrer cette formule, et je ne m’arréterai pas a rapporter ici en dé-
tail les raisonnemeunts de Fuss.

Le cas de m = 3 se rapporte i la décomposition du polygone P er
triaugles. On a alors n—=1/-+ 2, et en désignant par P, ce que ¢ (i) de-
vient dans ce cas, la formule de Fuss se réduit 2

7 (PJ Pﬂ.—l -+ P& Preat —+. .+ Pn—f‘ P‘
Pn - ’ o — 6 Tt -

Or. voila precisément l’équation que M. Lamé (aprés Uavolr établie i
pen pres comme Fuss lui-méme, bien qu’il n’elit pas lu le passage des
Nova acta) combine avee 'équation de Secner,

] 8

Prz+t — Pn += P3 Pn—i - Pz. Pri—.‘..’ AR o Pn_—l P:: - Pm

pour arriver i la formule d’Euler,

p — 4” —_E P, "

n-t —
-4 2

dont on demandait une démonstration. Mais Fuss n’'a pas meéme com-
paré sa formule a ceile de Segner : a plus forte raison est-il loin d’avoir
vu guel parti Fon pouvait tirer de cette comparaison. La démonstra-
tion que M. Lame a donnée de la formule d’Euler s’est ainsl, pour ainsi
dire, présentée d’elle-méme a Fuss, lequel (habile géometre pourtant)
n’'a pas su profiter de ce hasard heureux.

Ce 1est pas tout. Dans une addition placée a la fin de son Mémoire,
Fuss considere la série

Trxolj+xg(a)+...+x gl +...,

ou nous regarderons I'indéterminée x comme avant une valeur tres-
petite. et il trouve que, d’apres la loi des coefficients o (i), la (m— )
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puissance de cette série est
¢(1)+xp(2)+ ...+ 2 o (i) + etc.

La remarque est tout 4 la fois curieuse et exacte. Il s’ensuit qu'en
posant

(&) u=1-+xp(1) +..+x0@)+...,
on a

Uu—1-+ aum™".

Cette équation, dans le cas de m = 3, coincide avec celle dont

M. Binet a fait usage. Mais Fuss n’en a tiré aucun parti : il n’a pas su

en déduire les nombres ¢ (i) exprimés en fonction de i; que dis-je? il

ne I’a pas méme écrite explicitement. Et cette fois encore il a laissé

échapper une conclusion élégante qui s’ offrait 4 lui sans efforts.
I.’équation

u—=1i-+xu™

se résout aisément par la formule de Lagrange; ou du moins la formule
de Lagrange fournit celle des racines qui est développable suivant ies
puissances entiéres et positives de o, la seule dont nous ayons besoin.

En général, pour I'éequation
u= o+ xfu),

cette racine est
z? d’.f(ac)-2 n " xt _ di— . f(a)

* 0 . 0 +Illl
1,2 da [.2...1 dot

£ .
U=+ = Jlo) +
En faisant f(z) = «™', a =1, il viendra donc

(Im — i){im —--Iz—-; l)..i.(lm—- 2. +2) T

w=1+ax+{m—1)x®+..+

D’un autre c6té, on a

u=1+xo(1)+xe(2)+..+ x2%(i) 4+ etc.
‘Tome VII!. — Sepremere 1843. 50
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De la résulte g (2) = m — 1, puis, en général,

m — ) (im — i~ 1)...(im — 2i 4+ 2)

7li) = s

Telle estla valeur de ¢ (i), que Fuss aurait dit trouver. On voit par les
Nova acta que Pfaff s’était aussi occupé de ce probleme, mais J'ignore
entierement quelle solution il avait obtenue.

e e -

Note de M. J. Bingr.

M. Liouville ayant bien voulu me donner communication des re-
cherches précédentes, relatives 4 une question intéressante d’analyse ,
analogue 4 celle dont je me suis occupé dans le tome TV de ce Journal ,
je me propose de reconnaitre comment la méthode des fonctions géne-
ratrices peut établir 'équation

= 1 + xu™ !,

a ]aquelle Fuss parait n'étre arrivé que par une sorte d’induction.
Je conserverai dans cette Note les dénominations employées par
M. Liouville, et je poserai, pour abréger,

b= (1) pli— )92 imait (i —2)g(2) +li—1 1),
a partir de { = 2; en sorte que

(2 =¢()e(tl =1, $Q)=0li)p(2)+¢(2)¢ (1), etc.
L'échelle de relation (a), page 392, prend alors cette expression
i 2 (i—1) p(i) =[(m—2)i+ 2] (5

1 est une fonction de x donnée par Péquation

(b} uw—=r1 + 203 xto(i);
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on en tire

W~W:{Zﬂﬂﬂi

ou bien

w—1)? =x (1) o)+ a2’ [p(1) 9(2) + ¢(2) p(1)] + etc.;

¢’ est-a-dire
(6} (22 —1)? 2 xt (i)

ainsi (u — 1? est la fonction génératrice de Y (i), comme # est celle de
o (i). Pour déterminer u, on formera la dérivée par dx de I’équation (b),

w=Nialli);

on multiplie par 2., et du produit I'on retranche 2 (u —1)= Ex‘.go(:i);

il vient
du . : . ;
2L - — AU+ 2 :22(1—1) ¢(i).x

Prenez aussi la dérivée de I'équation (6), multiphée par n — 3,

d.(a—1}) C
(m — 2) —-(-%;—E—)— :Z(m_ 2)1 i) a'
multipliez par «x, et ajoutez la méme formule (§), multipliée par 2;

cela fait

d.{u—1)

(m = 2)r————= 21 — 1)2-_"2[(172 — 2} i+ 2] ¢().x

Or, en vertu de I'échelle de relation (a), le second membre est égal &

zg@ﬂq¢@ﬂ,

et il peut étre remplacé par sa valeur tirée de I'équation antérieure;
on a donc, pour déterminer u, cette équation différentielle
du du

a(m—2)x(u—1)7 +2(@—1 =22 — 2(u—1):
5o..
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on en tire sur-le-champ I’équation séparée

(m—2) (& — 1) —1
(e —1)

dr
du +~ — = o.
. ’ x
Le numérateur

(m-—:a)(u-—i)-—l:(m—-g)(u——l)—i—u—l—ua

ou bien = (m —1) (0 —1) — u; Péquation a intégrer devient ainsi

du (m —1)du __ dx
u— 1 " — z’

son intégra]e est

log( — 1) — (m — 1)log u = log (Ax),

A étant une constante ’intégration; on en tire

u—1

pm—1 — Ax’

et la fonction # doit étre déterminée par I’équation algébrique
= 1-+ Axu™".

La fonction u, tirée de 'équation (b), va fournir la valeur de la con-
stante A, car on a, par la substitution dans 1'équation algébrique,

xo(1)+ x*e(2) + etc. = Acu™""';
en divisant par x, il vient
(1) + xpl2)+ etc. = Au""';

On posera a = 0, ce qui entraine u = 1, et I’équation donnera

qo(l) — 1 = A.
[’équation en u est donc simplement

Uu—=1-+ aum—*.

11 est, en effet, tres-singulier que Fuss n’ait pas su tirer parti de cette
équation, car on connaissait depuis longtemps une formule de Lambert
pour le développement, selon les puissances de ax, de la valeur de -

c’est le développement que donne aussi le théoréme de Lagrange, em-
ployé comme I'a fait ci-dessus M. Liouville.
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