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PURES ET APPLIQUEES. 9t

Solution mnouvelle de cette question: Un polygone étant
donné, de combien de maniéres peut-on le partager en
triangles au moyen de diagonales ?

Par E. CATALAN. (*).

Soit ABCD...XYZA, un polygone convexe de n -1 cotés, et
soit désigné par P,,, le nombre total des décompositions de ce po-
lygoue.

Parmi ces décompositions, il y enaqui renferment le triangle ABC -
leur nombre est P,.

Il y en a qui renferment le triangle BCD : elles sont toutes dis-
tinctes des précédentes , et leur nombre est pareillement P..

A ces deux groupes, nous devons ajouter :

i°. Les décompositions du polygone de n cotés CEF.. .ZABC,
dans lesquelles n'entre pas le triangle ABC; je désigne leur nombre

ar P, .3
F 2°. Les décompositions de DFG. .. ABCD, dans lesquelles n'entrent
pas les deux triangles consécutifs ABC, BCD; je désigne leur nom-
bre par P, ,;

3°. Les décompositions de EGH. . .BCDE, dans lesquelles n’entrent
pas les trois triangles consécutifs ABC, BCD, CDE; leur nombre
est P s;

_ (n =— 2)°. Enfin, les décompositions du polygone de n cotés
ZBCD...XYZ, dans lesquelles n'entrent pas les n — 2 triangles
consécutifs BCD, CDE,. ... XYZ : leur nombre est P, ,_,.

En réunissant ces décompositions, nous obtiendrons toutes celles

(*) Cette solution est trouvée depuis le mois de novembre dernicr. Comme on
en a de plus simples, je ne me serais pas décidé  la publier, si, par une coinci—
dence assez remarquable, M. BINeT n’était arrivé, de son cbté, i Péquation (A).
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du polygone proposé, sans qu'il y en ait d'omises ou de répétées ;
donc

Pn+| - Pn + P,. + Pl,t + Pn,n +"'+ Pﬂ,n—a' (1)

Désignons actuellement par P, ; le nombre des décompositions d’un
polygone de & cotés, abed. . .lmnpg. . .xyz, dans lesquelles n’entrent
pas 1 triangles consécutifs abc, bed, cde, . . . mnp.

11 est facile de s’assurer que I'on obtiendra ces décompositions si
l'on ajoute, a celles qui ne contiennent pas les I 1 triangles abc,
bed,... mnp, npq, toutes les décompositions du polygone de k—:
cotés abed. . .lmng...xyz, dans lesquelles n’entrent pas les I — 1
triangles conséeutifs abc, bed,... Imn: on a donc

Pl,l = Pl,l-o-l -+ Pb—u,l—-l;
ou, en chaogeant lenl—1 :
Poy=Py, — Pi_, .. (2)

Pour intégrer cetle équation linéaire du second ordre, aux diffé-
rences finies et partielles a trois variables, on pourrait employer les
méthodes de Lagrange ou celles de Laplace (*;; mais on parviendra
plus facilement au résultat, de la maniére suivante.

Changeons len l— 1, l —a,... 4, 3, 2, et ajoutons les équations
résultantes; nous obtiendrons

Pl,l= Pl,l - {_Pl—l,l—.-l" Pl—-:,!—-! +' d '+ Pl—l,l + Pk-l,o] . (5)

Si, dans cette nouvelle équation, on suppose successivement /=1,
l=2, I=3,.... et si U'on observe avec un peu d'attention les
résultats, on trouve qu’ils peuvent se mettre sous cette forme,

PA, — Pl,l ’

Pl,n= [PI,I]_ [Pl—l,o] ’

Pn,s= [Pl.l - Pl—-l,|] - [Pl—n,o]1

Pn,4= [Pl,. — 2Pl—-,:] —_ [Pl--l,o - PA—.,-] ’

(*) Lagrange, Mémoires de Berlin, année 1795, page 183 ; Laplace , Académic
des Sciences, Savanis étrangers, tome VII, année 1773.
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P1,5= [Pk,l —_ 5Pu-n,i -+ Plx—a,lj - [Pk——n,o — Q'Pk-—n,ﬂ] >
Pk,6: [Pk,- - 4Px-x,: -+ 5Px—a, -] - [Pl-—l,n - 3Pk-—-n,° -+ Pk—!,o:l ’
Ph,7=£Pk, |—5Pk—1,1+6Pl—n, ,—5P,_3,,]—[P,‘_, ,0—4Pl—s,o+5Pl—S,o] . ete.

Et en général:
1°. Si [ est pair, et = 2::

Px = [P ar —2P,__, + 2i —3 2l —4P‘_’,‘-—— - .:l‘.'.‘;i P,_,_,_,,,:I

-3 —4 205
- [Pl--l,o_mf k-—s,e+'u I 4 z Pk.—s,e . +Pl—: 0—!1

2

(4:

2°. St [ est impair, et = 2i -1 :

k = [Pl - 2 ‘_l k—t l+2l —23i—3 Pi-—a,l_"' : -=F-'Px—:,-]

2 (5}
- [Pk—x,e—ZZ :—2 k—n,o+ Pt—s,-'— e =j':iPIx——l,o]‘

21—-3 21 —4
2

Ou vérifie aisément que ces valeurs de P, satisfont, suivant que { est
pair ou impair, & Déquation (2). D'ailleurs, elles contiennent deux
fonctions arbitraires : elles sont donc bien, I'une ou lautre, linié-
grale générale de cette équation.

Dans le probléme dont il sagit, on a P, == P, : en effet, s1 dans
le polygone de & cbtés, nous n’ometions aucun triangle, nous devons
irouver toutes les décompositions. En méme temps, si I'on ajoute
aux décompositions qui contiennent le triangle abc, celles qui ne le
contiennent pas, on les obtiendra toutes; ainsi P,_, 4 P, ,=PF;, ou

P,, = P, — P,_.. (6)

Remplacant donc, dans les équations (4) et (5), Py, par Ps, et Py,
par sa valeur, il viendra, en confondant en une seule les deux for-
mules,

l—1 l—2

P;{-—P ——Pl—l+—_—_Pl—l e (7)

Le second membre s’arréte de lui-méme.
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En substituant cette valear dans I'équation (1), on obtient

P-+| —?P."i—n—ln—nP._, —, . == O. (8)

1 2

S$i n=2i, le second membre se termine par = I#P,_,_,; et si
n=n2i+41, par==P,,.,. On voit que cette équation se déduit de la
précédente, en y faisant k=n-1 et I=n.

En rapprochant le mode de décomposition qui vient d’étre em-
ployé, de celui qui avait été donné d’abord par Ségner, et de la
formule trouvée probablement par Euler, on arrive & cette consé-
quence remarquable, savoir que les trois équations,

P, — 2P 4+ 22 272P — =0, (A)
P-+| = P.+P._.P3+ Pl—.P4+' . '+P3P-—l +Pl) (B)
Pl+l =4n—6Pl’ (C)

donneront pour P,,, la méme valeur numérique, pourvu que I'on
suppose dans les deux derniéres, Py=1, et dans la premiére, Py=1
et P= 2.




