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2.5. Vollständigkeit und Entscheidbarkeit 8
2.6. Umgang mit Konstanten 8
2.7. Einige Definitionen. Theorien und elementare Klassen 10

Kapitel 3. Persistenz und die Diagrammethode 13
3.1. Persistenz und Abschlüsse von Formelmengen 13
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Vorwort

Es ist nicht ungewöhnlich, daß aus der Mitschrift eines Hörers einer Vorlesung ein
mehr oder weniger knappes Skript entsteht, das als eine Stütze bei der Wiederho-
lung des Stoffes dienen kann.

Das hier vorliegende Skript von M. Aschenbrenner zu meiner Vorlesung im
WS 1995/96 sprengt diesen Rahmen in vieler Hinsicht. Herr Aschenbrenner hat
nicht nur das Gerüst der Definitionen, Beispiele und Resultate mit ausführlichen
(sowohl inhaltlichen als auch historischen) Motivationen aufgefüllt. Er hat das Ma-
terial der begleitenden Übungen in das Skript integriert und selbständig die relevan-
te Literatur durchforstet. Große Teile daraus, die ich aus Zeitgründen weggelassen
habe, oder um die Vorkenntnisse der Hörer nicht zu sehr zu strapazieren (sowohl
im Bereich der Modelltheorie als auch der Algebra), sind zum Stoff der Vorlesung
hinzugekommen. Schließlich wurde ein umfassendes Literaturverzeichnis angefügt.

Aus dem ganzen Skript spricht die Begeisterung des abfassenden Autors für
die Algebra, Modelltheorie und die strukturelle Sichtweise der Mathematik im all-
gemeinen.

Der Stoff der Vorlesung beschränkt sich auf die heute weitgehend ”klassischen“
Begriffe und Resultate vor 1980 aus dem Dunstkreis der A. Robinsonschen Sicht
der Modelltheorie. Vieles davon ist heute Lehrbuchstoff geworden. Eine Ausnahme
bildet vielleicht die bis heute zu wenig beachtete Theorie der modelltheoretischen
Resultanten, sowie die Betonung ”lokaler“ Persistenzsätze (vgl. [177]) gegenüber
ihren ”globalen“ Versionen Modellvollständigkeit und Substrukturvollständigkeit.

Mein Dank gilt Herrn Matthias Aschenbrenner für sein unermüdliches Enga-
gement, das zu diesem außergewöhnlichen Skript geführt hat, sowie Herrn Markus
Schweighofer für das Korrekturlesen.

Volker Weispfenning,

Passau, den 22. Mai 1996.

Auch mein Dank an Markus Schweighofer für die Übernahme der überaus mühsa-
men Aufgabe des Korrekturlesens, welche er mit der ihm eigenen akribischen Genau-
igkeit erfüllte; ohne seine Mithilfe wäre das Skriptum in dieser Form nicht denkbar
gewesen. Für verbleibende Fehler bin natürlich in Gänze ich selbst verantwortlich.

M. A.
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KAPITEL 1

Was ist Modelltheorie?

Modelltheorie ist das Studium mathematischer Strukturen mittels der Methoden
der mathematischen Logik. Unter ”mathematischen Strukturen“ verstehen wir in
dieser Vorlesung hauptsächlich Strukturen der Algebra, also etwa Gruppen, Rin-
ge, Körper, Moduln usw., nicht jedoch topologische Räume o.ä. Dies ist dadurch
bedingt, daß wir uns auf der Seite der mathematischen Logik auf die Logik erster
Stufe beschränken wollen, da ihre Modelltheorie besonders schöne Eigenschaften
besitzt, die bei Logiken höherer Stufe in der Regel verloren gehen. (Dennoch sind
diese bedeutsam, da sie besser für die Modelltheorie von Strukturklassen wie die
der topologischen Räume geeignet sind.) Die algebraische Modelltheorie ist also
im Überschneidungsbereich von Algebra und mathematischer Logik beheimatet;
Chang-Keisler [2] schreiben schlagwortartig: ”Modelltheorie = Algebra + Logik“.

Was macht aber nun den spezifisch modelltheoretischen Zugang zur Algebra
aus? Unter ”Algebra“ verstand man bis weit ins 19. Jahrhundert im wesentlichen
Techniken zur Lösung algebraischer Gleichungssysteme über ”konkret“ gegebenen

”Rechenbereichen“ (wie Z, Q, R, C) mit endlichen exakten symbolischen Mitteln
— kurz das Bereitstellen von Werkzeugen zum Rechnen. (Der Schwerpunkt lag
auf algorithmischen Fragen.) Diese Auffassung wandelte sich, mit dem genialen
Vorläufer E. Galois, in einem Zeitraum von etwa fünfzig Jahren um die Jahrhun-
dertwende unter dem Einfluß der Arbeiten von R. Dedekind, D. Hilbert, E. Steinitz,
E. Noether und vieler anderer grundlegend. Mit dem Erscheinen der ersten Aufla-
ge der Modernen Algebra von B. van der Waerden im Jahr 1910 [39] manifestiert
sich die ”moderne“, wie man sagen könnte strukturelle Sichtweise der Algebra zum
ersten Mal in Form eines Lehrbuchs; der Verfasser bezieht sich ausdrücklich auf
die Vorlesungen von Emmy Noether und Emil Artin. (Später führte diese struk-
turelle Methodik durch N. Bourbaki auch in anderen Gebieten der Mathematik
zu einer vollständig neuen Grundlegung.) Algebra war nun (und ist bis heute) die
Untersuchung ”abstrakt“ gegebener algebraischer Strukturen mit Hilfe der axioma-
tischen Methode sowie die Klassifizierung solcher Strukturen bis auf Isomorphie.
Isomorphe Strukturen sind bekanntlich von ihren algebraischen Eigenschaften her
ununterscheidbar, auch wenn sie über weitere, in diesem Sinne nicht ”algebraische“
Eigenschaften verfügen, bzgl. derer sie durchaus sehr verschieden sein können, z.B.:
Jede endliche Gruppe der Ordnung p, p Primzahl, ist isomorph zu Z/pZ. Oder:
Vermöge der exp-Funktion ist (R, 0,+) ∼= (R>0, 1, ·).

Historisch nahezu parallel zur Entwicklung der modernen Algebra ist die der
mathematischen Logik. (Die grundlegenden Arbeiten stammen dabei von G. Frege,
D. Hilbert, B. Russell, A. N. Whitehead, K. Gödel, A. Church, A. Tarski u.v.a.)
In der mathematischen Logik wird die durch den strukturellen Gesichtspunkt in
der Algebra so zentral gewordene axiomatische Methode und der Beweisbegriff an
sich mit mathematischen Mitteln untersucht: Man führt eine formale Sprache zur
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Notation mathematischer Sachverhalte ein, definiert einen Folgerungs- und Erfüll-
barkeitsbegriff, einen Deduktionskalkül usw. In Bezug auf die Algebra ergibt sich
damit z.B. die Möglichkeit, algebraische Eigenschaften durch Sätze in einer forma-
lisierten Sprache, etwa in der Logik erster Stufe, auszudrücken, z.B. die Lösbarkeit
von Polynomgleichungen und -ungleichungen. (Eigenschaften, die dergestalt in der
Logik erster Stufe formulierbar sind, nennt man elementar.) Mit Hilfe von Ergeb-
nissen und Methoden der Logik kann damit etwa das Zusammenspiel zwischen der
syntaktischen Gestalt der Sätze und ihrer Semantik untersucht werden. Diese Idee
ist der Anfang der Modelltheorie, die — mit Vorläufern wie L. Löwenheim, Th. Sko-
lem, A. Tarski, A. I. Malcev — erstmals in voller Allgemeinheit von A. Robinson
in die Tat umgesetzt und in den fünfziger und sechziger Jahren von Robinson,
Tarski und einer vielzahl weiterer zu einer umfangreichen Theorie ausgebaut wur-
de.1 Bis heute ist sie weiter sowohl in die Breite als auch in die Tiefe gewachsen
und hat sich zu einer eigenständigen Disziplin in der Mathematik entwickelt. (Der
Ausdruck ”Modelltheorie“ erscheint zum ersten Mal bei Tarski [167].) Mit der
Formalisierung algebraischer Aussagen einhergehend wird der ”Ununterscheidbar-
keitsbegriff“ in der Algebra von dem der Isomorphie zu dem der elementaren Äqui-
valenz zweier Strukturen vergröbert: Zwei Strukturen sind elementar äquivalent,
wenn sie dieselben Sätze (der Logik erster Stufe) erfüllen. Isomorphe Strukturen
sind dann elementar äquivalent, i.a. gilt aber nicht die Umkehrung; elementar äqui-
valente, nicht-isomorphe Strukturen werden also im Lichte der Logik erster Stufe
(und bzgl. einer Sprache der ersten Stufe) als äquivalent angesehen, auch wenn sie
vom algebraischen Standpunkt durchaus andere Eigenschaften haben können. (In
der Sprache der Kategorientheorie lautet das: Man geht von der Kategorie aller
Strukturen und strukturerhaltendenden Abbildungen einer algebraischen Theorie,
etwa der Gruppen und Gruppenhomomorphismen, über zu einer Kategorie mit
denselben Objekten und den sog. elementaren Abbildungen als Morphismen.)

Damit haben wir einen Aspekt der (algebraischen) Modelltheorie, nämlich die
Charakterisierung algebraischer Strukturen bis auf elementare Äquivalenz, beleuch-
tet. Als weitere sind die Konstruktion von Strukturen mit gewissen vorgeschriebenen
elementaren Eigenschaften mittels Substruktur-, Erweiterungs-, Kettenkonstruk-
tionen oder Ultraproduktbildung usw. zu nennen. Ferner ergeben sich algorithmi-
sche Fragestellungen, wie sie sich als Entscheidungsprobleme in natürlicher Weise
stellen: Vorgelegt eine Klasse K von Strukturen und eine elementare Aussage ϕ
über solche Strukturen; kann ϕ entschieden werden, d.h. gibt es einen Algorithmus,
der bei Vorlage von ϕ entscheidet, ob ϕ in allen Strukturen aus K gilt oder nicht?
(Derartige Probleme werden wir in der Vorlesung jedoch nur am Rande behandeln.)

Zentral für Anwendungen der Modelltheorie und mit dem ersten erwähnten
Gesichtspunkt verwandt ist die Schaffung neuer Beweisprinzipien für die Alge-
bra. Wir werden z.B. später (in §4) beweisen, daß jeder algebraisch abgeschlossene
Körper K der Charakteristik 0 elementar äquivalent zum komplexen Zahlkörper C
ist (”Lefschetz-Prinzip“). Um eine elementare Eigenschaft ϕ für einen (oder alle)
algebraisch abgeschlossenen Körper K mit char(K) = 0 zu beweisen oder zu wider-
legen, genügt es damit, dies für K = C zu tun, wo dies — unter der Verfügbarkeit
mächtiger Hilfsmittel wie das der komplexen Funktionentheorie — eventuell we-
sentlich einfacher vonstatten gehen kann. Wegen ihrer Ungewohntheit konnten sich

1Biographisches zu Robinson und Tarski findet man in [17] bzw. [79]; [71], [173] sind Teile
einer Serie von Artikeln im Journal of Symbolic Logic, die das Werk Tarskis würdigen.
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anfänglich nur wenige Mathematiker mit diesen neuen modelltheoretischen Beweis-
methoden und Begriffen anfreunden, gleichwohl die dadurch erzielten mathemati-
schen Ergebnisse durchaus Aufmerksamkeit erregten, wie die Arbeiten von J. Ax
und S. Kochen zur Artinschen Vermutung in der p-adischen Zahlentheorie (für
einen Überblick siehe [104]), der einfache modelltheoretische Beweis der Lösung
des 17. Hilbertschen Problems durch Robinson (vgl. §6.8) oder die Lösung des Pro-
blems der Existenz eines invarianten Unterraums für polynomial kompakte Opera-
toren in der Hilbertraumtheorie durch Bernstein-Robinson zeigen. ([52]; vgl. auch
den Übersichtsartikel [119].) Der bekannte Mathematiker P. Halmos drückt dieses
Unbehagen in seiner Autobiographie ([186], S. 204) sehr dezidiert so aus:

And, finally, logicians point proudly to a handful of mathema-
tical theorems whose first proof used the techniques of formal
logic; the one nearest to my work is the Bernstein-Robinson
result concerning invariant subspaces of polynomially compact
operators. [. . . ] The logic proofs of mathematics theorems, all
of them as far as I know, are dispensable: they can be (and they
have been) replaced by proof using the language and techni-
ques of ordinary mathematics. The Bernstein-Robinson proof
uses non-standard models of higher order predicate languages,
and when Abby (Abraham Robinson’s nickname) sent me his
preprint I really had to sweat to pinpoint and translate its ma-
thematical insight. Yes, I sweated, but, yes, it was a mathema-
tical insight and it could be translated. The paper didn’t con-
vince me (or anyone else?) that non-standard models should
forthwith be put into every mathematician’s toolkit; it showed
only that Bernstein and Robinson were clever mathematicians
who solved a difficult problem, using a language they spoke
fluently. If they had done it in Telegu instead, I would have
found their paper even more difficult to decode, but the extra
difficulty would have been one of degree, not of kind.

Inzwischen ist diese Ansicht aber wohl kaum mehr haltbar: Modelltheoretische
Schlußweisen sind in einer Reihe von Gebieten der Mathematik im Einsatz, und das
sehr junge Feld der reellen algebraischen Geometrie hat sie geradezu in ihr Fun-
dament aufgenommen (vgl. [55], [66]). Ein berühmtes Beispiel für die Schlagkraft
solcher Beweisprinzipien ist das folgende: Sei R ein reell abgeschlossener Körper
(vgl. §6) und D eine (nicht notwendig assoziative) Divisionsalgebra über R, d.h. ei-
ne R-Algebra, in der die Division eindeutig ausführbar ist. (Beispiele über dem
Körper R sind R mit dimR R = 1, C mit dimR C = 2 oder die Quaternionenalgebra
H mit dimR H = 4.) Dann ist stets dimRD ∈ {1, 2, 4, 8}. Dieser Satz für R = R
ist ein tiefliegendes topologisches Resultat und als Satz von Kervaire-Milnor (1958)
bekannt. (Über reelle Divisionsalgebren informiere sich der interessierte Leser in
dem ausgezeichneten Artikel von Hirzebruch-Koecher-Remmert in [184], S. 147–
252, hier insbesondere Kap. 11). Für beliebige reell abgeschlossene Körper ist es
bis heute nicht gelungen, einen rein algebraischen Beweis dieser Aussage zu führen.
Mittels etwas Modelltheorie ergibt sie sich jedoch wegen der bekannten Gültigkeit
für R = R aus einem zum Lefschetz-Prinzip analogen Satz von Tarski, dem wir in
§6 begegnen werden. Nach [55] ein ”mit überlegenen mathematischen Methoden
geführter Beweis [welcher] nichts zu wünschen übrigläßt.“
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KAPITEL 2

Grundlegende Vereinbarungen. Der
Kompaktheitssatz

2.1. Voraussetzungen

Für die Lektüre dieses Skripts setzen wir beim Leser eine gewisse Vertrautheit
mit den Grundbegriffen und wesentlichen Resultaten der mathematischen Logik
und universellen Algebra voraus, etwa im Umfang von [25], darüber hinaus — in
geringerem Maße — mit einigen Konzepten der ”klassischen“ Algebra (vgl. dazu
eventuell [31], [34], [39]). (Abschnitte, die weitergehendes Vorwissen erfordern, sind
mit einem Stern gekennzeichnet; sie können ohne Schaden überlesen werden.)

Insbesondere sollte der Leser auf der syntaktischen Seite parat haben, was man
unter einer Sprache L der Prädikatenlogik erster Stufe und Termen, Formeln und
Sätzen über L versteht, und wie konjunktive, disjunktive und pränexe Normalfor-
men von L-Formeln aufgebaut sind. Auf semantischer Seite sollte der Begriff der
L-Struktur, des Homomorphismus zwischen L-Strukturen und der Striktheit von Ho-
momorphismen geläufig sein, und im Hinblick auf den Übergang zwischen Syntax
und Semantik die Definition der Modellbeziehung, des semantischen Folgerungsbe-
griffs (s.u.), der Erfüllbarkeit von Formeln und die Sätze über die Überführbarkeit
von Formeln in die genannten Normalformen.

Gelegentlich wird im Zusammenhang mit den einleitend bereits erwähnten algo-
rithmischen Aspekten der Modelltheorie auch auf die einfachsten Begriffsbildungen,
etwa rekursive Aufzählbarkeit oder Entscheidbarkeit, aus der Berechenbarkeitstheo-
rie zurückgegriffen. Wir werden durchgehend die Church’sche These bemühen und
Entscheidungs- bzw. Aufzählungsverfahren lediglich informell spezifizieren.

An einigen Stellen werden Begriffe der Booleschen Algebra wie der eines (distri-
butiven) Verbands, einer Booleschen Algebra usw. verwendet; der Leser kann sich,
so sie ihm noch nicht vertraut sind, darüber in [40] informieren. Über Kardinal-
und Ordinalzahlen wird (in naiver Art und Weise) ebenfalls verfügt; vgl. dazu even-
tuell [16], §7 oder [185].

2.2. Notation

Einige Bemerkungen vorweg zur Notation: Wir bezeichnen Terme mit t, t′, . . . ,
Formeln durch ϕ, ψ, ϑ, . . . , Strukturen durch A, B, C usw. und ihre Universen
durch A, B bzw. C, usw. Die Substrukturbeziehung zwischen L-Strukturen A und B
notieren wir als A ⊆ B. Ist A eine L-Struktur und B eine Menge, so bezeichne L(B)
die um Konstantensymbole b für alle Elemente b ∈ B erweiterte Sprache L. (Später
werden wir des öfteren nicht mehr streng zwischen den formalen Symbolen b und
den Elementen b ∈ B unterscheiden.) Ferner sei (A, B) die zugehörige Expansion
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von A zu einer L(B)-Struktur durch b
(A,B)

:= b für alle b ∈ B; dual dazu sei C|L
die Restriktion einer L(B)-Struktur C auf die Sprache L.

Wir treffen folgende Vereinbarung: In allgemeinen modelltheoretischen Betrach-
tungen (Definitionen, Beweisen usw.) wollen wir genau zwischen einer Struktur
A und ihrem Universum A sowie zwischen den Operationssymbolen f und ihrer
Interpretation fA bzgl. A unterscheiden; befassen wir uns jedoch mit speziellen
algebraischen Strukturen, so schließen wir uns dem in der Mathematik üblichen
Sprachgebrauch an und trennen nicht mehr zwischen Struktur und Trägermenge
bzw. Operationssymbol und Operation; so bezeichne z.B. Q sowohl den Körper Q
der rationalen Zahlen als auch dessen Universum Q.

Sei ϕ eine L-Formel; wir schreiben ϕ(x1, . . . , xn) für eine zu ϕ gehörige er-
weiterte Formel mit Variablen x1, . . . , xn; dies soll andeuten, daß die x1, . . . , xn
paarweise verschieden und die in ϕ frei vorkommenden Variablen in der Menge
{x1, . . . , xn} enthalten sind. Sind ti Terme und xi paarweise verschiedene Varia-
blen über L (1 ≤ i ≤ n, n ∈ N), so notieren wir die simultane Substitution der ti
für die xi in der Form ϕ[t1/x1, . . . , tn/xn].

Die Kardinalzahl einer Menge M notieren wir als card(M), im Fall endlicher
Mengen auch als |M |. Ist κ eine Kardinalzahl, so sei κ+ die kleinste Kardinalzahl
> κ. ℵ0 ist die erste unendliche Kardinalzahl. Die Potenzmenge von M wird als 2M

geschrieben. Die natürlichen Zahlen sind N = {1, 2, 3, . . . }, und N0 ist {0, 1, 2, . . . }.

2.3. Modell- und Folgerungsbeziehung

Ist ϕ eine Formel in L, so schreiben wir die Modellrelation als A |= ϕ; daß eine For-
mel ϕ in allen L-Strukturen wahr (also allgemeingültig) ist, notieren wir als |= ϕ.
Wir legen (im Einklang mit [25]) folgenden semantischen Folgerungsbegriff zugrun-
de: Ist Φ eine Menge von Formeln in L (bzw. K eine Klasse von L-Strukturen), so
schreiben wir Φ |= ϕ (bzw. K |= ϕ), falls ϕ in allen Modellen von Φ gilt (bzw. ϕ
in allen Strukturen A ∈ K erfüllt ist). Ausführlich heißt dies im Fall Φ: Für jede
L-Struktur A gilt: Wenn A |= Φ, so A |= ϕ. Zum Beispiel gilt also mit ϕ := (x = z),
ψ := (x = y) zwar {ψ} |= ϕ, aber nicht |= ψ → ϕ.

Zum Zusammenhang zwischen Substitution und Modellrelation: Wir schreiben
für eine L-Struktur A, a1, . . . , an ∈ A, paarweise verschiedene Variablen x1, . . . , xn
und eine L-Formel ϕ(x1, . . . , xn) im folgenden öfters kurz nur A |= ϕ(a1, . . . , an)
für (A, A) |= ϕ[a1/x1, . . . , an/xn].

Übung. Eine Übung zur Wiederauffrischung: Sei Q der Körper der rationalen
Zahlen bzgl. der Sprache L = {0, 1,+,−, ·}. Gibt es eine erweiterte L-Formel ϕ(x)
derart, daß für alle q ∈ Q gilt: q ≥ 0 ⇔ Q |= ϕ(q)? Hinweis: Jede natürliche
Zahl kann als Summe von vier Quadraten natürlicher Zahlen geschrieben werden
(”Vierquadratesatz“).

2.4. Kompaktheitssatz und Varianten

Sei im folgenden L eine feste Sprache erster Stufe.— Unser wesentliches Hilfsmittel
beim Aufbau der Modelltheorie wird das als Kompaktheitssatz bekannte Resultat
sein, daß sich sehr leicht aus dem in der mathematischen Logik bewiesenen Gödel-
schen Vollständigkeitssatz [80], [107] ergibt; informell lautet dieser wie folgt (für
eine exakte Fassung und Beweis vgl. [25], Satz 2.4.5 oder [20]):
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Gödelscher Vollständigkeitssatz. Es gibt ein System logischer Axiome
und Regeln, das zu einer gegebenen Formelmenge Φ genau alle semantischen Fol-
gerungen aus Φ aufzählt. �

Damit erhält man, da der dabei verwendete syntaktische Beweisbegriff finitär
ist, unmittelbar (vgl. etwa [25], Satz 2.4.7):

Kompaktheitssatz. Sei Φ eine Menge von L-Formeln, ϕ eine L-Formel. Gilt
dann Φ |= ϕ, so existiert eine endliche Teilmenge Φ′ ⊆ Φ mit Φ′ |= ϕ. �

Es sei an dieser Stelle erwähnt, daß der Kompaktheitssatz auch ohne Zuhil-
fenahme eines logischen Kalküls auf rein semantischer Ebene sehr elegant mittels
einer Ultraproduktbildung bewiesen werden kann; wir werden einen solchen Beweis
in §9 kennenlernen.

Ferner erhalten wir aus dem Vollständigkeitssatz folgendes Korollar, das man
auch als eine ”abstrahierte“ Version dieses Satzes bezeichnen könnte:

Korollar 2.4.1. Sei L abzählbar und effektiv gegeben, Φ eine rekursiv aufzähl-
bare Menge von Formeln. Dann ist auch die Menge {ϕ : Φ |= ϕ} aller semantischen
Folgerungen aus Φ rekursiv aufzählbar.

Beweis. Sei {φn}n∈N eine rekursive Aufzählung von Φ. Da L abzählbar und
effektiv gegeben ist, ist die Menge der syntaktisch korrekten L-Formeln abzählbar
und rekursiv aufzählbar; sei {ϕn}n∈N eine rekursive Aufzählung dieser Menge. Wir
gehen nach dem bekannten “dove-tailing”-Algorithmus vor: Sei Φn (n ∈ N) die
Menge der ersten n Formeln von Φ, d.h. Φn = {φm : m ≤ n}. Damit generiere
man für n = 1, 2, 3, . . . sukzessive mit dem gemäß Vollständigkeitssatz existieren-
den vollständigen und korrekten Kalkül eine endliche Aufzählung aller Beweise der
Länge n mit Voraussetzungen aus Φn, die höchstens die Formeln ϕ1, . . . , ϕn ent-
halten, und notiere die jeweilige Endformel. �

Gelegentlich sind Umformulierungen des Kompaktheitssatzes leichter anzuwen-
den; wir werden v.a. die Varianten aus den folgenden beiden Korollaren verwenden.

Korollar 2.4.2. Sei Φ eine Menge von L-Formeln. Falls Φ kein Modell besitzt,
so existiert ein endliches Φ′ ⊆ Φ, so daß auch Φ′ kein Modell besitzt.

Beweis. Besitze Φ kein Modell. Wähle nun etwa ϕ := ¬(x = x). Dann gilt
trivialerweise Φ |= ϕ; also existiert nach dem Kompaktheitssatz ein endliches Φ′ ⊆
Φ mit Φ′ |= ϕ, d.h. Φ′ hat kein Modell. �

Oft ist es nützlich, den Formelbegriff etwas weiter zu fassen und auch beliebige
(auch unendliche) Konjunktionen und Disjunktionen zuzulassen: Sei {ϕi}i∈I eine
Familie von L-Formeln (I eine beliebige Indexmenge) mit zugehörigen Erweiterun-
gen ϕi(x1, . . . , xn). Dann nennen wir Formeln der Art∧

i∈I
ϕi ,

∨
i∈I

ϕi

L∞-Formeln, und definieren deren Semantik wie folgt: Sei A eine L-Struktur,
a1, . . . , an ∈ A; dann gelte

A |=

(∧
i∈I

ϕi

)
(a1, . . . , an),
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falls für alle i ∈ I gilt: A |= ϕi(a1, . . . , an), und

A |=

(∨
i∈I

ϕi

)
(a1, . . . , an),

falls es ein i ∈ I gibt derart, daß A |= ϕi(a1, . . . , an). (Insbesondere werden Kon-
junktionen mit leerer Indexmenge stets als wahr, Disjunktionen mit leerer Index-
menge stets als falsch interpretiert.)

Durch den Übergang von einer Sprache L der Logik erster Stufe zu L∞ erzielen
wir einen Zugewinn an Ausdrucksstärke (vgl. Übung nach Def. 2.7.2). In der Situa-
tion der folgenden Version des Kompaktheitssatzes handelt es sich jedoch lediglich
um eine Möglichkeit zur suggestiveren Notation:

Korollar 2.4.3. Sei Φ eine Menge von L-Sätzen, {ϕi}i∈I eine Familie von L-
Sätzen. Gilt Φ |=

∨
i∈I ϕi, so existiert ein endliches J ⊆ I mit Φ |=

∨
i∈J ϕi. (Man

beachte: Bei der letztgenannten Disjunktion handelt es sich um eine L-Formel.)

Beweis. Nach Voraussetzung hat Φ∪{¬ϕi : i ∈ I} kein Modell. Mit Kor. 2.4.2
folgt: Es gibt ein endliches J ⊆ I derart, daß Φ ∪ {¬ϕi : i ∈ J} kein Modell hat,
d.h. Φ |=

∨
i∈J ϕi. �

2.5. Vollständigkeit und Entscheidbarkeit

Wir definieren:

Definition 2.5.1. Eine Menge Φ von L-Formeln heißt vollständig, falls für
jeden L-Satz ϕ gilt: Φ |= ϕ oder Φ |= ¬ϕ. Φ heißt entscheidbar, falls die Menge
aller semantischen Folgerungen aus Φ entscheidbar (rekursiv) ist.

Den Zusammenhang zwischen Vollständigkeit und Entscheidbarkeit einer wi-
derspruchsfreien Formelmenge beleuchtet der folgende Satz. (Vgl. auch Def. 2.7.2
in §2.7.)

Satz 2.5.2. Sei Φ eine rekursiv aufzählbare und vollständige Formelmenge.
Dann ist Φ entscheidbar.

Beweis. Falls Φ inkonsistent ist, so ist Φ trivialerweise entscheidbar; sei also
nun Φ konsistent. Sei {ϕi}i∈N eine rekursive Aufzählung der Folgerungen von Φ. Sei
ϕ eine beliebiger L-Satz. Dann existiert wegen der Vollständigkeit von Φ ein i ∈ N,
so daß ϕ = ϕi oder ¬ϕ = ϕi. Erzeuge nun ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . , bis einer der beiden Fälle
eintritt. Dieses Verfahren entscheidet die Menge der semantischen Folgerungen aus
Φ. �

Übung. Man überlege sich, an welcher Stelle im zweiten Fall des vorstehenden
Beweises die Voraussetzung der Widerspruchsfreiheit von Φ einging.

2.6. Umgang mit Konstanten

Das zeitweilige Erweitern einer vorgegebenen Sprache L um einige Konstanten-
symbole, etwa einer Teilmenge B ⊆ A der Trägermenge einer Struktur A, zu der
Sprache L(B) ermöglicht es, in den L(B)-Formeln spezifisch auf die Objekte der
Struktur A Bezug zu nehmen; dieser freizügige Umgang mit um Konstanten ange-
reicherten, dann eventuell überabzählbaren Sprachen ist ein Charakteristikum, das
die Modelltheorie gegenüber der ”klassischen“ mathematischen Logik auszeichnet.
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Zudem sind Konstanten als Ersatz für freie Variablen in Formelmengen oft ein-
facher zu handhaben. Wir zeigen hier zwei zwar einfache, jedoch sehr praktische
Sätze zur Handhabung von Konstanten; zunächst ein bereits aus [25] bekannter
Satz (Theorem 2.4.2), eine Art semantisches Pendant des dort behandelten ”De-
duktionstheorems“:

Satz 2.6.1. Sei Φ eine Formelmenge in L, ϕ ein L-Satz, ψ eine L-Formel.
Dann gilt:

Φ ∪ {ϕ} |= ψ ⇔ Φ |= (ϕ→ ψ)

Beweis. Gelte zunächst Φ |= (ϕ → ψ). Sei ψ(x1, . . . , xn) eine erweiterte For-
mel zu ψ. Sei A eine L-Struktur, a1, . . . , an aus A. Gilt dann A |= Φ ∪ {ϕ}, so
A |= (ϕ → ψ)(a1, . . . , an), und damit A |= ψ(a1, . . . , an). Da a = (a1, . . . , an)
beliebig aus An war, gilt A |= ψ.

Sei nun umgekehrt Φ∪{ϕ} |= ψ vorausgesetzt. Sei A eine L-Struktur, und gelte
A |= Φ. Sei a1, . . . , an ∈ A mit A |= ϕ(a1, . . . , an); dann folgt, da ϕ Satz ist, A |= ϕ,
also A |= ψ(a1, . . . , an). Dies zeigt A |= (ϕ→ ψ). �

Nun zu den angekündigten Sätzen über den Umgang mit Konstanten:

Satz 2.6.2. Sei Φ eine Formelmenge in L, ϕ eine L-Formel, und c1, . . . , cn
seien L-Konstanten, die weder in Φ noch in ϕ vorkommen. Gilt

Φ |= ϕ[c1/x1, . . . , cn/xn],

so folgt

Φ |= ∀x1 · · · ∀xn


 ∧

1≤i,j≤n
ci=cj

xi = xj

→ ϕ

 .

Beweis. Sei A eine L-Struktur, und ϕ(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) Erweiterung von
ϕ. Betrachte die Stelle (a1, . . . , an, b1, . . . , bm) in A. Gelte A |= Φ und ai = aj für
1 ≤ i, j ≤ n mit ci = cj . Man ändere nun A zu einer Struktur B durch Modifikation
von cAi : Setze cBi := ai für i = 1, . . . , n. (Dies ist offenbar wohldefiniert.) Dann
gilt immer noch B |= Φ, und daher B |= ϕ

(
cB1 , . . . , c

B
n , b1, . . . , bm

)
, also B |=

ϕ(a1, . . . , an, b1, . . . , bm), und somit A |= ϕ(a1, . . . , an, b1, . . . , bm). �

Korollar 2.6.3. Sei Φ eine Formelmenge in L, ϕ eine L-Formel, und seien
c1, . . . , cn paarweise verschiedene L-Konstanten, die weder in Φ noch in ϕ vorkom-
men. Gilt Φ |= ϕ[c1/x1, . . . , cn/xn], so folgt Φ |= ∀x1 · · · ∀xn (ϕ). �

Korollar 2.6.4. Sei Φ eine Formelmenge in L, ϕ, ψ Formeln; c1, . . . , cn seien
paarweise verschiedene Konstanten in L, die weder in Φ noch in ϕ oder ψ vorkom-
men. Dann gilt: Aus

Φ |=
(
ϕ[c1/x1, . . . , cn/xn]→ ψ

)
folgt

Φ |=
(
∃x1 · · · ∃xn (ϕ)→ ψ

)
.

Beweis. O.B.d.A. nehmen wir an, daß x1, . . . , xn nicht in ψ vorkommen. Nach
Voraussetzung gilt dann Φ |= (ϕ → ψ)[c1/x1, . . . , cn/xn]. Nach dem eben bewie-
senen Kor. 2.6.3 folgt nun: Φ |= ∀x1 · · · ∀xn(ϕ → ψ). Da nun ∀x1 · · · ∀xn(ϕ → ψ)
logisch äquivalent ist zu ¬∃x1 · · · ∃xn(ϕ)∨ψ, ergibt sich Φ |=

(
∃x1 · · · ∃xn(ϕ)→ ψ

)
,

wie gewünscht. �
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2.7. Einige Definitionen. Theorien und elementare Klassen

Sei L eine Sprache erster Stufe. Wir definieren einige Formelmengen:

Definition 2.7.1. Sei n ∈ N0.
(i) Es bezeichne At = AtL die Menge der atomaren Formeln, Ba = BaL

die Menge der Basisformeln (d.h. der atomaren und negiert atomaren
Formeln), Qf = QfL die Menge der quantorenfreien Formeln, Sa = SaL
die Menge der Sätze und schließlich Fo = FoL die Menge aller Formeln
über L.

(ii) Bekanntlich heißt ferner ϕ ∈ Fo pränex, falls ϕ von der Gestalt

ϕ = Q1x1 · · ·Qnxn(ψ)

mit Qi ∈ {∃,∀} und quantorenfreiem ψ ∈ Qf; man nennt ψ häufig den
Kern von ϕ.

(iii) Die Menge der existentiellen Formeln ∃1 = (∃1)L bestehe aus allen präne-
xen Formeln

∃x1 · · · ∃xn(ψ)
mit ψ ∈ Qf; analog sei ∀1 = (∀1)L die Menge aller universellen Formeln,
d.h. aller Formeln der Bauart

∀x1 · · · ∀xn(ψ)

mit ψ ∈ Qf. Wir schreiben des öfteren nur kurz ∀x(ψ) bzw. ∃x(ψ) mit
x = (x1, . . . , xn) für ∀x1 · · · ∀xn(ψ) bzw. ∃x1 · · · ∃xn(ψ).

(iv) Allgemein enthalte für m ∈ N0 die Menge ∃m = (∃m)L alle Formeln

∃∀∃ · · ·︸ ︷︷ ︸
m Blöcke

(ψ)

mit quantorenfreiem Kern ψ, wobei ∃ bzw. ∀ hier jeweils für einen Block
existenz- bzw. allquantifizierter Variablen ∃x1 · · · ∃xn bzw. ∀x1 · · · ∀xn
stehe. Analog sei ∀m = (∀m)L definiert. Die vorstehende Bemerkung zur
abkürzenden Schreibweise mittels Tupeln x von Variablen x1, . . . , xn gilt
sinngemäß auch hier.

Übung. Man gebe ein Axiomensystem für die Gruppentheorie an, und zwar:
(i) Über der Sprache L = {1, ·,−1} mittels ∀1-Sätzen;
(ii) über der Sprache L = {1, ·} mit ∀2-Sätzen;
(iii) über der Sprache L = { · } mit ∃3-Sätzen.

Wir kommen nun zu den im folgenden zentralen Begriffen der Modellklasse,
der Theorie und der elementaren Klasse.

Definition 2.7.2. Sei Φ eine Menge von L-Sätzen, K eine Klasse von L-Struk-
turen. Dann sei

Mod(Φ) := {A : A L-Struktur, A |= Φ}
die Klasse aller Modelle von Φ und

Th(K) := {ϕ ∈ SaL : K |= ϕ}
die Theorie von K. K heißt eine elementare Klasse (im weiteren Sinne), falls eine
Satzmenge Φ in L existiert mit K = Mod(Φ). Φ heißt eine L-Theorie, falls Φ
widerspruchsfrei ist in dem Sinne, daß für keine L-Formel ϕ gilt Φ |= (ϕ∧¬ϕ), und

10



deduktiv abgeschlossen ist in dem Sinne, daß für alle L-Sätze ϕ mit Φ |= ϕ folgt,
daß ϕ ∈ Φ.

Th({A}) mit einer einzelnen L-Struktur A kürzt man als Th(A) ab, entspre-
chend Mod({ϕ}) als Mod(ϕ) mit ϕ ∈ SaL. Th(K) für K 6= ∅ ist stets eine L-Theorie
gemäß obiger Definition.

Beispiel. Sei L = ∅ und K die Klasse aller endlichen Mengen. Dann ist K

nicht elementar.

Beweis. Wir nehmen zu L die abzählbar vielen Konstanten {ci}i∈N hinzu
und erhalten eine neue Sprache L′. Ist K elementar, etwa K = Mod(Φ) mit einer
Formelmenge Φ in L, so gilt (in L′):

Φ |=
∨
i<j

ci = cj

Mit der Variante 2.4.3 des Kompaktheitssatzes erhält man die Existenz einer end-
lichen Teildisjunktion

∨
i<j≤n ci = cj (mit n ∈ N), so daß

Φ |=
∨

i<j≤n

ci = cj .

Kor. 2.6.3 zum Umgang mit Konstanten liefert dann

Φ |= ∀x1 · · · ∀xn

 ∨
i<j≤n

xi = xj

 .

Das besagt aber: Jedes A ∈ K, d.h. jede endliche Menge, hat n − 1 oder weniger
Elemente, was absurd ist. �

Übung. Man zeige, daß die Klasse der zusammenhängenden (azyklischen, un-
gerichteten) Graphen über einer Sprache L = {R} mit einem einzigen zweistelligen
Relationssymbol R keine elementare Klasse ist. Man folgere, daß keine L-Formel
ϕ(x, y) existiert, so daß für alle azyklischen ungerichteten Graphen G, g, g′ ∈ G ge-
nau dann in derselben Zusammenhangskomponente von G liegen, wenn G |= ϕ(g, g′)
gilt, es jedoch eine L∞-Formel ψ(x, y) mit dieser Eigenschaft gibt.

Übung. Kann man die Klasse der Gruppen (der Körper) in der Sprache L =
{1, ·} (der Sprache L = {0, 1,+,−, ·}) durch universelle Sätze axiomatisieren? Gibt
es eine Menge Φ von universellen L-Sätzen derart, daß für jede endliche L-Struktur
A gilt: A ist genau dann eine Gruppe (ein Körper), wenn A |= Φ?

Mod( · ) und Th( · ) bilden eine Galois-Verbindung, d.h. es gilt
(i) Φ ⊆ Φ′ ⇒ Mod(Φ) ⊇ Mod(Φ′),
(ii) K ⊆ K′ ⇒ Th(K) ⊇ Th(K′),
(iii) Φ ⊆ Th(Mod(Φ)),
(iv) K ⊆ Mod(Th(K))

für alle Satzmengen Φ,Φ′ und alle Klassen K,K′ von L-Strukturen. Damit erhält
man unmittelbar:

Proposition 2.7.3. Die Abbildungen Mod ◦Th und Th ◦Mod sind Hüllenope-
ratoren, d.h. wachsend, monoton und idempotent:

(i) Für alle Klassen K,K′ von L-Strukturen gilt:
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(a) K ⊆ Mod(Th(K)),
(b) K ⊆ K′ ⇒ Mod(Th(K)) ⊆ Mod(Th(K′)),
(c) Mod(Th(Mod(Th(K)))) = Mod(Th(K));

(ii) Für alle L-Satzmengen Φ,Φ′ gilt:
(a) Φ ⊆ Th(Mod(Φ)),
(b) Φ ⊆ Φ′ ⇒ Th(Mod(Φ)) ⊆ Th(Mod(Φ′)),
(c) Th(Mod(Th(Mod(Φ)))) = Th(Mod(Φ)).

Ferner gilt für Klassen K von L-Strukturen und widerspruchsfreie L-Satzmengen
Φ:

(i) K ist elementar genau dann, wenn K = Mod(Th(K)),
(ii) Φ ist eine Theorie genau dann, wenn Φ = Th(Mod(Φ)).

Mod( · ), Th( · ) vermitteln eine Bijektion zwischen der Gesamtheit der nichtleeren
elementaren Klassen und den Theorien. �

Übung. Man beweise Prop. 2.7.3.

Theorien und elementare Klassen sind also zwei verschiedene, einander entspre-
chende Aspekte ein und desselben Konzepts. Vollständige Theorien sind besonders
interessant:

Satz 2.7.4. Sei Φ eine L-Theorie. Dann sind folgende Eigenschaften äquiva-
lent:

(i) Φ ist vollständig.
(ii) Φ ist eine maximale L-Theorie.
(iii) Φ = Th(A) für alle A |= Φ.
(iv) Φ = Th(A) für ein A |= Φ.

Beweis. Zu (i) ⇒ (ii): Ist Ψ ⊃ Φ eine Theorie und etwa ψ ∈ Ψ \Φ, so ist also
ψ /∈ Φ, somit ¬ψ ∈ Φ ⊆ Ψ, und damit ψ ∧ ¬ψ ∈ Ψ, Widerspruch.

Zu (ii) ⇒ (iii): Ist A |= Φ, so Φ ⊆ Th(A), also Φ = Th(A) aufgrund der
Maximalität von Φ.

Zu (iii) ⇒ (iv): Trivial, da jede widerspruchsfreie Satzmenge Φ ein Modell
besitzt. (Hätte Φ kein Modell, so gälte nach Definition der Modellbeziehung stets
Φ |= ϕ für alle L-Formeln ϕ.)

Zu (iv) ⇒ (i): Trivial. �

Da jede widerspruchsfreie Menge von L-Formeln ein Modell hat, folgt:

Korollar 2.7.5. (Satz von Lindenbaum, nach [159]) Jede widerspruchsfreie
Menge Φ von L-Sätzen ist in einer vollständigen L-Theorie enthalten, der Ver-
vollständigung von Φ. �
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KAPITEL 3

Persistenz und die Diagrammethode

In diesem Abschnitt sei L eine beliebige Sprache der Logik erster Stufe.

3.1. Persistenz und Abschlüsse von Formelmengen

Vor dem ersten wesentlichen Resultat über die Persistenz logischer Formeln unter
Erweiterungen zwischen L-Strukturen haben wir einige technische Vorbereitungen
zu treffen.

Definition 3.1.1. Seien A und C L-Strukturen, B eine nichtleere Teilmenge
von A, und h : B → C eine Abbildung. Sei ferner ϕ eine L-Formel mit Erweiterung
ϕ(x1, . . . , xn). Wir sagen, h erhält ϕ oder auch ϕ ist persistent unter h, falls für
alle a1, . . . , an ∈ B gilt: Wenn A |= ϕ(a1, . . . , an), so folgt C |= ϕ(h(a1), . . . , h(an)).

Eine Menge Φ von L-Formeln ist persistent unter h, falls alle ϕ ∈ Φ unter h
erhalten bleiben.

h heißt eine elementare Abbildung, falls A = B und h die Menge FoL aller
Formeln erhält.

Bemerkungen.

(i) Wie man sich sehr leicht überzeugt, ist diese Definition der Persistenz
einer Formel ϕ unabhängig von der Wahl der Erweiterung ϕ(x1, . . . , xn)
von ϕ.

(ii) Man kann die auf der Teilmenge B der Trägermenge A von A definierte
Funktion h auch als eine bzgl. A partielle Abbildung ansehen; h ist dann
eine totale Abbildung, falls B = A gilt.

Beispiele. Seien A, C L-Strukturen und h : A→ C eine Abbildung. Dann gilt
(vgl. [25], 1.3.2):

(i) h ist ein Homomorphismus zwischen A und C genau dann, wenn h alle
atomaren L-Formeln erhält.

(ii) h ist ein strikter Homomorphismus von A nach C genau dann, wenn h
alle atomaren L-Formeln sowie alle negierten Prädikate erhält.

(iii) h ist ein injektiver Homomorphismus von A nach C, genau wenn h alle
atomaren Formeln und alle negierten Gleichungen erhält.

(iv) h ist eine Einbettung von A in C genau dann, wenn h alle Basisformeln,
d.h. alle atomaren und negiert atomaren L-Formeln erhält.

Wir wollen nun im folgenden zeigen, daß eine Φ-erhaltende Abbildung h : B →
C (wobei wieder Φ eine L-Formelmenge, A und C L-Strukturen und B eine Teil-
menge von A seien) sogleich Boolesche Kombinationen — und bei weitergehenden
Annahmen über h sogar auch All- und Existenzabschlüsse — der Formeln aus Φ
erhält. Dazu definieren wir zunächst allgemein den Abschluß einer Formelmenge.

13



Definition 3.1.2. Sei Φ eine Menge von L-Formeln, sowie Ω ⊆ {¬,∧,∨,∃,∀}.
Der Abschluß von Φ unter Ω ist definiert als die kleinste Menge Φ′ von L-Formeln
derart, daß Φ′ ⊇ Φ und Φ′ abgeschlossen ist unter den logischen Operationen aus
Ω.

Beispiele. Wie beziehen uns wieder auf die zugrundeliegende Sprache L und
betrachten die Formelmengen At = AtL, Ba = BaL, Fo = FoL und Qf = QfL.

(i) Die Menge Qf der quantorenfreien Formeln ist der Abschluß der Menge
der atomaren Formeln unter {∧,∨,¬}.

(ii) Die Menge Fo aller Formeln über L ist der Abschluß der Menge der
atomaren Formeln unter {∧,∨,¬,∃,∀}.

(iii) Sei Ba′ der Abschluß der Menge aller L-Basisformeln unter {∧,∨,∃}.
Dann ist jede Formel in Ba′ logisch äquivalent zu einer existentiellen
Formel, und umgekehrt ist jede existentielle L-Formel in Ba′ enthalten;
bis auf logische Äquivalenz ist also der Abschluß von Ba unter {∧,∨,∃}
nichts anderes als die Menge ∃1.

Lemma 3.1.3. Sei Φ eine Menge von L-Formeln, A und C L-Strukturen, B ⊆ A,
und h : B → C eine Φ-erhaltende Funktion. Dann erhält h auch den Abschluß von
Φ unter {∧,∨}, und falls zusätzlich A = B gilt (d.h. h eine totale Funktion auf A
ist), auch den Abschluß von Φ unter {∧,∨,∃}.

Beweis. Sei Φ′ der Abschluß von Φ unter {∧,∨} bzw. (falls A = B) unter
{∧,∨,∃}. Wir beweisen die Aussage durch Induktion über den Aufbau der Formeln
aus Φ′; der Induktionsschritt lautet: Sind ϕ,ψ ∈ Φ′ persistent unter h, so auch ϕ∧ψ,
ϕ∨ψ und (im Fall A = B) ∃x(ϕ). Für ∧, ∨ ist dies trivial. Sei ϕ(x1, . . . , xn, x) eine
Erweiterung von ϕ, und gelte A |= ∃x(ϕ)(a1, . . . , an) für (a1, . . . , an) ∈ An; dies
ist d.u.n.d. der Fall, wenn es ein a ∈ A gibt mit A |= ϕ(a1, . . . , an, a). Damit folgt
C |= ϕ(h(a1), . . . , h(an), h(a)), also C |= ∃x(ϕ)(h(a1), . . . , h(an)). �

Definition 3.1.4. Eine existentielle Formel über L heißt positiv existentiell,
falls sie keine Negationen enthält; die Menge der positiv existentiellen L-Formeln
schreibt man als ∃+ = (∃+)L.

Bemerkung. Bis auf logische Äquivalenz sind die positiv existentiellen For-
meln gerade die Formeln aus dem Abschluß von At unter {∧,∨,∃}.

Beispiele.

(i) Jeder Homomorphismus erhält alle positiv existentiellen Formeln.
(ii) Jede Einbettung erhält alle existentiellen Formeln.

Die Aussage aus Lemma 3.1.3 kann natürlich etwas verschärft werden, wenn
man weiß, daß h surjektiv ist:

Lemma 3.1.5. Sei Φ eine Menge von L-Formeln, A und C L-Strukturen, B ⊆ A,
und h : B → C eine surjektive Φ-erhaltende Funktion. Dann erhält h auch den
Abschluß von Φ unter {∧,∨,∀}, und falls zusätzlich A = B gilt, auch den Abschluß
von Φ unter {∧,∨,∀,∃}.

Beweis. Analog zum Beweis von 3.1.3. Zu zeigen ist nur noch: Ist ϕ persistent
unter h, so auch ∀x(ϕ). Sei dazu ϕ(x1, . . . , xn, x) wieder eine Erweiterung von ϕ,
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sowie a1, . . . , an ∈ B mit A |= ∀x(ϕ)(a1, . . . , an). Sei c ∈ C; dann existiert ein b ∈ B
mit h(b) = c. Damit A |= ϕ(a1, . . . , an, b), und also:

C |= ϕ(h(a1), . . . , h(an), h(b)) = ϕ(h(a1), . . . , h(an), c)

Da c ∈ C beliebig war, folgt C |= ∀x(ϕ)(h(a1), . . . , h(an)). �

Wir wenden dieses Lemma nun auf AtL und BaL an. Zuerst jedoch:

Definition 3.1.6. Der Abschluß der Menge AtL aller atomaren Formeln über L
unter {∧,∨,∃,∀} wird als die Menge Pos = PosL der positiven Formeln bezeichnet.

Beispiele. Seien A, C L-Strukturen. Dann erhalten wir sofort aus Lemma
3.1.5:

(i) Ist h : A → C ein surjektiver Homomorphismus, so erhält h die Menge
Pos.

(ii) Ist h : A→ C ein Isomorphismus, so erhält h alle L-Formeln.

3.2. Elementare Erweiterungen

Wir spezialisieren uns nun auf den Fall, daß für L-Strukturen A, C mit A ⊆ C der
Inklusionshomomorphismus A ↪→ C eine Formel ϕ bzw. eine Formelmenge Φ erhält.

Definition 3.2.1. Seien A, C L-Strukturen mit A ⊆ C, sowie ϕ eine L-Formel
und Φ eine Menge von L-Formeln. Dann sagen wir, die Erweiterung A ⊆ C erhalte
ϕ (bzw. Φ) oder auch A ⊆ C ist eine ϕ- (bzw. Φ-) Erweiterung, falls id : A→ C die
Formel ϕ (bzw. die Formelmenge Φ) erhält, und schreiben dafür A �

ϕ
C oder A �ϕ C

(bzw. A �
Φ

C oder A �Φ C). Man nennt A oft auch eine ϕ- (bzw. Φ-) Substruktur

von C.
Eine Erweiterung A ⊆ C heißt elementare Erweiterung, falls sie alle Formeln

erhält; dafür schreibt man dann A � C.

(Der Begriff der elementaren Erweiterung rührt von Tarski und Vaught her
[169].)

Beispiel. Jede Erweiterung A ⊆ C zwischen L-Strukturen A, C ist eine Ba-
Erweiterung (siehe [25], Lemma 1.2.7) und somit auch eine ∃1-Erweiterung.

Der folgende Satz ist oft hilfreich beim Nachweis, daß eine Struktur elementare
Substruktur einer anderen ist.

Satz 3.2.2. (Tarski-Vaught-Test, [169]) Seien A, B L-Strukturen. Dann ist
A � B genau dann, wenn A ⊆ B und gilt:

(TV) Für alle n ∈ N0, ϕ(x,x), x = (x1, . . . , xn) und a ∈ An: Ist (B, A) |=
∃x(ϕ)[a/x], so existiert ein b ∈ A mit B |= ϕ(b,a).

Beweis. Daß A � B die angegebene Bedingung impliziert, ist trivial. Umge-
kehrt zeigen wir durch Induktion über den Formelaufbau, daß für alle erweiterten
L-Formeln ψ(y1, . . . , ym) gilt: Ist a ∈ Am, so gilt A |= ψ(a) genau dann, wenn
B |= ψ(a). Für atomare Formeln ψ ist dies klar wegen A ⊆ B. Im Induktionsschritt
ist einzig der Fall ψ(y) = ∃(ϕ(x,y)) nichttrivial. Aber nun gilt (A, A) |= ∃x(ϕ)[a/x]
d.u.n.d., wenn ein b ∈ A existiert mit A |= ϕ(b,a), was nach Induktionsvorausset-
zung gleichbedeutend ist mit B |= ϕ(b,a) für ein b ∈ A, und das nach Voraussetzung
(TV) mit (B, A) |= ∃x(ϕ)[a/x]. �
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Korollar 3.2.3. Sei B eine L-Struktur.
(i) Sei A ⊆ B, A 6= ∅ derart, daß (TV) erfüllt ist. Dann ist 〈A〉B � B eine

elementare Substruktur mit Universum A.
(ii) Sei C ⊇ B. Gibt es für jede endliche Teilmenge A ⊆ B und jedes c ∈ C

einen A punktweise festlassenden Automorphismus von C mit f(c) ∈ B,
so folgt B � C.

Beweis. Für (i) wende den Tarski-Vaught-Test auf die Formeln x = c (c Kon-
stante von L) und x = f(a1, . . . , an) (f ein n-stelliges Operationssymbol aus L,
a1, . . . , an ∈ A) an.

Zu (ii) verwende ebenfalls Tarski-Vaught: Sei ϕ(x, x1, . . . , xn) eine L-Formel,
b ∈ Bn mit (C, C) |= ∃x(ϕ)[b/x]; zu zeigen ist die Existenz eines c ∈ B mit C |=
ϕ(c,b). Wir erhalten zunächst nur die Existenz eines c ∈ C mit C |= ϕ(c,b). Wähle
aber nun f : C

∼=→ C, f |{b1, . . . , bn} = id mit f(c) ∈ B. Es folgt C |= ϕ(f(c), f(b)),
d.h. C |= ϕ(f(c),b). �

Übung. Sei (Q, <Q) bzw. (R, <R) die Ordnung der rationalen bzw. reellen Zah-
len als {<}-Strukturen. Zeige mit Kor. 3.2.3, (ii), daß (Q, <Q) � (R, <R). Beweise
anhand von (N, <N), daß (ii) nicht umkehrbar ist. (Hinweis: Satz von Löwenheim-
Skolem-Tarski, [25], Satz 2.4.17, oder §9.4.)

3.3. Eine naive Vermutung zur Persistenz

Wir interessieren uns nun für folgende Fragestellung: Gegeben sei eine Klasse K

von L-Strukturen und eine L-Formel ϕ, welche unter allen Erweiterungen zwischen
Strukturen in K persistent ist; obiges Beispiel (nach Def. 3.1.4) legt dann die Vermu-
tung nahe: Jede solche Formel ϕ ist in K äquivalent zu einer existentiellen Formel,
d.h. es gibt ein ψ ∈ ∃1 derart, daß K |= (ϕ ↔ ψ). Diese ist jedoch i.a. falsch, wie
das folgende Gegenbeispiel demonstriert.

Beispiel. Betrachte L = {R} mit dem binären (infix notierten) Relationssym-
bol R. Wir wiederholen einige Grundbegriffe der Graphentheorie: Sei G ein Graph,
d.h. eine L-Struktur derart, daß G die beiden Axiome

∀x(¬(xRx)) und ∀x∀y(xRy ↔ yRx)

(Azyklizität und Ungerichtetheit) erfüllt; die Elemente v ∈ G nennen wir Knoten.
Ein Weg in G ist eine endliche Folge w = (v0, v1, . . . , vn) von Knoten derart, daß
v0R

Gv1, v1R
Gv2, . . . , vn−1R

Gvn; die Zahl n ∈ N0 heißt die Länge des Wegs w. w
heißt geschlossen oder ein Kreis in G, falls v0 = vn und n > 0 ist. (Offensichtlich hat
jeder Kreis eine Länge von mindestens 2.) Wir sagen, w sei ein echter Kreis, falls
w ein Kreis einer Länge n ≥ 3 ist, so daß nur Anfangs- und Endpunkt desselben
übereinstimmen, falls also für alle 0 ≤ i < j ≤ n mit vi = vj folgt: i = 0, j = n.
Wir nennen ferner G kreisfrei, falls es in G keinen echten Kreis gibt, und zusam-
menhängend, falls es zu zwei Knoten v, v′ ∈ G stets einen Weg w = (v0, v1, . . . , vn)
mit v0 = v und vn = v′ gibt. Zusammenhängende, kreisfreie Graphen nennt man
Bäume. Einelementige Bäume nennen wir trivial.

Sei B die Klasse aller nichttrivialen Bäume, und sei

ϕ(x, y) := ¬∃z(xRz ∧ zRy).

(ϕ besagt anschaulich: ”Die Knoten x und y sind nicht durch einen Weg der Länge
2 miteinander verbindbar.“) Wir behaupten nun:
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Proposition 3.3.1. ϕ ist persistent unter Erweiterungen in B.

Beweis. Seien G ⊆ H Graphen in B, und a, b ∈ G mit G |= ϕ(a, b). Dann
existiert ein a und b verbindender Weg (a = v0, v1, . . . , vn = b) minimaler Länge
in G; es ist nach Voraussetzung n 6= 2. Angenommen nun, in H existiere ein c
mit aRHcRHb; dann ist c /∈ G, und (v0, . . . , vn, c, v0) ist ein echter Kreis in H, im
Widerspruch zur Kreisfreiheit von H ∈ B. Damit auch H |= ϕ(a, b). �

Übung. Man zeige, daß ϕ(x, y) in B äquivalent zu einer unendlichen Disjunk-
tion ψ(x, y) ∈ L∞ von existentiellen Formeln ist.

Jedoch gilt:

Proposition 3.3.2. Es gibt keine existentielle L-Formel ψ(x, y), die in B äqui-
valent ist zu ϕ(x, y).

Beweis. Angenommen, es gäbe ein derartiges ψ(x, y). Sei ψ von der Form

ψ = ∃z1 · · · ∃zn
(
%(x, y, z1, . . . , zn)

)
,

wobei % quantorenfrei, n ∈ N0. Wir betrachten den Graphen G = (G,RG) mit
G := {0, 1, . . . , n+ 3} und

RG :=
{

(0, 1), (1, 2), . . . , (n+ 2, n+ 3)
}
∪
{

(1, 0), (2, 1), . . . , (n+ 3, n+ 2)
}
.

Es ist G ∈ B, und G |= ϕ(a, b) für a := 0, b := n+3. Nach Annahme gilt G |= ψ(a, b),
d.h. es gibt j1, . . . , jn ∈ {0, . . . , n+ 3} derart, daß

G |= %(a, b, j1, . . . , jn).

Sei nun G0 derjenige Teilgraph von G mit Universum {a, b, j1, . . . , jn}, und sei
H ⊇ G0 definiert durch

H := G0 ∪ {c}, c > n+ 3 und RH := RG∪
{

(a, c), (c, b), (c, a), (b, c)
}
,

also aRHcRHb. In G0 existiert kein Weg von a nach b, da |G0| ≤ n+2 < n+4 = |G|.
H ist folglich kreisfrei. Erweitere nun H zu einem zusammenhängenden, kreisfrei-
en Graphen mit gleicher Knotenmenge H = {a, b, c, j1, . . . , jn} (durch ”Auffüllen“
aller bis auf eine ”Lücke“ in G0 durch Wege der Länge 1); sei H1 der so entstan-
dene Graph. Nach Konstruktion ist einerseits H1 ∈ B und H1 |= ¬ϕ(a, b), aber
andererseits auch H1 |= ψ(a, b), wie man sich leicht überlegt. �

Damit haben wir zwar zunächst nur gezeigt, daß es keine existentielle L-Formel
in denselben freien Variablen gibt, die zu ϕ äquivalent ist. Ist aber ψ(x, y, z1, . . . , zn)
irgendeine in B zu ϕ(x, y) äquivalente L-Formel, so ist auch ψ[x/z1, . . . , x/zn] eine
existentielle L-Formel in den freien Variablen x, y, die in B zu ϕ äquivalent ist, im
Widerspruch zu Prop. 3.3.2.

Wir haben anhand dieses ausführlichen Beispiels gesehen, daß für beliebige
Klassen K von Strukturen die Persistenz einer Formel ϕ unter Erweiterungen in K

zwar notwendig, aber nicht hinreichend für die Eigenschaft von ϕ, in K gleichwertig
mit einer existentiellen Formel zu sein, ist. Für elementare Klassen K von Struk-
turen ist die Situation aber anders; dies ist der Inhalt des ersten wichtigen Satzes
dieser Vorlesung, für dessen Herleitung wir jedoch noch ein für die Modelltheorie
zentrales Hilfsmittel brauchen, die sog. Diagrammethode.
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3.4. Das Diagrammlemma

Wie bereits in §2.2 rekapituliert, bezeichnet L(B) für eine Menge B — typischerwei-
se eine Teilmenge einer L-Struktur A — die durch Hinzunahme neuer Konstanten b
für alle Elemente b von B erweiterte Sprache, und (A, B) die natürliche Expansion

von A zu einer L(B)-Struktur A′, d.h. b
A′

:= b für alle b ∈ B. Ferner bezeichnen wir
mit Φ(B) für eine Formelmenge Φ über L die Menge aller L(B)-Sätze, die man aus
den Formeln ϕ ∈ Φ durch Ersetzen der in ϕ frei vorkommenden Variablen durch
Konstanten b mit b ∈ B erhalten kann.

Definition 3.4.1. Sei A eine L-Struktur, B ⊆ A und Φ eine Menge von L-
Formeln. Dann heißt

DΦ(A, B) := {ϕ ∈ Φ(B) : (A, B) |= ϕ}
das Φ-Diagramm von (A, B). Ist speziell Φ = Ba, so heißt

D(A, B) := DBa(A, B)

das Diagramm von (A, B). Ist Φ = Fo, so ist offensichtlich DΦ(A, B) = Th(A, B)
die (elementare) Theorie von (A, B). (Vgl. Def. 2.7.2.)

Beispiel.

(i) Sei A := C über der Sprache L = {0, 1,+,−, ·}, B := ∅, Φ := Ba.
Dann enthält DΦ(A, B) = D(C,∅) alle korrekten Gleichungen und Un-
gleichungen zwischen ganzen Zahlen, repräsentiert durch konstante Ter-
me. D(A,C) ”kodiert“ C bis auf Isomorphie.

(ii) Die bekannten Multiplikationstafeln von (beispielsweise endlichen) Grup-
pen (”Cayleytafeln“) sind im wesentlichen nichts anderes als Diagramme
in besonders übersichtlicher Anordnung.

Seien A und C L-Strukturen, B ⊆ A, Φ eine Formelmenge. Dann sagen wir,
C läßt sich zu einem Modell des Diagramms DΦ(A, B) expandieren, falls es eine
L(B)-Expansion C′ von C gibt, so daß C′ |= DΦ(A, B). Damit können wir nun
das Diagrammlemma formulieren, das Persistenzeigenschaften zwischen A und C in
termini des Diagramms von (A, B) auszudrücken gestattet:

Diagrammlemma. Seien A, C L-Strukturen, B ⊆ A, Φ eine Formelmenge.
Dann sind äquivalent:

(i) Es existiert eine Φ-erhaltende Abbildung h : B → C.
(ii) C läßt sich zu einem Modell C′ von DΦ(A, B) expandieren.

Bei (i) ⇒ (ii) gilt dabei b
C′

:= h(b) für alle b ∈ B, bei (ii) ⇒ (i) gilt h(b) := b
C′

für alle b ∈ B.

Beweis. (i) ⇒ (ii): Definiere C′ durch b
C′

:= h(b) für alle b ∈ B als L(B)-
Expansion von C. Sei nun ϕ ∈ Φ so daß ψ := ϕ[b1/x1, . . . , bn/xn] ∈ Φ(B). Falls
(A, B) |= ψ, so folgt A |= ϕ(b1, . . . , bn), also C |= ϕ(h(b1), . . . , h(bn)), somit C′ |= ψ,
d.h. C′ |= DΦ(A, B).

(ii) ⇒ (i): Definiere h : B → C durch h(b) := b
C′

für alle b ∈ B. Sei ϕ ∈ Φ mit
Erweiterung ϕ(x1, . . . , xn) und a1, . . . , an ∈ B, so daß A |= ϕ(a1, . . . , an). Definiere
nun ψ := ϕ[a1/x1, . . . , an/xn]; dann gilt (A, B) |= ψ, m.a.W. ψ ∈ DΦ(A, B). Es
folgt C′ |= ψ, und nach Definition von h also C |= ϕ(h(a1), . . . , h(an)). h erhält
somit Φ. �

18



Mittels einer geeigneten kanonischen isomorphen Identifizierung kann man im
folgenden stets annehmen, daß im Fall Ba ⊆ Φ, A = B ein C, welches eine der
beiden äquivalenten Bedingungen des Diagrammlemmas erfüllt, bereits A als Φ-
Substruktur enthält; dies ist ein Spezialfall des folgenden Korollars.

Korollar 3.4.2. Seien A, C L-Strukturen, B ⊆ A, Φ eine Menge von L-
Formeln mit Ba ⊆ Φ, sowie C′ eine Expansion von C zu einem Modell von DΦ(A, B).
Dann existiert eine zu C isomorphe L-Struktur D mit D ⊇ B, so daß id : B → D
Φ-erhaltend ist.— Insbesondere gilt also im Fall A = B: Erfüllen A, C, Φ die
Voraussetzungen des Diagrammlemmas, so kann man stets ein D ∼= C mit A �

Φ
D

wählen.

Beweis. Nach dem Diagrammlemma existiert eine Φ-erhaltende Abbildung
h : B → C. h besitzt eine eindeutig bestimmte Fortsetzung zu einer Einbettung
h : 〈B〉 ↪→ C. Insbesondere ist h(〈B〉) isomorph zu 〈B〉. D entsteht aus C, indem
man jedes h(c) durch sein Urbild c ersetzt (c ∈ 〈B〉). Dann gilt D ∼= C, B ⊆ D, und
id: B → D ist Φ-erhaltend, da h : B → C Φ-erhaltend ist. �

3.5. Das Kriterium von Henkin

Eine Anwendung der Diagrammethode:

Korollar 3.5.1. (Henkins Kriterium, [81]) Sei K eine elementare Klasse von
L-Strukturen, A eine L-Struktur. Genau dann kann A zu einer Struktur aus K

erweitert werden, wenn dies lokal der Fall ist, d.h. wenn jede endlich erzeugte Sub-
struktur von A zu einer Struktur aus K erweitert werden kann.

Beweis. Nur der Schluß vom Lokalen aufs Globale muß bewiesen werden.
Sei K = Mod(Σ), Σ eine L-Satzmenge. Betrachte Φ := Σ ∪ D(A, A). Nach dem
Diagrammlemma und dem Kompaktheitssatz reicht es zu zeigen, daß jede end-
liche Teilmenge von Φ ein Modell besitzt. Jede solche ist aber in einer Menge
Φ0 := Σ ∪ D(A0, A0) enthalten, wobei A0 eine endlich erzeugte Substruktur von
A ist. Nach Voraussetzung hat Φ0 aber stets ein Modell. �

Beispiele.

(i) Jede Halbordnung kann zu einer linearen Ordnung fortgesetzt werden.
(Szpilrajn, [157])

(ii) Jede lineare Ordnung kann in eine dichte lineare Ordnung eingebettet
werden.

(iii) Jede abelsche Gruppe kann in eine teilbare abelsche Gruppe eingebettet
werden (vgl. auch Kor. 7.8.12, Prop. 7.8.13). (Erinnerung: Eine abelsche
Gruppe G heißt teilbar, falls für alle g ∈ G ein g′ ∈ G und ein n ∈ N
existieren mit ng′ = g′ + g′ + · · ·+ g′ = g.)

Beweis. (ii) ist klar. (Betrachte die dichte lineare Ordnung (Q, <).)
Zu (i): Es genügt zu zeigen, daß jede partiell geordnete Menge (M,<) in eine

linear geordnete Menge (M ′, <′) eingebettet werden kann, denn (M,<′|M ×M)
ist dann eine lineare Ordnung, die < auf M fortsetzt. Nach Henkins Kriterium
können wir M als endlich annehmen, etwa M = {m0, . . . ,mn} mit |M | = n+ 1 für
n ∈ N0. Wir führen Induktion nach n. Die Fälle n = 0, 1 sind trivial. Zum Schritt
n→ n+1: Da mit N := {m0, . . . ,mn} auch (N,<|N×N) eine partielle Ordnung ist,
können wir diese nach Induktionsannahme zu einer linearen Ordnung ≺ fortsetzen.
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Sei σ eine Permutation von {0, . . . , n} derart, daß mσ(0) ≺ mσ(1) ≺ · · · ≺ mσ(n).
Betrachte M− := {mi : mi < mn+1} und M+ := {mi : mn+1 < mi}. Für alle
0 ≤ i, j ≤ n mit mi ∈ M−, mj ∈ M+ gilt mi < mj , also auch mi ≺ mj . Somit
existiert ein k ∈ {0, . . . , n + 1} mit M− ⊆ {mσ(i) : 0 ≤ i < k} und M+ ⊆ {mσ(i) :
k ≤ i ≤ n}. Wir definieren <′ als Erweiterung von ≺ so, daß mσ(k−1) <

′ mn+1

(falls k > 0) und mn+1 <
′ mσ(k) (falls k < n+ 1).

Zu (iii): Nach dem Struktursatz für endlich erzeugte abelsche Gruppen (siehe
Satz 7.10.5) ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe direkte Summe von gewissen
zyklischen Gruppen (Z oder Z/pnZ, mit p prim und n ∈ N), und da direkte Summen
teilbarer abelscher Gruppen wieder teilbar sind, bleibt einzusehen, daß jede der
dort auftretenden zyklischen Gruppen in eine teilbare Gruppe eingebettet werden
kann; dies ist aber leicht: Für Z wähle Q, für Z/pnZ die p-te Prüfergruppe (siehe
§7.10.2). �

3.6. Charakterisierung von Φ-Erweiterungen

Als eine weitere Anwendung der Diagrammethode beweisen wir den folgenden Satz
3.6.2, der es ermöglicht, die Klasse aller Φ-Substrukturen einer elementaren Klasse
K zu charakterisieren; insbesondere werden wir sehen, daß diese Klasse ebenfalls
elementar ist.

Definition 3.6.1. Sei K eine Klasse von L-Strukturen, Φ eine Menge von
L-Formeln. Definiere dann

SΦ(K) :=
{

A : A L-Struktur, und es existiert B ∈ K: A �
Φ

B

}
.

Wir nennen SΦ(K) die zu K gehörige Klasse aller Φ-Substrukturen.

Beispiel. Sei Φ := Ba. Dann ist SΦ(K) = S(K), wobei

S(K) =
{
A : A L-Struktur, und es existiert B ∈ K: A ⊆ B

}
die aus [25] (Def. 1.3.13) bekannte Klasse aller Substrukturen von K ist.

Übung. Sei AG die Klasse aller abelschen Gruppen über der Sprache L = {1, ·}.
Zeige: S(AG) ist die Klasse aller kommutativen Monoide mit Kürzungsregel.

Satz 3.6.2. Sei K = Mod(Σ), wobei Σ eine Menge von L-Sätzen. Sei Φ eine
Menge von L-Formeln mit Ba ⊆ Φ und Φ′ der Abschluß von ¬Φ := {¬ϕ : ϕ ∈ Φ}
unter {∨,∀}, sowie Φ′′ := {ϕ ∈ Φ′ : Σ |= ϕ}. Dann gilt:

SΦ(K) = Mod(Φ′′)

Im Fall Φ = Ba erhält man also S(K) = Mod(Ψ) mit

Ψ := {ϕ ∈ ∀1 : Σ |= ϕ}.

Beweis. Sei A ∈ SΦ(K). Dann gibt es also ein B ∈ K mit A �Φ B. Es gilt
B |= Φ′′; dann gilt aber auch A |= Φ′′. Denn angenommen, dies wäre nicht der Fall,
d.h. es existiere ein Satz ϕ ∈ Φ′′ mit A |= ¬ϕ. O.B.d.A. sei ϕ von der Form

ϕ = ∀x1 · · · ∀xn

(
m∨
i=1

¬ϕi

)
(ϕi ∈ Φ).
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Dann gibt es also gewisse a1, . . . , an ∈ A, so daß für alle 1 ≤ i ≤ m gilt: A |=
ϕi(a1, . . . , an). Damit haben wir aber nach Voraussetzung auch

B |=
m∧
i=1

ϕi(a1, . . . , an),

im Widerspruch zu B |= Φ′′. Dies zeigt SΦ(K) ⊆ Mod(Φ′′).
Umgekehrt sei jetzt A |= Φ′′ vorausgesetzt. Es genügt zu zeigen, daß Σ ∪

DΦ(A, A) ein Modell hat; dann hat nämlich ein solches Modell B bis auf Isomorphie
die Eigenschaft A �Φ B, es ist B ∈ Mod(Σ) = K, und die Behauptung folgt.
Angenommen, Σ ∪DΦ(A, A) hat kein Modell. Der Kompaktheitssatz besagt dann:
Es gibt eine endliche Teilmenge {ϕ′1, . . . , ϕ′m} ⊆ DΦ(A, A), wobei die ϕ′i die Form

ϕ′i = ϕ[a1/x1, . . . , an/xn] mit ϕi ∈ Φ, aj ∈ A paarweise verschieden

haben, so daß Σ ∪ {ϕ′1, . . . , ϕ′m} kein Modell hat. D.h. wir haben Σ |=
∨m
i=1 ¬ϕ′i.

Umgang mit Konstanten (Kor. 2.6.3) liefert:

Σ |= ∀x1 · · · ∀xn

(
m∨
i=1

¬ϕi

)
=: ψ

Dann ist ψ ∈ Φ′′, also (da A |= Φ′′): A |= ψ. Nach Wahl von ϕ′i ∈ DΦ(A, A) gilt
(A, A) |= ϕ′i für i = 1, . . . ,m, also

A |=

(
m∧
i=1

ϕi

)
(a1, . . . , an),

im Widerspruch zu A |= ψ. �

Wir sagen, K sei gegen Substrukturbildung abgeschlossen, wenn S(K) = K ist.
Damit folgt aus Satz 3.6.2 unmittelbar:

Satz 3.6.3. (Erhaltungssatz von  Loś-Tarski, [96], [167]) Eine elementare Klas-
se K ist genau dann gegen Unterstrukturbildung abgeschlossen, wenn sie eine Axio-
matisierung mittels ∀1-Sätzen besitzt.

Beweis. Sei Σ eine Menge von universellen Sätzen mit K = Mod(Σ). Sei A ∈ K

und B ⊆ A eine Substruktur; sei ϕ = ∀x1 · · · ∀xn(%) mit quantorenfreier Formel
%(x1, . . . , xn), und gelte A |= ϕ. Ist dann (b1, . . . , bn) ∈ Bn eine Stelle in B ⊆ A,
so gilt A |= %(b1, . . . , bn), und nach Definition der Substrukturbeziehung folgt auch
B |= %(b1, . . . , bn), also insgesamt B |= ϕ, und S(K) = K.

Sei umgekehrt K gegen Substrukturbildung abgeschlossen; mit Satz 3.6.2 folgt
dann K = S(K) = Mod(Ψ) für eine Menge Ψ universeller L-Sätze. �

Ebenso unmittelbar folgt:

Korollar 3.6.4. Sei L abzählbar und effektiv gegeben. Ist K = Mod(Σ) ei-
ne elementare Klasse mit rekursiv aufzählbarer Axiomenmenge Σ ⊆ SaL, und Φ
eine rekursiv aufzählbare Menge von Formeln, so besitzt auch SΦ(K) ein rekur-
siv aufzählbares Axiomensystem, i.e. eine rekursiv aufzählbare Satzmenge Ψ mit
SΦ(K) = Mod(Ψ).

Beweis. Übung. �
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3.7. Der erste Persistenzsatz

Die §§3.5 und 3.6 waren nur Zwischenstationen auf dem Weg zu folgendem wich-
tigen Resultat über die Charakterisierung persistenter Formeln. (Ad hoc nennen
wir hier eine L-Formelmenge Φ gleichungsumfassend, falls Φ alle Gleichungen der
Form x = y mit beliebigen Variablen x, y enthält und gegen Variablensubstitution
abgeschlossen ist, d.h. mit ϕ auch ϕ[y/x] enthält, und negationsfähig für Σ, falls
ein ϕ ∈ Φ existiert mit Σ |= ¬ϕ, wobei Σ eine L-Satzmenge sei.)

Erster Persistenzsatz. Sei K = Mod(Σ) mit einer Menge Σ von L-Sätzen.
Φ sei eine gleichungsumfassende, für Σ negationsfähige Menge von L-Formeln und
ψ(x1, . . . , xn) eine L-Formel, die unter allen Φ-erhaltenden Abbildungen h : A→ C,
wobei A,C ∈ K, persistent ist. Sei Φ′ der Abschluß von Φ unter {∧,∨,∃}. Dann
existiert ein ϕ ∈ Φ′ derart, daß ϕ in K äquivalent ist zu ψ, d.h. Σ |= (ψ ↔ ϕ) gilt.

Beweis. O.B.d.A. sei n ≥ 1. Seien d1, . . . , dn paarweise verschiedene neue
Konstanten. Wir schreiben für die Dauer der Beweises ϕ̂ statt ϕ[d1/x1, . . . , dn/xn],
für L-Formeln ϕ(x1, . . . , xn); ϕ̂ ist dann ein Satz in L(D), D := {d1, . . . , dn}. Sei
ferner

Φ′′ :=
{
¬ϕ̂ : ϕ ∈ Φ′,Σ |= (ϕ→ ψ)

}
.

Da Φ negationsfähig für Σ ist, ist Φ′′ 6= ∅. Wir zeigen:

1. Die L(D)-Satzmenge Σ ∪ Φ′′ ∪
{
ψ̂
}

hat kein Modell.

Hieraus folgt mit dem Kompaktheitssatz: Es existieren %1, . . . , %m ∈ Φ′ mit ¬%̂i ∈
Φ′′, so daß Σ∪{¬%̂1, . . . ,¬%̂m}∪

{
ψ̂
}

kein Modell besitzt. (Wegen Φ′′ 6= ∅ o.B.d.A.
m ≥ 1.) Dann

Σ |=

(
m∧
i=1

¬%̂i → ¬ψ̂

)
, also Σ |=

(
ψ̂ →

m∨
i=1

%̂i

)
.

Somit folgt Σ |= ∀x(ψ → %), wobei x := (x1, . . . , xn), % :=
∨m
i=1 %i ∈ Φ′. Nach

Wahl der %i folgt Σ |= ∀x(%i → ψ) für jedes i = 1, . . . ,m. Damit

Σ |= ∀x

(
m∨
i=1

%i → ψ

)
,

also Σ |= ∀x(%↔ ψ), und der Satz ist bewiesen.
Es verbleibt der Nachweis der Behauptung (1.): Wir argumentieren indirekt;

angenommen, Σ ∪ Φ′′ ∪
{
ψ̂
}

hat ein Modell A′. A′ ist eine L(D)-Struktur; sei A

die Einschränkung von A′ auf L. Sei ai := dA′

i . Dann gilt (A, A) |= Σ, (A, A) |=
ψ(a1, . . . , an) und (A, A) |= ¬ϕ(a1, . . . , an) für alle ϕ(x1, . . . , xn) ∈ Φ′ mit der
Eigenschaft Σ |= (ϕ→ ψ). Nun wollen wir beweisen:

2. DΦ(A, A) ∪ Σ ∪ {¬ψ′} mit ψ′ := ψ[a1/x1, . . . , an/xn] ∈ SaL(A) hat kein
Modell.

Hieraus erhalten wir dann (1.) wie folgt: Mit Hilfe des Kompaktheitssatzes gibt es
ϕ1, . . . , ϕl ∈ Φ (wegen n ≥ 1 und (x1 = x1) ∈ Φ o.B.d.A. l ≥ 1) und paarweise
verschiedene b1, . . . , bk ∈ A \ {a1, . . . , an} sowie Variable y1, . . . , yk dergestalt, daß
mit

ϕ′i := ϕi[a1/x1, . . . , an/xn, b1/y1, . . . , bk/yk] ∈ DΦ(A, A)
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auch schon Σ ∪ {¬ψ′, ϕ′1, . . . , ϕ′l} kein Modell hat. Damit also

Σ |=

(
m∧
i=1

ϕ′i → ψ′

)
.

Beseitigen der bj gemäß Kor. 2.6.3 liefert, da diese paarweise verschieden sind (mit
y := (y1, . . . , yk)):

Σ |=

(
∃y

(
l∧
i=1

ϕi[a1/x1, . . . , an/xn]

)
→ ψ[a1/x1, . . . , an/xn]

)
Beseitigen der aj gemäß Satz 2.6.2 (x := (x1, . . . , xn)):

Σ |= ∀x

∃y

 ∧

1≤i,j≤n
ai=aj

xi = xj

 ∧ l∧
i=1

ϕi

→ ψ

 =: ϕ̃

Es gilt A |= ϕ̃, da A |= Σ. Sei

ϕ := ∃y1 · · · ∃yk


 ∧

1≤i,j≤n
ai=aj

xi = xj

 ∧ l∧
i=1

ϕi

 .

Wegen der Eigenschaft von Φ, gleichungsumfassend zu sein, ist ¬ϕ̂ ∈ Φ′′, ferner
(A, A) |= ϕ(a1, . . . , an) wegen ϕ′i ∈ DΦ(A, A). Aber auch A′ |= ¬ϕ̂, also (A, A) |=
¬ϕ(a1, . . . , an), Widerspruch.

Es ist also nun noch der Beweis der Behauptung (2.) zu leisten. Sei dazu C′ eine
L(A)-Struktur, die Modell von DΦ(A, A) ∪ Σ ∪ {¬ψ′} ist; sei C := C′|L. Dann ist
C ∈ K. Mit dem Diagrammlemma existiert eine Φ-erhaltende Abbildung h : A→ C

mit h(ai) := aC′

i . Da C′ |= ¬ψ[a1/x1, . . . , an/xn], gilt C |= ¬ψ(h(a1), . . . , h(an)).
Wegen A |= ψ(a1, . . . , an) und der Voraussetzung des Satzes bzgl. ψ folgt C |=
ψ(h(a1), . . . , h(an)), und dies ist widersprüchlich. �

Bemerkung 3.7.1. Die Voraussetzungen ”Φ gleichungsumfassend“ und ”Φ ne-
gationsfähig für Σ“ sind zwingend erforderlich, wie folgende Beispiele demonstrie-
ren. Sei L := ∅, Σ := {∀x∀y(x = y)}, also K := Mod(Σ) die Klasse der einelemen-
tigen Mengen.

(i) Ist Φ := {x 6= x}, ψ := (x = x), so ist ψ persistent unter allen Abbil-
dungen B → C mit B ⊆ A, A,C ∈ K, aber in K nicht äquivalent zu
einer Formel aus Φ′, da Σ |= ¬ϕ für alle ϕ ∈ Φ′, aber Σ |= ψ. Φ ist nicht
gleichungsumfassend, obwohl negationsfähig für Σ.

(ii) Ist Φ die Menge aller Gleichungen x = y zwischen Variablen x, y, und
ψ := (x 6= x), so ist ψ persistent unter allen Abbildungen B → C, wobei
B ⊆ A, A,C ∈ K, aber in K nicht äquivalent zu einer Formel aus Φ′,
weil Σ |= Φ′, aber Σ |= ¬ψ. Φ ist zwar gleichungsumfassend, aber nicht
negationsfähig für Σ.

Korollar 3.7.2. Falls man in obigem Satz zusätzlich Ba ⊆ Φ voraussetzt,
kann man die Bedingung des Satzes über ψ (ψ persistent unter allen Φ-erhaltenden
Abbildungen zwischen Strukturen in K) ersetzen durch: ψ ist persistent unter allen
Φ-Erweiterungen A �

Φ
C mit A,C ∈ K.
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Beweis. Die eine Richtung ist trivial, da A �Φ C bedeutet, daß id: A → C
Φ-erhaltend ist. Zur Umkehrung sei h : A→ C Φ-erhaltend mit Strukturen A, C aus
K und a1, . . . , an ∈ A mit A |= ψ(a1, . . . , an). Mit Kor. 3.4.2 zum Diagrammlemma
folgt: Es existiert ein D ∼= C, etwa mit Isomorphismus j : C → D, so daß A �Φ D
und j|h(A) = h−1. Dann folgt D |= ψ(a1, . . . , an), also C |= ψ(j−1(a1), . . . , j−1(an))
und damit C |= ψ(h(a1), . . . , h(an)). �

Korollar 3.7.3. Sei K = Mod(Σ) mit einer Satzmenge Σ und ψ eine L-
Formel. Dann gilt:

(i) ψ ist persistent unter Einbettungen zwischen Strukturen in K genau dann,
wenn ψ in K äquivalent ist zu einer existentiellen Formel.

(ii) ψ ist persistent unter Erweiterungen zwischen Strukturen in K genau
dann, wenn ψ in K äquivalent ist zu einer existentiellen Formel.

(iii) Ist zusätzlich At negationsfähig für Σ, so gilt: ψ ist persistent unter Ho-
momorphismen zwischen Strukturen in K genau dann, wenn ψ in K äqui-
valent ist zu einer positiv existentiellen Formel.

Beweis. Wähle Φ := Ba für (i), (ii) bzw. Φ := At für (iii) im ersten Persistenz-
satz; für (ii) verwende das vorhergehende Kor. 3.7.2. �

Übung. Sei H die Klasse der Halbordnungen bzgl. der Sprache L = {≤}. Man
charakterisiere die L-Formeln, die in H persistent sind unter injektiven Homomor-
phismen.

Zum Abschluß dieses Paragraphen wollen wir noch ein zum Erhaltungssatz von
 Loś-Tarski analoges Ergebnis herleiten, für dessen Beweis wir jedoch etwas mehr
Arbeit leisten müssen. Wir nennen im folgenden eine Klasse K von L-Strukturen
abgeschlossen gegen Erweiterungen, falls für alle A ∈ K und Strukturen B ⊇ A
folgt, daß auch B ∈ K.

Satz 3.7.4. (Erhaltungssatz von  Loś, [96]) Eine elementare Klasse K ist genau
dann gegen Erweiterungen abgeschlossen, wenn sie eine Axiomatisierung mittels
einer ∃1-Satzmenge Σ zuläßt.

Beweis. Wegen der Definition der Substrukturrelation ist nur die eine Rich-
tung der Aussage wirklich beweisbedürftig (vgl. auch Bsp. zu Lemma 3.1.3): Sei
K = Mod(Σ) eine elementare, erweiterungsabgeschlossene Strukturklasse, mit Σ
Satzmenge über L. Zunächst beweisen wir folgende einfache Hilfsbehauptung:

(∗) Für alle Strukturen A und alle Modelle B |= Th(A) ∩ ∃1 ist

Th(B) ∪D(A, A)

widerspruchsfrei.
Beweis von (∗): Sei ψ := ϕ[a1/x1, . . . , an/xn] eine endliche Konjunktion von Aus-
sagen aus D(A, A), also ϕ ∈ Qf, a1, . . . , an ∈ A mit (A, A) |= ψ. Dann gilt al-
so A |= ∃x1 · · · ∃xn(ϕ), also ∃x1 · · · ∃xn(ϕ) ∈ Th(A) ∩ ∃1. Da B |= Th(A) ∩ ∃1,
so haben wir B |= ∃x1 · · · ∃xn(ϕ). Also existieren b1, . . . , bn ∈ B mit (B, B) |=
ϕ[b1/x1, . . . , bn/xn], und wir gelangen durch Erweiterung von B zu einer L(A)-
Struktur B′ mittels aB′

i := bi für i = 1, . . . , n und aB′
:= c (mit c ∈ B beliebig)

für alle anderen a ∈ A zu einem Modell von Th(B)∪{ψ}; also gilt nach Kompakt-
heitssatz auch (∗).
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Wir zeigen nun, daß für Ψ := {ϕ ∈ ∃1 : Σ |= ϕ} gilt: K |= Mod(Ψ). Wegen
nachfolgendem allgemeineren Lemma reicht es, dafür nachzuweisen, daß B |= Σ
für alle A ∈ K und B |= Th(A) ∩ ∃1. Seien also A, B dergestalt gewählt. Mit (∗)
erhalten wir ein Modell C′ von Th(B) ∪ D(A, A) über L(A), für dessen L-Redukt
C wir wegen Kor. 3.4.2 A ⊆ C annehmen können. Damit folgt C ∈ K wegen der
Abgeschlossenheit von K gegen Erweiterungen, und wegen C |= Th(B) schließlich
B ∈ K. �

Lemma 3.7.5. Sei ∆ eine gegen ∨ abgeschlossene Menge von L-Sätzen, K eine
elementare Klasse, etwa K = Mod(Σ) mit Satzmenge Σ; sei Σ∆ := {ϕ ∈ ∆ : Σ |=
ϕ}. Dann gilt K = Mod(Σ∆) genau dann, wenn für alle A ∈ K und B |= Th(A)∩∆
gilt B ∈ K.

Beweis. Es sei zum Beweis der nichttrivialen Richtung B |= Σ∆; zu zeigen
ist B ∈ K. Dazu müssen wir nach Voraussetzung lediglich ein A ∈ K mit B |=
Th(A) ∩ ∆ finden. Setze wie üblich ¬∆ := {¬ϕ : ϕ ∈ ∆}. Es reicht offenbar,
die Widerspruchsfreiheit von Σ ∪ (Th(B) ∩ ¬∆) zu verifizieren: Denn ist A |=
Σ∪(Th(B)∩¬∆), so gilt B |= Th(A)∩∆; ist nämlich ϕ ∈ Th(A)∩∆ mit B |= ¬ϕ,
so folgt A |= ¬ϕ wegen ¬ϕ ∈ Th(B) ∩ ¬∆, ein Widerspruch zu ϕ ∈ Th(A). Seien
also ϕ1, . . . , ϕn ∈ ∆ und B |=

∧n
i=1 ¬ϕi. Sei ϕ :=

∨n
i=1 ϕi. Dann ist B |= ¬ϕ, und

ϕ ∈ ∆ nach Voraussetzung. Wäre Σ ∪ {¬ϕi : i = 1, . . . , n} nicht widerspruchsfrei,
so hätten wir Σ |= ϕ, also ϕ ∈ Σ∆, und somit B |= ϕ, Widerspruch. �

In den anschliessenden Übungen beschäftigen wir uns mit der Charakterisierung
elementarer Erweiterungen mittels sog. Sandwiches.

Definition 3.7.6. Sei K eine elementare Klasse von L-Strukturen, A,B ∈ K,
A ⊆ B, n ∈ N0. Ein n-Sandwich in K zu A ⊆ B ist eine Kette von L-Strukturen
Ai ∈ K

A = A0 ⊆ B = A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ · · · ⊆ An ⊆ An+1

derart, daß stets Ai � Ai+2 für i = 0, . . . , n− 1. Eine alternierende Kette in K ist
eine Kette von L-Strukturen

(3.7.1) A0 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ · · ·

derart, daß stets Ai � Ai+2 für alle i ∈ N0. Wir nennen die Kette (3.7.1) eine
alternierende Kette in K zu A ⊆ B, falls sie alternierend und A0 = A, A1 = B ist.

Übung. Sei K eine elementare Klasse von L-Strukturen, A,B ∈ K, A ⊆ B.
Man zeige, daß für alle n ∈ N0 gilt

A ⊆ B erhält alle ∀n+1-Formeln genau dann, wenn ein C ∈ K

existiert mit A ⊆ B �
∀n

C und A � C,

und beweise damit den folgenden Satz:

Satz 3.7.7. Sei K eine elementare Klasse von L-Strukturen, A,B ∈ K, A ⊆ B.
Dann:

(i) Für alle n ∈ N0 gilt: Es ist A �∀n
B dann und nur dann, wenn in K ein

n-Sandwich zu A ⊆ B existiert.
(ii) Genau dann gilt A � B, wenn es in K eine alternierende Kette zu A ⊆ B

gibt. �
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3.8. Drei lokale Sätze aus der Gruppentheorie

Bereits mit den sehr geringen modelltheoretischen Grundlagen, die wir bis jetzt
erarbeitet haben, sind interessante algebraische Anwendungen möglich. Wir werden
in diesem Abschnitt sehen, daß man mit dem Kompaktheitssatz unter anderem über
ein sehr flexibles Instrument zur Übertragung von Sätzen von endlich erzeugten
Strukturen auf unendliche Strukturen verfügt. Dazu betrachten wir exemplarisch
die Sprache L = {1, ·,−1} und die Klasse G der Gruppen als L-Strukturen. Eine
Menge Γ von L-Sätzen heißt erblich, wenn für alle Gruppen G und jede Untergruppe
H von G gilt: G |= Γ⇒ H |= Γ. (Z. B. ist Γ sicher erblich, wenn Γ ⊆ ∀1.)

Beispiele. Die Mengen {α}, {πn}, {ωm} mit den L-Sätzen α := ∀x∀y(x · y =
y · x), πn := ∀x

(∨n
i=0 x

i = 1
)

(für n ∈ N0) und

ωm := ∀x0 · · · ∀xm

 ∨
0≤i<j≤m

xi = xj

 (für m ∈ N0)

sind erblich. Man sagt, die Eigenschaft, abelsch zu sein (bzw. nur Elemente mit
Ordnung ≤ n zu besitzen, bzw. von einer Ordnung ≤ m zu sein), ist erblich.

Bekanntlich heißt ein Turm

(3.8.2) G = G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gn = {1}

von Untergruppen Gi einer Gruppe G eine Normalreihe von G, wenn Gi+1 Normal-
teiler von Gi ist, für i = 0, . . . , n− 1. Sind Γ1, . . . ,Γn erblich, so heißt G vom Typ
(Γ1, . . . ,Γn), wenn es eine Normalreihe (3.8.2) von G gibt, so daß Gi/Gi+1 |= Γi+1

für i = 0, . . . , n− 1.

Beispiele. G ist vom Typ ({α}, . . . , {α}) genau dann, wenn es in G eine Nor-
malreihe (3.8.2) der Länge n gibt, in der die Faktorgruppen Gi/Gi+1 sämtlich
abelsch sind, d.h. wenn G eine auflösbare Normalreihe der Länge n besitzt. G ist
vom Typ ({ωm}, {α}) genau dann, wenn sie einen abelschen Normalteiler mit Index
≤ m besitzt.

Durch folgenden Trick kann man in Untersuchungen von Gruppen mittels der
Logik erster Stufe nicht nur Eigenschaften, die in L elementar formulierbar sind,
mit einbeziehen: (Für eine allgemeine Fassung dieser Methode der Interpretationen
siehe [8], §5.)

Satz 3.8.1. Sei G eine Gruppe, Γ1, . . . ,Γn erblich. G ist vom Typ (Γ1, . . . ,Γn)
genau dann, wenn jede endlich erzeugte Untergruppe von G vom Typ (Γ1, . . . ,Γn)
ist.

Beweis. Man erweitere die Sprache L zu der Sprache L∗ durch Hinzunah-
me von n + 1 neuen einstelligen Relationssymbolen R0, . . . , Rn. Ist G vom Typ
(Γ1, . . . ,Γn) und (3.8.2) die zugehörige Normalreihe, so definieren wir die L∗-Struk-
tur G∗ als die Expansion von G, in der Ri jeweils als Gi interpretiert wird. Σ0

bestehe aus folgenden L∗-Sätzen:
(i) ∀x∀y

(
Rix∧Riy → Rix

−1∧Ri(x·y)
)
, für i = 1, . . . , n (”Ri ist Untergruppe

von G“);
(ii) ∀x∀y

(
Ri−1x∧Riy → Ri(x·y ·x−1)

)
, für i = 1, . . . , n (”Ri ist Normalteiler

von Ri−1“);
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(iii) ∀x(R0x) (”R0 = G“);
(iv) ∀x(Rnx↔ x = 1) (”Rn = {1}“);
(v) ∀x(Rix→ Ri−1x), für i = 1, . . . , n (”Ri ⊆ Ri−1“).

Sei i ∈ {1, . . . , n}. Ist ϕ eine L-Formel, so sei ϕ∗(i) diejenige L∗-Formel, die aus ϕ
entsteht, indem jede Gleichung t1 = t2 zwischen L-Termen t1, t2 durch Ri(t1 · t−1

2 )
ersetzt wird, und jede Teilformel der Form ∃x(ψ) durch ∃x(Ri−1x ∧ ψ); es sei
Γ∗i := {ϕ∗(i) : ϕ ∈ Γi}. G∗ ist ein Modell von Σ := Th(G) ∪ Σ0 ∪ Γ∗1 ∪ · · · ∪ Γ∗n, und
ist umgekehrt H mit den Interpretationen Hi ⊆ H für Ri (i = 0, . . . , n) ein Modell
von Σ, so ist H eine Gruppe vom Typ (Γ1, . . . ,Γn). Ferner gilt:

(∗) Ist H eine Untergruppe der Gruppe G und G vom Typ (Γ1, . . . ,Γn), so ist
auch H vom Typ (Γ1, . . . ,Γn). (Denn kanonisch ist Gi−1 ∩H/Gi ∩H ↪→
Gi−1/Gi, und Γi ist erblich.)

Damit folgt insbesondere: Ist G vom Typ (Γ1, . . . ,Γn) und H eine endlich erzeugte
Untergruppe von G, so ist auch H vom Typ (Γ1, . . . ,Γn).

Sei nun umgekehrt jede endlich erzeugte Untergruppe H von G vom Typ
(Γ1, . . . ,Γn). Wir zeigen: Φ, bestehend aus dem Ba-Diagramm von G zusammen
mit Σ, ist erfüllbar. Sei dazu ∆ eine endliche Teilmenge von Φ, g1, . . . , gm die in ∆
vorkommenden Konstanten aus G. Sei H die von g1, . . . , gm erzeugte Untergruppe
in G. Da H ⊆ G, ist H als L(H)-Struktur ein Modell von ∆ \ Σ. Nach Voraus-
setzung ist H vom Typ (Γ1, . . . ,Γn), und es existieren also Teilmengen H0, . . . ,Hn

von H, so daß H∗ mit den Interpretationen Hi für Ri Modell von Σ ist. Also ist H∗

Modell von ∆. Mit dem Kompaktheitssatz folgt, daß nun auch Φ erfüllbar ist, es
existiert also eine Gruppe G′ vom Typ (Γ1, . . . ,Γn), die G als Untergruppe enthält
(nach Diagrammlemma). Mit (∗) folgt, daß auch G von Typ (Γ1, . . . ,Γn) ist. �

Als Spezialfall Γi := {α} folgt:

Korollar 3.8.2. (Malcev, [109]) G hat eine auflösbare Normalreihe der Länge
n genau dann, wenn jede endlich erzeugte Untergruppe von G eine auflösbare Nor-
malreihe der Länge n hat. �

Sagt man, eine Gruppe besitze eine gewisse Eigenschaft lokal, falls jede endlich
erzeugte Untergruppe die besagte Eigenschaft hat, so hat also eine Gruppe G eine
auflösbare Normalreihe der Länge n genau dann, wenn G lokal eine auflösbare
Normalreihe der Länge n besitzt.

Eine Gruppe heißt fast abelsch, wenn sie einen abelschen Normalteiler von end-
lichem Index besitzt. Für n := 2, Γ1 := {ωm}, Γ2 := {α} erhält man dann aus
Satz 3.8.1:

Korollar 3.8.3. Eine Gruppe G ist fast abelsch genau dann, wenn es ein
m ∈ N0 gibt, so daß G lokal stets einen abelschen Normalteiler vom Index ≤ m
besitzt. �

Wir verwenden nochmals die Beweismethode von Satz 3.8.1, um folgendes Re-
sultat herzuleiten, wahrscheinlich der erste rein algebraische Satz überhaupt, dessen
Beweis in essentieller Weise Modelltheorie verwendete. Man sagt, eine Gruppe G
ist eine lineare Gruppe n-ten Grades. falls G in GL(n;K) eingebettet werden kann,
wobei K ein Körper ist. (n ∈ N.)

Satz 3.8.4. (Malcev, [108]) Sei n ∈ N, G eine Gruppe. G ist eine lineare
Gruppe n-ten Grades genau dann, wenn dies lokal der Fall ist.
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Beweis. Sei Ln die Klasse aller linearen Gruppen n-ten Grades. Erweitere
L zu L∗ = {1, ·,−1, 0,+,−, ∗, πij}, wobei +, ∗ binäre Operationssymbole seien, 0
ein Konstantensymbol und − sowie πij (1 ≤ i, j ≤ n) unäre Operationssymbole.
Sei GLn die Klasse aller L∗-Strukturen (G, 1, ·,−1,+,−, ∗, 0, πij) mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) Zwei Elemente g1, g2 ∈ G sind gleich gdw. πij(g1) = πij(g2) für alle
i, j ∈ {1, . . . , n}.

(ii) Ist K := {πij(g) : g ∈ G, 1 ≤ i, j ≤ n}, so ist (K, 0, 1,+,−, ∗) ein Körper.
(iii) Es ist πij(1) = δij für 1 ≤ i, j ≤ n.
(iv) Die Operation · ist die Matrixmultiplikation.
(v) Für jedes g ∈ G ist

(
πij(g)

)
1≤i,j≤n ∈ GL(n;K), und ist (αij)1≤i,j≤n aus

GL(n;K), so existiert ein a ∈ G mit αij = πij(a) für alle i, j ∈ {1, . . . , n}.
GLn ist elementar bzgl. L∗. (Der Leser gebe übungshalber L∗-Sätze an, die (i)–
(v) formalisieren.) Ferner gilt: G ∈ G ist eine lineare Gruppe n-ten Grades genau
dann, wenn G zu einer L∗-Struktur G∗ ∈ S(GLn) erweitert und expandiert werden
kann. S(GLn) ist universell axiomatisierbar durch Σ ⊆ (∀1)L∗ nach dem Satz von
 Loś-Tarski. Wir zeigen, daß Ln = {G∗|L : G∗ ∈ S(GLn)} durch

Φ :=
{
ϕ ∈ (∀1)L : für alle G∗ ∈ S(GLn): G∗|L |= ϕ

}
axiomatisiert werden kann. Daraus folgt dann sofort die Behauptung, denn istG ∈ G

lokal eine lineare Gruppe n-ten Grades, G selbst aber nicht, so existiert ein ϕ ∈ Φ,
etwa ϕ = ∀x(ψ) mit ψ(x) quantorenfrei, so daß G |= ∃x(¬ψ); wähle ein Tupel g
mit G |= ¬ψ(g). Dann ist die Untergruppe 〈g〉 ⊆ G nicht aus Ln, Widerspruch.—
Zunächst ist sicherlich Ln ⊆ Mod(Φ). Umgekehrt sei G |= Φ, G ∈ G; betrach-
te die L∗(G)-Satzmenge Ψ, bestehend aus Σ und dem Diagramm von G. Ange-
nommen, Ψ habe kein Modell; wähle mit dem Kompaktheitssatz Ψ′ ⊆ Ψ endlich
ohne Modell, und bezeichne g1, . . . , gm (m ≥ 1) die in Ψ′ vorkommenden Konstan-
ten von G, sowie ψ(x1, . . . , xm) die Konjunktion aller Formeln ϕ(x1, . . . , xm) mit
ϕ[g1/x1, . . . , gm/xm] ∈ Ψ′\Σ. (Es ist Ψ′\Σ 6= ∅, da Ψ′ inkonsistent.) Dann gilt also
Σ |= ¬ψ[g1/x1, . . . , gm/xm]); mit Kor. 2.6.3 folgt Σ |= ∀x1 · · · ∀xm(¬ψ) =: ϑ. Aber
ϑ ist damit aus Φ, müßte also in G gelten, im Widerspruch zu G |= ψ(g1, . . . , gm).
Mit dem Diagrammlemma existiert also eine L∗(G)-Struktur aus S(GLn), deren
L-Redukt G als Untergruppe enthält; also G ∈ Ln. �

Korollar 3.8.5. Sei G eine Gruppe. Genau dann ist G die multiplikative
Gruppe eines Körpers, wenn G lokal die multiplikative Gruppe eines Körpers ist.

�

Man vgl. in diesem Zusammenhang auch Satz 7.10.23.— Wir wenden uns ge-
ordneten Gruppen zu: Eine geordnete Gruppe ist eine Gruppe G, zusammen mit
einer linearen Ordnung, die mit der Gruppenoperation verträglich ist, d.h.

g < h ⇒ k · g < k · h, g · k < h · k für alle g, h, k ∈ G.

G heißt anordbar, falls eine Ordnung auf G existiert, so daß (G,<) eine geordnete
Gruppe ist. Eine anordbare Gruppe ist notwendig torsionsfrei. Wir beschäftigen
uns mit der Umkehrung im kommutativen Fall; zunächst gilt nur:

Proposition 3.8.6. Jede endlich erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppe ist
anordbar.
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Beweis. Nach dem Struktursatz für endlich erzeugte abelsche Gruppen (siehe
Satz 7.10.5) hat jede endlich erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppe G die Form
G ∼= Zn für ein n ∈ N. G ist damit anordbar, indem man von der in kanonischer
Weise geordneten abelschen Gruppe Z ausgeht und Zn mit der induzierten lexiko-
graphischen Ordnung versieht. �

Ein weiterer lokaler Satz, aus dem wir dann die gewünschte Umkehrung erhalten
werden, ist:

Satz 3.8.7. ( Loś, [94]) Eine Gruppe G ist anordbar genau dann, wenn G lokal
anordbar ist.

Beweis. Die Richtung ”G anordbar ⇒ G lokal anordbar“ ist trivial. Zur Um-
kehrung: Sei G lokal anordbar. Erweitere L zu L∗ = {1, ·,−1, <} mit dem binären
Relationssymbol <. Betrachte die L∗(G)-Satzmenge

Φ :=
{
g < h→ k · g < k · h ∧ g · k < h · k : g, h, k ∈ G

}
,

und definiere Σ als die Vereinigung von Th(G) ∪ Φ mit dem Diagramm von G.
Jede endliche Teilmenge von Σ ist nach Voraussetzung erfüllbar, also auch Σ selbst
wegen Kompaktheit. Das heißt: Es existiert eine Gruppe G′ mit G ⊆ G′ und eine
Relation < auf G′, die Φ erfüllt; also ist

(
G,<|G×G

)
eine geordnete Gruppe. �

Direkt aus Prop. 3.8.6 erhält man nun:

Korollar 3.8.8. (Tarski, [158]) Eine abelsche Gruppe ist anordbar d.u.n.d.,
wenn sie torsionsfrei ist. �

Satz 3.8.7 kann verschärft werden:

Übung. Zeige, daß die Klasse aller anordbaren Gruppen durch eine universelle
L-Satzmenge axiomatisiert werden kann.

Mehr über lokale Sätze in der Gruppentheorie findet man in [11] und [16].—
Ein weiteres schönes Beispiel für die Möglichkeit, mit dem Kompaktheitssatz vom
Endlichen auf das Unendliche zu schliessen, ist das folgende:

Übung. Angenommen, es wurde bewiesen, daß jede Karte (in der Ebene) mit
endlich vielen Ländern mit nur vier Farben so eingefärbt werden kann, daß zwei
benachbarte Länder nie dieselbe Farbe besitzen. Beweise, daß dies dann auch für
eine Karte mit unendlich vielen Ländern richtig ist (wobei natürlich jedes Land nur
endlich viele Nachbarn besitze).
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KAPITEL 4

Modellvollständigkeit

In diesem Paragraphen beschäftigen wir uns mit einer Spezies von Strukturklassen
mit besonders schönen semantischen Eigenschaften, den sog. modellvollständigen
Klassen; als Anwendung zeigen wir die Modellvollständigkeit der Klasse der al-
gebraisch abgeschlossenen Körper sowie die Vollständigkeit der Klasse algebraisch
abgeschlossener Körper fester Charakteristik und demonstrieren die Nützlichkeit
dieses Ergebnisses anhand einer einfachen Herleitung des allgemeinen affinen Sat-
zes von Bézout aus der Gültigkeit des Satzes in C.

Definition 4.0.1. Sei K eine elementare Klasse von L-Strukturen. K heißt
modellvollständig, falls für alle A,B ∈ K gilt:

A ⊆ B⇒ A � B

(Dieser Begriff wurde von Robinson eingeführt, vgl. [14], S. 13, [15], S. 91, [124].)

Bemerkung 4.0.2. K = Mod(Σ) ist modellvollständig genau dann, wenn für
alle A ∈ K die L(A)-Satzmenge Σ ∪D(A, A) vollständig ist.

Beweis. Übung. �

4.1. Robinsons Test

Der folgende Satz geht auf Robinson [15] zurück und ist landläufig als Robinsons
Test bekannt. ([14], S. 16, 21; [121])

Satz 4.1.1. (Charakterisierung der Modellvollständigkeit) Sei K eine elemen-
tare Klasse von L-Strukturen. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) K ist modellvollständig.
(ii) Für alle A,B ∈ K gilt: Ist A ⊆ B, so A �

∀1

B.

(iii) Jede universelle Formel ist in K äquivalent zu einer existentiellen Formel.
(iv) Jede L-Formel ist in K äquivalent zu einer existentiellen Formel.
(v) Jede Einbettung h : A→ B mit A,B ∈ K erhält alle L-Formeln.

Beweis. Die Implikationen (i) ⇒ (ii) und (iv) ⇒ (v) ⇒ (i) sind trivial; bei
(ii) ⇒ (iii) handelt es sich um einen Spezialfall des Charakterisierungssatzes für
persistente Formeln (Erster Persistenzsatz) aus dem vorigen Abschnitt. Es bleibt
somit nur noch (iii) ⇒ (iv) nachzuweisen. Dazu genügt es offensichtlich, zu zeigen,
daß jede pränexe Formel

ϕ = Q1x1 · · ·Qnxn(ψ)

mit quantorenfreiem ψ und alternierenden Quantorenblöcken Q1, . . . ,Qn in K äqui-
valent ist zu einer existentiellen L-Formel. Wir beweisen dies durch Induktion nach
n. Der Fall n = 0 ist trivial. Sei n > 0. Wir schreiben ϕ als ϕ = Q1x1(ϕ1) mit
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ϕ1 := (Q2x2 · · ·Qnxn(ψ)). Es ist ¬ϕ1 äquivalent zu Q̃2x2 · · · Q̃nxn(¬ψ), wobei
∃̃ := ∀, ∀̃ := ∃. Nach Induktionsannahme existieren dann existentielle Formeln

∃z1 · · · ∃zk(%) äquivalent zu ϕ1 in K, % ∈ Qf,
∃u1 · · · ∃ul(σ) äquivalent zu ¬ϕ1 in K, σ ∈ Qf.

Man unterscheide nun zwei Fälle:
1. Q1 = ∃: Dann ist ϕ äquivalent zu ∃x1∃z1 · · · ∃zk(%).
2. Q1 = ∀: Da ϕ1 in K äquivalent ist zu ∀u1 · · · ∀ul(¬σ), folgt, daß ϕ äqui-

valent ist in K zu ∀x1∀u1 · · · ∀ul(¬σ). Diese Formel ist nach (iii) aber in
K gleichwertig mit einer existentiellen Formel.

Dies vervollständigt den Induktionsschritt. �

Definition 4.1.2. Eine primitive L-Formel ist eine existentielle L-Formel der
Form

∃x1 · · · ∃xn

(
m∧
i=1

ψi

)
mit ψi ∈ Ba.

Korollar 4.1.3. Unter den Voraussetzungen des Satzes hat man folgende wei-
tere, zu (i)–(v) äquivalente Bedingung:

(vi) Für alle A,B ∈ K mit A ⊆ B und alle b1, . . . , bm ∈ A und primitiven
L-Formeln ϕ(y1, . . . , ym) gilt:

B |= ϕ(b1, . . . , bm)⇒ A |= ϕ(b1, . . . , bm)

Beweis. (ii) ⇒ (vi): Nach (ii) gilt, da ¬ϕ äquivalent ist zu einer ∀1-Formel:
Ist A |= ¬ϕ(b1, . . . , bm), so auch B |= ¬ϕ(b1, . . . , bm).

(vi) ⇒ (ii): Sei ϕ := ∀x1 · · · ∀xn(ψ) eine universelle L-Formel mit ψ quan-
torenfrei. ψ ist logisch äquivalent zu einer Formel in konjunktiver Normalform,
etwa

∧k
i=1

∨li
j=1 ψij mit ψij ∈ Ba. ϕ ist damit logisch äquivalent zu

∧k
i=1 %i mit

%i := ∀x1 · · · ∀xn(
∨li
j=1 ψij). Jedes ¬%i ist äquivalent zu einer primitiven Formel σi.

Wegen (vi) bleibt jedes %i unter Erweiterungen zwischen Strukturen aus K erhalten,
und damit ebenso ϕ. �

4.2. Algebraisch abgeschlossene Körper

Wir betrachten die Sprache L = {0, 1,+,−, ·} der Ringe. Es sei Kö die Klasse der
Körper (als L-Strukturen). Kö ist eine elementare Klasse.

Übung. Man gebe ein ∀2-Axiomensystem für die Klasse der Körper an.

Sei AAK die Klasse der algebraisch abgeschlossenen Körper als Strukturen
über L; es ist AAK 6= ∅, da etwa C ∈ AAK. AAK ist eine elementare Klasse
mit einem rekursiv aufzählbaren (aber unendlichen) Axiomensystem; man nehme
nämlich einfach die Axiome für Körper zusammen mit{

∀Y1 · · · ∀Yd

(
Yd 6= 0→ ∃X

(
d∑
i=0

YiX
i = 0

))
: d ∈ N

}
.

(Im Zusammenhang mit Polynomen verwenden wir auch Großbuchstaben als Va-
riablen.)
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Wir wollen nun die Modellvollständigkeit der Klasse AAK herleiten; dazu ver-
wenden wir den in der kommutativen Algebra bewiesenen, fundamentalen Hilbert-
schen Nullstellensatz (vgl. [33], I, Prop. 3.7). Zur Erinnerung:

Definition 4.2.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, a ein Ideal von R.
Dann heißt √

a := {f ∈ R : ∃n ∈ N : fn ∈ a}
das Radikalideal von a. Ein Ideal a heißt radikal, falls

√
a = a.

Daß
√

a tatsächlich ein Ideal ist, sieht man so ein: Sind f, g, p, q ∈ R, und ist
fn ∈ a für ein n ∈ N und gm ∈ a für ein m ∈ N, so folgt

(pf + qg)m+n =
m+n∑
i=0

(
m+ n

i

)
(pf)i (qg)m+n−i ∈ a

wegen i ≥ n oder m+ n− i ≥ m für alle i = 0, . . . ,m+ n.— Ferner:

Definition 4.2.2. Sei K ein Körper, a ein Ideal von K[X1, . . . , Xn]. Dann
nennt man

V (a) :=
{

(a1, . . . , an) ∈ Kn : ∀f ∈ a : f(a1, . . . , an) = 0
}

die durch a definierte (affine) algebraische K-Varietät oder algebraische Mannigfal-
tigkeit (im affinen Raum An(K) ' Kn). Ist umgekehrt V = V (a) eine algebraische
Varietät, so setze

I(V ) :=
{
f ∈ K[X1, . . . , Xn] : ∀(a1, . . . , an) ∈ V : f(a1, . . . , an) = 0

}
.

Wegen dem Hilbertschen Basissatz ([33], I, Prop. 2.3) ist V ⊆ An(K) genau
dann eine K-Varietät, wenn es endlich viele Polynome f1, . . . , fm gibt derart, daß

V =
{

(a1, . . . , an) ∈ Kn : fi(a1, . . . , an) = 0 für alle i = 1, . . . ,m
}
.

I(V ) ist ein Ideal von K[X1, . . . , Xn] mit I(V ) ⊇ a. Es ist sehr wohl I(V ) 6= a
möglich. (Ist etwa a = (X2

1 ), so ist X1 ∈ I(V (a)), aber X1 /∈ a.) Jedoch gilt für
algebraisch abgeschlossene Körper:

Hilbertscher Nullstellensatz. Sei K algebraisch abgeschlossen. Für ein
beliebiges Ideal a von K[X1, . . . , Xn] gilt I(V (a)) =

√
a. �

Übung. Bilden I( · ) und V ( · ) eine Galois-Verbindung? (Vgl. Prop. 2.7.3.)

Wir benötigen für unsere Zwecke folgendes (in der Tat zum Hilbertschen Null-
stellensatz äquivalentes, siehe Bem. nach Lemma 4.2.6) Korollar, bekannt auch als

”schwacher Nullstellensatz“:

Korollar 4.2.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Ein System

f1(X1, . . . , Xn) = 0,
· · ·

fm(X1, . . . , Xn) = 0

von Polynomgleichungen über K hat dann und nur dann keine Lösung in Kn, wenn
das konstante Polynom 1 als Linearkombination

1 =
m∑
i=1

pifi

mit pi ∈ K[X1, . . . , Xn] ausgedrückt werden kann.
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Beweis. Nach dem Nullstellensatz ist, falls V (f1, . . . , fm) = ∅, die 1 im Ra-
dikal von (f1, . . . , fm). Die Umkehrung liegt auf der Hand. �

Wir sind nun in der Lage, damit die Modellvollständigkeit der Klasse der al-
gebraisch abgeschlossenen Körper zu beweisen; erstmals wurde dies von Robinson
[124] nachgewiesen. (Später — in §5.5.2 — werden wir einen alternativen Zugang
zur Modellvollständigkeit von AAK erhalten, der dieses algebraische Hilfsmittel
vermeidet und sogar zu einem Beweis desselben führt; vgl. aber Bem. 4.2.7.)

Satz 4.2.4. Die Klasse AAK ist modellvollständig.

Beweis (mit Kriterium (vi) des Robinson-Tests). L-Terme in Variablen
Xi können geschrieben werden als Polynome aus Z[X1, . . . , Xn]; atomare Formeln
können geschrieben werden als Polynomgleichungen

f(X1, . . . , Xn) = 0 mit f ∈ Z[X1, . . . , Xn].

Primitive Formeln haben dann die Gestalt

∃X1 · · · ∃Xn

(
k∧
i=1

ϕi

)
(X1, . . . , Xn)(Y1, . . . , Ym);

o.B.d.A. ist jedes ϕi von der Form

f(X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym) = 0 oder f(X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym) 6= 0

mit f ∈ Z[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym].
Seien K, K ′ algebraisch abgeschlossene Körper, K ⊆ K ′, b1, . . . , bm ∈ K, so

daß (mit X = (X1, . . . , Xn), Y = (Y1, . . . , Ym) und b = (b1, . . . , bm))

K ′ |= ∃X

(
k1∧
i=1

fi(X,Y) = 0 ∧
k2∧

i=k1+1

fi(X,Y) 6= 0

)
(b).

Setze fi(X,b) =: gi(X1, . . . , Xn) ∈ K[X1, . . . , Xn]. Nach Voraussetzung ist

K ′ |= ∃X

(
k1∧
i=1

gi(X) = 0 ∧
k2∧

i=k1+1

gi(X) 6= 0

)
.

Wir setzen g :=
∏k2
i=k1+1 gi, erhalten so

K ′ |= ∃X

(
k1∧
i=1

gi(X) = 0 ∧ g(X) 6= 0

)
,

und bringen den Rabinowitsch-Trick zum Einsatz: Sei Z eine neue Variable ungleich
X1, . . . , Xn; setze h := (1 − Zg) ∈ K[X1, . . . , Xn, Z]. Damit verwandelt sich die
Ungleichung in eine Gleichung, und wir erhalten:

K ′ |= ∃X∃Z

(
k1∧
i=1

gi(X) = 0 ∧ h(X, Z) = 0

)
Also gibt es — trivialerweise — keine p1, . . . , pk1 , p ∈ K[X1, . . . , Xn, Z], so daß
1 =

∑k1
i=1 pigi + gh. Mit Korollar 4.2.3 erhalten wir, da K ⊆ K ′,

K |= ∃X∃Z

(
k1∧
i=1

gi(X) = 0 ∧ h(X, Z) = 0

)
,

34



und eine geeignete Stelle in K ist Lösung des ursprünglichen Systems von Gleichun-
gen und Ungleichungen in K. �

Bemerkung 4.2.5. In der Tat ist der Hilbertsche Nullstellensatz in einem
gewissen Sinne äquivalent mit der Modellvollständigkeit von AAK, denn es gilt:
Sei AAK als modellvollständig angenommen; ist K ein algebraisch abgeschlossener
Körper und sind f1, . . . , fm ∈ K[X1, . . . , Xn] mit gemeinsamer Nullstelle a in ei-
nem Erweiterungskörper L von K, so ist a ∈ Ln ⊆ L

n
auch Nullstelle der fi im

algebraischen Abschluß L von L, und also haben f1, . . . , fm auch in K eine gemein-
same Nullstelle. Das nachfolgende einfache Lemma und die anschließende Übung
vervollständigen dann den Beweis der ausgesprochenen Behauptung.

Lemma 4.2.6. Sei K ein Körper und f1, . . . , fm ∈ K[X1, . . . , Xn] derart daß
(f1, . . . , fm) 6= K[X1, . . . , Xn]. Dann existiert ein Erweiterungskörper L von K, in
dem die fi eine gemeinsame Nullstelle besitzen.

Beweis. Wegen (f1, . . . , fm) 6= K[X1, . . . , Xn] existiert ein maximales Ideal m,
das alle fi enthält. L := K[X1, . . . , Xn]/m ist ein Körper; man hat die kanonische
Injektion φ : K → L, a 7→ a + m, also o.E. K ⊆ L. Offensichtlich ist nun (X1 +
m, . . . , Xn + m) gemeinsame Nullstelle der f1, . . . , fm in L. �

Übung. Beweise den Hilbertschen Nullstellensatz unter der Voraussetzung des
schwachen Nullstellensatzes (Kor. 4.2.3). (Hinweis: Rabinowitsch-Trick.)

Bemerkung 4.2.7. Mit Hilfe des obigen Lemmas 4.2.6 kann man, wenn man
will, einen modelltheoretischen Beweis für den schwachen (und also auch den Hil-
bertschen) Nullstellensatz erbringen (sein Verständnis ist für das Nachfolgende nicht
wesentlich). Sei K algebraisch abgeschlossen, und seien f1, . . . , fm ∈ K[X1, . . . , Xn]
mit (f1, . . . , fm) 6= K[X1, . . . , Xn]; wähle L gemäß Lemma 4.2.6. Sei κ eine Kardi-
nalzahl echt größer als max(card(K), card(L)), etwa κ := max(card(K), card(L))+.
Mit dem Satz von Löwenheim-Skolem ”aufwärts“ (§9.4) existieren elementare Er-
weiterungen L′ und K ′ von L bzw. K mit Mächtigkeit κ. Sei B Transzendenzbasis
von L′/K, C Transzendenzbasis von K ′/K. Mit einer mengentheoretischen Über-
legung (siehe nachfolgende Übung) erkennt man, daß für eine Körpererweiterung
k′/k, card(k) ≥ ℵ0, mit Transzendenzbasis B′ gilt: card(k′) = card(k(B′)), da
k′/k(B′) algebraisch ist, sowie card(k(B′)) = max(card(k), card(B′)). Somit folgt
card(B) = card(C) = κ. Man kann nun jede Bijektion B → C auf genau eine
Weise zu einem K-Isomorphismus K(B) → K(C) fortsetzen, und diesen — da L′

bzw. K ′ die algebraischen Abschlüsse von K(B) bzw. K(C) sind — zu einem K-
Isomorphismus L′ → K ′. Nun besitzt unser algebraisches Gleichungssystem fi = 0,
i = 1, . . . ,m, in L′ eine Lösung, damit auch in K ′ und wegen K � K ′ schließlich
auch in K selbst.

Übung. Man beweise die folgenden in obiger Bemerkung verwendeten Tatsa-
chen: Sei L/K eine Körpererweiterung und card(K) ≥ ℵ0.

(i) Ist L/K algebraisch, so ist card(K) = card(L).
(ii) Ist B ⊆ L, so ist card(K(B)) = max(card(B), card(K)).

4.3. Axiomatisierung modellvollständiger Klassen

Wir wenden uns nun den Axiomatisierungseigenschaften modellvollständiger Klas-
sen zu.
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Satz 4.3.1. Sei K eine modellvollständige Klasse, K = Mod(Σ), von L-Struk-
turen. Dann existiert eine Menge ∆ von ∀2-Sätzen in L, so daß K = Mod(∆). Falls
L abzählbar und effektiv gegeben sowie Σ rekursiv aufzählbar ist, so kann man auch
∆ rekursiv aufzählbar wählen.

Beweis. Sei
∆0 := {ϕ ∈ SaL ∩ ∀1 : Σ |= ϕ}.

Dann gilt Mod(∆0) = S(K). Sei ferner ∆1 die Menge aller ϕ ∈ SaL ∩ ∀2, so daß
ψ ∈ ∀1, % ∈ ∃1 existieren derart, daß ϕ universeller Abschluß der pränexen Nor-
malform von ψ → % ist und Σ |= ψ ↔ % gilt. Setze ∆ := ∆0 ∪ ∆1. Dann gilt
K = Mod(Σ) ⊆ Mod(∆) ⊆ S(K). Es ist Mod(∆) ebenfalls modellvollständig, denn
zu jeder universellen L-Formel ψ gibt es eine existentielle L-Formel % (dieselbe wie
für K), so daß ∆ |= ψ ↔ %. (Bis auf logische Äquivalenz liegt die eine Implikation
liegt in ∆1, die andere in ∆0.) Zu zeigen ist Mod(∆) ⊆ K. Sei dazu A |= ∆; dann ist
A ∈ S(K), also existiert B ∈ K, A ⊆ B. Wir müssen A |= σ für alle σ ∈ Σ zeigen.
Da Mod(∆) modellvollständig ist, gibt es einen L-Satz σ′ existentiellen Typs mit
∆ |= ¬σ ↔ σ′. Man weiß nun, daß B |= σ, also B |= ¬σ′, damit (¬σ′ universell bis
auf logische Äquivalenz!) A |= ¬σ′, und also A |= σ. �

Übung. Man zeige, daß die erste Behauptung in obigem Satz nicht umkehrbar
ist.

4.4. Induktive Strukturklassen. Der Erhaltungssatz von Lyndon

Kettenkonstruktionen sind in vielen mathematischen Beweisen zentral (vgl. etwa
Satz 3.7.7). Wir erinnern an die formale Definition (vgl. [25], 1.2.10 ff.):

Definition 4.4.1. Eine nichtleere Menge M von L-Strukturen heißt eine Kette,
falls für alle A,B ∈M gilt: A ⊆ B oder B ⊆ A. D.h.: (M,⊆) ist eine total geordnete
Menge.

Bekanntlich ([25], Lemma 1.2.11) ist dann kanonisch die L-Struktur M =
⋃

M

wohldefiniert, und es gilt M ⊇ A für alle A ∈M. Wir definieren ferner:

Definition 4.4.2. Sei n ∈ N0 ∪ {∞}. Eine Kette M von L-Strukturen heiße
n-elementar, falls für alle A,B ∈ M mit A ⊆ B gilt: A �∀n B. (Dabei stehe ab
sofort ”�∀∞“ für ”�“.) Man nennt eine ∞-elementare Kette meist einfach nur eine
elementare Kette.

Damit erhalten wir folgendes, auch als Satz über elementare Ketten bezeichnetes
grundlegendes Ergebnis über das Wohlverhalten elementarer bzw. allgemeiner n-
elementarer Ketten [169]:

Satz 4.4.3. Sei n ∈ N0 ∪ {∞}. Ist M eine n-elementare Kette, so ist A �∀n⋃
M für alle A ∈M.

Beweis. Sei M :=
⋃
M. Da A � M genau dann, wenn A �∀n

M für alle
n ∈ N0 ist, genügt es, den Fall n ∈ N0 zu betrachten. Durch Induktion über
0 ≤ k ≤ n zeigen wir für alle m ∈ N, alle ∀k-Formeln ϕ(x1, . . . , xm), alle A ∈ M
und alle a = (a1, . . . , am) ∈ Am, daß M |= ϕ(a) genau dann, wenn A |= ϕ(a).

Der Induktionsanfang k = 0 ist trivial wegen A ⊆ M. Sei also k ≥ 1, und
die Behauptung für k − 1 bewiesen, ϕ von der Form ϕ = ∀y(ψ) mit ∃k−1-Formel
ψ(x1, . . . , xm, y1, . . . , yl), und gelte A |= ϕ(a). Wenn nun M 6|= ϕ(a), so gibt es ein
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p ∈ M l mit M |= ¬ψ(a,p). Es existiert ein B ∈ M mit a1, . . . , am, p1, . . . , pl ∈ B,
für das nach Induktionsannahme (da ¬ψ(a, p) einem ∀k−1-Satz gleichwertig ist)
B |= ¬ψ(a,p) gelten muß. Nun gilt aber nach Voraussetzung A �∀n

B oder B �∀n

A, und in beiden Fällen erhält man einen Widerspruch.
Gelte umgekehrt M |= ϕ(a), und angenommen, es gibt ein p ∈ Al derart, daß

A |= ¬ψ(a,p); wieder ist ¬ψ(a,p) ein ∀k−1-Satz, also folgt wegen A �∀k−1 M nach
Induktionsannahme auch M |= ¬ψ(a,p), ein Widerspruch. �

Dieser Satz läßt sich nicht auf beliebige Ketten übertragen, d.h. im allgemeinen
ist für n ∈ N0 ∪ {∞} und eine Kette M von L-Strukturen nicht A �∀n

⋃
M

(Bsp. s.u.). Elementare Klassen von L-Strukturen, die unter Vereinigung beliebiger
Ketten abgeschlossen sind, verdienen deshalb besondere Beachtung:

Definition 4.4.4. Eine Klasse K von L-Strukturen heißt induktiv, falls für
jede Kette M⊆ K gilt, daß

⋃
M∈ K.

Lemma 4.4.5. Sei ∆ eine Menge von ∀2-Sätzen aus L. Dann ist Mod(∆) in-
duktiv.

Beweis. Sei δ ∈ ∆, etwa δ = ∀x∃y(δ1) mit x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , ym),
δ1 quantorenfrei. Sei M eine Kette in Mod(∆); dann gilt für alle A ∈ M: A |= δ.
Sei M :=

⋃
M. Sei a = (a1, . . . , an) ∈Mn; zu zeigen ist M |= ∃y(δ1(a,y)). Wähle

A ∈ M so, daß ai ∈ A für alle 1 ≤ i ≤ n; es gibt dann b = (b1, . . . , bm) ∈ Am, so
daß A |= δ1(a,b). Aber bi ∈ A ⊆M für i = 1, . . . ,m; also folgt M |= δ. �

Damit erhalten wir aus Satz 4.3.1:

Korollar 4.4.6. Jede modellvollständige Klasse von L-Strukturen ist induktiv.
�

Wir wollen nun zeigen, daß zu obigem Lemma 4.4.5 auch die Umkehrung gilt;
dies führt zu:

Satz 4.4.7. (Erhaltungssatz von  Loś-Suszko-Chang, [97], [60]) Elementare
Klassen sind induktiv dann und nur dann, wenn sie ∀2-Axiomatisierungen besit-
zen.

Beweis. Die eine Richtung wurde bereits in Lemma 4.4.5 erledigt.
Sei also K = Mod(Σ), Σ L-Satzmenge, induktiv. Wir zeigen K = Mod(Σ′) mit

Σ′ := {ϕ ∈ ∀2 : Σ |= ϕ} und haben damit den Satz bewiesen. Sei deshalb A |= Σ′;
wir begründen in Kürze, daß dann ein B |= Σ mit ∀1-erhaltender Erweiterung
A ⊆ B existiert; nach Satz 3.7.7 (wähle dort n = 1, K = Mod(∅)) erhalten wir
dann ein C mit A ⊆ B �∀1 C und A � C, sukzessive also eine Kette

A0 = A ⊆ B = A1 ⊆ A2 ⊆ · · ·
mit A2i � A2(i+1), A2i+1 ∈ K für jedes i ∈ N0. Nach dem Satz 4.4.3 gilt M :=⋃
{A2i : i ∈ N0} � A. Da K induktiv ist, haben wir aber auch N :=

⋃
{A2i+1 : i ∈

N0} ∈ K. Aber offenbar ist M = N, und es folgt A |= Σ.
Es verbleibt uns damit die Konstruktion einer ∀1-erhaltenden Erweiterung

B ⊇ A mit B ∈ K. Es genügt offensichtlich der Nachweis, daß Σ ∪ D∀1(A, A)
widerspruchsfrei ist. Nach Kompaktheitssatz und wegen der Abgeschlossenheit von
∀1 gegenüber endlichen Konjunktionen bis auf logische Äquivalenz reicht es weiter-
hin, die Erfüllbarkeit von

Σ ∪ {∀x(ψ)[a/y]}
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mit ψ ∈ Qf, x = (x1, . . . , xn), a = (a1, . . . , am) ∈ Am, a1, . . . , am paarwei-
se verschieden und (A, A) |= ∀x(ψ)[a/y] zu zeigen. Angenommen, dies sei nicht
der Fall, d.h. es gelte Σ |= ∃x(¬ψ)[a/y]. Umgang mit Konstanten liefert uns
Σ |= ∀y∃x(¬ψ(x,y)) =: ϕ mit y = (y1, . . . , ym). Da A |= Σ′ und ϕ ∈ Σ′, folgt
A |= ϕ, was (A, A) |= ∀x(ψ)[a/y] widerspricht. �

Beispiel. Die Klasse TZ der torsionsfreien zyklischen Gruppen bzgl. L =
{0,+} ist nicht induktiv, also auch nicht ∀2-axiomatisierbar.

Beweis. Jede Gruppe G ∈ TZ ist isomorph zu der additiven Gruppe (Z, 0,+)
der ganzen Zahlen. Sei (Q, 0,+) die additive Gruppe der rationalen Zahlen und
Q = {rn : n ∈ N} eine Abzählung von Q. Jede nichttriviale endlich erzeugte
Untergruppe von Q, etwa auch 〈r1, . . . , rn〉 mit n > 1, ist unendlich zyklisch, also
mit Z isomorph. Es gilt Q =

⋃
n∈N〈r1, . . . , rn〉. In Q gilt der Satz ∀x∃y(x = ny) für

jedes n ∈ N, nicht aber in Z. (Betrachte n = 2.) �

(Dies ist nicht sehr erstaunlich, denn TZ ist, etwa nach Löwenheim-Skolem-
Tarski, [25], Satz 2.4.17, oder §9.4, überhaupt nicht axiomatisierbar.)

Aus dem Satz über elementare Ketten erhalten wir nun noch als Zugabe einen
weiteren Erhaltungssatz. Wir sagen, eine Klasse K von L-Strukturen sei abgeschlos-
sen unter homomorphen Bildern, falls für alle L-Strukturen A, B und surjektive
Homomorphismen h : A� B mit A auch B aus K ist, d.h. falls H(K) = K, wobei

H(K) :=
{
B : es existiert A ∈ K und h : A� B

}
.

Wir wissen nach Lemma 3.1.5, daß surjektive Homomorphismen die Formelmenge
Pos erhalten. Umgekehrt gilt:

Satz 4.4.8. (Erhaltungssatz von Lyndon, [99]) Eine elementare Klasse K 6= ∅
ist abgeschlossen unter homomorphen Bildern genau dann, wenn sie eine Axioma-
tisierung durch positive Sätze besitzt.

Vor dem Beweis ein Lemma:

Lemma 4.4.9. Seien A, B L-Strukturen, und existiere eine (Pos∩Sa)-erhaltende
Abbildung A → B. Dann existiert ein B′ � B und eine Pos-erhaltende Abbildung
f : A→ B′ sowie ein A′ � A und eine ¬Pos-erhaltende Abbildung g : B → A′.

Beweis. Indem wir zu isomorphen Kopien übergehen, können wir A ∩B = ∅
erreichen. Wir zeigen, daß Th(B, B) ∪ DPos(A, A) widerspruchsfrei ist. Aufgrund
des Kompaktheitssatzes und der konjunktiven Abgeschlossenheit von DPos(A, A)
genügt es, die Konsistenz von Th(B, B) ∪ {ϕ[a/x]} für a = (a1, . . . , an), x =
(x1, . . . , xn), ϕ[a/x] ∈ DPos(A, A) zu zeigen; angenommen, dies wäre nicht der Fall.
Da die Konstanten ai disjunkt zu L(B) gewählt sind, folgt dann mit Satz 2.6.2

Th(B, B) |= ∀x(ψ) mit ψ :=


 ∧

1≤i,j≤n
ai=aj

xi = xj

→ ¬ϕ
 ,

also B |= ¬∃x(¬ψ). Da ϕ ∈ Pos, ist ∃x(¬ψ) ∈ Pos ∩ Sa, also nach Voraussetzung
A |= ¬∃x(¬ψ), im Widerspruch zu A |= ϕ(a). Mit dem Diagrammlemma folgt die
Behauptung.— Den zweiten Teil beweist man analog. �
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Beweis (Satz 4.4.8, nach [16], §10.3). Zum Beweis der nichttrivialen Rich-
tung ist wegen Lemma 3.7.5 zu zeigen, daß für alle B |= Th(A) ∩ Pos, wobei
A ∈ K, auch B ∈ K ist. Sei K = Mod(Σ) mit einer L-Satzmenge Σ. Wir ver-
wenden ein Kettenargument: Setze A0 := A∗∗0 := A, B0 := B∗∗∗

0 := B. Da
B |= Th(A) ∩ Pos, existiert nach obigem Lemma ein B∗

1 � B∗∗∗
0 und ein Pos-

erhaltendes f0 : A∗∗0 → B∗1 . Expandiere A∗∗0 , B∗
1 zu L(A0)-Strukturen A∗∗∗0 :=

(A∗∗0 , A0) und B∗∗
1 := (B∗

1, f0(A0)). Offensichtlich übertragen sich positive Sätze
von A∗∗∗0 nach B∗∗

1 , und nach dem zweiten Teil des obigen Lemmas existiert A∗1 �
A∗∗∗0 und g1 : B∗∗1 → A∗1 ¬Pos-erhaltend. Expandiere zu L(A0 ∪ B1)-Strukturen
A∗∗1 := (A∗1, g1(B1)), B∗∗∗

1 := (B∗∗
1 , B1). Positive Sätze übertragen sich von A∗∗1

nach B∗∗∗
1 , wir finden also B∗

2 � B∗∗∗
1 und f1 : A∗∗1 → B∗2 Pos-erhaltend, usw.

(Man mache sich ein Bild!) Es gilt A∗n|L = A∗∗n |L = A∗∗∗n |L =: An und B∗
n|L =

B∗∗
n |L = B∗∗∗

n |L =: Bn für alle n ∈ N. Wir erhalten so zwei elementare Ketten
A = A0 � A1 � · · · und B = B0 � B1 � · · · mit Pos-erhaltenden Abbildungen
fn : An → Bn+1 und ¬Pos-erhaltenden Abbildungen gn+1 : Bn+1 → An+1 für alle
n ∈ N0. Setze nun A∞ :=

⋃{
An : n ∈ N0

}
, B∞ :=

⋃{
Bn : n ∈ N0

}
. Mit dem Satz

über elementare Ketten ist A � A∞, B � B∞. Man betrachte nun für n ∈ N die
L(An−1 ∪Bn)-Strukturen

A∗∗n =

(
A∗n ,

n−1⋃
k=0

Ak ∪
n⋃
k=1

gk(Bk)

)
, B∗∗∗

n =

(
A∗n ,

n−1⋃
k=0

fk(Ak) ∪
n⋃
k=1

Bk

)
.

Für alle a ∈ Ak−1, b ∈ Bk, 1 ≤ k ≤ n gilt aA∗∗n = a, aB∗∗∗
n = fk−1(a) und

b
A∗∗n = gk(b), b

B∗∗∗
n = b. Da fn : A∗∗n → B∗n+1 als Pos-erhaltende Abbildung ein

Homomorphismus A∗∗n → B∗
n+1 ist (At ⊆ Pos!), gilt fn

(
aA∗∗n

)
= aB∗

n+1 , und

wegen B∗∗∗
n � B∗

n+1 auch aB∗
n+1 = aB∗∗∗

n , also fn

(
aA∗∗n

)
= aB∗∗∗

n für alle a ∈

An−1. Ist a ∈ Ak−1 mit 1 ≤ k ≤ n, so folgt fk−1(a) = aB∗∗∗
n = fn

(
aA∗∗n

)
=

fn(a), also fk−1 = fn|Ak−1. Somit definiert f∞ :=
⋃∞
n=0 fn einen Homomorphismus

A∞ → B∞. Dieser ist sogar surjektiv, da für b ∈ Bk, 1 ≤ k ≤ n gilt: fn(gk(b)) =

fn

(
b
A∗∗n

)
= b

B∗
n+1 , wegen B∗∗∗

n � B∗
n+1 weiter b

B∗
n+1 = b

B∗∗∗
n = b, also fn ◦ gk =

idBk
. Da A |= Σ, folgt A∞ |= Σ, also A∞ ∈ K und nach Voraussetzung also auch

B∞ ∈ H(K) = K, somit B∞ |= Σ, und schließlich B |= Σ, d.h. B ∈ K. �

Übung. Sei L = {0, 1,+,−, ·}. Zeige: Die einelementigen L-Strukturen sind
die einzigen homomorphen Bilder von Körpern, die keine Körper sind.

4.5. Vollständigkeit

Zur Erinnerung: Wir nannten eine Menge Φ von L-Sätzen vollständig, falls für jeden
Satz ψ über L gilt: Entweder Φ |= ψ oder Φ |= ¬ψ (vgl. Def. 2.5.1). Nun übertragen
wir diesen Begriff auf Strukturklassen.

Definition 4.5.1. Eine Klasse K von L-Strukturen heißt vollständig, falls für
alle A,B ∈ K gilt: A, B sind elementar äquivalent, i.Z. A ≡ B, d.h. für alle L-Sätze
ϕ gilt

A |= ϕ⇔ B |= ϕ.

(Vgl. Def. 2.4.15 in [25].)

Bemerkungen. Offensichtlich gilt:
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(i) Zwei L-Strukturen A, B sind elementar äquivalent d.u.n.d., wenn ihre
Theorien dieselben sind, und d.u.n.d., wenn die leere Abbildung ∅ : A→
B alle L-Sätze erhält.

(ii) Es ist A ∼= B eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung für
A ≡ B. (Beweis!)

(iii) Eine elementare Klasse K = Mod(Σ) ist d.u.n.d. vollständig, wenn die
L-Satzmenge Σ vollständig ist.

(Der Begriff der elementaren Äquivalenz stammt von Tarski [162].)

Übung. Sind N0 und N elementar äquivalent als geordnete Mengen? Ist N0

eine elementare Erweiterung (als geordnete Menge) von N?

Übung. Sind der Polynomring C[X] und sein Quotientenkörper C(X) elemen-
tar äquivalent? Ist C(X) elementare Erweiterung von C[X]?

Es bedarf wohl keiner weiteren Begründung mehr, warum zu erwarten ist, daß
vollständige elementare Klassen besonders schöne Eigenschaften besitzen: Hat man
die Vollständigkeit einer Klasse algebraischer Strukturen einmal nachgewiesen, so
hat man wegen der elementaren Äquivalenz je zweier ihrer Instanzen ein mächti-
ges Beweisprinzip in der Hand: Um eine in der Logik erster Stufe formulierba-
re Vermutung zu beweisen oder zu widerlegen, genügt es, dies für eine beliebig
gewählte, günstigerweise besonders einfach ”aussehende“ Struktur zu tun; mit der
Vollständigkeit überträgt sich dieses Ergebnis dann auf jede andere algebraische
Struktur aus dieser Klasse.

Wir geben nun eine einfache hinreichende Bedingung dafür an (nach [14], S. 74,
[15], S. 95, [124]), daß Modellvollständigkeit Vollständigkeit impliziert. (Eine wei-
tere wird in den nachstehenden Übungen behandelt.)

Definition 4.5.2. Sei K eine Klasse von L-Strukturen. A ∈ K heißt eine
Primstruktur von K, falls es zu jedem B ∈ K eine Einbettung h : A ↪→ B gibt.

Beispiel. Die Klasse Kö aller Körper besitzt keine Primstruktur. Betrachte
hierzu F2 und Q. Angenommen, es gäbe K ∈ Kö mit Einbettungen K ↪→ F2,
K ↪→ Q. Dann würde einerseits K |= (1 + 1 = 0) folgen, andererseits aber auch
K |= (1 + 1 6= 0), was absurd ist.

Satz 4.5.3. Sei K eine modellvollständige Klasse von L-Strukturen, und K

besitze eine Primstruktur. Dann ist K vollständig.

Beweis. Sei A eine Primstruktur in K, seien B,C ∈ K beliebig. Zu zeigen ist
B ≡ C. Seien nun f : A ↪→ B, g : A ↪→ C nach Voraussetzung gewählte Einbet-
tungen. Da K modellvollständig ist, erhalten f und g alle Formeln (vgl. Kriterium
(v) des Modellvollständigkeitstests). Sei ϕ ein L-Satz und B |= ϕ. Da ¬ϕ unter f
erhalten wird, ergibt sich A |= ϕ; da ϕ unter g persistent ist, folgt C |= ϕ. Analog
erhält man B |= ϕ aus C |= ϕ. �

In den folgenden Übungen geht es um den Begriff der sog. gemeinsamen Ein-
bettungseigenschaft einer Klasse K von L-Strukturen und seinen Zusammenhang
zu Modellvollständigkeit und Vollständigkeit.

Definition 4.5.4. Sei K eine Klasse von L-Strukturen. K hat die gemeinsame
Einbettungseigenschaft, falls es zu A,B ∈ K stets ein C ∈ K mit zugehörigen

Einbettungen A
f
↪→ C und B

g
↪→ C gibt.
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Übung. Ist eine Klasse K modellvollständig mit gemeinsamer Einbettungsei-
genschaft, so ist K vollständig.

Übung. Man beweise folgenden Satz:

Satz 4.5.5. Sei K eine elementare Klasse von L-Strukturen. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(i) K hat die gemeinsame Einbettungseigenschaft.
(ii) Für alle A,B ∈ K mit A ∩ B = ∅ gibt es eine L(A ∪ B)-Expansion C′

einer Struktur C ∈ K mit C′ |= D(A, A) ∪D(B, B).
(iii) Für alle existentiellen L-Sätze ϕ, ψ gilt: Falls ϕ ein Modell A ∈ K besitzt

und ψ ein Modell B ∈ K besitzt, so besitzt auch ϕ ∧ ψ ein Modell C ∈
K. �

Übung. Man entscheide folgende Fragen für eine elementare Klasse K von
L-Strukturen:

(i) Ist K vollständig, so hat K die gemeinsame Einbettungseigenschaft.
(ii) Ist K vollständig, so ist K auch modellvollständig.

4.6. Algebraisch abgeschlossene Körper fester Charakteristik

Wir wollen uns nun den Klassen Köp der Körper einer bestimmten Charakteristik p
(wobei p = 0 oder p eine Primzahl sei) über der Sprache der Ringe L = {0, 1,+,−, ·}
zuwenden. Mit Kö ist auch Köp für jedes p elementar. Zunächst zeigen wir:

Proposition 4.6.1. Jedes Köp (p = 0 oder p Primzahl) hat eine Primstruktur
K, und zwar ist dies K = Q für p = 0 und K = Fp für p > 0. Offensichtlich ist das
isomorphe Abbild von K in einem Körper L mit char(L) = p genau der Primkörper
von L, d.h. der kleinste in L enthaltene Körper.

Beweis. Zu p = 0: Jeder Körper L ∈ Kö0 mit char(L) = 0 enthält vermöge
p
q 7→ (p · 1)(q · 1)−1 eine isomorphe Kopie von Q. Sei p > 0 prim, L ∈ Köp. In L

gilt p · 1 = 0 und für n < p: n · 1 6= 0; also ist ϕ : Fp = Z/pZ → L, n 7→ n · 1 eine
Einbettung. �

Man weiß aus der Körpertheorie: Jeder Körper besitzt einen algebraischen Ab-
schluß, d.h. zu jedem Körper k existiert ein algebraisch abgeschlossener Erweite-
rungskörper k, so daß jedes Element aus k algebraisch ist über k. Zu jeder alge-
braischen Erweiterung K/k existiert ferner ein k-Homomorphismus f : K → k, d.h.
ein Körperhomomorphismus (der als solcher injektiv, also eine Einbettung, ist) mit
f |k = idk. (Damit ist k bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, denn sind k und
k′ zwei algebraische Abschlüsse von k und f : k′ → k ein k-Homomorphismus, so
ist der Zwischenkörper f(k′) von k/k algebraisch abgeschlossen, und da k/f(k′)
algebraisch also notwendig k = f(k′), d.h. f : k′ → k ein k-Isomorphismus.)

Beispiel. Der algebraische Abschluß Q von Q ist der Körper der algebraischen
Zahlen. Q kann als Teilkörper von C aufgefaßt werden und ist abzählbar. (Vgl. [34].)

Proposition 4.6.2. Sei p = 0 oder p > 0 prim. Köp ist nicht modellvollständig.

Beweis. Sei p = 0. Die Erweiterung R ⊆ C etwa ist nicht elementar, wie
der Satz ∃x(x2 + 1 = 0) zeigt. Sei p Primzahl, und wähle eine weitere Primzahl
q > p. Sei K der algebraische Abschluß K = Fp von Fp. Dann hat Xq − 1 in K q
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verschiedene Nullstellen (denn ist f := Xq − 1, so ist f ′ = qXq−1, und f ′(c) = 0
gdw. c = 0), aber unmöglich in Fp, da p < q. �

Wir spezialisieren uns nun in ähnlicher Weise bei AAK: Es bezeichne AAKp

die Klasse der algebraisch abgeschlossenen Körper, wobei wieder p = 0 oder p prim
sei. Hier ist die Sachlage viel schöner als im Fall von Köp:

Satz 4.6.3. Für jedes p (p = 0 oder p prim) ist die Klasse AAKp vollständig.

Beweis. AAKp ist modellvollständig, da AAKp ⊆ AAK elementare Teilklasse
von AAK und AAK modellvollständig ist.

AAKp besitzt eine Primstruktur. Denn: Sei p = 0; dann ist Q Primstruktur von
Köp, und wir behaupten: Q ist Primstruktur von AAKp. Denn sei K ein algebraisch
abgeschlossener Körper mit char(K) = 0; es gibt eine Einbettung h : Q → K, und
da Q/Q algebraisch und K algebraisch abgeschlossen ist, läßt sich diese fortsetzen
zu einer Einbettung h : Q→ K.— Analog argumentiert man im Fall p prim: Fp ist
Primstruktur in Köp, und Fp Primstruktur in AAKp. �

Wir nennen eine Klasse K von L-Strukturen entscheidbar, falls Th(K) ent-
scheidbar ist, d.h. {ϕ : K |= ϕ} rekursiv.

Korollar 4.6.4. Für jedes p (p = 0 oder p prim) ist AAKp entscheidbar.

Beweis. Nach Satz 2.5.2 ist jede vollständige, rekursiv aufzählbare Satzmenge
entscheidbar. �

Korollar 4.6.5. Zwei algebraisch abgeschlossene Körper sind genau dann ele-
mentar äquivalent, wenn sie gleiche Charakteristik besitzen.

Beweis. Übung. �

Wir haben also eine numerische Invariante, nämlich die Charakteristik, ge-
funden, anhand derer sich algebraisch abgeschlossene Körper bis auf elementare
Äquivalenz charakterisieren lassen; ähnliche Invarianten existieren auch für andere
Klassen algebraischer Strukturen (siehe [9]; vgl. auch §7.8). Man vergleiche auch
mit dem folgenden klassischen Resultat (vgl. den Beweis mit dem in Bem. 4.2.7):

Satz 4.6.6. (Steinitz, [154]) Zwei algebraisch abgeschlossene Körper überab-
zählbarer Mächtigkeit sind isomorph genau dann, wenn sie gleiche Charakteristik
und gleiche Mächtigkeit besitzen.

Beweis. Seien K, L algebraisch abgeschlossen mit charK = charL, cardK =
cardL ≥ ℵ1. K und L besitzen dann denselben Primkörper P ; wir spalten die
Körpererweiterungen K/P und L/P auf in einen rein transzendenten Teil P (B) =:
K ′/P bzw. P (C) =: L′/P und einen algebraischen Teil K/K ′ bzw. L/L′. Es ist
cardK ′ = cardK = cardL = cardL′ wegen cardK ′, cardL′ ≥ ℵ0 (vgl. Übung (i)
nach Bem. 4.2.7), sowie cardK ′ = max(ℵ0, cardB). cardK ′ = ℵ0 ist unmöglich
wegen cardK ≥ ℵ1; somit cardK ′ = cardB, analog cardL′ = cardC, mithin
cardB = cardC. Jede Bijektion B → C kann zu einem Isomorphismus K ′ ∼=→ L′

fortgesetzt werden, und da K bzw. L die algebraischen Abschlüsse von K ′ bzw. L′

sind, folgt K ∼= L. �

Zum Abschluß demonstrieren wir den Einsatz der Vollständigkeit von AAK0

durch eine einfache Übertragung des sog. affinen Satzes von Bézout für beliebige
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algebraisch abgeschlossene Körper der Charakteristik 0 aus der Gültigkeit dieses
Satzes für C. (Für C ist dieser selbstredend — unter Verwendung der in C zur
Verfügung stehenden analytischen Methoden — einfacher zu beweisen als für all-
gemeine algebraisch abgeschlossene Körper mit Charakteristik 0, wo für dessen
Beweis nur Mittel der Algebra verwendet werden können; für einen analytischen
Beweis siehe [136], für einen algebraischen [143].)

Die ”klassische“ Form des Satzes von Bézout lautet [29]: Seien C1, C2 zwei
algebraische Kurven vom Grad d1 bzw. d2 in der projektiven Ebene über einem
algebraischen abgeschlossenen Körper K; haben C1, C2 keine gemeinsame Kom-
ponente, so ist die Summe ihrer Schnittmultiplizitäten genau d1 · d2, insbesondere
schneiden sie sich in höchstens d1 · d2 Punkten. Sind C1 = V (f), C2 = V (g) ebe-
ne algebraische Kurven ohne gemeinsame Komponente vom Grad d1 bzw. d2 im
affinen Raum A2(K), so bettet man sie in P2(K) ein und erhält ihre Abschlüsse
C1 = (F ), C2 = (G), wobei F , G die Homogenisierungen von f bzw. g seien. Es ist
grad(F ) = grad(f) = d1 und grad(G) = grad(g) = d2, und auf der unendlich fernen
Geraden liegen nur höchstens endlich viele Punkte von Ci, i = 1, 2, denn ist etwa
[0 : x1 : x2] ∈ C1 ein solcher, d.h. F (0, x1, x2) = 0, so gilt für die d1-te homogene
Komponente f(d1) von f dann f(d1)(x1, x2) = 0, also (falls o.B.d.A. x1 6= 0) auch
f(d1)(1,

x2
x1

) = 0, und dies kann nur für endlich viele λ := x2
x1
∈ K der Fall sein.

Analog folgt die Endlichkeit von C2 \C2 ⊆ P2(K) \A2(K), C1 und C2 haben keine
gemeinsame Komponente, und die projektive Version des Satzes Bézout ergibt

card(C1 ∩ C2) ≤ card(C1 ∩ C2) = grad(F ) · grad(G) = grad(f) · grad(g).

Diese (im Fall ebener Kurven — wie gezeigt — leicht aus dem Projektiven ab-
leitbare) Tatsache wird oft als affine Bézout-Ungleichung bezeichnet. Der Satz von
Bézout kann auf höhere Dimensionen verallgemeinert werden; uns interessiert hier
die affine Variante:

Satz von Bézout. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, char(K) =
0. Seien f1, . . . , fn ∈ K[X1, . . . , Xn] mit grad(fi) =: di > 0; sei d :=

∏n
i=1 di.

Haben f1, . . . , fn mehr als d viele gemeinsame Nullstellen in Kn, so haben sie bereits
unendlich viele Nullstellen gemeinsam.

(Anders formuliert: Ist K ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charak-
teristik 0 und a ein nulldimensionales Ideal von K[X1, . . . , Xn] mit einer Basis
f1, . . . , fn, so gilt stets card(V (a)) = dimK K[X1, . . . , Xn]/a ≤

∏n
i=1 grad(fi).)

Beweis (unter Annahme des Satzes für K = C). Wir schreiben das all-
gemeine Polynom in X = (X1, . . . , Xn) vom Grad di als

fi =
∑
j

ai,jXj,

wobei j = (j1, . . . , jn) alle Indizes mit jk ≥ 0 und
∑
jk ≤ di durchlaufe; sei a =

{ai,j}i,j ein die endlich vielen ai,j enthaltender Vektor. Für gegebene d1, . . . , dn, d =
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d1 · · · dn und m > d seien die Formeln

ϕn,d,d1,...,dn,m

(
a,X(1), . . . ,X(m)

)
:= ∧

1≤i<j≤m

X(i) 6= X(j) ∧
m∧
i=1

n∧
k=1

fk(X(i)) = 0

→
∃X(m+1)

(
n∧
k=1

fk(X(m+1)) = 0 ∧
m∧
i=1

X(i) 6= X(m+1)

)
(dabei seien X(i) = (X(i)

1 , . . . , X
(i)
n ) für i = 1, . . . ,m) und

ψn,d,d1,...,dn

(
a,X(1), . . . ,X(n)

)
:= ∧

1≤i<j≤d

X(i) 6= X(j)

→ ¬( d∧
i=1

n∧
k=1

fk(X(i)) = 0

)
definiert. Man weiß nach dem Satz von Bézout für C, daß in C der L-Satz βm mit

βm :=
(
∀a(∀X(ψn,d,d1,...,dn) ∨ ∀X(ϕn,d,d1,...,dn,m))

)
für alle m > d erfüllt ist. Dann folgt für jedes K ∈ AAK0: K |= βm für m > d. �

Wir haben die Vollständigkeit von AAK0 zur Übertragung einer Aussage von
C in jeden anderen Körper aus AAK0 verwendet. Solche Beweismethoden nennt
man Übertragungsprinzipien. Wir werden sie und weitere körpertheoretische und
algebraisch-geometrische Anwendungen der Modelltheorie in §5.5 nach Weiterfüh-
rung der allgemeinen Theorie näher behandeln. (Einen Überblick über den Einsatz
der Modellvollständigkeitseigenschaft in der Algebra gibt [103]. Die Modelltheorie
der Körper im speziellen behandeln [5] und [10].)

44



KAPITEL 5

Substrukturvollständigkeit und
Quantorenelimination

Im vorhergehenden Abschnitt der Vorlesung haben wir uns mit Theorien bzw. Mo-
dellklassen beschäftigt, für die jede L-Formel zu einer existentiellen L-Formel äqui-
valent war. Nun wollen wir als zweite wichtige Eigenschaft von Modellklassen die
sog. Substrukturvollständigkeit untersuchen; es wird sich zeigen, daß diese gleich-
wertig ist mit der Tatsache, daß jede Formel sogar zu einer quantorenfreien Formel
äquivalent ist. Dies ermöglicht weitreichende algebraische Anwendungsmöglichkei-
ten.

5.1. Der zweite Persistenzsatz

Der erste Persistenzsatz lieferte eine semantische Charakterisierung von existen-
tiellen Formeln. Gesucht ist nun eine entsprechende Kennzeichnung der quanto-
renfreien Formeln. Sei K = Mod(Σ) eine elementare Klasse, Σ eine Satzmenge.
Wir fragen uns: Was ist eine typische Erhaltungseigenschaft quantorenfreier For-
meln bzgl. Strukturen in K? Dazu seien A,C ∈ K mit gemeinsamer Substruktur
B (nicht notwendigerweise aus K) sowie eine quantorenfreie Formel ϕ(x1, . . . , xn)
über L und eine Stelle b = (b1, . . . , bn) ∈ Bn betrachtet. Dann gilt bekanntlich:

A |= ϕ(b) ⇔ B |= ϕ(b) ⇔ C |= ϕ(b)

Wir vermuten deshalb, die gewünschte charakterisierende Eigenschaft für Qf könnte
sein:

Eine Formel ψ(x1, . . . , xn) ist dann und nur dann in K äqui-
valent zu einem ϕ ∈ Qf, falls A |= ψ(b) ⇔ C |= ψ(b) für alle
A,C ∈ K mit gemeinsamer Unterstruktur B ⊆ A,C und alle
b ∈ Bn.

Der folgende (allgemeinere) Satz bestätigt die Richtigkeit dieser Vermutung.
(Zur Definition einer gleichungsumfassenden bzw. für eine Satzmenge negationsfähi-
gen Formelmenge vgl. §3.7.)

Zweiter Persistenzsatz. Sei K = Mod(Σ) eine elementare Klasse von L-
Strukturen, Φ eine gleichungsumfassende und für Σ negationsfähige Menge von L-
Formeln, Φ′ der Abschluß von Φ unter {∧,∨}, ψ eine L-Formel. Dann ist ψ per-
sistent unter allen Φ-erhaltenden Abbildungen h : B → C, wobei B ⊆ A, A,C ∈ K,
genau dann, wenn ψ in K zu einer Formel ϕ ∈ Φ′ äquivalent ist.

Beweis. Sei ψ in K äquivalent zu ϕ ∈ Φ′; da ja jede Formel in Φ unter partiel-
len Φ-erhaltenden Abbildungen h : B → C mit Definitionsbereich B ⊆ A zwischen
Strukturen A,C ∈ K erhalten bleibt, bleibt auch ϕ ∈ Φ′ und somit auch ψ unter h
erhalten.
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Umgekehrt sei jetzt ψ(x1, . . . , xn) eine die geforderte Persistenzeigenschaft er-
füllende L-Formel, o.B.d.A. n ≥ 1. Wir gehen analog zum Beweis des ersten Per-
sistenzsatzes vor. Wähle eine Menge D = {d1, . . . , dn} paarweise verschiedener
neuer Konstanten (d.h. welche nicht in L vorkommen mögen) und setze ψ̂ :=
ψ[d1/x1, . . . , dn/xn]; ψ̂ ist dann ein Satz in L(D). (Ebenso definiere man wie-
der für eine beliebige erweiterte Formel ϕ(x1, . . . , xn) im folgenden stets ϕ̂ :=
ϕ[d1/x1, . . . , dn/xn].) Sei Φ′′ := {¬ϕ̂ : ϕ ∈ Φ′,Σ |= (ϕ→ ψ)}. Da Φ für Σ nega-
tionsfähig ist, ist Φ′′ 6= ∅. Wir zeigen zunächst:

1. Σ ∪ Φ′′ ∪
{
ψ̂
}

hat kein Modell (bzgl. L(D)).

Angenommen nämlich, es existiere eine L(D)-Struktur A′ mit A′ |= Σ ∪ Φ′′ ∪{
ψ̂
}

. Sei A := A′|L; dann ist A ∈ K. Seien ai := dA′

i für i = 1, . . . , n und B :=
{a1, . . . , an}. Dann gilt A |= (ψ∧¬ϕ)(a1, . . . , an) für alle ϕ ∈ Φ′ mit Σ |= (ϕ→ ψ).
Wir benötigen nun:

2. DΦ(A, B)∪Σ∪{¬ψ′} hat kein Modell, wobei ψ′ := ψ[a1/x1, . . . , an/xn].

Aus (2.) folgt dann nämlich mit Kompaktheitssatz: Es existieren ϕ1, . . . , ϕm ∈ Φ,
so daß ϕ′i := ϕi[a1/x1, . . . , an/xn] in DΦ(A, B) liegen (i = 1, . . . ,m), und so daß
Σ |= (

∧m
i=1 ϕ

′
i → ψ′). Da die ai in Σ nicht vorkommen, folgt dann

Σ |= ∀x1 · · · ∀xn (ϕ→ ψ) mit ϕ :=

 ∧
1≤i,j≤n
ai=aj

xi = xj

 ∧ m∧
i=1

ϕi.

Da Φ gleichungsumfassend ist, gilt ϕ ∈ Φ′, also ¬ϕ̂ ∈ Φ′′. Aber A′ |= ¬ϕ̂, also
A |= ¬ϕ(a1, . . . , an), und für 1 ≤ i ≤ m gilt (A, B) |= ϕ′i, A |= ϕi(a1, . . . , an), für
1 ≤ i, j ≤ n mit ai = aj gilt (A, B) |= (ai = aj), A |=

(
xi = xj

)
(a1, . . . , an), also

auch A |= ϕ(a1, . . . , an), Widerspruch.
Dies zeigt die Richtigkeit von (1.); aus (1.) folgt dann weiter mit dem Kom-

paktheitssatz: Es existieren %1, . . . , %l ∈ Φ′ mit ¬%̂i ∈ Φ′′ (1 ≤ i ≤ l), so daß
Σ |=

(∧l
i=1 ¬%̂i → ¬ψ̂

)
; wegen Φ′′ 6= ∅ kann l > 0 angenommen werden. Da die dj

(j = 1, . . . , n) in Σ nicht vorkommen und paarweise verschieden sind, erhält man

Σ |= ∀x1 · · · ∀xn

(
ψ →

l∨
i=1

%i

)
.

Setze % :=
∨l
i=1 %i; wir haben % ∈ Φ′ wegen %i ∈ Φ′. Nach Wahl der %i gilt aber nun

Σ |= (%i → ψ) für 1 ≤ i ≤ l, damit auch Σ |= (%→ ψ), und schließlich Σ |= (%↔ ψ),
und wir sind fertig.

Es verbleibt damit nur der Nachweis von (2.); wir argumentieren (natürlich)
indirekt. Es existiere eine L(B)-Struktur C′, die Modell von DΦ(A, B) ∪Σ ∪ {¬ψ′}
ist. Sei C := C′|L ihr L-Redukt. Das Diagrammlemma besagt nun: Es gibt eine
Φ-erhaltende Abbildung h : B → C mit der Eigenschaft, daß h(ai) = aC′

i für jedes
ai ∈ B. Da A,C ∈ K, B ⊆ A sind und A |= ψ(a1, . . . , an) gilt, folgt nach der
Persistenzvoraussetzung über ψ

C |= ψ(h(a1), . . . , h(an)),

als C′ |= ψ′, ein Widerspruch. �
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Bemerkung. Wie in Bem. 3.7.1 sieht man ein, daß die Voraussetzungen bzgl. Φ
nicht fallengelassen werden können.

Bevor wir Folgerungen aus diesem Satz ziehen, zunächst:

Definition 5.1.1. Sei B ⊆ A∩C für zwei L-Strukturen A, C und Φ eine Menge
von L-Formeln. Dann schreibe (A, B) ≡

Φ
(C, B), falls für alle ϕ(x1, . . . , xn) ∈ Φ,

b1, . . . , bn ∈ B mit ϕ′ := ϕ[b1/x1, . . . , bn/xn] gilt:

(A, B) |= ϕ′ ⇔ (C, B) |= ϕ′

Korollar 5.1.2. (van den Dries’ Test, [68]) Sei K = Mod(Σ) eine elementare
Klasse von L-Strukturen mit einer Satzmenge Σ, ψ eine L-Formel.

(i) Es sei At negationsfähig für Σ. Genau dann ist ψ modulo K äquivalent zu
einer positiven quantorenfreien Formel, wenn für alle A,C ∈ K, D ⊆ A
und Homomorphismen h : D→ C gilt: Ist b1, . . . , bn ∈ D, so

A |= ψ(b1, . . . , bn) ⇒ C |= ψ(h(b1), . . . , h(bn)).

(ii) Sei Φ eine Formelmenge mit Ba ⊆ Φ, und Φ sei symmetrisch, d.h. für
jede Formel ϕ ∈ Φ ist ¬ϕ logisch äquivalent zu einer Formel in Φ, und
abgeschlossen unter Substitution, d.h. für ϕ ∈ Φ und einen Term t und
eine Variable x ist stets auch ϕ[x/t] ∈ Φ. Dann gilt die Äquivalenz der
folgenden Aussagen:
(a) Für alle A,C ∈ K mit gemeinsamer Substruktur D (nicht notwendi-

gerweise in K) und b1, . . . , bn ∈ D gilt:

(A, D) ≡
Φ

(C, D) ⇒ (A, D) ≡
ψ

(C, D)

(b) ψ ist in K äquivalent zu einer Formel ϕ aus dem {∧,∨}-Abschluß
von Φ.

(iii) Sei Φ = Ba. Dann sind äquivalent:
(a) Für alle A,C ∈ K mit gemeinsamer Unterstruktur D gilt

(A, D) ≡
ψ

(C, D).

(b) ψ ist in K äquivalent zu einer quantorenfreien Formel.

Beweis. Zu (i): Enthalte zunächst L eine Konstante. Man wende den Per-
sistenzsatz auf Φ = At an. Φ′ ist dann die Menge der positiven quantorenfreien
Formeln. Wir wissen ferner: Sind A,C ∈ K, D = 〈B〉 ⊆ A und h : B → C eine Ab-
bildung, die At erhält, so hat h genau eine Fortsetzung zu einem Homomorphismus
h : D→ C.— Im allgemeinen Fall sei c eine neue Konstante für L. Sei K′ die Klas-
se aller L(c)-Modelle von Σ. Die Voraussetzung gilt nun auch für K′ anstelle von
K, und ψ ist damit nach dem eben Bewiesenen in K′ äquivalent zu einer positiven
quantorenfreien L(c)-Formel; wir haben also Σ |= ψ ↔ (ψ′[c/x]) mit einer positiven
quantorenfreien L-Formel ψ′. Also nach Umgang mit Konstanten Σ |= ψ ↔ ψ′.

Für (ii) benutze im Fall einer Sprache L mit mindestens einer Konstanten, daß
für A,C ∈ K, D = 〈B〉 ⊆ A jede Ba-erhaltende Abbildung h : B → C genau eine
Fortsetzung zu einer Einbettung h : D → C besitzt; in unserem Fall wird dann Φ
auch von h erhalten. Im Fall einer konstantenlosen Sprache L argumentiert man
analog zu (i).

Bei (iii) handelt es sich um den Spezialfall Φ = Ba von (ii). �
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5.2. Substrukturvollständigkeit und Quantorenelimination

Wir untersuchen nun die Strukturklassen, für die eine der äquivalenten Bedingungen
des obigen Korollars 5.1.2 für jede Formel erfüllt ist:

Definition 5.2.1. Sei K eine elementare Klasse von L-Strukturen. Dann heißt
K substrukturvollständig, falls für alle A,C ∈ K mit gemeinsamer Substruktur B
von A und C (B nicht notwendig aus K!) gilt: (A, B) ≡ (C, B), d.h., falls für jede
erweiterte Formel ϕ(x1, . . . , xn) und b1, . . . , bn ∈ B gilt:

(A, B) |= ϕ(b1, . . . , bn) ⇔ (C, B) |= ϕ(b1, . . . , bn)

Bemerkungen. Sei K = Mod(Σ) eine elementare Klasse von L-Strukturen.
(i) Ist K substrukturvollständig, so trivialerweise auch modellvollständig.
(ii) K ist genau dann substrukturvollständig, wenn für jede Struktur A ∈

S(K) die L(A)-Satzmenge Σ∪D(A, A) vollständig ist. (Beweis als Übung;
vgl. auch mit Bem. 4.0.2.)

Übung. Sei G die Klasse aller Graphen, die zu einem der beiden folgenden
isomorph sind: G mit G := {a, b} (a 6= b) und aRGb sowie H mit H := G und nicht
aRHb. Ist G modellvollständig bzw. substrukturvollständig?

In bestimmten Fällen folgt aus der Modellvollständigkeit auch die Substruktur-
vollständigkeit einer Strukturklasse. Eine nichtleere Klasse von L-Strukturen heißt
eine Quasivarietät, wenn sie unter Isomorphismen, Substrukturen und der Bildung
von direkten Produkten abgeschlossen ist.

Proposition 5.2.2. (Baldwin-Lachlan, [48]) Sei K eine elementare Quasiva-
rietät, und K∞ ⊆ K die Klasse der unendlichen Strukturen in K. K∞ ist modell-
vollständig genau dann, wenn K∞ substrukturvollständig ist.

Beweis. Seien A,C ∈ K∞ mit gemeinsamer Substruktur B; es ist B ∈ K. Seien
ιA : A ↪→ A × A, a 7→ (a, a), ιC : C ↪→ C × C, c 7→ (c, c) die Diagonaleinbettungen
und B′ := ιA(B) = ιC(B). Da A × B ⊆ A × A,A × C und alle drei Strukturen
aus K∞ sind, ist sogar A × B � A × A,A × C; analog B × C � C × C,A × C.
Also (A× A, B′) ≡ (C× C, B′). Da ιA und ιB elementare Einbettungen sind, folgt
(A, B) ≡ (C, B), was zu beweisen war. �

Den syntaktischen Aspekt des neu eingeführten Begriffs fassen wir wie folgt:

Definition 5.2.3. Sei K elementare Klasse. Wir sagen, K erlaubt Quantore-
nelimination (Q.E.), falls es zu jeder L-Formel ϕ eine quantorenfreie L-Formel ϕ′

gibt, die in K äquivalent ist zu ϕ.
Eine existentielle Formel ϕ heiße 1-existentiell, falls ϕ höchstens einen Existenz-

quantor enthält. Analog heißt ϕ 1-universell, falls ϕ universell mit höchstens einem
Allquantor ist.

Für den folgenden Satz vgl. [15], S. 234–236.

Satz 5.2.4. (Charakterisierung substrukturvollständiger Klassen) Sei K ele-
mentare Klasse von L-Strukturen. Dann sind äquivalent:

(i) K ist substrukturvollständig.
(ii) Für alle 1-existentiellen L-Formeln ϕ und alle A,C ∈ K mit gemeinsamer

Substruktur B gilt: (A, B) ≡ϕ (C, B).

48



(iii) Zu jeder 1-existentiellen L-Formel ϕ gibt es eine quantorenfreie Formel
ϕ′, die in K äquivalent ist zu ϕ.

(iv) K erlaubt Q.E.
(v) Für alle A,C ∈ K, B ⊆ A und jede Einbettung h : B ↪→ C gilt: h erhält

alle L-Formeln (bzgl. A nach C).

Beweis. Die Implikation (i) ⇒ (ii) ist trivial, und (ii) ⇒ (iii) ein Spezialfall
des zweiten Persistenzsatzes.

Für (iii) ⇒ (iv) zeigen wir für eine beliebige pränexe Formel

ϕ = Q1x1 · · ·Qnxn(%),

wobei Qi ∈ {∃,∀}, % quantorenfrei, durch Induktion nach n, daß ϕ in K äquivalent
ist zu einer quantorenfreien Formel ϕ′. Der Fall n = 0 ist klar (setze ϕ′ := ϕ). Zum
Schritt n→ n+ 1:

Fall 1: ϕ hat die Form ϕ = ∃x1(ϕ1) mit ϕ1 := Q2x2 · · ·Qn+1xn+1(%). Nach
Induktionsannahme existiert eine quantorenfreie Formel ϕ′1 in L, so daß
ϕ′1 in K äquivalent ist zu ϕ1. Dann ist ϕ äquivalent zu ∃x1(ϕ′1) ist K,
und nach (iii) existiert ein zu ϕ in K logisch gleichwertiges ϕ2 ∈ Qf.

Fall 2: ϕ hat die Form ϕ = ∀x1Q2x2 · · ·Qn+1xn+1(%). Dann ist ¬ϕ äquivalent zu
∃x1Q̃2x2 · · · Q̃n+1xn+1(¬%) (wobei ∃̃ := ∀, ∀̃ := ∃). Nach Fall 1 existiert
eine quantorenfreie Formel ϕ∗, welche äquivalent ist (modulo K) zu ¬ϕ,
und ϕ ist äquivalent zu ¬ϕ∗.

Zu (iv) ⇒ (v): Sei ϕ(x1, . . . , xn) erweiterte L-Formel und ϕ′(x1, . . . , xn) eine
zugehörige L-Formel ohne Quantoren, die in K zu ϕ äquivalent ist; seien b1, . . . , bn ∈
B, so daß A |= ϕ(b1, . . . , bn). Da A ∈ K ist, folgt A |= ϕ′(b1, . . . , bn), wegen B ⊆ A
ferner B |= ϕ′(b1, . . . , bn), da ϕ′ quantorenfrei. In C gilt nun ϕ′(h(b1), . . . , h(bn)),
da h Einbettung ist. Da C ∈ K, folgt C |= ϕ(h(b1), . . . , h(bn)).

Für die Implikation (v) ⇒ (i) schließlich wähle h := idB . �

Definition 5.2.5. Eine 1-primitive Formel ist eine primitive Formel mit nur
einem Existenzquantor, d.h. von der Form

∃x

(
m∧
i=1

ϕi

)
mit m ∈ N, ϕi ∈ Ba.

Korollar 5.2.6. Unter den Voraussetzungen des Satzes hat man folgende wei-
tere, zu (i)–(v) äquivalente Bedingung:

(vi) Für alle 1-primitiven Formeln ψ und alle A,C ∈ K mit gemeinsamer
Substruktur B gilt: (A, B) ≡

ψ
(C, B).

Beweis. Es gilt (i) ⇒ (vi) ⇒ (ii), da jede 1-existentielle Formel logisch äqui-
valent ist zu einer Disjunktion 1-primitiver Formeln: Ist ϕ = ∃x(%) mit % ∈ Qf,
so wähle eine disjunktive Normalform %1 =

∨
i

∧
j %ij , %ij ∈ Ba von %; dann ist ϕ

äquivalent zu
∨
i ∃x(

∧
j %ij). �

Bemerkung 5.2.7. Ist K eine substrukturvollständige Klasse bzgl. einer kon-
stantenlosen Sprache L, so gibt es zu einer L-Formel ϕ nicht notwendig eine bzgl. K

äquivalente quantorenfreie L-Formel in höchstens denselben freien Variablen wie ϕ.
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Als Beispiel betrachte man die Sprache L = {P} mit dem unären Relationssymbol
P und die Klasse K aller unendlichen L-Strukturen, die dem Axiom

∀x
(
P (x)

)
∨ ∀x

(
¬P (x)

)
genügen. Diese ist elementar und substrukturvollständig, wie der Leser leicht zeigt,
aber zu dem L-Satz ϕ := ∀x

(
P (x)

)
kann es keinen in K äquivalenten L-Satz ψ ge-

ben. Enthält hingegen L mindestens eine Konstante c, so können derartige Phäno-
mene nicht auftreten: Ist ϕ(x1, . . . , xn) gegeben und ψ quantorenfrei und äquivalent
zu ϕ in K, etwa mit ψ(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym), so setze ψ′ := ψ[c/y1, . . . , c/yn]; es gilt
immer noch K |= (ϕ↔ ψ′), aber ψ′ hat nur noch freie Variablen aus {x1, . . . , xn}.

Oftmals nützlich ist auch folgendes hinreichende Kriterium:

Korollar 5.2.8. (Shoenfield-Test, [149], [150]) Sei K eine elementare Klas-
se von L-Strukturen, welche den folgenden zwei Bedingungen (Existenz von K-
Abschlüssen und 1-Modellvollständigkeit) genügt:

(i) Für alle A ∈ S(K) existiert ein K-Abschluß A von A, d.h. ein A ∈ K mit
(A, A) ↪→ (B, A) für alle B ∈ K, B ⊇ A.

(ii) Für je zwei A ⊆ B in K gilt A �
1−∀1

B, wobei 1−∀1 ⊆ ∀1 die Menge der

1-universellen Formeln sei.

Dann ist K substrukturvollständig.

Beweis. Wir zeigen, daß (ii) in Satz 5.2.4 erfüllt ist. Seien A,C ∈ K mit
gemeinsamer Substruktur B. Sei ϕ(x, y), x = (x1, . . . , xn) eine quantorenfreie L-
Formel, b ∈ Bn mit (A, B) |=

(
∃y(ϕ)

)
[b/x]; wir müssen zeigen, daß (C, B) |=(

∃y(ϕ)
)
[b/x]. Sei B ∈ K mit B ⊆ B ⊆ A gemäß (i) ein K-Abschluß von B,

o.E. B ⊆ C. Mit (ii) folgt (B, B) |=
(
∃y(ϕ)

)
[b/x] wegen (A, B) |=

(
∃y(ϕ)

)
[b/x]

und A,B ∈ K, also auch (C, B) |=
(
∃y(ϕ)

)
[b/x] wegen B ⊆ C. �

Übung. Sei L = {<} die Sprache der Ordnungen.

(i) Sei DLO die Klasse aller dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte
bzgl. L. Man zeige: DLO ist substrukturvollständig.

(ii) Sei K 6= ∅ eine substrukturvollständige Klasse von linearen Ordnungen
(als L-Strukturen), in der mindestens eine nicht einelementige lineare
Ordnung vorhanden ist. Man zeige, daß K = DLO. (Hinweis: Zeige zuerst
K ⊆ DLO, dann die Vollständigkeit von DLO und schließlich K = DLO.)

Für algorithmische Anwendungen zentral ist folgende Existenzaussage:

Korollar 5.2.9. Sei L abzählbar und effektiv gegeben sowie K = Mod(Σ)
eine Klasse von L-Strukturen mit einer rekursiv aufzählbaren Axiomatisierung Σ,
die einer der gleichwertigen Bedingungen (i)–(vi) aus obigem Satz genügt. Dann
existiert eine rekursive Funktion, die jeder L-Formel ϕ eine in K äquivalente L-
Formel ϕ′ zuordnet. Man sagt: K erlaubt effektive Q.E.

Beweis. Sei ψ1, ψ2, . . . eine rekursive Aufzählung aller semantischen Folgerun-
gen aus Σ. Zu gegebener L-Formel ϕ stellen wir fest, ob ein ψi syntaktisch von der
Form ψi = (ϕ ↔ ϕ′) mit quantorenfreiem ϕ′ ist. Wähle das erste solche ϕ′ als
quantorenfreies Äquivalent zu ϕ. �
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5.3. Q.E. für algebraisch abgeschlossene Körper

Wir betrachten im folgenden wieder unser prominentes Anwendungsbeispiel K :=
AAK über der Sprache L = {0, 1,+,−, ·} der Ringe, und beweisen den folgenden,
zuerst von Tarski (1948, nicht publiziert, vgl. [71]) und Robinson [15] bewiesenen
Satz:

Satz 5.3.1. Die Klasse AAK der algebraisch abgeschlossenen Körper ist sub-
strukturvollständig und erlaubt somit effektive Q.E.

Beweis. Wir verifizieren Bedingung (vi) des Satzes über die Charakterisierung
der Q.E.: Sei ϕ eine 1-primitive Formel,

ϕ = ∃x

(
m∧
i=1

fi(x, y1, . . . , yn) = 0 ∧ g(x, y1, . . . , yn) 6= 0

)
mit fi, g ∈ Z[X,Y1, . . . , Yn]. Seien K,K ′ ∈ AAK mit gemeinsamer Substruktur B;
B ist ein Integritätsbereich. Seien nun b1, . . . , bn ∈ B mit K |= ϕ(b1, . . . , bn). Setze
fi(X) := fi(X, b1, . . . , bn) ∈ B[X], g(X) := g(X, b1, . . . , bn) ∈ B[X].

Wir können annehmen, daß alle fi 6= 0 sowie g 6= 0 in B[X]. Denn sind alle
fi = 0, g 6= 0, so gilt K |= ∃x(g(x) 6= 0); man wähle d > grad(g) > 0, so daß
char(K) nicht d teilt, und setze f1 := Xd− 1. Dann K |= ∃x(f1(x) = 0∧ g(x) 6= 0),
denn: Es ist f ′1 = dXd−1, also haben f1, f ′1 keine gemeinsame Nullstelle, also: f1 hat
d viele paarweise verschiedene Nullstellen in K, g aber nur höchstens grad(g) < d
viele. Damit existiert mindestens eine Nullstelle von f1, die keine von g ist.

Wähle nun α ∈ K mit

K |=
m∧
i=1

fi(α) = 0 ∧ g(α) 6= 0.

α ist algebraisch über dem Quotientenkörper Q ⊆ K von B, etwa mit Minimal-
polynom h ∈ Q[X]. Es ist h|fi für i = 1, . . . ,m in Q[X]; Division mit Rest ergibt
g = qh + g∗ für gewisse q, g∗ ∈ Q[X] mit g∗ = 0 oder grad(g∗) < grad(h), da-
mit g∗(α) 6= 0, und h teilt g∗ nicht in Q[X]. Da K ′ algebraisch abgeschlossen und
Q ⊆ K ′ ist, existiert ein β ∈ K ′ mit h(β) = 0; es sind alle fi(β) = 0. h ist auch
Minimalpolynom von β über Q, denn h ist irreduzibel über Q[X]; also ist auch
g∗(β) 6= 0 und daher g(β) 6= 0. Damit K ′ |= ϕ(b1, . . . , bn). �

5.4. Effektive Q.E. für algebraisch abgeschlossene Körper

Die Q.E. für algebraisch abgeschlossene Körper eröffnet weitreichende körpertheo-
retische Anwendungsmöglichkeiten. Bevor wir darauf eingehen, wenden wir uns den
algorithmischen Konsequenzen zu.

Definition 5.4.1. Sei K eine Klasse von L-Strukturen. Dann sagen wir, K sei
quantorenfrei-entscheidbar (kurz: q.f.-entscheidbar), falls es einen Algorithmus gibt,
der von jedem quantorenfreien L-Satz entscheidet, ob dieser in allen Strukturen aus
K gilt oder nicht. Wir sagen, K sei quantorenfrei-vollständig (q.f.-vollständig), falls
für jeden quantorenfreien L-Satz ϕ entweder K |= ϕ oder K |= ¬ϕ.

Man beachte, daß die Q.f.-Entscheidbarkeit nicht die Q.f.-Vollständigkeit von
K impliziert. Offensichtlich gilt:

Proposition 5.4.2. Sei L eine Sprache, die mindestens ein Konstantensymbol
enthält, und K eine substrukturvollständige Klasse von L-Strukturen.
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(i) Falls L effektiv gegeben und K q.f.-entscheidbar mit rekursiv aufzählbarem
Axiomensystem ist, so ist K entscheidbar.

(ii) Falls K q.f.-vollständig ist, so ist K vollständig.

Beweis. Zu (i): Sei K = Mod(Σ), Σ rekursiv aufzählbare L-Satzmenge. Dann
gibt es einen Algorithmus, der zu jeder L-Formel ϕ eine quantorenfreie L-Formel
ϕ′ bestimmt, so daß ϕ und ϕ′ in K äquivalent sind (Kor. 5.2.9), wobei o.B.d.A.
ϕ′ höchstens die frei vorkommenden Variablen von ϕ besitzt. (Ist ϕ mit genau den
freien Variablen x1, . . . , xn, und hat ϕ′ freie Variablen y1, . . . , ym /∈ {x1, . . . , xn},
so wähle ein Konstantensymbol c in L und setze ϕ′′ := ϕ′[c/y1, . . . , c/ym]. Dann
gilt K |= (ϕ ↔ ϕ′′), und ϕ′′ enthält höchstens die Variablen x1, . . . , xn frei.) Ins-
besondere ist dann ϕ′ ein quantorenfreier L-Satz, wenn ϕ ein L-Satz war. Der
Entscheidungsalgorithmus für K bestimmt nun zu gegebenem L-Satz ϕ einen in K

äquivalenten L-Satz ϕ′ und entscheidet ϕ′.
Zu (ii): Ist ϕ ein L-Satz, so existiert ein quantorenfreier L-Satz ϕ′ mit K |=

(ϕ ↔ ϕ′) (da L eine Konstante enthält). Nach Voraussetzung gilt K |= ϕ′ oder
K |= ¬ϕ′ und damit K |= ϕ oder K |= ¬ϕ. �

Für die Klasse Kö der Körper bzw. die Klasse Köp der Körper mit Charakte-
ristik p (p Primzahl oder p = 0) erhalten wir:

Lemma 5.4.3. Sei p eine Primzahl oder p = 0.
(i) Kö und Köp sind q.f.-entscheidbar.
(ii) Köp ist q.f.-vollständig.

Beweis. Variablenfreie L-Formeln sind äquivalent zu n · 1 = 0 mit n ∈ N0.
Wir wissen:

in Kö0: n · 1 = 0 ⇔ n = 0
in Köp, p > 0: n · 1 = 0 ⇔ p|n

Es folgt: In jeder Klasse Köp läßt sich jede variablenfreie L-Formel algorithmisch
auswerten zu ”wahr“ oder ”falsch“; damit gilt dasselbe für alle quantorenfreien
Sätze. Somit sind alle Köp q.f.-vollständig und q.f.-entscheidbar.

Es verbleibt die Q.f.-Entscheidbarkeit von Kö. Zunächst stellen wir fest: Zu je-
dem quantorenfreien Satz ϕ kann man algorithmisch eine Primzahl pϕ bestimmen,
so daß jede atomare Teilformel ψ von ϕ äquivalent ist zu n · 1 = 0 mit n ∈ N0,
n < pϕ. Für jeden Körper K mit char(K) = 0 oder char(K) ≥ pϕ hat ϕ in K
dieselbe Auswertung zu ”wahr“ oder ”falsch“. Damit erhalten wir folgendes Aus-
wertungsverfahren für ϕ in Kö: Man bestimme pϕ wie eben und werte ϕ für alle
Köp aus, wobei p die Menge

{0} ∪
{
p : p prim, p ≤ pϕ

}
durchläuft. Setze die Auswertung von ϕ in Kö gleich ”wahr“ d.u.n.d. wenn alle
Einzelauswertungen ”wahr“ ergaben. �

Kö ist offenbar nicht q.f.-vollständig.— Unmittelbar erhält man einen erneuten
Beweis von

Korollar 5.4.4. Sei p = 0 oder p > 0 prim.
(i) AAK und AAKp sind entscheidbar.
(ii) AAKp ist vollständig.
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Beweis. Unter Beachtung der Tatsache, daß es zu jeder Primzahl p einen alge-
braisch abgeschlossenen Körper der Charakteristik p gibt (etwa Fp), kann der eben
geführte Beweis für AAK statt Kö und AAKp statt Köp genauso geführt werden;
mit Prop. 5.4.2 und Satz 5.3.1 folgt die Behauptung. �

Übung. In den folgenden Übungen werden weitere Beispiele substrukturvoll-
ständiger Theorien untersucht (mit steigendem Schwierigkeitsgrad).

(i) Sei G1 die Klasse aller nichttrivialen, torsionsfreien, teilbaren, abelschen
Gruppen, betrachtet als L-Strukturen für die Sprache L = {0,+,−}. Man
zeige, daß G1 substrukturvollständig ist, und gebe ein effektives Q.E.-Ver-
fahren für diese Klasse an.

(ii) Sei L = {0,+,−, <} und G2 die Klasse aller nichttrivialen, teilbaren,
geordneten, abelschen Gruppen (als L-Strukturen). Man zeige, daß G2

substrukturvollständig, vollständig und entscheidbar ist.
(iii) Eine Boolesche Algebra A = (A, 0, 1,u,t, ∗) heißt atomfrei, falls es zu

jedem 0 6= a ∈ A ein b ∈ A gibt mit 0 6= b = b u a 6= a. Man gebe ein
Beispiel für eine solche Boolesche Algebra an und zeige, daß die Klas-
se ABA der atomfreien Booleschen Algebren substrukturvollständig ist.
(Schwierig.)

5.5. Übertragungsprinzipen für algebraisch abgeschlossene Körper

Wir kommen nun zu den algebraischen Anwendungen der Q.E. für AAK; zentral
hierfür sind sog. Übertragungsprinzipien, von denen wir einige im folgenden ken-
nenlernen:

”
Elementares“ Lefschetzprinzip. Sei L die Sprache der Ringe. Es gibt

eine rekursive Funktion ` : SaL → N, die jedem L-Satz ϕ eine Primzahl `(ϕ) mit
folgender Eigenschaft zuordnet: Gilt ϕ in einem algebraisch abgeschlossenen Körper
der Charakteristik 0, so gilt ϕ in allen algebraisch abgeschlossenen Körpern der
Charakteristik 0 und der Charakteristik ≥ `(ϕ).

Beweis. Gelte C |= ϕ. Bestimme zu ϕ einen quantorenfreien Satz ϕ′, der in
AAK äquivalent zu ϕ ist, und setze `(ϕ) := pϕ′ , wobei pϕ′ wie in Lemma 5.4.3
definiert sei. Es folgt C |= ϕ′, also nach dem Beweis von Lemma 5.4.3 auch K |= ϕ′

für alle K ∈ Köp mit char(K) ≥ `(ϕ) oder char(K) = 0. Falls nun sogar K ∈ AAK,
so gilt dasselbe für ϕ statt ϕ′. �

Für das volle Lefschetz-Prinzip vgl. [49]; zur Herkunft dieses Begriffs vgl. [8].—
Zusammenfassend haben wir folgenden, in Beweisen oft einfacher anwendbaren
Satz:

Satz 5.5.1. Sei ϕ ein Satz in der Ringsprache.
(i) Es sind äquivalent:

(a) ϕ gilt in allen algebraisch abgeschlossenen Körpern der Charakteri-
stik 0.

(b) Für jede natürliche Zahl n existiert ein algebraisch abgeschlossener
Körper mit Charakteristik p > n, für den ϕ gilt.

(ii) Sei p = 0 oder p prim. Es sind äquivalent:
(a) ϕ gilt in einem algebraisch abgeschlossenen Körper der Charakteri-

stik p.
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(b) ϕ gilt in allen algebraisch abgeschlossenen Körpern der Charakteri-
stik p.

(iii) Ferner sind äquivalent:
(a) ϕ gilt in allen algebraisch abgeschlossenen Körpern.
(b) ϕ gilt in allen algebraisch abgeschlossenen Körpern von Primzahl-

charakteristik.
(iv) Ist ϕ überdies ein ∀2-Satz und gilt ϕ in jedem endlichen Körper, so gilt

ϕ in jedem algebraisch abgeschlossenen Körper.

Beweis. Zu (i): (a) ⇒ (b) ist eine Folge des elementaren Lefschetzprinzips.
Für (b) ⇒ (a) ist wegen der Vollständigkeit von AAK0 lediglich zu zeigen, daß
ϕ in mindestens einem Körper K ∈ AAK0 gilt, was aber nichts anderes als die
Erfüllbarkeit der Satzmenge

Σ := {ϕ} ∪ Γ ∪
{
p · 1 6= 0 : p ∈ N prim

}
bedeutet, wobei Γ ein Axiomensystem für AAK sei. Eine endliche Teilmenge Σ′ ⊆ Σ
enthält nur endlich viele Aussagen p1 · 1 6= 0, . . . , pn · 1 6= 0 (n ∈ N), und ist dann p
eine Primzahl mit p > p1, . . . , pn und K ∈ AAKp ein Modell von ϕ, so ist K auch
Modell von Σ′. Mit dem Kompaktheitssatz folgt die Behauptung.

(ii) ist nichts anderes als die Vollständigkeit von AAKp; (iii) beweist man analog
zu (i).

Zu (iv): Es sei p eine Primzahl. Der algebraische Abschluß Fp von Fp ist be-
kanntlich die Vereinigung seiner eindeutig bestimmten endlichen Teilkörper Fpm

mit genau pm Elementen (m ∈ N); ferner ist Fpr ⊆ Fps genau dann, wenn r|s.
Also ist F := {Fpm! : m ∈ N} eine aufsteigende Kette von Körpern mit

⋃
F = Fp.

Nach Voraussetzung gilt ϕ in allen Fpm! , also nach Lemma 4.4.5 auch in Fp. Da p
beliebig war, folgt die Behauptung aus (iii) und der Vollständigkeit von AAKp, p
Primzahl. �

Übung. (Noether-Ostrowskischer Irreduzibilitätssatz) Sei K ein Körper, K ein
algebraischer Abschluß von K. Ein Polynom f ∈ K[X1, . . . , Xn] heißt absolut irre-
duzibel, falls f in K[X1, . . . , Xn] irreduzibel ist. Für ein Polynom f ∈ Z[X1, . . . , Xn]
und eine Primzahl p sei fp das Bild von f unter dem vom kanonischen Epimor-
phismus Z → Z/pZ = Fp, a 7→ a + (p) =: a induzierten Ringhomomorphismus
Z[X1, . . . , Xn]→ Fp[X1, . . . , Xn],∑

aν1...νn
Xν1

1 · · ·Xνn
n 7→

∑
aν1...νn

Xν1
1 · · ·Xνn

n .

Zeige, daß f ∈ Z[X1, . . . , Xn] ⊆ Q[X1, . . . , Xn] absolut irreduzibel ist genau dann,
wenn fp für alle bis auf endlich viele Primzahlen p absolut irreduzibel ist.

Anhand einiger weiterer Beispiele (5.5.1–5.5.4) wollen wir nun die Nützlichkeit
dieser Prinzipien kennenlernen.

5.5.1. Polynomabbildungen. Sei K ein Körper, M ⊆ Km nichtleer. Unter
einer polynomialen Abbildung oder Polynomabbildung F : M → Kn verstehen wir
eine Funktion F , die komponentenweise durch Polynome definiert ist, d.h. für die
f1, . . . , fn ∈ K[X1, . . . , Xm] existieren mit

F (c) = (f1(c), . . . , fn(c)) für alle c ∈M .

Folgender von Ax [45] gefundene und später auch ”klassisch“ [54] bewiesene Satz
der algebraischen Geometrie läßt sich damit einfach beweisen:
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Satz 5.5.2. Sei K algebraisch abgeschlossen, F : Kn → Kn eine Polynomab-
bildung. Ist F injektiv, so auch surjektiv.

Beweis. Für festes n und gegebene Gradschranke d für den Totalgrad der F
definierenden Polynome fi, i = 1, . . . , n läßt sich die Behauptung als ∀2-Satz ψn,d
formulieren. Da ψn,d für alle endlichen Körper trivialerweise erfüllt ist, folgt mit
Satz 5.5.1, (iv) die Behauptung. �

(Offensichtlich ist die Umkehrung des obigen Satzes i.a. falsch.) Als (übungs-
halber zu beweisendes) Korollar hat man dann auch sofort die Verallgemeinerung:

Korollar 5.5.3. Sei K algebraisch abgeschlossener Körper und V eine Va-
rietät des affinen Raumes An(K) sowie V = V1 ∪ · · · ∪ Vm mit Varietäten Vi 6= ∅
und F : V → V eine Abbildung von V in sich derart, daß F |Vi jeweils eine Poly-
nomabbildung ist. Wenn F injektiv ist, so auch surjektiv. �

5.5.2. Hilbertscher Nullstellensatz. Wie in §4.2 angekündigt, kann man
mit Hilfe der Q.E. für die Klasse AAK nun leicht den Hilbertschen Nullstellensatz
beweisen. Dies sieht man, indem man die aus der Substrukturvollständigkeit von
AAK folgende Modellvollständigkeit ausnutzt und dann etwa wie in Bem. 4.2.5
argumentiert, wo bereits die ”Äquivalenz“ von Modellvollständigkeit der AAK und
des Nullstellensatzes erörtert wurde. Tatsächlich können wir nun sogar eine eben-
falls von Robinson [124] gefundene Verschärfung beweisen, die die Existenz uni-
former Schranken für die Grade der auftretenden Polynome betrifft. Ist L/K eine
Körpererweiterung, a ein Ideal in K[X1, . . . , Xn], V ⊆ Ln, so schreiben wir VL(a)
für {

a ∈ Ln : f(a) = 0 für alle f ∈ a
}

und IK(V ) für {
f ∈ K[X1, . . . , Xn] : f(a) = 0 für alle a ∈ V

}
.

(Also V (a) = VK(a) für ein Ideal a ⊆ K[X1, . . . , Xn], I(V ) = IK(V ) für V ⊆ Kn.)

Satz 5.5.4. Es existiert eine Funktion σ : N×N→ N, so daß für alle Körper K
und alle Polynome f, g1, . . . , gk ∈ K[X1, . . . , Xn] vom Grad ≤ d, für die VL(f) ⊇
VL(g1, . . . , gk) in einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen Oberkörper L von
K, gilt: Es existieren Polynome h1, . . . , hk ∈ K[X1, . . . , Xn] vom Grad ≤ σ(n, d)
mit fσ(n,d) =

∑k
i=1 higi.

Wir zeigen zunächst folgende Variante des Nullstellensatzes, bei der wir von
einem beliebigen Grundkörper K ausgehen:

Satz 5.5.5. Sei L/K eine Körpererweiterung, L algebraisch abgeschlossen, a
ein Ideal in K[X1, . . . , Xn]. Dann gilt IK(VL(a)) =

√
a.

Beweis. Wähle g1, . . . , gk ∈ K[X1, . . . , Xn] mit a = (g1, . . . , gk). Daß zunächst√
a ⊆ IK(VL(a)), ist klar. Umgekehrt sei

f ∈ K[X1, . . . , Xn] mit VL(f) ⊇ VL(g1, . . . , gk).

Zu zeigen ist, daß ein m ∈ N und h1, . . . , hk ∈ K[X1, . . . , Xn] existieren mit
fm =

∑k
i=1 higi. Wir verwenden den Rabinowitsch-Trick und stellen fest, daß

g1, . . . , gk, 1−fZ (mit der neuen Variablen Z) keine gemeinsame Nullstellen in L be-
sitzen. Wäre (g1, . . . , gk, 1−fZ) 6= K[X1, . . . , Xn, Z], so gäbe es nach Lemma 4.2.6
einen algebraisch abgeschlossenen Oberkörper M von K, in dem g1, . . . , gk, 1− fZ
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eine gemeinsame Nullstelle besitzen, im Widerspruch zur Substrukturvollständig-
keit von AAK. Also existieren h̃1, . . . , h̃k+1 ∈ K[X1, . . . , Xn, Z] mit

1 =
k∑
i=1

h̃igi + h̃k+1(1− fZ).

Sei jetzt ϕ : K[X1, . . . , Xn, Z] → K(X1, . . . , Xn) der K-Algebrenhomomorphismus
mit ϕ(Xi) := Xi, ϕ(Z) := 1/f . Es gilt dann

1 =
k∑
i=1

ϕ(h̃i)gi mit ϕ(h̃i) =
hi
fmi

, hi ∈ K[X1, . . . , Xn], mi ∈ N0.

Mit m := max{m1, . . . ,mk} folgt

fm =
k∑
i=1

higi mit hi := hif
m−mi ∈ K[X1, . . . , Xn],

wie gewünscht. �

Damit:

Beweis (Satz 5.5.4). Die Polynome vom Grad ≤ d bilden einen K-Vektor-
raum V der Dimension δ(d), wobei δ(d) der Anzahl der Monome in X1, . . . , Xn

vom Grad ≤ d entspricht. Für das Ideal a := (g1, . . . , gk) hat dann V ∩ a (als K-
Vektorraum) Dimension ≤ δ(d); wir können also o.B.d.A. k ≤ δ(d) annehmen. Die
Aussage, daß es Polynome h1, . . . , hk vom Grad ≤ m gibt mit fm =

∑k
i=1 higi,

läßt sich als L(K)-Formel ϕm ∈ ∃1 über die Existenz der Koeffizienten der hi
elementar formulieren. Die Aussage, daß VL(f) ⊇ VL(a) für einen (und damit alle)
algebraisch abgeschlossenen Oberkörper L ⊇ K, ist bzgl. AAK äquivalent zu einem
quantorenfreien L(K)-Satz %; % gilt in K genau dann, wenn VL(f) ⊇ VL(a). Also
folgt aus Satz 5.5.5 (wobei Σ ein L-Axiomensystem für die Körper sei)

Σ ∪ {%} |=
∨
m∈N

ϕm.

Nach Kor. 2.4.3 existiert jetzt ein m0 ∈ N mit

Σ ∪ {%} |=
∨

m≤m0

ϕm.

Wegen Σ |= (ϕm → ϕm′) für m ≤ m′ haben wir sogar Σ ∪ {%} |= ϕm0 , und mit
σ(n, d) := m0 die gesuchte uniforme Schranke, die nur von n, d abhängt. �

(Mehr über die Anwendung der Modelltheorie zum Nachweis der Existenz uni-
former Schranken findet man z.B. in [74], §7 und [8], §11.4.)

Als weitere Anwendung der erzielten Ergebnisse werden wir nun zwei funda-
mentale Sätze der algebraischen Geometrie auf modelltheoretische Weise herleiten:
Den ”Hauptsatz der klassischen Eliminationstheorie“ und den Satz von Chevalley
über konstruktible Mengen im affinen Raum. Der Beweis des ersten Satzes verwen-
det lediglich den zweiten Persistenzsatz, für den zweiten benötigen wir die Q.E. für
AAK.
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5.5.3. Der Hauptsatz der Eliminationstheorie∗. In diesem Beispiel wer-
den Grundkenntnisse der kommutativen Algebra vorausgesetzt; es sei deshalb hier
nur an die Definition einer projektiven Varietät erinnert: Der n-dimensionale pro-
jektive Raum Pn = Pn(K) über einem Körper K ist bekanntlich die Menge aller ein-
dimensionalen Untervektorräume (”Geraden durch den Nullpunkt“) in Kn+1. Ein
Punkt x ∈ Pn(K) kann durch ein (n+ 1)-Tupel (x0, . . . , xn) 6= (0, . . . , 0) im Kn+1

dargestellt werden, und (x′0, . . . , x
′
n) ∈ Kn+1 definiert denselben Punkt d.u.n.d.

wenn es ein λ ∈ K∗ gibt mit (x0, . . . , xn) = λ(x′0, . . . , x
′
n); die Äquivalenzklasse

von (x0, . . . , xn) bzgl. der dadurch definierten Äquivalenzrelation auf Km+1 \ {0}
bezeichnen wir mit [x0 : . . . : xn] und nennen (x0, . . . , xn) ein System homogener
Koordinaten von x. Kanonisch ist An(K) ⊆ Pn vermöge (x1, . . . , xn) 7→ [1 : x1 :
. . . : xn]. Ist f ∈ K[X0, . . . , Xn], so heißt f homogen, falls ein k ∈ N0 existiert mit
f(λx) = λkf(x) für alle x ∈ Kn+1, λ ∈ K; ein Punkt x ∈ Pn(K) mit homogenen
Koordinaten [x0 : . . . : xn] heißt Nullstelle von f , falls f(x0, . . . , xn) = 0 (da f
homogen ist, ist dies offenbar wohldefiniert). V ⊆ Pn(K) wird eine projektive al-
gebraische K-Varietät oder projektive algebraische Mannigfaltigkeit genannt, falls
es homogene Polynome f1, . . . , fm ∈ K[X0, . . . , Xn] gibt, so daß V die Menge aller
gemeinsamen Nullstellen von fi in Pn(K) ist. Eine Abbildung F : V →W zwischen
projektiven Varietäten V ⊆ Pm, W ⊆ Pn heißt (homogen) polynomial, falls ho-
mogene f0, . . . , fn ∈ K[X0, . . . , Xm] mit gleichem Grad d ∈ N0 existieren, so daß
F (c) = [f0(c) : . . . : fn(c)] für alle c ∈ V . (Insbesondere ist V ∩ V (f0, . . . , fn) = ∅.)

Für grundlegende Eigenschaften affiner bzw. projektiver K-Varietäten vgl. [33],
Chap. I, oder [38]. Insbesondere sei daran erinnert, daß die affinen (projektiven)
K-Varietäten die abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf An (bzw. Pn) sind,
der sog. Zariski-Topologie auf An (bzw. Pn). Für die Beschreibung des sog. Segre-
Produkts Pn × Pm zweier projektiver Varietäten gilt: V ⊆ Pn × Pm ist genau dann
abgeschlossen, wenn k Polynome fi ∈ K[X0, . . . , Xn, Y0, . . . , Ym] (1 ≤ i ≤ k) exi-
stieren, so daß die fi homogen in den X0, . . . , Xn und den Y0, . . . , Ym getrennt sind
und V die Menge der Nullstellen von f1, . . . , fk ist (vgl. etwa [38], I, Th. 5.1).
Analoges gilt für das Produkt Pn ×Am eines projektiven und eines affinen Raums:
V ⊆ Pn × Am ist abgeschlossen genau dann, wenn in X0, . . . , Xn homogene Po-
lynome f1, . . . , fk ∈ K[X0, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym] existieren, deren Nullstellenmenge
gerade V ist.

Damit können wir formulieren:

Hauptsatz der klassischen Eliminationstheorie. Ist V eine (projektive
oder affine) Varietät über einem algebraisch abgeschlossenen Körper K und W
eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge von V ×Pn, so ist das Bild von W unter der
Projektion auf V ebenfalls Zariski-abgeschlossen.

Wir verschieben den Beweis, bis wir einige technische Hilfsmittel bereitgestellt
haben.— Man bemerkt sofort, daß allgemeiner gilt:

Korollar 5.5.6. Das Bild einer projektiven Varietät unter einer polynomialen
Abbildung ist abgeschlossen. Genauer: Sind V ⊆ Pm und W ⊆ Pn projektive Va-
rietäten über einem algebraisch abgeschlossenen Körper K und π : Km+1 → Kn+1

eine polynomiale Abbildung mit π(V ) ⊆ W , dann ist π(V ) eine abgeschlossene
Teilmenge von W in der Zariski-Topologie.

Beweis. Sei X := {(π(x), x) : x ∈ V } ⊆W × V der Graph von π|V . Da π(V )
gleich dem Bild von X unter der Projektion auf W ist, reicht es zu zeigen, daß X
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abgeschlossen ist in W ×V . Das Produkt W ×W ist eine abgeschlossene Teilmenge
im projektiven Raum Pn × Pn, ebenso die Diagonale

∆Pn := {(x, x) : x ∈ Pn} ⊆ Pn × Pn.
(Für x = [x0 : . . . : xn] und y = [y0 : . . . : yn] aus Pn ist (x, y) ∈ ∆Pn gdw.
xiyj = xjyi für alle i, j = 0, . . . , n.) Damit ist auch

∆W := ∆Pn ∩W ×W ⊆ Pn × Pn

abgeschlossen. Aber X ist nun das Urbild von ∆W in W×V unter der polynomialen
Abbildung id×π und also abgeschlossen. �

Der Leser macht sich durch den Versuch, etwa das Bild von P1(C) unter der
Abbildung

P1(C)→ P2(C), [x : y] 7→ [x3 : x2y + xy2 : y3]
durch Polynome zu beschreiben, leicht klar, daß damit ein nichttrivialer Sachverhalt
postuliert wird.

Für affine Varietäten ist der Satz i.a. falsch: V (XY − 1) ⊆ A1 × A1 ist abge-
schlossen, aber die Projektion etwa auf die erste Komponente ist A1 \ {0} und also
keine abgeschlossene Teilmenge.

Zur Vorbereitung für den Beweis des Hauptsatzes benötigen wir ein Ergebnis
über die Erweiterung von Ringhomomorphismen. Dabei nennen wir einen Unterring
R eines Körpers K — aus hier nicht näher zu diskutierenden Gründen, vgl. [34],
VII, §3, XII — einen Bewertungsring in K, falls für jedes x ∈ K∗ stets x ∈ R
oder x−1 ∈ R ist. Auf K definiere man eine Teilbarkeitsrelation durch x|y gdw.
xz = y für ein z ∈ R (x, y ∈ R). Damit hat man eine totale, reflexive und transitive
Relation mit 1|0 und den Eigenschaften

x|y ⇒ xz|yz, z|x ∧ z|y ⇒ z|x+ y für alle x, y, z ∈ K,

eine sog. Bewertungsteilbarkeit auf K.— Im folgenden seien R, T kommutative
Ringe (mit 1). (Kommutative Ringe seien im weiteren Verlauf des Skriptums immer
mit 1 zu verstehen, auch wenn dies hinfort nicht mehr stets explizit erwähnt wird.)

Proposition 5.5.7. Sei R Unterring von T und T ganz über R. Sei ϕ : R→ K
ein Homomorphismus in einen algebraisch abgeschlossenen Körper K. Dann besitzt
ϕ eine Erweiterung zu einem Homomorphismus von T nach K.

Beweis. Sei p der Kern von ϕ, S := R \p. p ist ein Primideal in R. Wir haben
das kommutative Diagramm (mit Injektionen R ↪→ Rp, T ↪→ S−1T )

T −−−−→ S−1Tx x
R −−−−→ S−1R = Rp

und wir können ϕ zu einem Homomorphismus ϕ : Rp → K erweitern vermöge
ϕ(x/y) := ϕ(x)/ϕ(y) für x ∈ R, y ∈ S. Es ist Rp ein lokaler Ring mit maximalem
Ideal m = {x/y : x ∈ p, y /∈ p} = ker(ϕ). Ferner ist auch S−1T ganz über S−1R.
Also kann man o.B.d.A. schon von vornherein R als lokalen Ring mit maximalem
Ideal m = ker(ϕ) annehmen. Nach dem “going-up”-Theorem ([33], Prop. 2.10)
existiert ein maximales Ideal M von T über m, d.h. so daß M ∩R = m. Dann sind
T/M und R/m Körper, und T/M ist algebraisch über R/m; ferner ist R/m isomorph
zu dem Unterkörper ϕ(R) von K, da ker(ϕ) = m; also existiert ein Isomorphismus
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ψ : R/m→ ϕ(R), r + m 7→ ϕ(r), so daß die Komposition R −→ R/m
ψ−→ K mit ϕ

identisch ist ist. Nun kann man wegen T/M algebraisch über R/m ein ψ′ : T/M→
K finden, das

T −−−−→ T/M
ψ′−−−−→ Kx x xid

R −−−−→ R/m
ψ−−−−→ K

kommutativ macht, und damit einen ϕ fortsetzenden Homomorphismus T → K.
�

Satz 5.5.8. Sei R ein Unterring eines Körper K und x ∈ K∗. Sei ϕ : R → L
ein Homomorphismus von R in einen algebraisch abgeschlossenen Körper. Dann
besitzt ϕ eine Fortsetzung zu einem Homomorphismus von R[x] oder R[x−1] nach
L.

Beweis. Sei p = kerϕ. Da man ϕ zu einem Homomorphismus ϕ : Rp → L
fortsetzen kann, können wir o.B.d.A. davon ausgehen, daß R ein lokaler Ring mit
maximalem Ideal m = kerϕ ist. Angenommen nun, mR[x−1] = R[x−1]. Dann schrei-
ben wir

1 = a0 + a1x
−1 + · · ·+ anx

−n mit ai ∈ m.
Multiplikation mit xn ergibt

(1− a0)xn − a1x
n−1 − · · · − an = 0.

Da a0 ∈ m, ist (1 − a0) /∈ m und also (1 − a0) eine Einheit, weil R lokal. Teilt
man durch 1 − a0, so sieht man, daß x ganz über R ist, und damit kann ϕ nach
Prop. 5.5.7 auf R[x] fortgesetzt werden. (Vgl. [33], II, Cor. 2.3, 2.4.)

Ist andererseits mR[x−1] 6= R[x−1], so existiert ein maximales Ideal M von
R[x−1] mit mR[x−1] ⊆ M, m ⊆ M ∩ R. Da m maximal und M ∩ R 6= R, ist
M∩R = m. Man definiert nun die Einbettung ψ : R/m→ L, r+ m 7→ ϕ(r), so daß

die zusammengesetzte Abbildung R −→ R/m
ψ−→ L gleich ϕ ist. Es ist kanonisch

R/m ↪→ T/M, wobei T := R[x−1], und man kann ψ zu einem Homomorphismus
ψ : T/M → L erweitern, gleichgültig, ob x−1 + M algebraisch oder transzendent

über R/m ist. Damit liefert die Komposition T −→ T/M
ψ−→ L das Gewünschte.

�

Korollar 5.5.9. Sei R Unterring eines Körpers K und ϕ : R→ L ein Homo-
morphismus in den algebraisch abgeschlossenen Körper L. Sei T maximaler Unter-
ring von K, so daß R ⊆ T und ϕ auf T fortgesetzt werden kann. Dann ist T ein
lokaler Bewertungsring.

Beweis. Sei S die Menge der Paare (A,ψ), wobei A ein Unterring von K mit
R ⊆ A und der Homomorphismus ψ : A → L eine Fortsetzung von ϕ ist. Dann ist
S 6= ∅ wegen (R,ϕ) ∈ S und S in offensichtlicher Weise induktiv geordnet bzgl.
Inklusion und Restriktion. Nach dem Lemma von Zorn existiert ein maximales
Element (T, γ) ∈ S. Dann ist T lokal, da man sonst γ auf Tp ⊆ K mit p := kerϕ
fortsetzen könnte, und wegen dem vorhergehenden Satz 5.5.8 ist für x 6= 0 stets
x ∈ T oder x−1 ∈ T . �

Daß der Ring T aus dem letzten Korollar lokal ist, ist nicht verwunderlich, denn
es gilt:
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Bemerkung. Jeder Bewertungsring ist ein lokaler Ring.

Beweis. Sei A ⊆ K ein Bewertungsring des Körpers K. Wir zeigen, daß m :=
A \ A∗ ein Ideal von A ist. Für alle a ∈ A ist am ⊆ m. Sind ferner 0 6= a, b ∈ m,
o.B.d.A. ab−1 ∈ A, so ist a− b = (ab−1 − 1)b ∈ m. m ist also ein Ideal, und damit
das eindeutig bestimmte maximale Ideal von A. �

Insbesondere besagt der Beweis des Korollars, daß man einen Ringhomomor-
phismus von einem Unterring eines Körpers K in einen algebraisch abgeschlossenen
Körper stets auf einen Bewertungsring in K fortsetzen kann. Dies ist die Tatsache,
die wir im Beweis des Hauptsatzes der Eliminationstheorie benötigen.

Beweis des Hauptsatzes (nach [68]). Sei K ein algebraisch abgeschlosse-
ner Körper. Wir haben zu zeigen:

Sind die Polynome f1(X,Y), . . . , fk(X,Y) ∈ K[X,Y] mit X =
(X1, . . . , Xm), Y = (Y0, . . . , Yn) homogen in (Y0, . . . , Yn), so
existieren Polynome g1(X), . . . , gl(X) ∈ K[X] derart, daß für
jedes c ∈ Km das System f1(c,Y) = · · · = fk(c,Y) = 0 genau
dann eine nichttriviale Lösung in K besitzt, falls g1(c) = · · · =
gl(c) = 0.

(Im Fall der Projektion auf eine projektive Varietät benötigt man homogene Poly-
nome gi; durch Zerlegen der gi in homogene Komponenten kann man solches stets
erreichen.)

Sei dazu

ϕ(X) := ∃Y

 m∨
j=1

Yj 6= 0 ∧
k∧
i=1

fi(X,Y) = 0

 .

ϕ ist eine L(K)-Formel; durch Ersetzen der Konstanten aus K durch neue Varia-
ble Z1, . . . , Zp können wir ϕ in eine L-Formel umformen. Wir müssen beweisen,
daß ϕ(X,Z) in AAK äquivalent ist zu einer positiv quantorenfreien Formel. Nach
Kor. 5.1.2, (i) reduziert sich dies auf den Nachweis, daß für einen beliebigen Homo-
morphismus f : R → L von einem Unterring R eines algebraisch abgeschlossenen
Körpers k in einen algebraisch abgeschlossenen Körper L und c ∈ Rm, d ∈ Rp gilt:
Hat das System

f1(c,d,Y) = · · · = fk(c,d,Y) = 0

eine nichttriviale Lösung in k, so hat das System

f1(f(c,d),Y) = · · · = fk(f(c,d),Y) = 0

eine nichttriviale Lösung in L. Wegen Kor. 5.5.9 können wir o.B.d.A. R bereits
als Bewertungsring in k annehmen. Multipliziert man eine nichttriviale Lösung
in k mit einer geeigneten Konstanten λ, so kann man eine nichttriviale Lösung
x ∈ Rn+1 erhalten, bei der mindestens eine Koordinate xi in R invertierbar ist.
(Ist x = (x0, . . . , xn) und m maximal bzgl. der Bewertungsteilbarkeit unter den
nichtverschwindenden xi, so wähle λ := 1/m.) Wendet man nun f auf f1(c,d,x) =
· · · = fk(c,d,x) = 0 an, so erhält man eine Lösung f(x) von f1(f(c,d),Y) = · · · =
fk(f(c,d),Y) = 0 in L, und f bildet die invertierbare Koordinate von x auf ein
von Null verschiedenes Element von L ab. �
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5.5.4. Der Satz von Chevalley. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kör-
per. Wir nennen die Elemente der Booleschen Mengenalgebra, die von den Mengen
der Form{

(a1, . . . , an) ∈ An(K) : f(a1, . . . , an) = 0
}
⊆ An(K) mit f ∈ K[X1, . . . , Xn]

(den affinen Hyperflächen) im An(K) erzeugt wird, konstruktible Mengen. Die kon-
struktiblen Mengen sind offensichtlicherweise genau die durch quantorenfreie L(K)-
Formeln definierbaren Mengen (wobei L die Sprache der Ringe bezeichne). Damit
gilt [35]:

Satz 5.5.10. (Chevalley) Sei K algebraisch abgeschlossen, m < n aus N. Jede
Projektion einer konstruktiblen Menge aus An(K) auf Am ist konstruktibel in Am.

Beweis. Ist X ⊆ An(K) etwa durch die q.f. Formel ϕ(X1, . . . , Xn) definiert,
so ist die Projektion auf Am ↪→ Am × 0 ⊆ An definiert durch die Formel

ψ(X1, . . . , Xm) := ∃Xm+1 · · · ∃Xn

(
ϕ(X1, . . . , Xn)

)
.

Man ersetzt in ψ die Konstanten aus K durch neue Variable Z1, . . . , Zk und erhält
die L-Formel ψ′. Wegen Satz 5.3.1 ist diese in AAK wieder äquivalent zu einer
quantorenfreien Formel %′, und nach Wiedereinsetzen der Konstanten anstelle der
Zi erhält man eine zu ψ in AAK äquivalente q.f. L(K)-Formel %. �

Eine Funktion π : An(K) → Am(K) heißt konstruktibel, wenn es ihr Graph in
An+m(K) ist. Ähnlich wie nach dem Hauptsatz der Eliminationstheorie folgt:

Korollar 5.5.11. Das Bild einer konstruktiblen Menge unter einer konstruk-
tiblen Abbildung ist konstruktibel.

Beweis. Seien X ⊆ An(K) und π : An(K) → Am(K) konstruktibel mit defi-
nierender q.f. L(K)-Formel ϕ(X1, . . . , Xn) bzw. ψ(X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym). Dann
ist π(X) gegeben als die Projektion der Menge X̃ := {(π(x), x) : x ∈ X} ⊆ Am+n

auf Am, so daß es reicht, die Konstruktibilität von X̃ einzusehen. Aber X̃ =
Gf ∩ Am ×X mit den beiden konstruktiblen Mengen Gf = {(π(x), x) : x ∈ Am},
definiert durch ψ, und Am ×X, definiert durch ϕ. �

5.6. Die Amalgamierungseigenschaft

Sei K eine elementare Klasse. Wir beschäftigen uns mit der Frage: Unter welchen
einschränkenden Bedingungen ist K modellvollständig genau dann, wenn K sub-
strukturvollständig ist? Als eine solche Bedingung stellt sich die sog. Amalgamie-
rungseigenschaft von S(K) heraus.

Definition 5.6.1. Sei K eine Klasse von L-Strukturen. Dann hat K die Amal-
gamierungseigenschaft (A.E.), falls für alle A,B,C ∈ K mit Einbettungen B

f
↪→ A,

B
g
↪→ C gilt: Es existieren D ∈ K und Einbettungen A

h
↪→ D, C

k
↪→ D, so daß

h ◦ f = k ◦ g, d.h. derart, daß das folgende Diagramm kommutiert:

B
f−−−−→ A

g

y y∃h
C

∃k−−−−→ D
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Bemerkung 5.6.2. Sei K abgeschlossen unter Isomorphismen. Dann hat K die
A.E. d.u.n.d., wenn für alle A,B,C ∈ K mit B ⊆ A, B ⊆ C, B = A ∩ C gilt: Es
gibt Einbettungen h : A ↪→ D, k : C ↪→ D in ein D ∈ K mit h|B = k|B.

Beweis. Die angegebene Eigenschaft ist zunächst ein Spezialfall der A.E. (f =

idB , g = idB). Falls allgemein A
f
←↩ B

g
↪→ C mit A,B,C ∈ K, so existieren A′ ∼= A,

C′ ∼= C, so daß A′ ∩ C ′ = B, und mit Voraussetzung haben wir Einbettungen
h′ : A′ ↪→ D, k′ : C′ ↪→ D mit h′|B = k′|B. Wähle i : A

∼=→ A′ und j : C
∼=→ C′ mit

i|B = f−1|B, j|B = g−1|B, und setze einfach h := h′◦i : A→ D, k := k′◦j : C→ D.
Wir wissen, daß i ◦ f = idB = j ◦ g, also h ◦ f = h′ ◦ i ◦ f = h′ ◦ idB = h′|B, ebenso
k ◦ g = k′|B, somit h ◦ f = k ◦ g. �

Satz 5.6.3. Sei K elementare Klasse von L-Strukturen. Dann ist K substruk-
turvollständig genau dann, wenn K modellvollständig ist und S(K) die A.E. besitzt.

Beweis. Sei zunächst K modellvollständig, und S(K) habe die A.E.; seien
A,C ∈ K mit gemeinsamer Substruktur B ∈ S(K), ϕ(x1, . . . , xn) eine erweiter-
te L-Formel, b1, . . . , bn ∈ B. Zu zeigen ist: A |= ϕ(b1, . . . , bn) impliziert C |=
ϕ(b1, . . . , bn). Mit A.E. existiert ein D ∈ S(K) und Einbettungen h : A ↪→ D,
k : C ↪→ D, so daß h|B = k|B. Es gibt nun E ⊇ D, E ∈ K wegen D ∈ S(K).
Die Abbildungen h : A → E, k : C → E erhalten wegen der Modellvollständig-
keit alle L-Formeln; da A |= ϕ(b1, . . . , bn), folgt E |= ϕ(h(b1), . . . , h(bn)). Aber
ϕ(h(b1), . . . , h(bn)) = ϕ(k(b1), . . . , k(bn)). Damit erhalten wir C |= ϕ(b1, . . . , bn).

Sei jetzt K substrukturvollständig, also auch modellvollständig. Zu zeigen bleibt
die A.E. für S(K).— Seien A,B,C ∈ S(K) mit B ⊆ A, B ⊆ C, B = A ∩ C. Sei
K = Mod(Σ) mit einer L-Satzmenge Σ. O.B.d.A. seien A,C ∈ K. Wir behaup-
ten: Σ ∪ D(A, A) ∪ D(C, C) hat ein Modell (bzgl. L(A ∪ C)). Hieraus folgt dann:
Falls D′ ein Modell dieser Menge ist und D := D′|L, so ist D ∈ K, und mit dem
Diagrammlemma existieren Einbettungen h : A ↪→ D, k : C ↪→ D, so daß für alle
b ∈ B gilt: h(b) = b

D′

= k(b), d.h. h|B = k|B.— Es bleibt der Beweis der Be-
hauptung: Angenommen, Σ∪D(A, A)∪D(C, C) hat kein Modell; damit erhält man
via Kompaktheitssatz auch ϕ1, . . . , ϕm, ψ1, . . . , ψn ∈ Ba, paarweise verschiedene
a1, . . . , ak ∈ A \ B, b1, . . . , bl ∈ B sowie c1, . . . , cp ∈ C \ B, so daß mit paarweise
verschiedenen Variablen x1, . . . , xk, y1, . . . , yl, z1, . . . , zp und

ϕ′i := ϕi[b1/y1, . . . , bl/yl], ϕ′′i := ϕ′i[a1/x1, . . . , ak/xk],

ψ′i := ψi[b1/y1, . . . , bl/yl], ψ′′i := ψ′i[c1/z1, . . . , cp/zp]

gilt: Zwar sind alle ϕ′′i ∈ D(A, A), ψ′′j ∈ D(C, C), aber Σ |= ¬(
∧m
i=1 ϕ

′′
i ∧

∧n
j=1 ψ

′′
j ).

Damit folgt

Σ |= ¬∃x1 · · · ∃xk∃z1 · · · ∃zp

 m∧
i=1

ϕ′i ∧
n∧
j=1

ψ′j

 ,

sogar

Σ |= ∀y1 · · · ∀yl

¬
∃x1 · · · ∃xk

(
m∧
i=1

ϕi

)
∧ ∃z1 · · · ∃zp

 m∧
j=1

ψj

 ,

also mit ϕ := ∃x1 · · · ∃xk(
∧m
i=1 ϕi) und ψ := ∃z1 · · · ∃zp(

∧m
j=1 ψj):

A |= ϕ(b1, . . . , bl), C |= ψ(b1, . . . , bl),
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wobei ϕ(y1, . . . , yl), ψ(y1, . . . , yl) erweiterte Formeln zu ϕ und ψ seien. Da K sub-
strukturvollständig ist, folgt C |= (ϕ∧ψ)(b1, . . . , bl); aber C |= Σ, Widerspruch. �

Als Anwendungsbeispiel betrachte man etwa die Klasse I aller Integritätsberei-
che. Da I = S(AAK), erhält man aus Satz 5.6.3 die A.E. für I.

Für die nächste Übung definieren wir:

Definition 5.6.4. Eine L-Struktur A heißt ultrahomogen, falls jeder Isomor-
phismus zwischen endlich erzeugten Substrukturen von A zu einem Automorphis-
mus von A fortgesetzt werden kann.

Übung. Sei A eine feste endliche L-Struktur. Sei K die Klasse aller zu A
isomorphen L-Strukturen.

(i) Sei L endlich. Man zeige: Es ist K = Mod(Th(A)), und K ist eine mo-
dellvollständige elementare Klasse. Ferner ist K substrukturvollständig
genau dann, wenn A ultrahomogen ist.

(ii) Man bearbeite (i) für eine beliebige Sprache L.

Ist A eine L-Struktur, so sagen wir, A erlaubt Quantorenelimination, falls dies
für Mod(Th(A)) = {B : B ≡ A} zutrifft. Als Korollar zur letzten Übung erhalten
wir:

Korollar 5.6.5. Jeder endliche Körper K erlaubt Q.E.

Beweis. Wir haben die Ultrahomogenität von K nachzuweisen. Seien R, S
isomorphe Unterringe von K; jeder endliche Integritätsbereich ist ein Körper, also
sind R, S Körper. Sei f : R

∼=→ S; wir müssen zeigen, daß sich f zu einem Auto-
morphismus von K fortsetzen läßt. Da card(R) = card(S), sind die multiplikativen
Gruppen von R, S dieselbe Untergruppe der multiplikativen Gruppe von K, die
eine endliche zyklische Gruppe ist; es folgt R = S. Damit müssen wir nur zei-
gen, daß sich jeder Automorphismus eines Teilkörpers L ⊆ K auf K fortsetzen
läßt. Sei F ⊆ L der Primkörper von K, etwa F = Fp, p := charK, sowie L = Fpn ,
K = Fpk mit n|k. Aut(L) und Aut(K) sind zyklisch von Ordnung n bzw. k ([34], V,
Th. 5.4) und werden jeweils vom Frobenius-Automorphismus ϕn : L → L, x 7→ xp

bzw. ϕk : K → K,x 7→ xp erzeugt; aber ϕk|L = ϕn, und die Behauptung folgt. �

5.7. Der Satz von Macintyre-McKenna-van den Dries∗

Wir haben gesehen, daß C, Fp, p > 0 prim, sowie jeder endliche Körper K bzgl. L =
{0, 1,+,−, ·} Q.E. erlauben (Satz 5.3.1, Kor. 5.6.5); es gilt auch die Umkehrung.

Satz 5.7.1. (Macintyre-McKenna-van den Dries, [105]) Sei K ein Körper.
Genau dann erlaubt K Q.E., wenn K endlich oder algebraisch abgeschlossen ist.

Beweis. SeiK ein unendlicher Körper mit Q.E.; mit dem Satz von Löwenheim-
Skolem ”aufwärts“ (vgl. §9.4) können wir annehmen, daß K unendlichen Transzen-
denzgrad über seine Primkörper besitzt (s. auch Bem. 4.2.7). Wir zeigen zunächst:

1. Für alle n ∈ N, a ∈ K hat Xn − a eine Nullstelle in K.
Denn wähle θ algebraisch unabhängig von a; dann ist auch θn algebraisch un-
abhängig von a, und Xn − θn hat die Nullstelle θ. Mit Q.E. folgt, daß jedes von a
algebraisch unabhängige Element eine n-te Wurzel besitzt, da alle solche Elemente
dieselben quantorenfreien Formeln über L({a}) erfüllen. Insbesondere hat aθn eine
n-te Wurzel bθ mit bn = a, und dies zeigt (1.).
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2. Für alle n ∈ N und algebraisch unabhängige Elemente a1, . . . , an ∈ K
hat

f = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an

eine Nullstelle in K.
Denn wähle b0, . . . , bn−1 ∈ K algebraisch unabhängig, p :=

∏n−1
i=0 (X − bi); schreibe

p = Xn + s1X
n−1 + · · ·+ sn,

wobei die s1, . . . , sn algebraisch unabhängig über K sind; es handelt sich nämlich
(bis auf das Vorzeichen) um die elementarsymmetrischen Funktionen in b0, . . . , bn−1

([34], IV, §6). p hat Nullstellen in K; mit Q.E. folgt, daß auch f eine Nullstelle in
K besitzen muß, weil a1, . . . , an denselben quantorenfreien Formeln wie s1, . . . , sn
genügen muß. (2.) ist bewiesen.

Angenommen nun, K wäre nicht algebraisch abgeschlossen, K(α) ⊇ K eine
echte algebraische Erweiterung von K mit Minimalpolynom p, grad p =: n. Da K
nach (1.) vollkommen ist, ist p separabel, und α besitzt n paarweise verschiedene
Konjugierte α0, . . . , αn−1. Wähle algebraisch unabhängige Elemente t0, . . . , tn−1

von K und setze

f :=
n−1∏
i=0

X − n−1∑
j=0

tjα
j
i

 .

f ist aus K[t0, . . . , tn−1][X], denn es ist symmetrisch in den αi, mithin als Poly-
nom der elementarsymmetrischen Funktionen in α0, . . . , αn−1 darstellbar ([34], IV,
Th. 6.1); diese sind aber die Koeffizienten von p, also aus K. Damit können wir f
schreiben als

f = Xn + g1X
n−1 + · · ·+ gn mit gi ∈ K[t0, . . . , tn−1].

Wir behaupten:
3. Die gi sind algebraisch unabhängig über K.

Um dies einzusehen, reicht es zu zeigen, daß K(g1, . . . , gn) Transzendenzgrad n über
K besitzt, also wegen trdeg(K(t0, . . . , tn−1)/K) = n,

K(t0, . . . , tn−1) ⊇ K(g1, . . . , gn) ⊇ K
und der Transzendenzgradformel ([34], VIII, Exercise 3), daß jedes ti algebraisch
über K(g1, . . . , gn) ist. Seien %0, . . . , %n−1 die Wurzeln von f , also %i :=

∑
tjα

j
i .

Dann gilt also: 
1 α0 . . . αn−1

0

1 α1 . . . αn−1
1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 αn−1 . . . αn−1

n−1




t0
t1
. . . .
tn−1

 =


%0

%1

. . . . .
%n−1


Die Matrix linker Hand ist aber invertierbar: Sie ist die Vandermondesche der paar-
weise verschiedenen αi; also erhalten wir nach Multiplikation mit ihrer Inversen
die tj als Linearkombination der %i. Letztere sind aber sicherlich algebraisch über
K(g1, . . . , gn). Dies zeigt (3.)

Nach (2.) hat aber nun f eine Nullstelle in K, sagen wir β, also β =
∑
j tjα

j
i

für ein i ∈ {0, . . . , n − 1}, und αi wäre Nullstelle eines Polynoms vom Grad < n,
im Widerspruch zu grad Irr(αi,K) = grad p = n. �
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KAPITEL 6

Reell abgeschlossene Körper

Als etwas weiter ausgeführte algebraische Fallstudie für das modelltheoretische Ma-
terial der letzten Abschnitte werden wir nun die Klasse der reell abgeschlossenen
Körper näher untersuchen. Wir werden viele Parallelen zum Beispiel der algebra-
isch abgeschlossenen Körper feststellen, wenngleich auch die Modelltheorie in dem
Zweig der Algebra, welcher sich mit angeordneten Körpern im allgemeinen und reell
abgeschlossenen Körpern im speziellen beschäftigt, sowie im zugehörigen Bereich
der Geometrie, der semialgebraischen Geometrie, eine wesentlich wichtigere Rolle
spielt. (Vgl. [36], [28] und §6.6.)

6.1. Angeordnete Körper und reelle Abschlüsse

Unsere Motivation ist zunächst die Suche nach Axiomen für Th(R) bzgl. der Sprache
L = {0, 1,+,−, ·, <} der Ringe mit einem zusätzlichen Ordnungssymbol <, d.h. eine
Charakterisierung derjenigen geordneten Körper K, die elementar äquivalent sind
zum geordneten Körper der reellen Zahlen.

Definition 6.1.1. Ein prägeordneter Ring (R,<) ist ein nichttrivialer (nicht
notwendig kommutativer) Ring R (mit 1) zusammen mit einer Ordnungsrelation
<, die mit Addition und Multiplikation verträglich ist, d.h. für alle a, b, c ∈ R

a < b ⇒ a+ c < b+ c(6.1.3)
a < b, 0 < c ⇒ a · c < b · c,(6.1.4)

und für die gilt:

(6.1.5) 0 < a2 für alle a ∈ R∗.

Ein prägeordneter Körper ist ein prägeordneter Ring, der ein Körper ist. Ein ge-
ordneter Ring (Körper) ist ein Ring (Körper) mit einer linearen Ordnungsrelation
<, die (6.1.3), (6.1.4) erfüllt. Ein geordneter Körper heißt archimedisch angeordnet,
wenn es zu jedem Körperelement a ein n ∈ N gibt mit n ·1 > a. Wir schreiben kurz
a ≤ b für (a < b) ∨ (a = b), wobei a, b ∈ R.

(Wir verwenden die Begriffe ”Anordnung“ und ”Ordnung“ synonym.)

Bemerkung 6.1.2. Man zeigt leicht:

(i) Jeder kommutative geordnete Ring ist ein Integritätsbereich.
(ii) Die additive Gruppe jedes geordneten Rings ist torsionsfrei, also hat jeder

geordnete Körper Charakteristik 0.
(iii) Jeder geordnete Ring erfüllt (6.1.5), ist also auch ein prägeordneter Ring.
(iv) Der angeordnete Ring Z läßt sich in jeden angeordneten Ring, der ange-

ordnete Körper Q läßt in jeden angeordneten Körper kanonisch einbetten.
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(v) In einem nichtarchimedisch angeordneten Körper gibt es unendlich große
Elemente, d.h. Elemente, die größer als jede rationale Zahl, und unendlich
kleine Elemente, d.h. Elemente, die kleiner als jede positive rationale
Zahl, aber größer als Null sind.

Die Klasse der geordneten Integritätsbereiche und die Klasse der geordneten
Körper sind beide elementar (bzgl. L = {0, 1,+,−, ·, <}). Wir bezeichnen sie mit GI

bzw. GKö. Ersichtlich gilt, wie man beispielhaft am Übergang von dem geordneten
Integritätsbereich Z zum geordneten Körper Q erkennt:

Proposition 6.1.3. Ist K Quotientenkörper des geordneten Integritätsbereichs
R, so kann K auf eine und nur eine Weise so angeordnet werden, daß die Anord-
nung von R erhalten bleibt. Insbesondere ist S(GKö) = GI.

Beweis. Übung. �

Für einen geordneten Körper K gelten im wesentlichen die aus R bekannten
Rechenregeln über +, −, ·, −1, <.— Die Menge P := {a ∈ K : a ≥ 0} erfüllt die
Axiome

(K1) P + P ⊆ P , P · P ⊆ P ;
(K2) P ∩ (−P ) = {0};
(K3) P ∪ (−P ) = K.

P wird der positive Kegel von < genannt (obwohl 0 ∈ P ). Gilt für eine Teilmenge P
von K (K1) und (K3), so ist (K2) äquivalent mit −1 /∈ P . Eine Teilmenge P ⊆ K
eines Körpers K, welche (K1)–(K3) erfüllt, heißt auch ein positiver Kegel in K. Es
ist leicht zu sehen, daß für einen positiven Kegel P durch

a < b :⇔ b− a ∈ P \ {0}
eine Ordnungsrelation auf K definiert wird, so daß K ein geordneter Körper wird.
Man sieht auch sofort, daß die angegebenen Zuordnungen zwischen Ordnungsrela-
tion und positiven Kegeln invers zueinander sind, was uns berechtigt, beide Begriffe
— solange es sich um algebraische und nicht um modelltheoretische Betrachtungen
handelt — austauschbar zu handhaben. Ist K ein prägeordneter Körper, so gilt

(K1′) P + P ⊆ P , P · P ⊆ P ;
(K2′) P ∩ (−P ) = {0};
(K3′) K2 ⊆ P .

P wird dann der präpositive Kegel von < genannt. Erfüllt P ⊆ K die Axiome (K1′)
und (K3′), so ist (K2′) äquivalent mit −1 /∈ P . Eine Teilmenge P ⊆ K eines Körpers
K, welche (K1′)–(K3′) erfüllt, heißt auch ein präpositiver Kegel in K. Wieder sieht
man leicht, daß es sich bei präpositiven Kegeln und Präordnungen eines Körpers
im wesentlichen um ein und dieselbe Sache handelt.

Beispiele.

(i) R mit der gewohnten Anordnung — damit auch jeder Teilkörper von R,
wie z.B. Q — ist ein geordneter Körper.

(ii) C kann nicht zu einem geordneten Körper gemacht werden. (Übung!)
(iii) Sei ϑ ∈ R eine über Q transzendente Zahl. Durch

P := {f ∈ Q(X) : f(ϑ) ≤ 0}
erhält man einen positiven Kegel im Funktionenkörper Q(X), bzgl. dessen
Q(X) zu einem geordneten Körper wird. (Übung!) Es handelt sich um
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die durch die Einbettung Q(X) ↪→ R, f 7→ f(ϑ) auf Q(X) induzierte
Ordnung.

(iv) Definiert man die Teilmenge P ⊆ Q[X] als die Menge aller Polynome
f =

∑n
i=0 aiX

i mit an > 0, zusammen mit dem Nullpolynom, so erhält
man eine Anordnung von Q[X] und daher auch von Q(X). (Übung!)
Letztere ist nichtarchimedisch. (X ist unendlich groß.)

Es sei ΣK2 die Menge aller Elemente von K, die sich als Summe von Quadraten
schreiben lassen:

ΣK2 :=
{
a2
1 + · · ·+ a2

n : n ∈ N0, a1, . . . , an ∈ K
}

Proposition 6.1.4.

(i) ΣK2 ist in jedem präpositiven Kegel von K enthalten.
(ii) ΣK2 ist genau dann ein präpositiver Kegel, wenn −1 /∈ ΣK2.
(iii) ΣK2 ist unter Addition abgeschlossen.
(iv) ΣK2 \ {0} ist eine multiplikative Untergruppe von K∗.

Beweis. (i), (ii), (iii) sind trivial. Zu (iv) beachte, daß aus
∑
a2
i 6= 0 folgt, daß

(
∑
a2
i )
−1 =

∑(
ai/
∑
a2
j

)2
. �

Definition 6.1.5. Ein Körper K heißt formal reell, wenn −1 /∈ ΣK2 ist.

Ein Körper ist also formal reell genau dann, wenn er eine Präordnung besitzt;
ΣK2 ist dann der kleinste präpositive Kegel von K. Offenbar besitzen alle formal
reellen Körper Charakteristik 0.

Lemma 6.1.6. Sei P ein präpositiver Kegel des Körpers K und a ∈ K \ P .
Dann ist auch P − aP ein präpositiver Kegel von K.

Beweis. (K1′) und (K2′) sind offensichtlich. Wäre −1 ∈ P − aP , etwa −1 =
b−ac mit b, c ∈ P , so wäre c 6= 0 und daher a = c−2 ·c(1+b) ∈ P , Widerspruch. �

Lemma 6.1.7. Zu jedem präpositiven Kegel P von K gibt es einen positiven
Kegel P ′ von K mit P ⊆ P ′.

Beweis. Sei M die Menge aller P enthaltenden präpositiven Kegel. M ist
nichtleer und bzgl. der Inklusion induktiv geordnet; nach dem Zornschen Lemma
existiert ein maximaler präpositiver Kegel P ′ in M. Dieser ist ein positiver Kegel
von K, denn ist a ∈ K \ P ′, so ist P ′ = P ′ − aP ′ wegen Lemma 6.1.6 und der
Maximalität von P ′, also −a ∈ P ′. �

Korollar 6.1.8. Genau dann kann K zu einem geordneten Körper gemacht
werden, wenn K formal reell ist. (Formal reelle Körper heißen deshalb auch anord-
bar.) �

Satz 6.1.9. Sei P ein präpositiver Kegel in dem Körper K. Dann ist P der
Schnitt aller P enthaltenden positiven Kegel von K.

Beweis. Die eine Inklusion ist trivial. Sei a ∈ K \ P in allen P enthaltenden
positiven Kegeln von K enthalten. Nach Lemma 6.1.6 ist P − aP ein präpositiver
Kegel, der nach Lemma 6.1.7 in einem positiven Kegel P ′ enthalten ist. Nun ist
aber a ∈ P ′ und −a ∈ P ′, aber a 6= 0, Widerspruch. �
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Korollar 6.1.10. (Artin, [43]) Sei char(K) 6= 2 und a ∈ K. Genau dann ist
a in jedem positiven Kegel enthalten, wenn a als Summe von Quadraten darstellbar
ist. (Die Elemente von ΣK2 heißen deshalb auch total positiv.)

Beweis. Ist K formal reell, also ΣK2 ein präpositiver Kegel, so folgt die Be-
hauptung aus dem Satz. Ist K nicht formal reell, also −1 ∈ ΣK2, so ist ΣK2 = K,
da dann

a =
(
a+ 1

2

)2

+ (−1) ·
(
a− 1

2

)2

für jedes a ∈ K. �

Definition 6.1.11. Ein Körper K heißt reell abgeschlossen, falls gilt:

(RA1) K2 = {a2 : a ∈ K} ist ein positiver Kegel in K.
(RA2) Jedes Polynom f ∈ K[X] vom Grad ≥ 3 zerfällt in K[X], d.h. es existie-

ren Polynome g, h ∈ K[X], so daß f = gh und g, h /∈ K.

Proposition 6.1.12. Sei K ein Körper.

(i) Ist K ein Körper, der
(RA1′) K ist formal reell, und für jedes a ∈ K besitzt a oder −a in K eine

Quadratwurzel.
und (RA2) erfüllt, so ist K reell abgeschlossen, u.u. Ist K reell ab-

geschlossen, so ist überdies K2 der einzige positive Kegel in K und die
induzierte Ordnung die einzige, so daß K ein angeordneter Körper wird.

(ii) Die Bedingung (RA2) kann äquivalent ersetzt werden durch
(RA2′) Jedes nichtkonstante Polynom f ∈ K[X] ist ein Produkt aus sei-

nem höchsten Koeffizienten, Linearfaktoren (X − c) mit c ∈ K und
quadratischen Faktoren der Form (X − d)2 + e2 mit d, e ∈ K.

Beweis. Die Eindeutigkeitssaussage bzgl.K2 ist klar wegen (RA1), daK2 ⊆ P
für jede Anordnung P ist; ist dann a ∈ P \ K2, so wäre −a ∈ K2 ⊆ P , ein
Widerspruch zu a 6= 0. (RA1) ⇔ (RA1′) ist klar.

(RA2′) ⇒ (RA2) ist trivial. Zu (RA2) ⇒ (RA2′) führt man Induktion nach
n = grad(f) > 0: n = 1 ist klar. Sei n = 2. Hat f eine Nullstelle in K, dann ist
f Produkt seines höchsten Koeffizienten und zweier Linearfaktoren. Hat f keine
Nullstelle in K, dann hat f die Form

f = a(X2 + bX + c) = a

((
X +

b

2

)2

+

(
c−

(
b

2

)2
))

,

und dies ist eine Darstellung wie gewünscht: Da f keine Nullstelle hat und Qua-
dratwurzeln existieren, folgt nämlich c− (b/2)2 ≥ 0, und daher hat c− (b/2)2 eine
Wurzel. Für n ≥ 3 zerfälle f in g, h und wende die Induktionsannahme auf beide
an. �

Bemerkung 6.1.13. Wegen (RA1) kann man K auch als (in eindeutiger Weise)
geordneten Körper betrachten, was wir ab jetzt auch tun werden. Die Klasse RAK

der reell abgeschlossenen Körper ist elementar bzgl. L = {0, 1,+,−, ·, <}. Wähle
nämlich für (RA1′) das Axiom

∀x(x > 0→ ∃y(y2 = x))
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und für (RA2) folgendes rekursiv aufzählbares Axiomenschema:

(6.1.6) ∀y

yn 6= 0→
n−1∨
d=1

∃z∃u

 n∧
i=0

yi =
i∑

j=0

zjui−j


für alle n ≥ 3, mit y := (y0, . . . , yn), z := (z0, . . . , zd), u := (u0, . . . , un−d).

Wir schreiben R,S, . . . für reell abgeschlossene Körper.— Bekanntlich ist C =
R(i) mit i =

√
−1 algebraisch abgeschlossen; allgemein gilt (mit C := R[i] :=

R[X]/(X2 + 1)):

Fundamentalsatz der Algebra. Sei R ein Körper. R ist reell abgeschlossen
genau dann, wenn C algebraisch abgeschlossen und C 6= R ist.

Beweis. Sei zunächst R reell abgeschlossen, f ∈ R[X] von positivem Grad.
Aus (RA2′) erhalten wir eine Darstellung von f in R[X] als Produkt seines höchsten
Koeffizienten, Linearfaktoren und quadratischen Faktoren der Form (X − d)2 + e
mit d, e ∈ R, e > 0. In C[X] zerfällt jeder dieser quadratischen Faktoren weiter in
Linearfaktoren, nämlich

(X − (d+ i
√
e))(X − (d− i

√
e)),

wobei
√
e ∈ R. Angenommen, C = R(i) wäre nicht algebraisch abgeschlossen. Dann

existiert ein Erweiterungskörper L ⊇ C (etwa der algebraische Abschluß von C) und
ein α ∈ L \ C, das algebraisch über C ist. Dann ([34], V, Prop. 1.7) ist α auch
algebraisch über R selbst, etwa mit Minimalpolynom f ∈ R[X]. f zerfällt in C[X]
wie gezeigt in Linearfaktoren, es ist also α ∈ C, im Widerspruch zur Annahme. Da
−1 /∈ R2, ist C 6= R.

Sei nun umgekehrt C 6= R algebraisch abgeschlossen. Zu (RA1′): Wir zeigen als
erstes, daß R2 +R2 ⊆ R2. Für alle a, b ∈ R gibt es nach Voraussetzung c, d ∈ R mit
a + bi = (c + di)2, also durch Koeffizientenvergleich (1, i ist Basis von C über R!)
a = c2 − d2, b = 2cd. Damit a2 + b2 = (c2 + d2)2 ∈ R2, also insgesamt ΣR2 = R2.
Da R(i) = C 6= R, ist −1 /∈ ΣR2, d.h. R ist formal reell. Ist ferner a ∈ R∗ beliebig,
b := 0, so sieht man, falls c = 0, daß folgt −a = d2, und falls d = 0, daß a = c2. Zu
(RA2′): Sei f ∈ K[X] von positivem Grad. f zerfällt in C[X] in Linearfaktoren vom
Typ (X − (c + di)). Wir betrachten die Konjugationsabbildung C → C, c + di 7→
c+ di := c−di; diese ist ein K-Automorphismus von C, der in natürlicher Weise auf
C[X] fortgesetzt werden kann. Betrachten wir die Linearfaktorzerlegung f =

∏
gk

mit gk ∈ C[X], so folgt f = f =
∏
gk, d.h. zu jedem Linearfaktor (X − (c + di))

in der Zerlegung von f erscheint auch der Faktor (X − (c− di)), da C[X] faktoriell
ist. Zusammenfassung konjugierter Paare ergibt

(X − (c+ di))(X − (c− di)) = (X − c)2 + d2,

also (RA2′). �

Wir sprechen im folgenden bei einem Polynom f ∈ R[X] über einem reell
abgeschlossenen Körper R von einem a mit f(a) = 0 als einer reellen Nullstelle,
falls a ∈ R, und als einer komplexen Nullstelle, falls a ∈ C = R(i).

Korollar 6.1.14. Sei R ein reell abgeschlossener Körper, K ⊆ R ein Teilkör-
per. Dann ist der algebraische Abschluß K

R
von K in R wieder reell abgeschlossen.
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Beweis. O.B.d.A. sei K algebraisch abgeschlossen in R; sei i =
√
−1. Dann

ist K(i) in R(i) algebraisch abgeschlossen. Denn ist α = a + bi ∈ R(i) algebraisch
über K(i), wobei a, b ∈ R, so auch über K, und dasselbe gilt für α = a − bi, also
auch für a = (α + α)/2 und b = i(α − α)/2. Folglich sind a, b ∈ K, also α ∈ K(i).
Nach dem Fundamentalsatz ist R(i), wegen dem eben Gezeigten also auch K(i),
algebraisch abgeschlossen; da i /∈ K, ist — wieder aufgrund des Satzes — auch K
reell abgeschlossen. �

Kann man jeden geordneten Körper in einen reell abgeschlossenen Körper ein-
betten, und geht dies ”mit minimalen Aufwand“, etwa so wie bei der Konstruktion
eines algebraischen Abschlusses? Um diese Frage zu beantworten, benötigen wir
eine weitere körpertheoretische Kennzeichnung der reell abgeschlossenen Körper.
Zunächst zur Frage der Fortsetzung von Ordnungen auf Erweiterungskörper.

Lemma 6.1.15. (Serre, [147]) Seien L ⊇ K Körper. Ein positiver Kegel P
von K kann zu einem positiven Kegel von L erweitert werden genau dann, wenn∑n
i=1 aiX

2
i für alle n ∈ N, a1, . . . , an ∈ P \ {0} keine nichttriviale Nullstelle in Ln

besitzt.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar. Sie ist auch hinreichend:
Betrachte die Menge

P0 := {a1v
2
1 + · · ·+ anv

2
n : n ∈ N, a1, . . . , an ∈ P \ {0}, v1, . . . , vn ∈ L}.

Offensichtlich ist P0 + P0 ⊆ P0, P0 · P0 ⊆ P0 und L2 ⊆ P0. Sei
∑n
i=1 aiv

2
i ∈ −P0

mit ai ∈ P \ {0}, vi ∈ L, n ∈ N. Dann gibt es also bj ∈ P \ {0}, wj ∈ L, m ∈ N
mit

∑n
i=1 aiv

2
i +

∑m
j=1 bjw

2
j = 0. Nach Voraussetzung folgt vi = 0, wj = 0. Also

ist P0 ∩ (−P0) = {0}. Mithin ist P0 ⊇ P ein präpositiver Kegel von L, der nach
Lemma 6.1.7 in einem positiven Kegel von L enthalten ist. �

Lemma 6.1.16. (Springer, [153]) Sei L ⊇ K eine algebraische Erweiterung
ungeraden Grades, und seien a1, . . . , an ∈ K∗. Hat

∑n
i=1 aiX

2
i eine nichttriviale

Nullstelle in Ln, so auch in Kn.

Beweis. Es ist L = K(α1, . . . , αm); man sieht, daß es wegen der Gradformel
für Körpererweiterungen ausreicht, den Fall einer einfachen Erweiterung L = K(α)
zu betrachten. Sei f ∈ K[X] das Minimalpolynom von α über K; sei grad(f) =
2m+ 1 mit m ∈ N0. Wir beweisen durch Induktion nach m; der Fall m = 0 erledigt
sich selbstredend. Sei deshalb m > 0. Da

∑
aiX

2
i eine nichttriviale Lösung in L

besitzt, existieren g1, . . . , gn ∈ K[X], nicht alle Null, mit grad(gi) ≤ 2m und

a1g
2
1 + · · ·+ ang

2
n = fh für ein h ∈ K[X].

(Folgt mit Hilfe des kanonischen Homomorphismus K[X] � K[X]/(f) ∼= K(α) =
L.) Man kann dabei ggT(g1, . . . , gn) = 1 annehmen. Sei d das Maximum der
grad(gi). Angenommen,

∑
aiX

2
i hätte keine nichttriviale Lösung in K; dann folgt

(2m + 1) + grad(h) = 2d, also grad(h) ≤ 2m und ungerade. Insbesondere hat h
einen irreduziblen Faktor h1 von ungeradem Grad. Betrachtet man den Oberkörper
F := K[X]/(h1) von K, so ist [F : K] = grad(h1) ≤ grad(h) < 2m + 1 und unge-
rade, andererseits hat

∑
aiX

2
i wegen der Teilerfremdheit von g1, . . . , gn eine nicht-

triviale Lösung in F . Das steht im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung. �
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Korollar 6.1.17. Sei L ⊇ K eine endliche Körpererweiterung und P ein
positiver Kegel von K. In den folgenden Fällen kann P jeweils zu einem positiven
Kegel in L erweitert werden:

(i) Es ist L = K(
√
a) und a ∈ P .

(ii) [L : K] ungerade.

Beweis. Wir verwenden das Kriterium aus Lemma 6.1.15. Seien a1, . . . , an ∈
P \ {0} und angenommen, es habe

∑n
i=1 aiX

2
i eine nichttriviale Lösung in L.

(i) Ist L = K(
√
a), a ∈ P \ {0}, so folgt 0 =

∑
ai(bi + ci

√
a)2 für gewisse

bi, ci ∈ K, die nicht alle gleich Null sind. Durch Koeffizientenvergleich
bzgl. der K-Basis 1,

√
a von L insbesondere 0 =

∑
aib

2
i +

∑
aaic

2
i in K.

Da a, ai ∈ P \ {0}, sind auch aai ∈ P \ {0}, damit folgt aber bi = ci = 0,
ein Widerspruch.

(ii) Ist [L : K] ungerade, so hat auch
∑
aiX

2
i eine nichttriviale Nullstelle in

K nach Lemma 6.1.16, im Widerspruch zu ai ∈ P \ {0}.
Damit ist die Behauptung in beiden Fällen gezeigt. �

Wir erhalten folgende klassische Charakterisierung:

Satz 6.1.18. (Artin-Schreier, [44]) Für einen Körper K sind äquivalent:
(i) K ist reell abgeschlossen.
(ii) K erfüllt (RA1) und
(RA2′′) Jedes Polynom f ∈ K[X] ungeraden Grades hat eine Nullstelle in

K.
(iii) K ist formal reell, besitzt aber keine echte formal reelle algebraische Kör-

perweiterung.
(iv) Es gibt eine Anordnung von K, die auf keine echte algebraische Erweite-

rung von K fortgesetzt werden kann.

Beweis. (i)⇒ (ii) ist klar, wenn man (RA2′) betrachtet, (iii)⇒ (iv) ist trivial.
Zu (ii) ⇒ (iii): Sei L ⊃ K eine echte, o.B.d.A. einfache Körpererweiterung L =
K(α) mit α ∈ L. Ist f das Minimalpolynom von α über K, so ist grad(f) = [L :
K] nach Voraussetzung gerade. Nun existiert ein L1 ⊇ L, so daß L1 ⊇ K eine
Galoiserweiterung ist ([34], VI, Cor. 1.6), also [L : K] = [Gal(L1/K) : Gal(L1/L)]
und damit auch ord Gal(L1/K) beide gerade. Damit enthält Gal(L1/K) nach dem
Satz von Sylow ([34], I, §6) eine 2-Sylow-Untergruppe S; sei k := Fix(L1;S). Dann
ist [k : K] = [Gal(L1/K) : S] ungerade; nach dem Satz vom primitiven Element
und Voraussetzung muß k = K und somit S = Gal(L1/K) sein. Gal(L1/K) ist also
eine 2-Gruppe, daher enthält Gal(L1/K) eine Untergruppe G mit G ⊇ Gal(L1/L)
und Index 2 in Gal(L1/K), damit also L/K einen Zwischenkörper F vom Grad 2
über K. Es gibt somit ein a ∈ K mit F = K(

√
a). Da K2 ein positiver Kegel und

a /∈ K2 ist, muß ein b ∈ K∗ existieren mit a = −b2. Damit aber ist −1 = (
√
a/b)2,

und F nicht formal reell, also auch L nicht formal reell.— (iv) impliziert wegen
Kor. 6.1.17 zunächst (ii). Gelte nun (ii); wegen (RA1) ist

√
−1 /∈ K. Ist L eine

echte einfache Erweiterung von C := K(i), i :=
√
−1, so muß [L : C] gerade sein

wegen (RA2′′) und [C : K] = 2. Wie im Beweis von (ii) ⇒ (iii) folgt die Existenz
einer Erweiterung F/C mit [F : C] = 2. Wir finden also a, b ∈ K, so daß α := a+bi
kein Quadrat in C ist; dazu muß notwendig b 6= 0 sein, und mit (RA1) gibt es ein
c ∈ K mit a2 + b2 = c2, c > 0 bzgl. P := K2, sowie x, y ∈ K mit

x > 0, sgn(y) = sgn(b), x2 = (c+ a)/2, y2 = (c− a)/2
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(c± a > 0 wegen 0 6= b2 = (c+ a)(c− a)). Damit ist

(x+ iy)2 = (x2− y2) + 2xyi = a+ bi = α wegen sgn(xy) = sgn(b) und (2xy)2 = b2,

im Widerspruch zu
√
α /∈ C. Also ist C algebraisch abgeschlossen, und mit dem

Fundamentalsatz folgt (i). �

Damit können wir auch — wegen (RA2′′) — das Axiomenschema (6.1.6) erset-
zen durch die syntaktisch etwas einfacheren Sätze

∀y0 · · · ∀y2n+1∃x

(
y2n+1 6= 0→

2n+1∑
i=0

yix
i = 0

)
(n ∈ N0).

Definition 6.1.19. Sei K ein geordneter Körper. Ein reeller Abschluß von
K ist ein über K algebraischer, reell abgeschlossener Oberkörper von K, dessen
Ordnung die Ordnung auf K fortsetzt.

Aus Satz 6.1.18, (iv) folgt sofort:

Korollar 6.1.20. Jeder geordnete Körper K besitzt einen reellen Abschluß.
(Insbesondere ist also S(RAK) = GKö.)

Beweis. Sei P der positive Kegel von K. Man wende das Zornsche Lemma
auf die bzgl. komponentenweiser Inklusion induktiv geordnete Menge aller Paare
(L,PL), bestehend aus einem Zwischenkörper L der Erweiterung K/K und einem
positiven Kegel PL in L mit PL ⊇ P , an. �

Ähnlich dem algebraischen Abschluß eines Körpers ist der reelle Abschluß bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt; im Gegensatz zu ersterem ist diese sogar ein-
deutig. Wir werden dies in §6.3 beweisen (Kor. 6.3.9).

6.2. Polynomfunktionen in reell abgeschlossenen Körpern

In diesem Abschnitt notieren wir einige aus der reellen Analysis vertraute Sätze,
die, wenn man sie auf Polynomfunktionen bzw. rationale Funktionen spezialisiert,
auch in beliebigen anderen reell abgeschlossenen Körpern ihre Gültigkeit behalten.

Sei K ein angeordneter Körper mit positivem Kegel P . Die Intervallschreibwei-
se, etwa [a; b[ = [a; b[P für die Menge aller c ∈ K mit a ≤ c < b, übertragen wir
auf K. Wie üblich sei auch sgn = sgnP : K → {−1, 0, 1} die Vorzeichenfunktion
bzgl. der von P gestifteten Ordnung auf K und | · | = | · |P : K → P, a 7→ a · sgn(a)
der Absolutbetrag. Der Leser zeigt leicht, daß tatsächlich die gewohnten Eigen-
schaften erfüllt sind:

(i) |a| ≤ 0, und |a| = 0⇔ a = 0,
(ii) |ab| = |a| · |b|,
(iii) |a+ b| ≤ |a|+ |b|,

für alle a, b ∈ K. Die offenen Intervalle ]a; b[ (a < b aus K) bilden eine offene Basis
einer Topologie auf K. Die von dieser auf Kn induzierte Produkttopologie wird
mit O(Kn) bezeichnet; sie macht Kn zu einem Hausdorffraum. Bzgl. O(K) wird
K zu einem topologischen Körper, d.h. die Abbildungen K×K → K, (a, b) 7→ a− b
und K∗ → K∗, a 7→ a−1 sind stetig bzgl. O(K). Insbesondere gilt, wenn wir für
eine rationale Funktion f ∈ K(X1, . . . , Xn) in gekürzter Darstellung f = g/h,
g, h ∈ K[X1, . . . , Xn] die Menge Df := {h−1(0) ⊆ Kn als ihren Definitionsbereich
bezeichnen: Rationale Funktionen über K sind auf ihrem Definitionsbereich stetig
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bzgl. O(Kn). Man beachte jedoch, daß selbst im Fall eines reell abgeschlossenen
Körpers R die Topologie O(Rn) wesentlich andere Eigenschaften als die gewohnte
O(Rn) besitzen kann: Z.B. ist ein abgeschlossenes Intervall [a; b] (mit a < b in R)
nicht notwendig kompakt bzgl. O(Rn); siehe dazu das Bsp. nach Kor. 6.6.16, ferner
vgl. auch [32], II, §6, Satz 1.

Satz 6.2.1. (Cauchyschranke) Sei R reell abgeschlossen, f ∈ R[X] ein Poly-
nom, f =

∑n
i=0 aiX

i, an 6= 0. Dann liegen alle reellen Nullstellen von f im Intervall
]−M ;M [, wobei M := 1 + |an−1/an|+ · · ·+ |a0/an|, und es ist sgn f(x) = sgn an,
sgn f(−x) = (−1)n sgn an für x ≥M .

Beweis. Man schreibe f = anX
n
(
1 + (an−1/an)X−1 + · · ·+ (a0/an)X−n). Ist

x ∈ R mit |x| ≥M , so |x−i| ≤M−i ≤M−1 für i ≥ 1, also∣∣(an−1/an)x−1 + · · ·+ (a0/an)x−n
∣∣ ≤ (|an−1/an|+ · · ·+ |a0/an|

)
M−1 < 1

nach Dreiecksungleichung, somit

|f(x)| ≥ |anxn| ·
∣∣1− ∣∣(an−1/an)x−1 + · · ·+ (a0/an)x−n

∣∣∣∣ > 0.

Ferner hat f(x) dasselbe Vorzeichen wie anx
n, d.h. also sgn an für x ≥ M und

sgn(−1)nan für x ≤ −M . �

Satz 6.2.2. (Zwischenwertsatz für Polynome) Sei R reell abgeschlossen, f ∈
R[X]. Seien a < b in R mit f(a) < 0 < f(b). Dann existiert ein c ∈ R mit a < c < b
und f(c) = 0.

Beweis. Schreibe f = d
∏r
i=1(X − ci)f1 mit d, ci ∈ R und f1(x) > 0 für

alle x ∈ R, nach (RA2′). Wir behaupten: Es existiert ein i ∈ {1, . . . , r} mit a <
ci < b. Annahme: Für alle ci, i = 1, . . . , r gilt ci < a oder ci > b. Damit ist
aber für alle x ∈ [a; b] stets sgn(x− ci) konstant, also auch sgn(f(x)), und dies ist
widersprüchlich. �

Definition 6.2.3. Sei K ein geordneter Körper, f ∈ K(X1, . . . , Xn), M ⊆ Df .
f heißt positiv definit (bzw. negativ definit) auf M , wenn f(x) > 0 (bzw. f(x) < 0)
für alle x ∈M . f heißt definit auf M , wenn es entweder positiv oder negativ definit
auf M ist, und indefinit auf M , wenn es weder positiv noch negativ definit auf
M ist. Entsprechend heißt f positiv semidefinit, (bzw. negativ semidefinit) auf M ,
wenn f(x) ≥ 0 (bzw. f(x) ≤ 0) für alle x ∈ M . Ist M = Df , so spricht man oft
kurz nur von der positiven bzw. negativen (Semi-) Definitheit von f .

Korollar 6.2.4. Sei R reell abgeschlossen, f ∈ K[X], f 6= 0.
(i) f hat in R[X] eine Darstellung der Form f =

∏r
i=1(X−ci)f1 mit r ∈ N0,

ci ∈ R und auf R definitem f1 ∈ R[X].
(ii) Sind a < b in R benachbarte Nullstellen von f , d.h. ist f(a) = f(b) = 0,

und gibt es kein c ∈ ]a; b[ mit f(c) = 0, so ist f definit auf dem Intervall
]a; b[.

(iii) Sei f(a) > 0 (bzw. f(a) < 0). Dann existiert ein ε > 0 aus R, so daß f
positiv definit (negativ definit) ist auf ]a− ε; a+ ε[.

Beweis. Nur (iii) bedarf einer kleinen Erläuterung: Falls f ohne Nullstellen
auf ganz R ist, so ist f definit auf ganz R. Sonst beachte, daß f überhaupt nur
endlich viele Nullstellen hat, und wähle benachbarte Nullstellen c < a < d und
wende (ii) an. �
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Satz 6.2.5. (Satz von Rolle für Polynome) Seien R reell abgeschlossen, f ∈
R[X], a < b in R mit f(a) = f(b). Dann gibt es ein c ∈ ]a; b[ mit f ′(c) = 0.

Beweis. Sei d := f(a); o.B.d.A. sei d = 0 und a, b als benachbarte Nullstellen
von f angenommen. Schreibe f in der Form

f = (X − a)r(X − b)sf1 (r, s ∈ N)

mit f1 definit auf [a; b]. Formale Differentiation ergibt

f ′ = r(X − a)r−1(X − b)sf1 + s(X − b)s−1(X − a)rf1 + (X − a)r(X − b)sf ′1
= (X − a)r−1(X − b)s−1 (r(X − b)f1 + s(X − a)f1 + (X − a)(X − b)f ′1)︸ ︷︷ ︸

=:h

,

Auswertung an den Stellen a und b

h(a) = r(a− b)f1(a), h(b) = s(b− a)f1(b),

also h(a)h(b) < 0. Mit dem Zwischenwertsatz existiert ein c ∈ ]a; b[ mit h(c) = 0.
Es folgt f ′(c) = (c− a)r−1(c− b)s−1h(c) = 0. �

Satz 6.2.6. (Mittelwertsatz für Polynome) Sei R reell abgeschlossen, f ∈ R[X]
von positivem Grad, a < b in R. Dann ist

(b− a)f ′(c) = f(b)− f(a) für ein c ∈ ]a; b[.

Beweis. Der übliche Trick: Setze

g := (f − f(a))− f(b)− f(a)
b− a

(X − a) ∈ R[X].

Dann ist g(a) = 0 = g(b), und mit dem Satz von Rolle folgt die Behauptung. �

Übung. Sei R ein reell abgeschlossener Körper. Man zeige den Zwischenwert-
satz und den Mittelwertsatz für rationale Funktionen f ∈ R(X).

Satz 6.2.7. (Monotoniekriterium) Sei R reell abgeschlossen, f ∈ R[X] von
positivem Grad, a < b in R. f ′ sei definit auf ]a; b[. Dann ist f streng monoton auf
[a; b]. Insbesondere ist f(a) < f(b), falls f ′ positiv definit, und f(a) > f(b), falls f ′

negativ definit auf ]a; b[ ist.

Beweis. O.E. sei f ′ positiv definit auf ]a; b[. Angenommen, es ist f(a) ≥ f(b).
Mit dem Mittelwertsatz existiert ein c ∈ ]a; b[ mit

0 < f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
≤ 0,

Widerspruch. �

Korollar 6.2.8. Sei R reell abgeschlossen, f ∈ R[X]. Sei c ∈ R mit f ′(c) > 0
(bzw. f ′(c) < 0). Dann existiert ein δ > 0 in R, so daß f streng monoton steigt
(bzw. streng monoton fällt) auf ]c− δ; c+ δ[.

Beweis. Man verwende Kor. 6.2.4, (iii) und das Monotoniekriterium. �

Übung. (Thomsches Lemma, [170]) Sei R ein reell abgeschlossener Körper,
f ∈ R[X] mit n := grad(f) > 0. Für ε ∈ {−1, 0, 1}{0,...,n−1} sei

Mf,ε :=
{
x ∈ R : sgn(f (i)(x)) = εi für alle 0 ≤ i < n

}
.

Man zeige: Mf,ε ist ein Intervall in R.
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6.3. Sturmsche Ketten

Sei f ∈ R[X] ein nicht-konstantes Polynom über einem reell abgeschlossenen Körper
R, und seien a, b ∈ R mit a < b und f(a)f(b) 6= 0. Nach dem Zwischenwertsatz
existiert eine Nullstelle im Intervall ]a; b[. Die Sturmsche Aufgabe lautet: Bestimme
die Anzahl der verschiedenen reellen Nullstellen von f im Intervall [a; b]! Eine klas-
sische Methode, diese Aufgabe algebraisch zu lösen, stammt von Sturm (1829); sie
wird im Beweis des Satzes von Tarski-Seidenberg eine wesentliche Rolle spielen.

Definition 6.3.1. Sei K ein geordneter Körper, f0, . . . , fd ∈ K[X]\{0}, d ∈ N.
Man nennt (f0, . . . , fd) eine Sturmsche Kette (zu f0) bzgl. eines Intervalls [a; b]
(a < b beide in K), falls folgendes gilt:

(S1) fd ist definit auf [a; b].
(S2) f0(a)f0(b) 6= 0.
(S3) Falls für ein c ∈ [a; b] gilt, daß f0(c) = 0, so folgt f1(c) 6= 0.
(S4) Falls für ein c ∈ [a; b] und i ∈ {1, . . . , d − 1} gilt, daß fi(c) = 0, so folgt

fi−1(c)fi+1(c) < 0.

Beispiele Sturmscher Ketten erhält man so:

Definition 6.3.2. Seien f, g ∈ K[X], f nicht-konstant, g 6= 0, K ein geordneter
Körper, a < b beide in K. Ferner sei f(a)f(b) 6= 0 und f, f ′g ohne gemeinsame
Nullstellen in [a; b]. Definiere rekursiv fi wie folgt:

f0 := f,

f1 := f ′g,

fi+1 := qifi − fi−1 mit grad(fi+1) < grad(fi), für i ≥ 1, falls fi+1 6= 0.

Dies ergibt eine wohldefinierte Folge (f0, . . . , fd) mit d ≤ grad(f)+2 derart gewählt,
daß fd+1 = 0, genannt die Sturmsche Kette zu f unter der Nebenbedingung g.

Die Berechnung von fi+1 für i ≥ 1 erfordert also Division mit Rest in K[X],
wobei der Rest mit negativem Vorzeichen notiert wird. Bis auf das Vorzeichen han-
delt es sich bei der Konstruktion von (f0, . . . , fd) um den Euklidischen Algorithmus;
insbesondere ist fd = ggT(f, f ′g).

Beispiel. Sei f := X + 1, g := X2 + 1. Es ist d = 3 = grad(f) + 2 und

f0 = X + 1, f1 = X2 + 1, f2 = −X − 1, f3 = 2.

Es handelt sich in der Tat um eine Sturmsche Kette im Sinne von Def. 6.3.1: (S1)
ist klar, wenn man bedenkt, daß fd = ggT(f, f ′g) ein gemeinsamer Teiler von f , f ′g
ist, und f , f ′g nach Voraussetzung keine gemeinsamen Nullstellen in [a; b] besitzen.
(S2) und (S3) gelten nach Voraussetzung. Zu (S4): Sei fi(c) = 0 für ein a ≤ c ≤ b,
0 < i < d. Dann folgt nach Konstruktion fi−1(c) = qi(c)fi(c)− fi+1(c) = −fi+1(c),
also fi−1(c)fi+1(c) ≤ 0. Aber für kein c ∈ [a; b], 0 ≤ j < d gilt fj(c) = fj+1(c) = 0,
wie man durch Induktion leicht zeigt: Der Fall j = 0 ist (S3); zum Schritt j−1→ j
sei fj(c) = fj+1(c) = 0 angenommen, woraus fj−1(c) = 0 folgt, im Widerspruch zu
fj−1(c) 6= 0 nach Induktionsannahme. Damit also stets fj−1(c)fj+1(c) < 0.

Definition 6.3.3. Sei K ein geordneter Körper, (a0, . . . , ad) ∈ Kd+1, d ∈
N. Wir definieren ZW(a0, . . . , ad) als die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge
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(a0, . . . , ad) nach Streichung der Nullen, d.h.

ZW(a0, . . . , ad) :=∣∣{0 ≤ i < d : aiai+k < 0 für ein k > 0 mit ai+j = 0 für 1 < j < k
}∣∣

Beispiel. Es ist ZW(3, 0, 1,−5, 7
3 , 0,−2) = 3 in K = Q.

Im folgenden sei R stets ein reell abgeschlossener Körper.

Lemma 6.3.4. Sei f = (f0, . . . , fd) eine Sturmsche Kette bzgl. [a; b], a < b in
R. Seien a ≤ α < c < β ≤ b mit f0(c) 6= 0, und für alle δ ∈ [α;β] mit δ 6= c sei
fj(δ) 6= 0 für alle j ∈ {0, . . . , d}. Dann gilt

ZW(f(α)) = ZW(f(β)).

Beweis. Wir untersuchen das Vorzeichenverhalten aller Teilketten

(fj−1, fj , fj+1) für j = 1, . . . , d− 1.

Ist fj(c) = 0, so ist wegen (S4) fj−1(c)fj+1(c) < 0, also können wir o.E. fj−1(c) > 0
annehmen, und somit ist nach Voraussetzung nur die Verteilung

α c β
fj−1 + + +
fj σ1 0 σ2

fj+1 − − −

möglich, wobei σ1, σ2 für + oder − steht; der Zeichenwechsel in dieser Folge ist
also stets 1. Ist fj(c) 6= 0, etwa fj(c) > 0, so können wir im Fall 1 < j < d − 1
o.E. fj−1(c)fj+1(c) 6= 0 annehmen (die andere Möglichkeit wird bereits vom eben
behandelten Fall abgedeckt), und es ergibt sich die Verteilung

(6.3.7)

α c β
fj−1 σ1 σ1 σ1

fj + + +
fj+1 σ2 σ2 σ2,

mit σ1, σ2 entweder + oder −. Ist j = d − 1, so haben wir wegen (S1) fj+1(c) 6=
0, und aus demselben Grund wie eben o.E. auch fj−1(c) 6= 0, also wieder eine
Verteilung (6.3.7) vorliegen. Ist j = 1, so ist nach Voraussetzung f0(c) 6= 0 und
wieder o.E. f2(c) 6= 0, also eine Verteilung (6.3.7) gegeben. �

Lemma 6.3.5. Sei f = (f0, . . . , fd) die Sturmsche Kette zu f ∈ R[X] mit Ne-
benbedingung g ∈ R[X] bzgl. [a; b], wobei a < b aus R. Seien a ≤ α < c < β ≤ b mit
f0(c) = 0 und fj(δ) 6= 0 für alle δ ∈ [α;β] mit δ 6= c, j ∈ {0, . . . , d}. Dann gilt

ZW(f(α))− ZW(f(β)) = sgn(g(c)).

Beweis. Betrachte (f1, . . . , fd) auf [α;β]. Dies ist immer noch eine Sturmsche
Kette bzgl. [α;β]. Es ist f1(c) 6= 0, und die Voraussetzungen von Lemma 6.3.4 sind
erfüllt. Es folgt

ZW(f1(α), . . . , fd(α)) = ZW(f1(β), . . . , fd(β)).

Wir betrachten das Vorzeichenverhalten von (f0, f1): Es ist g(c) 6= 0, o.B.d.A. etwa
g(c) > 0. Dann muß f0(α)f0(β) < 0 sein, weil sonst c eine mehrfache Nullstelle von
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f , also f ′(c) = 0 sein müßte; also o.E. f0(α) < 0, f0(β) > 0, und

α c β
f0 = f − 0 +
f ′ + + +
f1 = f ′g + + +

mit Monotoniekriterium, und die Behauptung folgt. �

Damit folgt nun leicht:

Satz von Sturm. Sei f = (f0, . . . , fd) die Sturmsche Kette zu f ∈ R[X]
bzgl. [a; b] mit Nebenbedingung g ∈ R[X], wobei a < b aus R, gemäß Def. 6.3.2.
Dann gilt:

ZW(f(a))− ZW(f(b)) =∣∣{x ∈ ]a; b[ : f(x) = 0, g(x) > 0
}∣∣− ∣∣{x ∈ ]a; b[ : f(x) = 0, g(x) < 0

}∣∣
Beweis. Durch allfälliges Verschieben von a zu a + ε, b zu b − ε (ε > 0)

kann man o.B.d.A. annehmen, daß alle fi(a)fi(b) 6= 0 sind für i = 0, . . . , d; dies
läßt wegen der lokalen Konstantheit von x 7→ ZW(f(x)) um a und b aufgrund von
(S3), (S4) die Zeichenwechsel invariant, ebenso wegen (S2) die rechten Seiten der
behaupteten Gleichheit. Sei c1, . . . , cm mit

a < c1 < c2 < · · · < cm < b

die Folge aller Nullstellen von f0, . . . , fd in ]a; b[. Man wähle nun α0, . . . , αm mit

a = α0 < c1 < α1 < c2 < · · · < αm−1 < cm < αm = b;

also fi(d) 6= 0 für alle d ∈ [αj ;αj+1], d 6= cj mit j = 0, . . . ,m− 1, i = 0, . . . , d. Mit
den Lemmata 6.3.4, 6.3.5 folgt der Satz. �

Korollar 6.3.6. (Sturm) Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt

ZW(f(a))− ZW(f(b)) =
∣∣{x ∈ ]a; b[ : f(x) = 0

}∣∣ .
Beweis. Spezialfall g = 1. �

Korollar 6.3.7. Sei f die Sturmsche Kette zu f ∈ R[X] mit Nebenbedingung
1, h die Sturmsche Kette zu f mit Nebenbedingung g ∈ R[X], beide bzgl. [a; b],
a < b. Dann gilt:

2 ·
∣∣{x ∈ ]a; b[ : f(x) = 0, g(x) > 0

}∣∣ =(
ZW(f(a))− ZW(f(b))

)
+
(
ZW(h(a))− ZW(h(b))

)
Beweis. Da f und g keine gemeinsamen Nullstellen auf ]a; b[ besitzen, folgt

mit Kor. 6.3.6 und dem Satz

ZW(f(a))− ZW(f(b)) = |{f = 0, g > 0}|+ |{f = 0, g < 0}|
= −

(
ZW(h(a))− ZW(h(b))

)
+ 2 · |{f = 0, g > 0}|,

also die behauptete Gleichung. �
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Korollar 6.3.8. Der Satz von Sturm (und damit Kor. 6.3.6 und 6.3.7) gilt
sinngemäß auch für a = −∞, b = +∞, wobei wir für eine Sturmsche Kette f =
(f0, . . . , fd) mit fi =

∑ri

j=0 aijX
j, airi

6= 0

ZW(f(−∞)) := ZW
(
(−1)r0a0r0 , . . . , (−1)rdadrd

)
ZW(f(+∞)) := ZW(a0r0 , . . . , adrd

)

definieren.

Beweis. Nach dem Satz über die Cauchyschranke existiert ein M > 0 so, daß
sich alle Nullstellen der Polynomfunktion f im Intervall ]−M ;M [ befinden und
ZW(f(−∞)) = ZW(f(−M)), ZW(f(+∞)) = ZW(f(M)) für die zugehörige Kette f
ist; auf [−M ;M ] kann jetzt der Satz von Sturm angewendet werden. �

Damit zum Beweis der Eindeutigkeit des reellen Abschlusses.

Korollar 6.3.9. (Artin-Schreier, [44]) Sei K ein geordneter Körper, und seien
R, R′ zwei reelle Abschlüsse von K. Dann existiert genau ein ordnungserhaltender
K-Isomorphismus ϕ : R

∼=→ R′.

Beweis. Wir zeigen zuerst, daß es für jede endliche Erweiterung R ⊇ E ⊇ K
zumindest eine ordnungserhaltende Einbettung von E über K in R′ gibt. Sei (mit
dem Satz vom primitiven Element, [34], V, Th. 4.6) E = K(α) mit α ∈ R und
f das Minimalpolynom von α über K. Da K vollkommen, f also quadratfrei ist,
sind die Voraussetzungen des Satzes von Sturm erfüllt; da die Zeichenwechsel in
Kor. 6.3.8 nur von den Koeffizienten von f abhängen, hat f in R und R′ gleich viele
verschiedene Nullstellen, mindestens also eine, sagen wir β, in R′. Dann existiert ein
K-Isomorphismus ι : K(α)

∼=→ K(β) mit α 7→ β, da f auch das Minimalpolynom von
β über K ist. Wir zeigen, daß ι ordnungserhaltend ist: Sei σ ∈ K(α) ⊆ R, 0 < σ,
und γ ∈ R mit γ2 = σ. Da R, R′ (nach isomorpher Korrektur) reelle Abschlüsse des
angeordneten Körpers E = K(α) sind und γ algebraisch über E ist, existiert eine
K-Einbettung ι′ : K(α, γ) ↪→ R′ mit ι′ = ι auf K(α), und es ist ι′(σ) = ι′(γ)2, also
ι(σ) > 0. ι bildet also Quadrate auf Quadrate ab, und ist somit ordnungserhaltend.

Durch Anwendung des Zornschen Lemmas auf die Menge aller ordnungserhal-
tenden K-Homomorphismen E ↪→ R′, wobei E eine Zwischenkörper von R/K,
erhalten wir wegen dem eben Bewiesenen einen ordnungserhaltenden K-Homomor-
phismus ϕ : R→ R′. ϕ ist zudem eindeutig bestimmt, denn ist α ∈ R die k-te Null-
stelle seines Minimalpolynoms über K, so ist ϕ(α) ∈ R′ notwendig auch die k-te
Nullstelle von Irr(α,K) in R′. Umgekehrt existiert nun auch genau ein ordnungs-
erhaltendes ϕ′ : R′ → R, ϕ′|K = idK , und mit der Eindeutigkeit folgt ϕ′ ◦ϕ = idR,
ϕ ◦ ϕ′ = idR′ . �

Wir sind also berechtigt, in Zukunft von dem reellen Abschluß eines geordneten
Körpers zu sprechen. Es wird dem Leser empfohlen, auch den eleganten Beweis der
Eindeutigkeit des reellen Abschlußes nach einer Idee von Knebusch [85] zu studie-
ren, welche den Satz von Sturm vermeidet und stattdessen auf den Sylvesterschen
Trägheitssatz zurückgreift; eine Darstellung dieser Beweisvariante findet man bei
[36], Thm. 3.10, oder in [51].— Die im Beweis dieses Korollars verwendete Idee,
die Tatsache, daß jedes Polynoms f ∈ K[X] über einem geordneten Körper K in
allen reell abgeschlossenen Erweiterungen von K gleich viele Wurzeln besitzt, aus-
zunutzen, wird auch im Beweis des Satzes von Tarski-Seidenberg zentral werden.
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Unser nächstes Ziel ist jetzt, das Zählen von Nullstellen mit mehreren Nebenbe-
dingungen, d.h. der Lösungen eines kombinierten Gleichungs-Ungleichungssystems

f = 0, g1 > 0, . . . , gn > 0 mit n ∈ N, f, gi ∈ R[X] von positivem Grad

auf den Fall einer Nebenbedingung zu reduzieren.
Sei dazu M eine endliche Teilmenge von R, so daß für alle c ∈M alle gi(c) 6= 0

sind, für i = 1, . . . , n. Für εεε ∈ {±1}n sei

Zεεε,M = Zεεε :=
∣∣{c ∈M : sgn gi(c) = εεε(i) für alle 1 ≤ i ≤ n

}∣∣ .
Unser Interesse gilt natürlich der Berechnung von Z1n,M , wobei 1n = (1, . . . , 1).
Wir bilden aus den gi kombinierte Polynome: Für δδδ ∈ {0, 1}n sei gδδδ := g

δδδ(1)
1 · · · gδδδ(n)

n .
Setze dann

Pδδδ,M = Pδδδ :=
∣∣{c ∈M : gδδδ(c) > 0

}∣∣ ,
Nδδδ,M = Nδδδ :=

∣∣{c ∈M : gδδδ(c) < 0
}∣∣ .

Satz 6.3.10. Sei m := |M |. Dann gilt:
(i)
∑
δδδ∈{0,1}n Pδδδ = 2n−1 (m+ Z1n)

(ii)
∑
δδδ∈{0,1}n Nδδδ = 2n−1 (m− Z1n)

Subtrahiert man (ii) von (i), so erhält man die gesuchte Reduktion:

Korollar 6.3.11.
∑
δδδ∈{0,1}n (Pδδδ −Nδδδ) = 2nZ1n . �

Beweis (des Satzes). Wir schließen durch Induktion nach n: Für n = 1 er-
gibt sich

P0 + P1 = m+ Z1, N0 +N1 = 0 + Z−1 = m− Z1.

Zum Schritt n→ n+ 1 seien jetzt n+ 1 Polynome g1, . . . , gn+1 gegeben. Setze

Mp := {c ∈M : gn+1(c) > 0}, Mn := {c ∈M : gn+1(c) < 0}
und mp := |Mp|, mn := |Mn|, also m = mp+mn. Mit Induktionsannahme erhalten
wir wegen

∑
γγγ∈{0,1}n P(γγγ,0) =

∑
γγγ Pγγγ :∑

δδδ∈{0,1}n+1

Pδδδ =
∑

βββ∈{0,1}n

P(βββ,1) +
∑

γγγ∈{0,1}n

P(γγγ,0)

=
∑

βββ∈{0,1}n

P(βββ,1) + 2n−1 (m+ Z1n)

Ferner ∑
βββ

P(βββ,1) =
∑
βββ

Pβββ,Mp
+
∑
βββ

Nβββ,Mn

= 2n−1
(
mp + Z1n,Mp +mn − Z1n,Mn

)
= 2n−1

(
m+ Z1n,Mp

− Z1n,Mn

)
,

also wegen Z1n,M = Z1n,Mp
+ Z1n,Mn

und Z1n,Mp
= Z1n+1,M∑

δδδ

Pδδδ,M = 2n−1
(
m+ Z1n,Mp − Z1n,Mn +m+ Z1n,M

)
= 2n

(
m+ Z1n,Mp

)
= 2n

(
m+ Z1n+1,M

)
.

Damit ist (i) gezeigt; (ii) ergibt sich analog. �
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6.4. Der Satz von Tarski-Seidenberg

Wir sind nun in der Lage, folgendes fundamentale Resultat zu zeigen:

Satz 6.4.1. (Tarski-Seidenberg, [165], [146]) Die Klasse RAK der reell abge-
schlossenen Körper bzgl. der Sprache L = {0, 1,+,−, ·, <} ist substrukturvollstän-
dig.

Beweis. Sei ϕ(y1, . . . , yn) eine 1-primitive erweiterte Formel in L, R und S
aus RAK mit gemeinsamer Substruktur K; nach Prop. 6.1.3 ist K ein geordneter
Integritätsbereich; man zeigt leicht, daß der gemäß Prop. 6.1.3 kanonisch geordnete
Quotientenkörper vonK inR und S eingebettet werden kann, so daß wir o.B.d.A.K
bereits als geordneten Körper annehmen dürfen. Zu zeigen ist: Sind b1, . . . , bn ∈ K
und gilt R |= ϕ(b1, . . . , bn), so auch S |= ϕ(b1, . . . , bn). Sei ϕ′ := ϕ[b1/y1, . . . , bn/yn]
aus L(K). Wir können ϕ′ als folgendermaßen gegeben annehmen:

ϕ′ = ∃x

 k∧
j=1

fj(x) = 0 ∧
n∧
i=1

gi(x) > 0

 ,

wobei k, n ∈ N0, k + n > 0 und fj , gi ∈ K[X] mit grad(fj), grad(gi) > 0.
Sei zunächst k > 0. Setze f :=

∑k
j=1 f

2
j ; dann gilt in jedem formal reellen

K ′ ⊇ K: f(a) = 0 gdw.
∧k
j=1 fj(a) = 0, für jedes a ∈ K ′. Daher sei o.B.d.A. k = 1,

also ϕ′ von der Gestalt

ϕ′ = ∃x

(
f(x) = 0 ∧

n∧
i=1

gi(x) > 0

)
.

Da ϕ′ nach Voraussetzung in R gilt, existiert ein α ∈ R mit f(α) = 0, gi(α) > 0
für i = 1, . . . , n. Sei jetzt h ∈ K[X] das Minimalpolynom von α über K. Weil
char(K) = 0, also K vollkommen, ist h quadratfrei. Division mit Rest in K[X]
ergibt f = qh, gi = qih+ ri mit grad(ri) < grad(h) und ri(α) > 0 für i = 1, . . . , n.
Somit sind h, h′ und h, ri (i = 1, . . . , n) jeweils ohne gemeinsame Nullstelle in R.
(Letzteres folgt daraus, daß grad(ri) < grad(h), ri 6= 0 und h Minimalpolynom aller
seiner Nullstellen in jedem beliebigen Erweiterungskörper von K ist.) Wir wenden
Kor. 6.3.11 auf die Menge M := {c ∈ R : h(c) = 0} und die Polynome h und
r1, . . . , rn an und bekommen

0 < 2nZ1n,M =
∑

δδδ∈{0,1}n

(Pδδδ,M −Nδδδ,M ) .

Sei nun hδδδ für δδδ ∈ {0, 1}n die Sturmsche Kette zu h mit Nebenbedingung rδδδ :=∏n
i=1 r

δδδ(i)
i . Die Voraussetzungen des Satzes von Sturm sind erfüllt, und mit σδδδ :=

ZW(hδδδ(−∞))− ZW(hδδδ(+∞)) folgt

0 <
∑
δδδ

(Pδδδ,M −Nδδδ,M ) =
∑
δδδ

σδδδ.

σδδδ ist nun nur von den Koeffizienten der h, gi ∈ K[X] abhängig. Mit dem Satz von
Sturm existiert also auch ein β ∈ S mit h(β) = 0, ri(β) > 0 für jedes i = 1, . . . , n.
Dann ist auch f(β) = (qh)(β) = 0 und gi(β) = (qih)(β)+ ri(β) = ri(β) > 0, d.h. es
gilt (S,K) |= ϕ′, also S |= ϕ.
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Nun zum Fall k = 0, also ϕ′ = ∃x(
∧n
i=1 gi(x) > 0). Sei etwa α ∈ R mit gi(α) > 0

für jedes i = 1, . . . , n. Sei di := grad(gi) > 0, ci der höchste nichtverschwindende
Koeffizient von gi (i = 1, . . . , n). Wir unterscheiden:

(i) Es sind alle ci > 0. Wähle gemäß Satz 6.2.1 β ∈ S größer als das Maxi-
mum der Cauchyschranken der gi; dann ist gi(β) > 0 für alle i = 1, . . . , n.

(ii) Es sind alle (−1)dici > 0. Wähle wieder β ∈ S genügend groß, so daß
gi(−β) > 0 für alle i = 1, . . . , n.

(iii) Sei M := {a ∈ R : g1(a), . . . , gn(a) > 0}. Liegt nicht Fall (i) oder (ii)
vor, so ist M beschränkt in R; wegen α ∈M ist M nichtleer. M ist eine
endliche Vereinigung von Intervallen der Form ]γ; δ[ mit γ < δ aus R,
derart daß g(γ) = g(δ) = 0 und g(β) 6= 0 für β ∈ ]γ; δ[, wobei g :=

∏n
i=1 gi

sei. Fixiere ein solches Intervall ]γ; δ[. Mit dem Satz von Rolle existiert
ein ε ∈ ]γ; δ[, so daß g′(ε) = 0 und gi(ε) > 0 für i = 1, . . . , n. Da weder
Fall (i) noch (ii) vorliegt, muß n ≥ 2 oder n = 1 und d1 gerade sein; da
weiter grad(gi) > 0, haben wir grad(g) > 1, also grad(g′) > 0, und wir
sind wieder im anfänglich behandelten Fall k > 0 angelangt. Wir erhalten
ein ε′ ∈ S mit g′(ε′) = 0 und gi(ε′) > 0 für i = 1, . . . , n, insbesondere
(S,K) |= ϕ′.

Damit ist der Satz bewiesen. �

Dem Beweis des Satzes entnimmt man:

Korollar 6.4.2. Ist R ein reell abgeschlossener Körper und

(6.4.8) f1 = 0, . . . , fn = 0, g1 > 0, . . . , gm > 0

mit n,m ∈ N0, fi, gj ∈ Q[X] ein System von Polynomgleichungen und -ungleichun-
gen, so kann (6.4.8), falls lösbar, stets mit algebraischen Elementen gelöst werden.

�

Schließlich erhalten wir als unmittelbare Folgerung:

Korollar 6.4.3. RAK ist vollständig, entscheidbar und erlaubt effektive Q.E.

Beweis. RAK ist rekursiv aufzählbar axiomatisiert; damit folgt die effektive
Q.E. nach Kor. 5.2.9. Für den Rest genügt es (nach Prop. 5.4.2) zu zeigen, daß RAK

q.f. vollständig und q.f. entscheidbar ist. Wir betrachten variablenfreie atomare
Formeln in L; diese können als n · 1 > 0 oder n · 1 = 0 mit n ∈ Z geschrieben
werden, und sind äquivalent zu n > 0 bzw. n = 0. �

Eine Anwendung:

Übung. (Entscheidbarkeit der ebenen Geometrie) Sei LE = {L,Z,K,W,G}
eine wie folgt definierte Sprache:

(i) L, Z seien dreistellige Relationssymbole; wir lesen L(x, y, z) und Z(x, y, z)
als: ”Die Punkte x, y, z sind kollinear“ bzw. ”Die Punkte x, y, z sind kol-
linear, und z liegt zwischen x und y“.

(ii) K, W seien sechsstellige Relationssymbole, wobei K(x, y, z, u, v, w) und
W (x, y, z, u, v, w) die Kongruenz von Dreiecken bzw. Winkeln ausdrücke,
d.h. 4xyz ∼= 4uvw bzw. ]xyz = ]uvw.

(iii) G sei ein vierstelliges Relationssymbol, wobei G(x, y, u, v) als xy = uv zu
verstehen ist.
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Sei E = (E,LE, ZE,KE,WE, GE) die LE-Struktur, in der E = R2 und L, Z, K,
W , G im Sinne der Elementargeometrie interpretiert werden. Der LE-Satz

∀a∀b∀c∀u∀v∀w
(
W (w, a, b, v, a, w) ∧W (w, a, b, c, a, v) ∧W (a, b, w,w, b, u)∧

W (a, b, w, u, b, c) ∧W (a, c, v, v, c, u) ∧W (a, c, v, u, c, b)→
G(u, v, v, w) ∧G(v, w,w, u)

)
entspricht z.B. dem in E gültigen schönen Satz von Morley (1899):

Drittelt man die Winkel eines Dreiecks, bilden die Schnittpunk-
te abwechselnder Winkeldreiteilender ein gleichseitiges Dreieck.

(Siehe [187], III, §3.6.) Zeige durch Reduktion auf Th(R, 0, 1,+,−, ·, <), daß Th(E),
die ebene euklidische Geometrie, entscheidbar ist [165].

Zurück zur Algebra: Wie im Fall der algebraisch abgeschlossenen Körper fester
Charakteristik das Lefschetzprinzip (vgl. §5.5), erhalten wir aus der Vollständigkeit
ein Beweisprinzip:

Tarski-Prinzip. Sei L die Sprache der geordneten Ringe, ϕ ein L-Satz. Ge-
nau dann gilt ϕ in allen reell abgeschlossenen Körpern, wenn ϕ in einem reell
abgeschlossenen Körpern gilt. �

Zum Beweis oder zur Widerlegung elementar formulierbarer mathematischer
Aussagen über alle reell abgeschlossenen Körper R reicht es also, etwa den Fall
R = R zu betrachten.— Ein erstes Beispiel einer Anwendung dieses Prinzips:

Beispiel. Sei R ein reell abgeschlossener Körper. Jede Quadrik

{a ∈ Rn : f(a) = 0} mit f ∈ R[X1, . . . , Xn], grad(f) = 2

läßt sich in R mittels einer orthogonalen Transformation auf Hauptachsenform brin-
gen.

Beweis. Die Aussage gilt bekanntlich in R und läßt sich für jedes feste n ∈ N
als L-Satz formulieren. Mit der Vollständigkeit von RAK folgt die Behauptung. �

Bevor wir uns einem Satz von van den Dries (§6.5) und weiteren Anwendungs-
beispielen (§6.6) zuwenden, wollen wir eine von Robinson [14] stammende, kürzere
Beweisvariante zum Satz von Tarski-Seidenberg wiedergeben, die jedoch wesentlich
Kor. 6.1.14 und Kor. 6.3.9 verwendet:

Beweisvariante (Satz von Tarski-Seidenberg). Mit der gleichen Argu-
mentation wie im Beweis oben sieht man, daß es ausreichend ist, folgendes zu zeigen:
Seien K ein geordneter Körper und R, R′ reell abgeschlossene Erweiterungskörper
von K. Für Polynome

f1, . . . , fk, g1, . . . , gn ∈ K[X] mit k, n ∈ N0, k + n > 0, grad(fi), grad(gj) > 0

existiert ein a ∈ R mit

(6.4.9) f1(a) = 0, . . . , fk(a) = 0, g1(a) > 0, . . . , gn(a) > 0

genau dann, wenn ein solches a in R′ existiert.
Seien dazu L := K

R
und L′ := K

R′

die algebraischen Abschlüsse von K in R
bzw. R′. Nach Kor. 6.1.14 sind L und L′ reell abgeschlossen, und nach Kor. 6.3.9 exi-
stiert ein ordnungserhaltender K-Isomorphismus ϕ : L → L′. a ∈ R erfülle (6.4.9);
es reicht zu zeigen, daß ein b ∈ L existiert, das (6.4.9) erfüllt, weil dann ϕ(b) auch
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(6.4.9) erfüllt. Ist nun k > 0, so also speziell f1(a) = 0, also a ∈ K
R

= L. Ist
k = 0, so sei M die Menge aller Nullstellen der g1, . . . , gn in R; es ist M ⊆ L. Ist
M = ∅, so ist gi(0) > 0 für alle i = 1, . . . , n, weil wir sonst einen Widerspruch zum
Zwischenwertsatz hätten. Ist M 6= ∅, so unterscheiden wir:

(i) a > maxM . Dann ist gi(maxM + 1) > 0 für alle i = 1, . . . , n.
(ii) a < minM . Dann ist gi(minM − 1) > 0 für alle i = 1, . . . , n.
(iii) Es gibt benachbarte α, β ∈ M mit α < a < β. Aber dann hat man

gi( 1
2 (α+ β)) > 0 für alle i = 1, . . . , n.

Dies vervollständigt den Beweis. �

(Man vgl. auch den kurzen Artikel [71] für weitere Beweise und Bedeutung des
Satzes von Tarski-Seidenberg. Ein zu Satz 5.7.1 analoges Ergebnis gilt auch für reell
abgeschlossene Körper; vgl. §6.5.)

Übung. Sei Σ := Th(R) in der Sprache L = {0, 1,+,−, ·} und K := Mod(Σ).
Ist K modellvollständig bzw. substrukturvollständig?

Bemerkung. In seiner Monographie [165] stellte Tarski das Problem, die
modelltheoretischen Eigenschaften der Struktur (R, 0, 1,+,−, ·, <, exp) zu unter-
suchen, inbesondere die Modellvollständigkeit von E := Mod(Th(R, 0, 1,+,−, ·, <
, exp)). Dieses Problem war über 40 Jahre ungelöst, bis Wilkie in einer bedeu-
tenden Arbeit [182] u.a. zeigen konnte: E ist modellvollständig. Macintyre und
Wilkie [106] konnten zudem Verbindungen zu der ungelösten sog. Schanuelschen
Vermutung aus der Zahlentheorie herstellen ([34], App. 1): Ist diese wahr, so ist
Th(R, 0, 1,+,−, ·, <, exp) entscheidbar. Es würde zu weit führen, hier auf diese und
verwandte Ergebnisse einzugehen. Wir zeigen hier nur: (Für analytische Funktionen
mehrerer Veränderlicher vgl. [183], v.a. §9.)

Proposition 6.4.4. (Osgood, nach [69]) E ist nicht substrukturvollständig.

Beweis. Betrachte

f : R× R>0 → R, (x, y) 7→ y · exp(x/y).

Der Graph von f ist die Teilmenge

graph(f) =
{

(x, y, z) ∈ R3 : y > 0 ∧ ∃t(z = y · exp(t) ∧ t · y = x)
}

des R3 und somit in L = {0, 1,+,−, ·, <, exp} definierbar. Offenbar reicht es zu
zeigen (vgl. auch §§5.5.4, 6.6):

(∗) Es gibt keine offene Kugel U um 0 ∈ R3 und reell analytische Funktionen
F1, . . . , Fk : U → R, so daß graph(f) ∩ U zu der von den Teilmengen
{a ∈ U : Fi(a) > 0}, {a ∈ U : Fi(a) = 0} (i = 1, . . . , k) in U erzeugten
Booleschen Algebra gehört.

Angenommen nämlich, das Gegenteil von (∗) wäre der Fall. Wir können annehmen,
daß keines der Fi identisch Null ist. Zumindest eines der Fi, sagen wir F1, muß
jedoch auf ganz graph(f)∩U verschwinden; ansonsten gäbe es ein c ∈ graph(f)∩U
mit Fi(c) 6= 0 für alle i = 1, . . . , k, und graph(f) enthielte eine ganze Umgebung
von c im R3, im Widerspruch zur Rechtseindeutigkeit von graph(f) ⊆ R2×R. Wir
wählen eine offene Kugel U ′ ⊆ U um den Ursprung so, daß die Taylorreihe von F1

um 0 auf U ′ konvergiert, wir also

F1(a) =
∞∑
i=0

Pi(a) für alle a ∈ U ′
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schreiben können, wobei die Pi ∈ R[X,Y, Z] homogene Polynome vom Grad i sei-
en (i ∈ N0). Sei nun (x, y, z) ∈ graph(f) ∩ U ′ beliebig. Für alle 0 < λ < 1 ist
(λx, λy, λz) ∈ graph(f) ∩ U ′, und

0 = F1(λx, λy, λz) =
∞∑
i=0

Pi(x, y, z)λi

wegen f(λx, λy) = λf(x, y). Also folgt insbesondere Pi(a) = 0 für alle i ∈ N0

und a ∈ graph(f) ∩ U ′. Wählt man i ∈ N0 mit Pi 6= 0 in R[X,Y, Z], so folgt
aus der Analytizität von f : Pi(x, y, f(x, y)) = 0 für alle (x, y) ∈ R × R>0; speziell
Pi(x, 1, f(x, 1)) = 0 für alle x ∈ R, und exp wäre eine algebraische Funktion, was
aber bekanntlich nicht der Fall ist. �

Die sich aus der Modellvollständigkeit von RAK und E ergebenden geometri-
schen Konsequenzen erläutert [55]; vgl. auch [69].

6.5. Ein Satz von van den Dries∗

Wir zeigen zunächst in Analogie zu Satz 5.7.1:

Satz 6.5.1. (Macintyre-McKenna-van den Dries, [105]) Sei K ein geordneter
Körper, der bzgl. der Sprache L = {0, 1,+,−, ·, <} der geordneten Ringe Q.E. er-
laubt. Dann ist K reell abgeschlossen.

Dem Beweis schicken wir zwei einfache modelltheoretische Tatsachen und ein
algebraisches Lemma voraus:

Lemma 6.5.2. Sei ϕ(x) eine quantorenfreie L-Formel, L = {0, 1,+,−, ·, <}.
Dann ist ϕ(x) in GKö äquivalent zu einer Disjunktion von Formeln des Typs

q1(x) > 0 ∧ · · · ∧ qm(x) > 0 oder q1(x) > 0 ∧ · · · ∧ qm(x) > 0 ∧ p(x) = 0,

wobei p, q1, . . . , qm ∈ Z[x], p 6= 0.

Beweis. Kann dem Leser überlassen werden. �

Lemma 6.5.3. Seien K, K′ modellvollständige Klassen von Strukturen bzgl. der-
selben Sprache L der Logik erster Stufe. Sei A′ ∈ K′ so gegeben, daß A′ Substruktur
einer Struktur aus K ist und zugleich A′ eine Substruktur aus K enthält. Dann ist
auch A′ ∈ K.

Beweis. Sei A1 ⊆ A′ ⊆ A2 mit Ai ∈ K, i = 1, 2. Betrachte einen L-Satz
ϕ = ∀x∃y(ψ) ∈ Th(K) mit ψ(x,y) quantorenfrei. Angenommen, A′ |= ¬ϕ. Da K′

modellvollständig ist, existiert nach Robinsons Test ein existentielles θ(x), so daß
K′ |= ∀x

(
¬∃y(ψ)↔ θ

)
. Es folgt A′ |= ∃x(θ), und da θ existentiell ist, A2 |= ∃x(θ).

Also auch A1 |= ∃x(θ), denn K ist modellvollständig. Daher exisiert ein a in A1

mit A1 |= θ(a), und folglich A′ |= θ(a). Somit (A′, A1) |=
(
¬∃y(ψ)

)
[a/x] und

insbesondere (A1, A1) |=
(
¬∃y(ψ)

)
[a/x]. Dies ist ein Widerspruch, denn A1 ∈ K.

Daher erfüllt A′ jeden ∀2-Satz aus Th(K), und da K modellvollständig ist, ist dies
nach 4.3.1 die Behauptung. �

Korollar 6.5.4. Sei K ein geordneter Körper, der bzgl. L = {0, 1,+,−, ·, <
} Q.E. erlaubt, und A sein Teilkörper der algebraischen Zahlen, d.h. der relative
algebraische Abschluß von Q in K. Ist A reell abgeschlossen, so auch K.

Beweis. Wende Lemma 6.5.3 auf K := RAK und K′ := Mod(Th(K)) an. �
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Lemma 6.5.5. Sei K ein geordneter Körper, P sein positiver Kegel, A der
Teilkörper der algebraischen Zahlen in K. Dann liegt {a2 : a ∈ A} dicht in P ∩A.

Beweis. Es ist {q2 : q ∈ Q} dicht in P ∩Q, so daß es also reicht, folgendes zu
zeigen:

(∗) A ist archimedisch angeordnet, d.h. für alle α ∈ A existiert ein n ∈ N mit
n ≥ α. (Def. 6.1.1.)

Denn aus (∗) folgt dann wie im Beweis der Dichtheit von Q in R, daß Q dicht
in A ist ([183], 2.2.16). Sei zum Beweis von (∗) α ∈ A, p = Irr(α; Q) ∈ Q[X],
etwa p =

∑d
i=0 aiX

i mit ai ∈ Q; aus dem Satz 6.2.1 über die Cauchyschranke
folgt |α| ≤ m für ein m ∈ Q, und mit einem n ∈ N, n ≥ m ist wie gewünscht
α ≤ |α| ≤ m ≤ n. �

Wir können damit direkt übergehen zu:

Beweis (Satz 6.5.1). Ähnlich wie im Beweis zu Satz 5.7.1 können wir anneh-
men, daß trdeg(K/Q) = ∞ ist. Angenommen, K wäre nicht reell abgeschlossen.
Sei A ⊆ K der Teilkörper der algebraischen Zahlen in K; nach dem Kor. 6.5.4 ist
A nicht reell abgeschlossen. Sei

p(X,Y) := Xn + YnX
n−1 + · · ·+ Y1, Y := (Y1, . . . , Yn)

und sei a := (a1, . . . , an) ∈ An derart, daß p(X,a) ungeraden Grad und keine
Nullstelle in A besitzt. Wir nehmen an, daß p über A irreduzibel ist. Sei ϕ(Y) eine
in Mod(Th(K)) zu ∀X(p 6= 0) äquivalente quantorenfreie Formel. Sei

f :=
n−1∏
i=0

X − n−1∑
j=0

tjα
j
i

 ,

wobei α0, . . . , αn die verschiedenen Wurzeln von p(X,a) im algebraischen Abschluß
von A sind, und t0, . . . , tn neue Variable, wie im Beweis von Satz 5.7.1. Wie dort
folgt, daß, falls wir f in der Form

f = Xn + gnX
n−1 + · · ·+ g1 mit gi ∈ A[t0, . . . , tn−1]

schreiben, die g1, . . . , gn über A algebraisch unabhängig sein müssen. ϕ(Y) ist mit
Lemma 6.5.2 o.B.d.A. eine Disjunktion von Formeln der Art

(6.5.10) q1 > 0 ∧ · · · ∧ qm > 0 oder q1 > 0 ∧ · · · ∧ qm > 0 ∧ q = 0,

mit q, q1, . . . , qm ∈ Z[Y], q 6= 0. Ist nun a′ = (a′0, . . . , a
′
n−1) ∈ An und a′i 6= 0 für ein

i > 0, so ist a′0 + a′1αj + · · · + a′n−1α
n−1
j /∈ A (denn p = Irr(αj ;A)). Unter diesen

Voraussetzungen hat daher f(a′0, . . . , a
′
n−1) ∈ A[X] keine Nullstelle in A; deshalb

auch A |= ϕ
(
g1(a′), . . . , gn(a′)

)
. Da g1, . . . , gn über A algebraisch unabhängig sind

und A unendlich ist, gibt es keine echte Zariski-abgeschlossene Teilmenge X ⊆ An

mit
X ⊇

{(
g1(a′), . . . , gn(a′)

)
∈ An : a′ ∈ An, a′i 6= 0 für ein i > 0

}
.

(Vgl. [33], Prop. 1.3.) Also gibt es in der ϕ definierenden Disjunktion von Formeln
aus (6.5.10) mindestens eine Formel der Gestalt

ψ(Y) :=
(
q1(Y) > 0 ∧ · · · ∧ qm(Y) > 0

)
mit K |= ∃Y(ψ). Sei X :=

{
a′ ∈ An : A |= ψ(a′)

}
. Bezeichnet K den reellen

Abschluß von K, so folgt K |= ∃Y(ψ), also wegen der Vollständigkeit von RAK

85



auch R |= ∃Y(ψ) und damit Q |= ∃Y(ψ), denn X ist durch Ungleichungen mit
rationalen Koeffizienten definiert (vgl. Kor. 6.4.2). Wähle nun a′ = (a′1, . . . , a

′
n) ∈

Qn mit (a′1, . . . , a
′
n) ∈ X. Sei % eine reelle Nullstelle von p(a′) ∈ Q[X]; schreibe

p(a′) = (X − %)
(
bn−1X

n−1 + · · · + b0
)

mit bn−1, . . . , b0 ∈ R, und wähle ε > 0
so, daß für alle c ∈ Qn mit ‖c − a′‖ ≤ ε auch c ∈ X gilt. (Dabei sei ‖ · ‖ die
euklidische Norm auf dem Rn.) Es ist bn−1 = 1; sei b′n−1 := 1, b′−1 := 0 =: b−1, und
δ := ε√

n

(
1+|%|+max0≤i<n |bi|

)−1 sowie b′i ∈ Q (i = 0. . . . , n−2), µ ∈ Q so gewählt,
daß |bi − b′i| < δ, |µ− %| < δ, |µ| ≤ |%|. Sei si := b′i−2 − µb′i−1 für i = 1, . . . , n; dann
gilt:

s1 + s2X + · · ·+ snX
n−1 +Xn = (X − µ)

(
b′n−1X

n−1 + · · ·+ b0
)
,

ferner

|si − a′i| =
∣∣b′i−2 − µb′i−1 − bi−2 + %bi−1

∣∣
≤ |b′i−2 − bi−2|+ |%bi−1 − µbi−1|+ |µbi−1 − µb′i−1|
≤ δ + |bi−1|δ + |µ|δ

≤ ε√
n
,

also ‖s−a′‖ ≤ ε mit s := (s1, . . . , sn) ∈ Qn, somit s ∈ X. Dies steht im Widerspruch
zu unserer Annahme. Also haben wir gezeigt:

1. Jedes Polynom ungeraden Grades aus A[X] hat in A eine Nullstelle.

Weiterhin beweisen wir:

2. Jedes positive Element von A hat eine Quadratwurzel.

Sei dazu Y :=
{
a ∈ A : a > 0, x2 6= a für alle x ∈ A

}
. Betrachtet man die durch

Lemma 6.5.2 gegebene Darstellung, so folgt, daß entweder Y endlich ist oder ein
offenes Intervall ∅ 6= ]a; b[ ⊆ A enthält; letzteres kann jedoch nicht passieren, denn
{a2 : a ∈ A} ist dicht im positiven Kegel von A, nach Lemma 6.5.5. Aber mit y ∈ Y
sind auch yn2 ∈ Y für alle n ∈ N. Daher muß Y = ∅ sein.

Aus (1.) und (2.) folgt nun, daß A reell abgeschlossen ist, im Widerspruch zur
Annahme. �

Tatsächlich gilt sogar folgende allgemeinere Aussage:

Satz 6.5.6. (van den Dries, [67]) Jeder geordnete Ring (als L-Struktur, wobei
L = {0, 1,+,−, ·, <}) mit Q.E. ist ein reell abgeschlossener Körper.

Zum Beweis wieder ein Hilfssatz: (Man beachte, daß jeder geordnete Ring ka-
nonisch den geordneten Ring Z enthält, Bem. 6.1.2.)

Lemma 6.5.7. Sei ϕ(x) eine quantorenfreie L-Formel, R ein geordneter Ring.
Dann existiert ein n ∈ N, so daß entweder für alle r ∈ R mit r ≥ n gilt, daß
R |= ϕ(r), oder für alle r ∈ R, r ≥ n gilt, daß R |= ¬ϕ(r).

Beweis. Da die für ϕ behauptete Eigenschaft offenbar unter Booleschen Kom-
binationen erhalten bleibt, reicht es, den Fall einer atomaren Formel der Form
p > 0 mit p ∈ Z[X] zu untersuchen. Ist p = 0, so gilt die zweite Alternative mit
n := 1. Sei also von nun an p =

∑d
i=0 aiX

i ∈ Z[X], ad 6= 0, etwa ad > 0. (Der
Fall ad < 0 wird analog behandelt.) Wir zeigen, daß die erste Alternative mit
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n := max
(
|a0|, . . . , |ad|

)
+ 1 zutrifft: Sei r ≥ |ai| + 1 für i = 0, . . . , d. Wir zeigen

durch Induktion nach i = 0, . . . , d, daß

(6.5.11) ri ≥ |ai−1|ri−1 + · · ·+ |a0|+ 1.

Für i = 0 ist dies trivial. Sei also i < d und gelte (6.5.11). Dann folgt

ri+1 = r · ri

≥
(
|ai|+ 1

)
ri

≥ |ai|ri + |ai−1|ri−1 + · · ·+ |a0|+ 1,

und der Induktionsschluß ist vollzogen. Setzen wir i := d in (6.5.11), so erhalten
wir

adr
d ≥ rd ≥ |ad−1|rd−1 + · · ·+ |a0|+ 1 >

(
ad−1r

d−1 + · · ·+ a0

)
,

somit p(r) > 0. �

Damit zum Beweis von Satz 6.5.6. Aufgrund des vorhergehenden Satzes 6.5.1
haben wir lediglich zu zeigen, daß es sich bei R um einen (kommutativen) Körper
handelt. Sei ζ(x) eine quantorenfreie L-Formel mit R |=

(
ζ ↔ ∀y(yx = xy)

)
, also

Z(R) =
{
r ∈ R : R |= ζ(r)

}
,

wobei Z(R) das Zentrum von R sei. Da N ⊆ Z(R), existiert nach Lemma 6.5.7 ein
n ∈ N mit r ∈ Z(R) für alle r ≥ n. Ist nun r ∈ R beliebig, so entweder r + n ≥ n,
also r + n ∈ Z(R), oder −r + n ≥ n, also −r + n ∈ Z(R), und in beiden Fällen
r ∈ Z(R). Also:

1. R ist kommutativ.

Sei nun σ(x) eine quantorenfreie L-Formel mit R |=
(
σ ↔ ∃y(y2 = x)

)
. Da

n ≤ n2 für alle n ∈ N, folgt aus dem besagten Lemma:

(6.5.12) Es gibt ein M1 ∈ N mit R |= σ(r) für alle r ∈ R, r ≥M1.

Ist r ≥ M1, so schreibe
√
r für eine positive Lösung von y2 = r in R. Dann gilt

für alle natürlichen Zahlen n ≥M1:
(√
n+ 1 +

√
n
)(√

n+ 1−
√
n
)

= 1. Weiter ist{√
n+ 1 +

√
n : n ≥ M1

}
nach oben unbeschränkt. Lemma 6.5.7 impliziert daher

ferner:

(6.5.13) Es gibt M2 ∈ N, so daß alle r ∈ R, r ≥M2 in R invertierbar sind.

Insbesondere ist M2 selbst invertierbar, und ist r ≥ 1, also rM2 ≥M2, so ist daher
mit (6.5.13) auch r invertierbar. Also können wir o.B.d.A. annehmen, daß R den
geordneten Körper Q enthält. Ist nun r ∈ R mit r ≥ p

q > 0, p, q ∈ N, so folgt
rM2q ≥M2, also ist rM2q und damit auch r invertierbar. Also:

(6.5.14) Alle r ∈ R mit |r| ≥ s für ein s ∈ Q, s > 0 sind invertierbar.

Wir zeigen nun:

2. Jedes nichtinvertierbare Element von R ist nilpotent.

Sei r ∈ R nichtinvertierbar, r > 0. (Also ist r wegen (6.5.14) infinitesimal im
Vergleich zu Q.) Sei nun p ∈ Z[X], p 6= 0, p =

∑d
i=e aiX

i mit d ≥ e, ad, . . . , ae ∈ Z,
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ad 6= 0, ae 6= 0. Dann folgt p(r) = re
(∑d−e

i=0 ae+ir
i
)

, und
∑d−e
i=0 ae+ir

i ist unendlich
nahe an ae, also mit (6.5.14) invertierbar. Damit gilt:

(6.5.15)


p(r) > 0 ⇔ ae > 0 ∧ re 6= 0,
p(r) = 0 ⇔ re = 0,
p(r) < 0 ⇔ ae < 0 ∧ re 6= 0.

Sei τ(x) := ∀y(xy 6= 1); τ ist in Mod(Th(R)) zu einer quantorenfreien L-Formel
äquivalent, welche wir uns — analog zu Lemma 6.5.2 — als Disjunktion von Formeln
der Art

p1(x) = · · · = pk(x) = 0 ∧ q1(x) > 0 ∧ · · · ∧ ql(x) > 0

mit k + l > 0, p1, . . . , pk, q1, . . . , ql ∈ Z[x] \ {0} gegeben denken können. Es ist
R |= τ(r). Mit (6.5.15) folgt: r ist nilpotent, oder alle genügend kleinen positiven
rationalen Zahlen sind nicht invertierbar in R. Letzteres steht im Widerspruch
(6.5.14), so daß damit (2.) bewiesen ist.— Nun zu:

3. R ist reduziert, d.h. besitzt keine Nilpotenten außer 0.

Zum Beweis dieser Aussage sei p eine Primzahl größer als M2 und
√
p eine positive

Lösung von y2 = p; diese existiert nach (6.5.13) und ist eindeutig, denn für r > 0
ist
(√
p+ r

)2 = p+ 2r
√
p+ r2 > p. Betrachte ferner die Satzmenge

∆ := Th(R,R) ∪
{

0 < c ∧ c < q : q ∈ Q, q > 0
}

in der Sprache L({c}) mit dem neuen Konstantensymbol c. Jede endliche Teilmenge
von ∆ ist erfüllbar (eine geeignete Expansion von R genügt), und damit existiert mit
dem Kompaktheitssatz auch ein Modell R′ von ∆. Indem wir R durch R′|L � R
ersetzen, können wir mit (6.5.14) o.B.d.A. davon ausgehen, daß R ein bzgl. Q
infinitesimales invertierbares δ > 0 enthält. Angenommen nun, R enthielte ein von
0 verschiedenes nilpotentes Element. Dann existiert ein ε > 0 mit ε2 = 0. Betrachte
die kanonisch geordneten Teilringe Z

[
ε, ε
√
p
]

und Z
[
ε, ε(
√
p + δ)

]
von R. Jedes

Element von Z
[
ε, ε
√
p
]

kann in eindeutiger Weise in der Form a + bε + cε
√
p mit

a, b, c ∈ Z geschrieben werden. (Ist nämlich a + bε + cε
√
p = 0, so folgt aε = 0,

also a = 0 wegen ε > 0 und der Torsionsfreiheit der additiven Gruppe von R,
vgl. Bem. 6.1.2, ferner also ε(b + c

√
p) = 0, somit 0 = ε(b + c

√
p)(b − c

√
p) =

ε(b2 − c2p), somit wieder b2 = c2p, also b = c = 0.) Ähnlich sieht man ein, daß
jedes Element von Z

[
ε, ε(
√
p+ δ)

]
in genau einer Weise als a+ bε+ cε(

√
p+ δ) mit

a, b, c ∈ Z geschrieben werden kann. Dann gilt:

a+ bε+ cε
√
p > 0 ⇔ a > 0 oder a = 0, b+ c

√
p > 0

⇔ a > 0 oder a = 0, b+ c(
√
p+ δ) > 0

⇔ a+ bε+ cε(
√
p+ δ) > 0.

Dies zeigt, daß es einen Isomorphismus f : Z
[
ε, ε
√
p
]
→ Z

[
ε, ε(
√
p+ δ)

]
geordneter

Ringe mit f(ε) = ε, f(ε
√
p) = ε(

√
p + δ) gibt. Sei ψ(y, z) eine quantorenfreie

Formel mit R |=
(
ψ ↔ ∃x

(
x2 = p ∧ xy = z

))
. Es gilt R |= ψ

(
ε, ε
√
p
)
, und daher

auch R |= ψ
(
f(ε), f

(
ε
√
p
))

. Dies heißt aber, daß ε
√
p = ε(

√
p+ δ), also εδ = 0 ist,

im Widerspruch zu ε 6= 0 und der Invertierbarkeit von δ. Damit ist (3.) bewiesen.
Aus (1.)–(3.) folgt nun, daß R ein Körper ist, was zu beweisen war. �
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6.6. Semialgebraische Mengen und Funktionen

In der semialgebraischen Geometrie spielt das Tarski-Prinzip eine wichtige Rolle;
wir können dies hier nur anhand ausgewählter Beispiele (im wesentlichen Satz 6.6.8
und Kor. 6.6.26) demonstrieren. Den interessierten Leser verweisen wir auf die
Übersichtsartikel [55] und [66], oder gar [28], [27]. Semialgebraische Geometrie ist
die Geometrie semialgebraischer Mengen:

Definition 6.6.1. Sei R ein reell abgeschlossener Körper. Die Elemente der
Booleschen Mengenalgebra, die von den Mengen der Form{

(a1, . . . , an) ∈ An(R) : f(a1, . . . , an) > 0
}
⊆ An(R) mit f ∈ R[X1, . . . , Xn]

im An(R) ' Rn erzeugt wird, nennt man semialgebraische Mengen. Die semialge-
braischen Mengen sind ersichtlich genau die durch quantorenfreie L(R)-Formeln in
R definierbaren Mengen (wobei L die Sprache der geordneten Ringe sei).

Die semialgebraischen Mengen entsprechen also den konstruktiblen Mengen
im algebraisch abgeschlossenen Fall (§5.5.4).— Sei im folgenden stets R ein reell
abgeschlossener Körper. Wir identifizieren An(R) mit Rn.

Beispiel. Die Menge

M :=
{

(x, y) ∈ R2 : x2/25 + y2/16 < 1 ∧ x2 + 4x+ y2 − 2y > −4∧
x2 − 4x+ y2 − 2y > −4 ∧ (x2 + y2 − 2y 6= 8 ∨ y > −1)

}
ist semialgebraisch ([28], Ex. 2.1.4).

Übung. Zeichne M .

Aus dem Satz von Tarski-Seidenberg folgt sofort, da L(R) eine Konstante
enthält:

Proposition 6.6.2. Ist ϕ(x1, . . . , xn) eine beliebige L(R)-Formel, so ist{
(a1, . . . , an) ∈ Rn : R |= ϕ(a1, . . . , an)

}
semialgebraisch. �

Insbesondere erhält man folgendes, oftmals auch als Satz von Tarski-Seidenberg
bezeichnetes und zum Satz von Chevalley analoges Ergebnis, dessen Beweis wort-
wörtlich derselbe ist:

Satz 6.6.3. Seien m < n aus N. Jede Projektion einer semialgebraischen Menge
aus Rn auf Rm ist semialgebraisch in Rm. �

Übung. Gib eine quantorenfreie definierende Formel für die Projektion der
Menge {

(a, b, c, x) : a 6= 0, ax2 + bx+ c = 0
}
⊆ R4

auf die ersten drei Komponenten an.

Die folgende Übung zeigt, daß semialgebraische Mengen bei Studium affiner
Varietäten über reell abgeschlossenen Körpern in natürlicher Weise auftreten.

Übung. Man zeige, daß die semialgebraischen Mengen das kleinste System von
Teilmengen von Rn bilden, das alle Bilder πm(A) von R-Varietäten A ⊆ Rm (m ≥
n) unter der kanonischen Projektion πm : Rm → Rn, (x1, . . . , xm) 7→ (x1, . . . , xn)
(also πn = id) enthält.
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Sei M ⊆ Rn. Eine Funktion f : M → Rm heißt semialgebraisch, wenn es ihr
Graph als Teilmenge von Rn+m ist.

Übung. Seien f : Rn → Rm eine semialgebraische Funktion, A ⊆ Rn und B ⊆
Rm semialgebraische Mengen. Man zeige, daß f(A), f−1(B), A×B semialgebraische
Mengen sind.

Eine Vielzahl weiterer mit Hilfe semialgebraischer Mengen konstruierter Men-
gen kann ähnlich als semialgebraisch nachgewiesen werden.

Übung. Sei M ⊆ Rn eine semialgebraische Menge. Man zeige, daß auch der
Abschluß, das Innere und der Rand von M (bzgl. der Topologie O(Rn) auf Rn,
vgl. §6.2) semialgebraische Mengen sind. Man mache sich anhand von Beispielen
klar, daß man den Abschluß (das Innere, den Rand) von M nicht einfach dadurch
erhalten kann, daß man in der definierenden quantorenfreien Formel alle starken
Ungleichungen durch schwache Ungleichungen (alle schwachen Ungleichungen durch
starke bzw. alle Ungleichungen durch Gleichungen) ersetzt.

Sowohl im Beispiel der algebraisch abgeschlossenen Körper als auch der reell
abgeschlossenen Körper haben wir gesehen, daß Vollständigkeit und Substruktur-
vollständigkeit einer Theorie implizierten, daß Projektionen quantorenfrei-definier-
barer Mengen wieder quantorenfrei-definierbar sind. Dies ist kein Zufall:

Übung. (Geometrische Deutung der Quantorenelimination) Sei L eine belie-
bige Sprache erster Stufe und A eine L-Struktur. Eine Menge M ⊆ An (n ∈ N)
heißt quantorenfrei-definierbar, falls es eine erweiterte quantorenfreie Formel ϕ(x)
in L(A) gibt (x = (x1, . . . , xn)), so daß

M = {a ∈ An : A |= ϕ(a)}.
Die Projektion einer solchen Menge M ist definiert durch

π(M) :=
{

(a1, . . . , an−1) ∈ An−1 : (a1, . . . , an) ∈M für ein an ∈ A
}
.

Man zeige: A erlaubt Q.E. genau dann, wenn das System der quantorenfrei-defi-
nierbaren Mengen von A unter Projektionen abgeschlossen ist.

Die Struktur semialgebraischer Teilmengen von R ist einfach:

Proposition 6.6.4. Sei M ⊆ R. M ist semialgebraisch genau dann, wenn M
eine endliche disjunkte Vereinigung von Intervallen mit Endpunkten in R ∪ {±∞}
ist.

Beweis. Wirklich beweisbedürftig ist nur eine Richtung: Sei M semialgebra-
isch. Falls M = {a ∈ R : f(a) > 0} mit f ∈ R[X], so ist M offensichtlich die
endliche Vereinigung paarweise disjunkter offener Intervalle, an deren Endpunk-
ten R-Nullstellen von f oder ±∞ liegen. Das System aller Teilmengen von R, die
disjunkte Vereinigung von endlich vielen Intervallen sind, ist abgeschlossen unter
∩,∪, {, und die Behauptung folgt. �

Zur Struktur semialgebraischer Funktionen in R:

Lemma 6.6.5. (van den Dries, [69]) Ist f : R → R semialgebraisch, so gibt es
in jeder nichtleeren offenen Menge U ⊆ R einen Punkt x ∈ U , an dem f stetig ist.

Beweis. Mit dem Tarski-Prinzip reicht es, dies für R = R zu zeigen. Wir
unterscheiden folgende Fälle:
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(i) Es gibt eine offene Menge V ⊆ U , V 6= ∅, so daß f(V ) endlich ist.
Sei etwa f(V ) = {ξ1, . . . , ξk} und Vi := f−1(ξi), i = 1, . . . , k. Vi ist
semialgebraisch, also nach Prop. 6.6.4 eine endliche disjunkte Vereinigung
von Intervallen. Hätten alle Vi leeres Inneres, so wäre V = V1 ∪ · · · ∪ Vk
eine endliche Punktmenge, was unmöglich ist; also existiert eine offene
Teilmenge W ⊆ V mit f |W konstant, also insbesondere stetig.

(ii) Sonst. Wir definieren dann induktiv eine Folge von offenen Teilmengen
U =: V0 ⊇ V1 ⊇ · · · von U mit Vn+1 ⊆ Vn. Ist dabei Vn schon definiert,
so erhält man Vn+1 wie folgt: Sei X := f(Vn); nach Prop. 6.6.4 und
wegen X unendlich enthält X ⊆ R ein Intervall ]a; b[, a < b, einer Länge
≤ 1

n+1 . Auch Vn ∩ f−1
(
]a; b[

)
enthält ein Intervall [c; d] mit c < d; setze

Vn+1 := ]c; d[. Wähle nun x ∈
⋂∞
i=1 Vi beliebig. Offenbar ist f stetig im

Punkt x.
Dies beweist das Lemma. �

Korollar 6.6.6. Ist f : R → R semialgebraisch, so existiert eine disjunkte
Zerlegung

R = I1 ∪ · · · ∪ Ik ∪ F
von R in offene Mengen I1, . . . , Ik und eine endliche Menge F , so daß f auf jedem
Ij stetig ist (j = 1, . . . , k).

Beweis. Sei S ⊆ R die Menge der Stetigkeitsstellen, U = R \S die der Unste-
tigkeitsstellen von f ; beide sind semialgebraisch. Wäre U nicht endlich, so hätte es
nichtleeres Inneres, im Widerspruch zu Lemma 6.6.5. �

Bekanntlich heißt eine Teilmenge M ⊆ Rn wegzusammenhängend, falls es zu
allen a, b ∈ M stets einen Weg, d.h. eine stetige Abbildung w : [0; 1] → M mit
w(0) = a, w(1) = b gibt. Wir definieren spezieller:

Definition 6.6.7. M ⊆ Rn heißt semialgebraisch wegzusammenhängend, falls
M semialgebraisch ist, und falls es zu allen a, b ∈M stets einen semialgebraischen
Weg w : [0; 1]→M mit w(0) = a, w(1) = b gibt (mit [0; 1] ⊆ R), dessen Graph als
Teilmenge von Rn+1 also semialgebraisch ist.

(Ein Weg R→ Rn ist dabei stetig bzgl. der Topologie O(R) auf R und O(Rn)
auf Rn.)

Wir wollen jetzt folgenden Satz beweisen, der in gewisser Weise Prop. 6.6.4
verallgemeinert:

Satz 6.6.8. (Whitney, [181]) Sei M ⊆ Rn. M ist semialgebraisch dann und
nur dann, wenn M eine endliche disjunkte Vereinigung semialgebraisch wegzusam-
menhängender Mengen ist. Insbesondere hat M nur endlich viele (Weg-) Zusam-
menhangskomponenten.

Wir haben einige Beweisvorbereitungen zu treffen.

Lemma 6.6.9. Sei f = adY
d+· · ·+a0 ∈ R[X1, . . . , Xn][Y ], ai ∈ R[X1, . . . , Xn].

Dann sind folgende Mengen semialgebraisch:
(i) {b ∈ Rn : ad(b) 6= 0},
(ii)

{
b ∈ Rn : f(b) ∈ R[Y ] hat genau k versch. reelle Nullstellen

}
, k ∈ N0.

Beweis. (i) ist klar; (ii) ist parametrisch definierbar in R. �
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Übung. Man zeige, daß die Menge in (ii), mit komplexen statt reellen Null-
stellen, auch semialgebraisch ist.

Definition 6.6.10. Seien f1, . . . , fm ∈ R[X1, . . . , Xn, Y ], b ∈ Rn mit fi(b) 6= 0
in R[Y ] für i = 1, . . . ,m. Der Typ τ = τ(b) von (f1, . . . , fm) an der Stelle b lege
folgende Daten fest:

(i) Den Grad jedes fi(b) ∈ R[Y ];
(ii) die Anzahl der reellen Nullstellen jedes fi(b) ∈ R[Y ];
(iii) die relative Anordnung aller reellen Nullstellen aller fi(b), d.h.

|Nτ | mit Nτ :=
{
a ∈ R : fi(b, a) = 0 für ein 1 ≤ i ≤ m

}
und, falls ξ1(b) < · · · < ξ|Nτ |(b) die Elemente von Nτ , das Tupel(

{i : fi(b, ξj(b)) = 0}
)
1≤j≤|Nτ |

.

Direkt aus Lemma 6.6.9 erhält man:

Korollar 6.6.11. Für fixierten Typ τ ist die Menge{
b ∈ Rn : (f1, . . . , fm) hat an der Stelle b den Typ τ

}
semialgebraisch. �

Wir sagen, (f1, . . . , fm) sei stabil unter Ableitungen, falls für alle j = 1, . . . ,m
mit fj auch alle nichtverschwindenden partiellen Ableitungen ∂fj/∂kY von fj nach
Y in {f1, . . . , fm} enthalten sind. Für den Beweis von Satz 6.6.8 bedeutsam ist
folgende Beobachtung:

Lemma 6.6.12. Sei M ⊆ Rn semialgebraisch und (f1, . . . , fm) stabil unter
Ableitungen und auf M von festem Typ τ für alle b ∈ M . Dann ist für jedes
i ∈ {1, . . . , |Nτ |} die Funktion x 7→ ξi(x) von M nach R semialgebraisch stetig.

Beweis. Der Graph von ξi ist (mit N := |Nτ |)(x, y) ∈M ×R : ∃y1 · · · ∃yN

 N∧
k=1

∏
j

fj(x, yk) = 0 ∧ y1 < · · · < yN ∧ y = yi

 ,

also semialgebraisch. Wir zeigen, daß alle ξi : M → R stetig sind. Sei b′ ∈ M fest
und ε > 0 vorgegeben. Es genügt, eine Umgebung U von b′ in M zu finden, so daß
für alle i ∈ {1, . . . , N}

ξi(U) ⊆ ]ξi(b′)− ε; ξi(b′) + ε[ =: Ii.

Wir nehmen hierzu o.B.d.A. an, daß die I1, . . . , IN paarweise disjunkt sind. Für alle
i = 1, . . . , N gilt nun: Da yi := ξi(b′) einfache Nullstelle zumindest eines fki

(b′) ∈
R[Y ] ist, gibt es ein γ ∈ ]0; ε[, so daß für alle i ∈ {1, . . . , N} gilt:

fki(b
′, yi − γ)fki(b

′, yi + γ) < 0.

Dann existiert auch eine Umgebung Ui von b′ in M , so daß

fki(b, yi − γ)fki(b, yi + γ) < 0 für alle b ∈ Ui,
also fki

(b) eine Nullstelle zwischen yi − γ und yi + γ hat. Da das für jedes yi gilt,
erhalten wir eine Umgebung U :=

⋂N
i=1 Ui von b′ in M so, daß fki(b) für alle b ∈ U ,

i ∈ {1, . . . , N} eine in Ii = ]yi− ε; yi + ε[ liegende Nullstelle hat; da (f1, . . . , fn) auf
M von festem Typ ist, sehen wir, daß diese Nullstelle stets ξi(b) sein muß, und ξi
stetig im Punkt b′ ist. �
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Bemerkung. Für eine nicht unter Ableitungen stabile Familie (f1, . . . , fm) ist
die Aussage von Lemma 6.6.12 i.a. falsch, wie das Beispiel m := 1, f1 := f mit

f :=
(
X − (Y − 1)2

) (
X + (Y + 1)2

)
zeigt; auf ganz R ist f vom selben Typ, die Funktionen ξ1, ξ2 : R → R sind jedoch
unstetig im Nullpunkt.

Damit haben wir alle Zutaten für den Beweis von Satz 6.6.8 zusammen:

Beweis (Satz 6.6.8). Eine Richtung ist trivial; zur anderen schließen wir mit
Induktion nach n. Der Fall n = 1 wurde in Prop. 6.6.4 schon erledigt. Zum Induk-
tionsschritt n→ n+ 1. M ⊆ Rn+1 kann in R parametrisch definiert werden durch
eine ∧-∨-Kombination von Polynomungleichungen der Form fi > 0 und fi ≥ 0,
wobei 1 ≤ i ≤ m, fi ∈ R[X1, . . . , Xn, Y ]. O.B.d.A. sei (f1, . . . , fm) stabil unter Ab-
leitungen; andernfalls nehme man die nichtverschwindenden partiellen Ableitungen
∂fi/∂

kY zu (f1, . . . , fm) hinzu. Es bezeichne π : Rn+1 → Rn die Projektion auf die
ersten n Komponenten; π(M) ist wieder semialgebraisch. Wir können annehmen,
daß f1(b), . . . , fm(b) 6= 0 in R[Y ] für alle b ∈ π(M); ansonsten zerlege man M
zunächst in die semialgebraischen Mengen{

b′ ∈M : fi(π(b′)) 6= 0 für i ∈ I, fi(π(b′)) = 0 für i ∈ {1, . . . ,m} \ I
}
,

wobei I die Teilmengen von {1, . . . ,m} durchläuft. Sei

T :=
{
τ : ex. b ∈ π(M), so daß (f1, . . . , fm) an der Stelle b Typ τ hat

}
;

T ist offensichtlich endlich. Mit Kor. 6.6.11 ist auch

M ′
τ :=

{
b ∈ π(M) : (f1, . . . , fm) hat an der Stelle b den Typ τ

}
semialgebraisch. Da T endlich ist, ist π(M) die endliche disjunkte Vereinigung⋃
τ∈T M

′
τ und somit M =

⋃
τ∈T Mτ mit Mτ := π−1(M ′

τ ) ∩M . Für jedes τ ∈ T
können wir nach Induktionsvoraussetzung M ′

τ in endlich viele paarweise disjunkte
semialgebraisch wegzusammenhängende Mengen M ′

i zerlegen, also kann man M als
endliche disjunkte Vereinigung M =

⋃
τ

⋃
iτ
π−1(M ′

iτ
) ∩M darstellen. Es genügt

also, die Behauptung für eine Menge M ⊆ Rn+1 zu zeigen, für die π(M) semial-
gebraisch wegzusammenhängend ist und (f1, . . . , fm) auf π(M) konstanten Typ τ
hat.

Die Funktionen b 7→ ξj(b) (mit 1 ≤ j ≤ |Nτ |) von π(M) nach R sind stetig
semialgebraisch nach Lemma 6.6.12. M ist nun (vgl. auch Prop. 6.6.4) eine disjunkte
Vereinigung von Mengen der folgenden Form:

(i)
{

(b, a) ∈ Rn+1 : b ∈ π(M), a = ξj(b)
}

(ii)
{

(b, a) ∈ Rn+1 : b ∈ π(M), a > ξj(b)
}

(iii)
{

(b, a) ∈ Rn+1 : b ∈ π(M), a < ξj(b)
}

(iv)
{

(b, a) ∈ Rn+1 : b ∈ π(M), ξj(b) < a < ξj+1(b)
}

(Mengen vom Typ (i) heißen sectors, Mengen vom Typ (ii)–(iv) sections.) Da π(M)
semialgebraisch ist, ist offensichtlich jede Menge der Form (i)–(iv) auch wieder se-
mialgebraisch. Da π(M) zudem semialgebraisch wegzusammenhängend ist, gibt es
zu zwei Punkten (b, a), (b′, a′) aus einer Menge der obigen Form eine semialge-
braische stetige Abbildung w von [0; 1] in die Projektion dieser Menge auf Rn mit
w(0) = b und w(1) = b′. Wir geben nun Abbildungen w∗ von [0; 1] in diese Mengen
mit w∗(0) = (b, a) und w∗(1) = (b′, a′) an:

(i) t 7→
(
w(t), ξj(w(t)

)
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(ii) t 7→
(
w(t), ξj(w(t)) + (a− ξj(b))(1− t) + (a′ − ξj(b))t

)
(iii) t 7→

(
w(t), ξj(w(t)) + (a− ξj(b))(1− t) + (a′ − ξj(b))t

)
(iv) t 7→

(
w(t), ξj(w(t)) + (a− v(t, b))(1− t) + (a′ − v(t, b′))t

)
mit

v(t, x) := ξj(w(t))
ξj+1(w(t))− ξj(w(t))

ξj+1(x)− ξj(x)
.

In jedem Fall ist w∗ offenbar semialgebraisch und stetig. �

Übung. Man mache sich anhand des Einheitskreises klar, wie in diesem Fall die
in obigem Satz konstruierte Zerlegung in semialgebraische Zusammenhangskompo-
nenten aussieht. Geht es auch mit weniger Komponenten?

Eine weitere schöne Anwendung semialgebraischer Funktionen ist nachfolgen-
der Satz [56], der zunächst mit geometrischen Methoden bewiesen wurde:

Satz 6.6.13. (Kurvenauswahllemma) Sei X ⊆ Rn semialgebraisch und a ∈ X.
Dann existiert ein ε > 0 und eine stetige Funktion f : ]0; ε[→ Rn mit f

(
]0; ε[

)
⊆ X

und limx→0 f(x) = a.

Zum Beweis verwenden wir

Proposition 6.6.14. (van den Dries, [70]) Sei X ⊆ Rm+n semialgebraisch mit
m,n ≥ 1. Es existiert eine semialgebraische Funktion f : Rm → Rn derart, daß für
alle x ∈ Rm gilt: Existiert ein y ∈ Rn mit (x, y) ∈ X, so ist (x, f(x)) ∈ X. (Man
sagt, Th(R) habe definierbare Skolemfunktionen.)

Beweis. Induktion nach n ∈ N: Sei n = 1; für a ∈ Rm sei Xa := {y ∈ R :
(a, y) ∈ X}. Xa ist semialgebraisch und also eine endliche Vereinigung von Punkten
und Intervallen I1, . . . , Ik 6= ∅ mit xi < xj für xi ∈ Ii, xj ∈ Ij , 1 ≤ i < j ≤ k.
Definiere f(a) durch Fallunterscheidung:

(i) f(a) := 0, falls Xa = ∅ oder Xa = R.
(ii) f(a) := minXa, falls minXa existiert.
(iii) f(a) := 1

2 (c+ d), falls I1 = ]c; d[ mit c < d aus R.
(iv) f(a) := d− 1, falls I1 = ]−∞; d[ mit d ∈ R.
(v) f(a) := c+ 1, falls I1 = ]c; +∞[ mit c ∈ R.

f ist semialgebraisch und hat die gewünschte Eigenschaft. Zum Induktionsschritt
1, . . . , n → n + 1 sei f : Rm+n → R eine definierbare Skolemfunktion zu X ⊆
R(m+n)+1, g : Rm → Rn eine definierbare Skolemfunktion zu π(X), wobei

π : Rm+n+1 → Rm+n, (x, y) 7→ x (x ∈ Rm+n, y ∈ R),

beide existent nach Induktionsvoraussetzung. Setze h := g ×
(
f ◦ (id×g)

)
; es ist

h : Rm → Rn+1 semialgebraisch, und sind x ∈ Rm und y = (y1, . . . , yn+1) ∈ Rn+1

mit (x, y) ∈ X, also π(x, y) = (x, y1, . . . , yn) ∈ π(X), so folgt (x, g(x)) ∈ π(X),
somit (x, g(x), z) ∈ X für ein z ∈ R, also (x, h(x)) = (x, g(x), f(x, g(x))) ∈ X wie
gewünscht. �

Beweis (Satz 6.6.13). Sei D :=
{

(δ, x) ∈ R1+n : x ∈ X, |x − a| < δ
}

.
Da Th(R) definierbare Skolemfunktionen besitzt, existiert nach Prop. 6.6.14, an-
gewendet auf die semialgebraische Menge D, ein η > 0 und ein semialgebrai-
sches f : ]0; η[ → X mit f(δ) ∈ X, |f(δ) − a| < δ für alle δ ∈ ]0; η[. Nach
Kor. 6.6.6 existiert ein ε ∈ ]0; η[, so daß πi ◦ f : ]0; ε[ → πi(X) stetig ist, wobei
πi : Rn → R, (x1, . . . , xn) 7→ xi, für alle i = 1, . . . , n. Damit ist auch f stetig auf
]0; ε[. �
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Im Hinblick auf Zusammenhangseigenschaften semialgebraischer Mengen hat
dies Konsequenzen.

Definition 6.6.15. Eine semialgebraische Teilmenge M ⊆ Rn heißt semialge-
braisch zusammenhängend, falls für je zwei in M abgeschlossene semialgebraische
Teilmengen A1, A2 von M mit A1 ∩ A2 = ∅, A1 ∪ A2 = M stets A1 = M oder
A2 = M ist.

Beispiel. Der offene Einheitswürfel ]0; 1[n ⊆ Rn ist semialgebraisch zusam-
menhängend.

Beweis. Angenommen nicht, also ]0; 1[n = A1 ∪ A2 mit A1, A2 semialgebra-
isch, abgeschlossen in ]0; 1[n und nichtleer, disjunkt. Sei x1 ∈ A1, x2 ∈ A2 und
f : [0; 1] → ]0; 1[n, ξ 7→ (1 − ξ)x1 + ξx2. Dann ist [0; 1] = f−1(A1) ∪ f−1(A2) eine
Zerlegung in abgeschlossene, disjunkte, nichtleere semialgebraische Mengen. Dies
ist aber unmöglich nach Prop. 6.6.4. �

Korollar 6.6.16. Eine semialgebraische Teilmenge M ⊆ Rn ist semialgebra-
isch zusammenhängend genau dann, wenn sie semialgebraisch wegzusammenhän-
gend ist.

Beweis. Ist M semialgebraisch wegzusammenhängend und M = A1 ∪A2 eine
Zerlegung wie in Def. 6.6.15, und angenommen, A1, A2 6= ∅, so wähle einen semi-
algebraischen Weg w : [0; 1] → M zwischen beliebigen Punkten x1 ∈ A1, x2 ∈ A2;
w−1(A1) ∪ w−1(A2) = [0; 1] ist eine disjunkte Zerlegung von [0; 1] ⊆ R in zwei
semialgebraische Mengen, die in [0; 1] abgeschlossen sind; da [0; 1] semialgebraisch
zusammenhängt, folgt A1 = ∅ oder A2 = ∅, Widerspruch. Umgekehrt sei jetzt
M semialgebraisch zusammenhängend; wähle gemäß dem Satz von Whitney eine
Zerlegung von M in endlich viele disjunkte semialgebraische Wegzusammenhangs-
komponenten. Es reicht zu zeigen, daß eine solche Zusammenhangskomponente in
M abgeschlossen ist; dies ist aber eine unmittelbare Folge von Satz 6.6.13. �

Es sei angemerkt, daß i.a. Zusammenhang (im Sinne von O(Rn)) und semial-
gebraischer Zusammenhang nicht dasselbe sind.

Beispiel. Betrachte den (nach Kor. 6.1.14) reell abgeschlossenen Körper Ra
der reell algebraischen Zahlen undM := ]−∞;π[∩Ra = {x ∈ Ra : x < π}. (Interval-
le werden in diesem Beispiel in R gebildet.) Da π nicht algebraisch ist ([34], App. 1),
ist M in Ra offen-abgeschlossen, also Ra unzusammenhängend bzgl. O(Ra). Ferner
ist sogar N := [0; 4] ∩ Ra = {x ∈ Ra : 0 ≤ x ≤ 4} nicht kompakt bzgl. O(Ra) (also
der topologische Körper

(
Ra,O(Ra)

)
nicht lokalkompakt): Ist {qn}n∈N ({pn}n∈N)

eine monoton wachsend (fallend) gegen π konvergierende Folge rationaler Zahlen,
so enthält die Familie F :=

{
[0; qn[∩Ra : n ∈ N

}
∪
{

]pn; 4]∩Ra : n ∈ N
}

, bestehend
aus (bzgl. der auf N relativierten Topologie O(Ra)) offenen Mengen mit

⋃
F = N ,

keine endliche Teilüberdeckung von N .

Dasselbe Beispiel zeigt auch, daß eine semialgebraisch wegzusammenhängende
Menge nicht notwendig wegzusammenhängend im topologischen Sinne sein muß.
(Betrachte z.B. wieder N = [0; 4]∩Ra.) Das Definitionsintervall eines semialgebrai-
schen Wegs wird nämlich im reell abgeschlossenen Körper R, das eines Wegs (im
topologischen Sinne) in R gebildet. Jedoch gilt in R = R:

Korollar 6.6.17. Sei M ⊆ Rn eine semialgebraische Teilmenge. Folgende
Aussagen sind gleichwertig:
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(i) M ist zusammenhängend.
(ii) M ist semialgebraisch zusammenhängend.
(iii) M ist semialgebraisch wegzusammenhängend.
(iv) M ist wegzusammenhängend.

Jede semialgebraische Teilmenge von Rn besitzt also insbesondere endlich viele Zu-
sammenhangskomponenten, die alle semialgebraisch sind.

Beweis. Ist M zusammenhängend, so auch insbesondere semialgebraisch zu-
sammenhängend. Ist M semialgebraisch zusammenhängend, so auch semialgebra-
isch wegzusammenhängend nach Kor. 6.6.16, also insbesondere wegzusammenhän-
gend in diesem Fall. Ist schließlich M wegzusammenhängend, so natürlich auch
zusammenhängend. �

Wir können nun Kor. 6.6.6 auf Rn erweitern.

Korollar 6.6.18. Sei M eine semialgebraische Teilmenge von Rn und sei
f : M → R semialgebraisch. Dann existiert eine Zerlegung

M = A1 ∪ · · · ∪Ak
von M in semialgebraische Mengen, so daß f |Ai stetig ist für i = 1, . . . , k.

Beweis. Dem Beweis des Satzes von Whitney und Lemma 6.6.12 entnimmt
man, daß man eine Zerlegung von graph f in semialgebraisch (wegzusammenhängen-
de) Mengen B1, . . . , Bk finden kann, für die ζi : π(Bi) → R, wobei (x, ζi(x)) ∈ Bi
für alle x ∈ π(Bi), wohldefiniert und stetig ist (π : Rn+1 → Rn die Projektion auf
die ersten n Komponenten). Aber M = π(B1) ∪ · · · ∪ π(Bk) ist eine Zerlegung von
M in semialgebraische Mengen, und f |π(Bi) = ζi; also erhält man mit Ai := π(Bi)
die gesuchte Zerlegung. �

Es gilt sogar mehr.

Definition 6.6.19. Ist M ⊆ Rn semialgebraisch und f : M → R eine Funktion,
so sagen wir, f sei algebraisch, falls ein Polynom p ∈ R[X1, . . . , Xn, Y ], p 6= 0
existiert mit p(x, f(x)) = 0 für alle x ∈M .

Korollar 6.6.20. Jede semialgebraische Funktion f : M → R ist algebraisch.
Genauer: Es gibt eine Zerlegung von M in semialgebraische Mengen A1, . . . , Ak
und Polynome p1, . . . , pk ∈ p ∈ R[X1, . . . , Xn], pi 6= 0, so daß für i = 1, . . . , k stets

∂pi
∂Y

(
x, f(x)

)
6= 0 und pi

(
x, f(x)

)
= 0 für alle x ∈ Ai.

Beweis. Wieder aus dem Beweis von Satz 6.6.8 ergibt sich, daß eine Zerlegung
M = A1 ∪ · · · ∪Ak von M in semialgebraische Teilmengen Ai ⊆ Rn und Polynome
p1, . . . , pk ∈ R[X1, . . . , Xn, Y ], pi 6= 0 existieren, so daß f(x) eine einfache Null-
stelle von pi(x) ∈ R[Y ] ist, für x ∈ Ai, i ∈ {1, . . . , k}, also ∂pi/∂Y

(
x, f(x)

)
6= 0,

pi
(
x, f(x)

)
= 0 für alle x ∈ Ai. �

Bemerkung. Ist R = R, und sind M ⊆ Rn, f : M → R semialgebraisch sowie
U ⊆M eine offene semialgebraische Umgebung von x ∈M , so folgt aus Kor. 6.6.20
und dem Satz über implizite Funktionen ([183], 10.2.2), daß f |U C∞ ist. Semial-
gebraische C∞-Funktionen g : V → R, wobei V ⊆ Rn semialgebraisch und offen ist,
heißen Nash-Funktionen. Kor. 6.6.20 zeigt, daß man das Studium semialgebraischer
Funktionen auf das von Nash-Funktionen einschränken kann. (Für eine Einführung
siehe [28], Chap. 8, [66], §10.)
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Aus Kor. 6.6.20 folgt:

Proposition 6.6.21. Sei a ∈ R und f : ]a;∞[ → R semialgebraisch. Es exi-
stiert ein r > a, n ∈ N und c ∈ R, so daß |f(x)| ≤ cxn für alle x ≥ r.

Beweis. Kor. 6.6.20 sagt uns, daß ein Polynom p ∈ R[X,Y ] existiert mit

p(x, f(x)) = 0 auf ]a;∞[.

Schreibe p =
∑m
i=0 qiY

i mit q0, . . . , qm ∈ R[X], qm 6= 0; für genügend großes x ist
qm(x) stets 6= 0. Für diese x folgt

|f(x)| ≤ 1 + |qm(x)|−1
(
|qm−1(x)|+ · · ·+ |q0(x)|

)
.

Ist n das Maximum der Grade von q0, . . . , qm, so erhält man die Existenz der
Konstanten c und r wie gewünscht. �

Wie üblich sei ‖x‖ :=
√∑n

i=1 x
2
i für x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Ein semialgebrai-

sches M ⊆ Rn ist genau dann offen bzgl. O(Rn), wenn für alle x0 ∈ M ein ε > 0
aus R existiert mit x ∈M für alle x ∈ Rn mit ‖x0 − x‖ < ε.

Bekanntlich nimmt jede stetige Funktion f : M → R auf einer nichtleeren abge-
schlossen und beschränkten, d.h. kompakten Teilmenge M ⊆ Rn ein Maximum an.
(Vgl. [183], 3.17.10.) Eine triviale, aber wichtige Anwendung des Tarski-Prinzips
liefert:

Bemerkung 6.6.22. Sei ∅ 6= M ⊆ Rn eine abgeschlossene und beschränkte
semialgebraische Menge, f : M → R eine stetige semialgebraische Funktion. Dann
nimmt f auf M ein Maximum an, d.h. es existiert ein x0 ∈ M mit f(x) ≤ f(x0)
für alle x ∈M .

Damit:

Proposition 6.6.23. Sei f : M → R semialgebraisch stetig, M ⊆ Rn abge-
schlossen. Es existieren c ∈ R, m ∈ N mit

|f(x)| ≤ c
(
1 + ‖x‖2

)m
für alle x ∈M .

Beweis. Sei Mt die semialgebraische abgeschlossene Menge {x ∈ M : ‖x‖ =
t}, für t ∈ R. Mt ist abgeschlossen und beschränkt, und

v : R→ R, t 7→

{
sup |f |(Mt), falls Mt 6= ∅
0, sonst

ist wohldefiniert nach Bem. 6.6.22. v ist semialgebraisch, und mit Prop. 6.6.21
existieren r ∈ R, m ∈ N und c1 ∈ R mit v(t) ≤ c1t

m für t ≥ r. Sei ferner c2 das
Maximum von |f | auf {x ∈M : ‖x‖ ≤ r}, und c := max(c1, c2). Dann ist sicherlich
|f(x)| ≤ c

(
1 + ‖x‖2

)m für alle x ∈M . �

Das Wachstum semialgebraischer Funktionen ist also durch Polynomfunktionen
beschränkt. Eine schöne Anwendung dieses Ergebnisses:

Beispiel. (McKenna, nach [69]) Das Inverse einer bijektiven Polynomabbil-
dung p : Cn → Cn ist ebenfalls eine Polynomabbildung.

Beweis. Wir identifizieren Cn mit R2n. p−1 ist eine ganze Funktion ([183],
10.2.4, 9.9.6), somit

f : Cn → R, z 7→
∥∥p−1(x)

∥∥
97



stetig und semialgebraisch. Mit Prop. 6.6.23 erhalten wir die Existenz eines c ∈ R,
m ∈ N und r ∈ R mit f(z) ≤ c

(
1 + ‖x‖2

)m für alle z ∈ Cn mit ‖z‖ ≤ r. Also
auch

∥∥p−1(x)
∥∥ ≤ a

(
1 + supj ‖zj‖

)m mit a := nmc, für ‖z‖ ≥ r. Mit dem Satz von
Liouville ([183], 9.11.1, leicht modifiziert) folgt, daß p−1 eine Polynomabbildung
ist. �

Übung. Sei p : C → C eine bijektive Polynomabbildung. Gib p−1 explizit als
Polynomabbildung an.

Lemma 6.6.24. Seien M ⊆ Rn eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge
und f : M → R, g : M \ f−1(0) → R semialgebraisch stetig. Dann existiert ein
N ∈ N, so daß h : M → R mit

h(x) :=

{(
fNg

)
(x), falls f(x) 6= 0

0, sonst

stetig auf M ist.

Beweis. Für x ∈M und u ∈ R sei

Mx,u :=
{
y ∈M : ‖y − x‖ ≤ 1 ∧ u · |f(y)| = 1

}
.

Mx,u ist semialgebraisch, abgeschlossen und beschränkt. Definiere

v(x, u) :=

{
0, falls Mx,u = ∅
sup
{
|g(y)| : y ∈Mx,u

}
, sonst.

(Dies ist wiederum nach Bem. 6.6.22 wohldefiniert.) v : M × R → R ist semial-
gebraisch. Nach Kor. 6.6.20 ist M × R eine disjunkte Vereinigung endlich vieler
semialgebraischer Mengen A1, . . . , Am, so daß für jedes i ∈ {1, . . . ,m} ein Poly-
nom hi ∈ R[X,U, V ] gefunden werden kann, für das hi(x, u) ∈ R[V ] nicht Null
und hi

(
x, u, v(x, u)

)
= 0 für alle (x, u) ∈ Ai ist. Sei x0 ∈ M mit f(x0) = 0

fest. Sei hx0 das Produkt aller derjenigen hi mit Ai ∩
(
{x0} × R

)
6= ∅. Das Po-

lynom hx0(x0) ist 6= 0, und es ist hx0

(
x0, u, v(x0, u)

)
= 0 für alle u ∈ R. Nach

Prop. 6.6.21 existiert ein p(x0) ∈ N und Zahlen r(x0), c(x0) ∈ R, r(x0) > 0, so
daß für alle u ≥ r(x0) gilt: |v(x0, u)| ≤ c(x0)p(x0). Dem Beweis von Prop. 6.6.21
entnimmt man, daß p = p(x0) von x0 unabhängig gewählt werden kann, etwa als
die Summe der Grade von h1, . . . , hm bzgl. der Variablen U . Für alle x ∈ M mit
|f(x)| ≤ 1/r(x0) und ‖x0 − x‖ ≤ 1 gilt dann |f(x)pg(x)| ≤ c(x0). O.B.d.A. sei
c(x0) 6= 0. Ist nun ε > 0, so existiert wegen der Stetigkeit von f in x0 ein
δ ≤ 1 mit |f(x)| < min

(
ε/c(x0), 1/r(x0)

)
für alle x ∈ M mit ‖x0 − x‖ < δ, al-

so |f(x)p+1g(x)| < ε für alle solchen x. Damit ist fNg mit N := p+ 1, fortgesetzt
zu 0, stetig im Punkt x0; da p unabhängig von x0 ∈M ist, folgt die Behauptung. �

Satz 6.6.25. (Carral-Coste, [58]) Sei M ⊆ Rn eine abgeschlossene semial-
gebraische Menge, und seien f, g : M → R semialgebraisch stetig mit f−1(0) ⊆
g−1(0). Dann existieren ein N ∈ N und eine semialgebraisch stetige Funktion
h : M → R mit gN = hf .

Beweis. Die Funktion 1/f ist semialgebraisch stetig auf M \ g−1(0). Nach
Lemma 6.6.24 existiert ein N ∈ N, so daß die zu 0 fortgesetzte Funktion gN/f auf
ganz M stetig und semialgebraisch ist, d.h. h : M → R mit h(x) :=

(
gN/f

)
(x) für

x ∈M mit g(x) 6= 0 und h(x) := 0, sonst, ist semialgebraisch und stetig auf M . Es
ist gN = hf , wie gewünscht. �
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Als wichtige Folgerung erhalten wir eine berühmte Aussage über semialgebrai-
sche Funktionen:

Korollar 6.6.26. (Ungleichung von  Lojasiewicz, [92]) Seien M ⊆ Rn eine
abgeschlossene und beschränkte semialgebraische Menge und f, g : M → R zwei
semialgebraische stetige Funktionen mit f−1(0) ⊆ g−1(0). Dann existiert ein N ∈ N
und ein c ∈ R mit |g|N ≤ c|f | auf M .

Beweis. Satz 6.6.25, mit c := sup
{
|h(x)| : x ∈M

}
. �

Ferner ergibt sich ein in der reellen Algebra bedeutsames Hilfsmittel (vgl. etwa
[32], III), das auch als ”offene Q.E.“ bezeichnet wird:

Korollar 6.6.27. (Endlichkeitssatz) Sei M ⊆ Rn eine offene (bzw. abge-
schlossene) semialgebraische Menge. Dann ist M eine endliche Vereinigung von
offenen Basismengen (bzw. abgeschlossenen Basismengen), d.h. semialgebraischen
Mengen der Gestalt {

x ∈ Rn : f1(x) % 0, . . . , fm(x) % 0
}

mit % = > (bzw. % = ≥) und f1, . . . , fm ∈ R[X1, . . . , Xn].

Beweis. Es reicht, den Satz für offenes M zu beweisen, da sich die Behaup-
tung für eine abgeschlossene semialgebraische Menge daraus durch Übergang zum
Komplement ergibt. M ist eine endliche Vereinigung von semialgebraischen Mengen
der Gestalt

(6.6.16) B =
l⋂
i=1

{
x ∈ Rn : fi(x) = 0

}
∩

m⋂
j=1

{
x ∈ Rn : gj(x) > 0

}
mit Polynomen fi, gj . Setze f := f2

1 +· · ·+f2
l , g :=

∏m
i=1

(
|gi|+gi

)
. Ist x ∈ Rn\M , so

folgt aus f(x) = 0, daß gj(x) ≤ 0 für mindestens ein j ∈ {1, . . . ,m}, also g(x) = 0.
Nach Satz 6.6.25 existiert ein N ∈ N und eine stetige semialgebraische Funktion
h : Rn \M → R mit gN = hf auf Rn \M . Nach Prop. 6.6.23 gibt es fernerhin ein
c ∈ R und ein p ∈ N mit |h(x)| ≤ c

(
1 + ‖x‖2

)p für alle x ∈ Rn \M . Sei nun

(6.6.17) B̂ :=

x ∈ Rn : f(x) · c
(
1 + ‖x‖2

)p
<

(
2m

m∏
i=1

gi(x)

)N ∩ ˆ̂
B

mit ˆ̂
B :=

⋂m
j=1

{
x ∈ Rn : gj(x) > 0

}
. Es ist B ⊆ B̂ ⊆M , denn wäre x ∈ B̂ \M , so

folgte g(x) < 2m
∏
gi(x), also 2m >

∏(
sgn gi(x)+1

)
= 2m, was widersprüchlich ist.

Ersetzt man somit in der gegebenen Darstellung von M als endliche Vereinigung
von Mengen B wie in (6.6.16) jedes solche B durch B̂ wie in (6.6.17), so erhält man
für M eine Darstellung wie behauptet. �

Einen modelltheoretischen Beweis des Endlichkeitssatzes nach [68], basierend
auf der Idee zum Beweis des Hauptsatzes der Eliminationstheorie in §5.5, findet der
Leser in §6.7.2.

6.7. Der reelle Nullstellensatz. Zwei Sätze von Lang

6.7.1. Der reelle Nullstellensatz. Seien eine Körpererweiterung K/k, wo-
bei K algebraisch abgeschlossen ist, und ein Ideal a in k[X1, . . . , Xn] gegeben. Be-
kanntlich gilt für beliebige f ∈ k[X1, . . . , Xn] die Äquivalenz folgender Aussagen:
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(i) f(a) = 0 für alle a ∈ VK(a);
(ii) fn ∈ a für ein n ∈ N.

(Dies ist einfach der Hilbertsche Nullstellensatz, Satz 5.5.5.) Über reell abgeschlos-
senen Körpern K ist dies hochgradig falsch: Für K := k := R etwa ist mit
a := (X2 + 1) die Aussage (i) für alle f ∈ k[X] richtig, da VK(a) = ∅, (ii) je-
doch nicht. Ziel dieses kurzen Abschnitts ist es, für reell abgeschlossene Körper K
eine (i) ⇔ (ii) entsprechende Aussage, d.h. eine Charakterisierung von Ik(VK(a))
zu geben. Wir verwenden zu deren Herleitung das Tarski-Prinzip (genauer nur die
Modellvollständigkeit von RAK).

Ist A ein kommutativer Ring (mit 1), B ⊆ A, so schreiben wir

ΣB ·A2 :=
{
b1a

2
1 + · · ·+ bna

2
n : n ∈ N0, bi ∈ B, ai ∈ A

}
und ΣA2 := ΣA2 · A2. (Im Fall, daß A ein Körper ist, stimmt diese Notation mit
unserer früheren überein.) Ferner verallgemeinern wir den Begriff des präpositiven
Kegels: P ⊆ A heißt präpositiver Kegel von A, falls

(P1) P + P ⊆ P ,
(P2) P · P ⊆ P ,
(P3) −1 /∈ P ,
(P4) A2 ⊆ P .

Damit gilt in Verallgemeinerung von Lemma 6.1.7:

Lemma 6.7.1. Sei P0 ein präpositiver Kegel von A. Dann existiert ein präpo-
sitiver Kegel P ⊇ P0 mit P ∪ (−P ) = A so, daß P ∩ (−P ) ein Primideal ist.

Beweis. Nach dem Zornschen Lemma enthält die Menge der präpositiven Ke-
gel, die P0 erweitern, ein maximales Element P . Wir behaupten:

Pa ∩ (1 + P ) = ∅ oder − Pa ∩ (1 + P ) = ∅ für alle a ∈ A.

Denn wäre p1a = 1 + q1 und −p2a = 1 + q2 für p1, p2, q1, q2 ∈ P , so würde sich
−p1p2a

2 = (1+q1)(1+q2) ∈ 1+P ergeben, also −1 ∈ P , was wegen (P3) unmöglich
ist. Nun zeigen wir:

(i) P ∪ (−P ) = A. Sei dazu a ∈ A, und angenommen, Pa ∩ (1 + P ) = ∅.
Setze P ′ := P − Pa. Wir haben A2 ⊆ P ⊆ P ′, −a ∈ P ′, P ′ + P ′ ⊆ P ′,
P ′ · P ′ ⊆ P ′, ferner −1 /∈ P ′ wegen Pa ∩ (1 + P ) = ∅. Also ist P ′ ein
präpositiver Kegel, und aufgrund der Maximalität von P ist P = P ′, also
−a ∈ P . Ist −Pa ∩ (1 + P ) = ∅, so folgt analog a ∈ P .

(ii) p := P ∩ (−P ) ist ein Primideal. Da P ∪ (−P ) = A, ist p ein Ideal. Seien
a1 · a2 ∈ p, a1, a2 ∈ A, o.B.d.A. −a1,−a2 /∈ P . Nach dem Beweis von (i)
ist dann aber Pa1 ∩ (1 +P ) 6= ∅, Pa2 ∩ (1 +P ) 6= ∅, etwa p1a1 = 1 + q1,
p2a2 = 1 + q2 für p1, p2, q1, q2 ∈ P . Man erhält p1p2a1a2 ∈ 1 + P , somit
−1 ∈ P + p ⊆ P , Widerspruch.

Damit ist alles bewiesen. �

Zentral für das folgende ist nun:

Satz 6.7.2. Sei K ein geordneter Körper mit positivem Kegel P , f ein auf
dem reellen Abschluß K von K positiv definites Polynom aus A := K[X1, . . . , Xn].
Dann existieren s1, s2 ∈ ΣP ·A2 mit f = (1 + s1)s−1

2 .
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Beweis. Angenommen, nicht. Dann ist also f · ΣP · A2 ∩ (1 + ΣP · A2) = ∅.
Sei I := f · ΣP · A2 und P0 := ΣP · A2 − I. Es ist P0 + P0 ⊆ P0, P0 · P0 ⊆ P0

und A2 ⊆ P0, ferner −1 /∈ P0: Wäre nämlich das Gegenteil von Letzterem der Fall,
so hätten wir −1 = s1 − fs2 für gewissen s1, s2 ∈ ΣP · A2, was f · ΣP · A2 ∩ (1 +
ΣP ·A2) = ∅ widerspricht. Also ist P0 ein präpositiver Kegel von A, und nach dem
vorgehenden Lemma 6.7.1 ist P0 in einem präpositiven Kegel P1 von A enthalten,
so daß P1 ∪ (−P1) = A und p := P1 ∩ (−P1) ein Primideal von A ist. Betrachte
P2 := P1 + p ⊆ A/p; P2 ist ein präpositiver Kegel von A/p mit P2 ∪ (−P2) = A/p
und P2 ∩ (−P2) = {0}: Letzteres gilt, weil aus a+ p = b+ p mit a, b ∈ P1 folgt, daß
a+ b ∈ p ⊆ (−P1), also a = (a+ b)− b ∈ (−P1) und somit a ∈ P1 ∩ (−P1) = p. P2

kann nun zu einem positiven Kegel P ′ des Quotientenkörpers K ′ von A/p erweitert
werden, und es gilt K ⊆ K ′, P = K ∩ P ′, d.h. der durch P geordnete Körper
(K,<) ist Substruktur des durch P ′ geordneten Körpers (K ′, <′). Sei K der reelle
Abschluß von K in K ′, wobei K ′ der reelle Abschluß von K ′ sei. Es ist K elementare
Substruktur von K ′ nach der Modellvollständigkeit von RAK. Nach Konstruktion
ist I ⊆ (−P1). Sind ξ1, . . . , ξn die Bilder von X1, . . . , Xn unter der kanonischen
Einbettung A ↪→ A/p ↪→ K ′, so folgt f(ξ1, . . . , ξn) ≤′ 0 in K ′. Wir erhalten also
auch Elemente a1, . . . , an ∈ K mit f(a1, . . . , an) ≤ 0 in K. Aber das widerspricht
der positiven Definitheit von f auf K. �

Als Analogon zu Kor. 4.2.3 folgt damit:

Korollar 6.7.3. (Schwacher reeller Nullstellensatz) Sei K ein geordneter
Körper, a ⊆ K[X1, . . . , Xn] =: A ein Ideal, K der reelle Abschluß von K. Dann
gilt:

VK(a) 6= ∅ ⇔
(
1 + ΣP ·A2

)
∩ a = ∅

Beweis. Die Richtung ”⇒“ ist offensichtlich. Sei nun VK(a) = ∅; schreibe
a = (f1, . . . , fm) mit f1, . . . , fm ∈ a. Nach Voraussetzung folgt, daß f :=

∑n
i=1 f

2
i

positiv definit auf K ist; nach Satz 6.7.2 ist also f = (1+s1)s−1
2 mit s1, s2 ∈ ΣP ·A2,

also fs2 ∈
(
1 + ΣP ·A2

)
∩ a. �

Sei K ein Körper, P ⊆ K ein positiver Kegel in K. Um ein zum Hilbert-
schen Nullstellensatz analoges Resultat zu erhalten, definieren wir für ein Ideal
a ⊆ K[X1, . . . , Xn] =: A

r
√

a :=
{
f : f2n + s ∈ a für ein n ∈ N, s ∈ ΣP ·A2

}
als das reelle Radikalideal von a. (Wir werden sehen, daß es sich in der Tat um ein
Ideal von K[X1, . . . , Xn] handelt.) Es ergibt sich nun:

Reeller Nullstellensatz. (Dubois-Krivine-Risler, [72], [88], [120]) Sei K
ein geordneter Körper, P ⊆ K der zugehörige positive Kegel, a ⊆ K[X1, . . . , Xn] =:
A ein Ideal, K der reelle Abschluß von K. Dann gilt:

IK(VK(a)) = r
√

a

Beweis. Die Inklusion ”⊇“ ist trivial. Umgekehrt greifen wir wie im Beweis
von 5.5.5 wieder auf den Trick von Rabinowitsch zurück: Betrachte den Ring A′ :=
K[X1, . . . , Xn, Y ] mit der neuen Variablen Y 6= X1, . . . , Xn. Dann gilt VK(a′) = ∅
für das Ideal a′ := aA′ + (1 − fY )A′ von A′. Aber nach dem schwachen reellen
Nullstellensatz 6.7.3 heißt dies(

1 + ΣP ·A′2
)
∩ a′ 6= ∅,
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also
1 +

∑
aig

′
i
2 =

∑
fjh

′
j + (1− fY )h′

für gewisse fj ∈ a, ai ∈ P und h′j , h
′, g′i ∈ A′. Durch Substitution von 1

f für Y und
Multiplikation mit einer geeigneten Potenz f2n erhält man

f2n + s ∈ a mit s := f2n
∑

aig
′
i
2 ∈ ΣP ·A2.

Somit f ∈ r
√

a, w.z.b.w. �

Insbesondere sieht man nun, daß r
√

a ein radikales Ideal von K[X1, . . . , Xn]
ist.— Der reelle Nullstellensatz ist Ausgangspunkt der reellen algebraischen Geome-
trie und reellen kommutativen Algebra, genauso wie der Hilbertsche Nullstellensatz
Ursprung der algebraischen Geometrie über algebraisch abgeschlossenen Körpern
ist; mehr dazu findet man in [28], [32]. [174] enthält eine Version des Dubois-
Krivine-Rislerschen Satzes für Nonstandard-reell analytische Funktionskeime.

6.7.2. Die Sätze von Lang∗. Wir beweisen nun zwei Sätze aus der klassi-
schen Arbeit [89] von Lang; beide wurden zuerst mit ”reellen Stellen“ formuliert
und mit gänzlich anderen Methoden gezeigt, vgl. [32], II. Der erste Satz ist eine
direkte Konsequenz aus dem schwachen reellen Nullstellensatz 6.7.3. Unter einer
affinen Algebra über einem Körper K versteht man eine endlich erzeugte kommu-
tative K-Algebra.

Satz 6.7.4. (Homomorphiesatz von Artin-Lang, [43], [89]) Sei K ein geord-
neter Körper, K sein reeller Abschluß, und A eine affine K-Algebra, die ein In-
tegritätsbereich ist. Kann der Quotientenkörper Q(A) von A mit einer Ordnung
versehen werden, welche die von K fortsetzt, so existiert ein K-Algebrenhomomor-
phismus ϕ : A→ K.

Beweis. A hat die Form A ∼= K[X1, . . . , Xn]/a mit einem endlich erzeugten
Ideal a, etwa a = (p1, . . . , pm). Die Existenz von ϕ ist gleichbedeutend mit VK(a) 6=
∅: Ist ϕ : A→ K ein Homomorphismus von K-Algebren, so folgt

pi(ϕ(ξ1), . . . , ϕ(ξn)) = ϕ(pi(ξ1, . . . , ξn)) = ϕ(pi + a) = 0 für alle i = 1, . . . ,m,

wobei ξj := Xj + a ∈ A für j = 1, . . . ,m. Hat umgekehrt p1 = · · · = pm = 0 eine
Lösung (α1, . . . , αn) ∈ K, so erhält man mit A→ K, ξi 7→ αi einen wohldefinierten
Homomorphismus von K-Algebren. Die Behauptung folgt nun aus dem schwachen
reellen Nullstellensatz. �

Der zweite der beiden angekündigten Sätze beschäftigt sich mit der Fortsetzbar-
keit von Ringhomomorphismen von Teilringen angeordneter Körper mit Werten in
reell abgeschlossenen Körpern auf konvexe Bewertungsringe. Ist (M,≤) eine (par-
tiell) geordnete Menge, so heißt dabei eine Teilmenge X ⊆ M konvex in M , wenn
für alle x, y, z ∈M gilt:

x ≤ y ≤ z und x, z ∈ X ⇒ y ∈ X.

Beliebige Durchschnitte konvexer Teilmengen sind wieder konvex; insbesondere gibt
es zu jeder TeilmengeX ⊆M eine eindeutig bestimmte kleinste konvexe Obermenge
Xc von X in M , die konvexe Hülle von X in M . Es ist offenbar dann

Xc =
{
y ∈M : ∃x, z ∈ X : x ≤ y ≤ z

}
.
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Sei im folgenden stets K ein geordneter Körper mit positivem Kegel P . Einige
Eigenschaften konvexer Teilringe von K:

Lemma 6.7.5. Sei A ein Teilring von K und Ac =: B die konvexe Hülle von A
in K.

(i) B ist ein Teilring von K.
(ii) B = A (d.h. A konvex ) d.u.n.d., wenn [0; 1] ⊆ A. Mit A ist also auch

jeder Oberring von A in K konvex.
(iii) Ist A konvex in K, so ist A ein Bewertungsring von K.
(iv) Ist A ein Bewertungsring von K, so ist A konvex in K gdw. m konvex in

A ist, wobei m das maximale Ideal von A sei.
(v) Ist a ⊆ A ein Ideal von A, so ist ac ein Ideal von B. a ist konvex (bzgl. der

auf A eingeschränkten Ordnung A ∩ P von K) gdw. a = A ∩ ac.
(vi) Ist A ein Bewertungsring und a 6= A ein Radikalideal, so ist a prim.
(vii) Zu jedem konvexen Primideal p von A existiert ein Primideal q von B

mit A ∩ q = p.

Beweis. (i) ist klar, ebenso (v).— Zu (ii): Offenbar ist [0; 1] ⊆ A für die Kon-
vexität von A notwendig. [0; 1] ⊆ A ist aber dafür auch hinreichend: Seien a, b ∈ A,
c ∈ K mit a < c < b, also 0 < c− a < b− a und damit (b− a)−1(c− a) ∈ A; daher
folgt c = (b− a)

(
(b− a)−1(c− a)

)
+ a ∈ A.— Zu (iii): Sei A ⊆ K konvex, a ∈ K∗.

Ist |a| ≤ 1, so ist a ∈ A; andernfalls ist a−1 ∈ A.— Zu (iv): Sei A konvex in K.
Seien a, b ∈ A mit 0 < b < a und a ∈ m = A \A∗. Aus a−1 /∈ A und 0 < a−1 < b−1

folgt b−1 /∈ A, also b ∈ m. Ist umgekehrt m konvex in A und wäre 0 < b < a mit
a ∈ A, b ∈ K \ A, so folgte 0 < 1 < ab−1 ∈ m, also 1 ∈ m, was unsinnig ist. Somit
ist A konvex in K.— Zu (vi): Seien a, b ∈ A mit ab ∈ a. Bezeichne ”|“ die zu A
gehörige Bewertungsteilbarkeit auf K (vgl. §5.5.3). Dann können wir o.B.d.A. a|b
annehmen, also b = ac für ein c ∈ A. Damit b2 = abc ∈ a, also b ∈ a.— Zu (vii): Sei
p ein konvexes Primideal von A. Dann ist

√
pc ein Primideal von B nach (i), (iii),

(v), (vi), und es ist A ∩
√

pc =
√

p = p. �

Damit:

Satz 6.7.6. (Lang, [89]) Sei A ein Teilring von K, ϕ : A → R ein Homo-
morphismus geordneter Ringe mit Werten in einem reell abgeschlossenen Körper
R. Dann besitzt ϕ eine Fortsetzung zu einem Homomorphismus geordneter Ringe
ϕ′ : A′ → R′ auf einen konvexen Bewertungsring A′ ⊆ K mit Werten in einem reell
abgeschlossenen Oberkörper R′ von R.

Beweis. Sei B := Ac die konvexe Hülle von A in K. p := kerϕ ist ein kon-
vexes Primideal von A; wähle gemäß Lemma 6.7.5, (vii) ein Primideal q von B
mit A ∩ q = p. Betrachte C := Bq ⊆ K und das maximale Ideal m := qBq

von C; κ(C) := C/m wird durch den positiven Kegel π(P ∩ C) zu einem ge-
ordneten Körper, wobei π : C → C/m die kanonische Abbildung bezeichne. Sei
ϕ : A/m∩A→ R, a+(m∩A) 7→ ϕ(a); diese ist wohldefiniert, da m∩A = qBq∩A =
q∩A = p = kerϕ, und ordnungstreu, da A/m∩A ⊆ κ(C) durch π(P∩C)∩(A/m∩A)
geordnet und ϕ nach Voraussetzung ordnungstreu ist. Ist S ein reeller Abschluß des
geordneten Körpers κ(C), so existiert mit der A.E. für S(RAK) (Satz 5.6.3) ein re-
ell abgeschlossener Körper R′ ⊇ R und ein ordnungserhaltender Homomorphismus
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ψ : S → R′ dergestalt, daß
A/m ∩A −−−−→ S

ϕ

y yψ
R −−−−→ R′

kommutierend wird. Sei ψ : B → R′, b 7→ ψ(b/1 + m); ψ ist ordnungserhaltend, und
es ist für alle a ∈ A

ψ(a) = ψ(a/1 + m) = ϕ
(
a+ (A ∩m)

)
= ϕ(a),

also ψ die gesuchte Fortsetzung von ϕ auf Ac. �

Wie am Ende von §6.6 angekündigt, erhalten wir daraus nun noch einen weite-
ren Beweis für den Endlichkeitssatz 6.6.27. Die Idee dahinter ist die Beobachtung,
daß die Aussage des Satzes gerade ist, daß jede Formel ϕ(x1, . . . , xn) über L(R) (L
die Sprache der geordneten Ringe), die eine abgeschlossene semialgebraische Men-
ge M ⊆ Rn definiert, in RAK ∩Mod(D(R,R)) zu einer positiven quantorenfreien
L(R)-Formel äquivalent ist.

Beweis (Satz 6.6.27). Wir überprüfen, daß die Voraussetzungen von Kor.
5.1.2, (i) gelten. Gegeben die Situation

(6.7.18)

Fx
A

h−−−−→ Lx x
R R

mit reell abgeschlossenen Körpern F , L, R, ferner A einem geordneten Teilring von
F und h : A → L einem Homomorphismus geordneter Ringe mit h|R = id, wobei
die vertikalen Pfeile Inklusionen bezeichnen, haben wir zu zeigen, daß

F |= ϕ(a) ⇒ L |= ϕ
(
h(a)

)
für alle a ∈ An.

Gelte also F |= ϕ(a). Mit dem Homomorphismusfortsetzungssatz 6.7.6 von Lang
und der Modellvollständigkeit von RAK können wir annehmen, daß A ein konvexer
Bewertungsring von F ist. Ferner können wir in (6.7.18) davon ausgehen, daß A
ein lokaler Ring mit maximalem Ideal ker(h) ist. (Ansonsten ersetze man A durch
seine Lokalisierung bei ker(h).) Durch Verändern von R können wir weiterhin an-
nehmen, daß h(R) = h(A). Dies sieht man wie folgt ein: Sei mit Zorns Lemma R̃
ein maximaler Teilkörper von A, welcher R umfaßt. Wir haben zu zeigen: R̃ ist reell
abgeschlossen, und h(R̃) = h(A). Wegen der Maximalität von R̃ ist R̃ in A alge-
braisch abgeschlossen. Da A ein konvexer Teilring von F und F reell abgeschlossen
ist, gilt in A der Zwischenwertsatz für Polynome aus A[X]. Damit gilt dieser aber
auch in R̃: Wechselt p ∈ R̃[X], p 6= 0, zwischen a, b ∈ R̃, a < b das Vorzeichen, so
hat p, aufgefaßt als Polynom aus A[X], eine Wurzel c ∈ A, a < c < b, und es folgt
c ∈ R̃. Also ist R̃ reell abgeschlossen, und somit auch h(R̃). Wäre nun a ∈ A mit
h(a) /∈ h(R̃), so wäre also h(a) transzendent über h(R̃). Da A lokal mit maximalem
Ideal ker(h) = A \ A∗ und also R̃ ∩ ker(h) = {0} ist, gilt somit für alle p ∈ R̃[X],
p 6= 0 stets p(a) /∈ ker(h), also p(a) ∈ A∗. Dies heißt, daß R̃(a) ⊆ A mit a /∈ A, im

104



Widerspruch zur Maximalität von R̃. Also h(R̃) = h(A). Weil h|R̃ injektiv ist, ist
sogar R̃ ∼= h(A) via h.

Sei damit a ∈ An mit F |= ϕ(a). Wegen den eben begründeten Annahmen
existiert ein b ∈ Rn mit h(b) = h(a). Da h|R ein Isomorphismus R ∼= h(A) und
RAK modellvollständig ist, reicht es, R |= ϕ(b) nachzuweisen. Da ¬ϕ eine offene
semialgebraische Teilmenge M von Rn definiert, gibt es für alle b ∈ M ein ε ∈ R,
ε > 0, so daß

(6.7.19) ∀x1 · · · ∀xn

(
n∑
i=1

(xi − bi)2 < ε→ ¬ϕ

)
in R gilt, also auch in F . Nach Lemma 6.7.5, (iv) ist das maximale Ideal ker(h) von
A konvex in A. Da ker(h) ∩R = {0} ist, erhalten wir a < ε für alle a ∈ ker(h). Da
ai − bi ∈ ker(h), folgt

∑n
i=1(ai − bi)2 < ε, und (6.7.19) impliziert F |= ¬ϕ(a), im

Widerspruch zur Voraussetzung. �

6.8. Die Lösung des 17. Hilbertschen Problems

Im Jahre 1900 hielt D. Hilbert auf dem Internationalen Mathematikerkongreß in
Paris einen berühmt gewordenen Vortrag, in dem er 23 bis dato ungelöste mathe-
matische Probleme als Aufgabe für das neue Jahrhundert formulierte [83]. Seither
sind viele von ihnen z.T. in unerwarteter Weise gelöst worden. (Für einen Überblick
vgl. [84].) Dazu zählt das 17. Problem, die ”Darstellung definiter Formen durch
Quadrate“, das 1927 von E. Artin [43] vollständig gelöst wurde; es erforderte je-
doch die Schaffung einer gänzlich neuen Theorie der angeordneten Körper, die von
Artin und Schreier in ihrer bahnbrechenden Arbeit [44] geleistet wurde, und deren
Anfänge wir im §6.1 behandelt haben. Wir werden hier jedoch einen Beweis des
Artinschen Satzes nach Robinson [122], [123] vorstellen, in dem die Modelltheorie
reell abgeschlossener Körper voll zum Tragen kommt. (Für die klassische Lösung
vgl. etwa [32], II, §12.) Erstaunlich ist die Kürze und Einfachheit des Beweises von
Robinson:

Robinson made Tarski’s theorem not only an immediate con-
sequence of Artin-Schreier theory, but also it’s culmination:
Artin’s solution of Hilbert’s 17th problem [. . . ] becomes in Ro-
binson’s hands a memorable one-liner [. . . ]. [71]

Das 17. Hilbertsche Problem beschäftigt sich mit der Charakterisierung semidefini-
ter Polynome in reell abgeschlossenen Körpern R (bei Hilbert R = R). Prototypen
(auf ganz Rn) positiv semidefiniter Polynome sind solche der Form

(6.8.20) f =
m∑
i=1

g2
i mit g1, . . . , gm ∈ R[X1, . . . , Xn].

Die erste Frage, die sich stellt, ist: Ist jedes positiv semidefinite Polynom von der
Form (6.8.20)? Schon 1888 hatte Hilbert gezeigt, daß gilt:

Lemma 6.8.1. Für jedes positiv semidefinite f ∈ R[X] existieren g1, g2 ∈ R[X]
mit

f = g2
1 + g2

2 .

Beweis. Wir schreiben

f =
∏
j

(X − αj)rj

∏
k

((X − (βk + iγk))(X − (βk − iγk)))sk
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in C[X] = R(i)[X] mit αj , βk, γk ∈ R, rj , sk > 0 und αj , (βk + iγk), (βk − iγk)
paarweise verschieden. Da f positiv semidefinit ist, müssen alle rj gerade sein, also
gibt es g, q, r ∈ R[X] mit

g2 =
∏
j

(X − αj)rj , q ± ir =
∏
k

(X − (βk ± iγk))sk .

Dann ist f = g2 · (q2 + r2) = (gq)2 + (gr)2. �

Hilbert wußte allerdings auch, daß für n ≥ 2 i.a. f nicht in der Form (6.8.20)
dargestellt werden kann. (Sein Satz liefert noch genauere Informationen, vgl. [28],
Th. 6.4.7.) Das erste explizite Beispiel eines positiv semidefiniten Polynoms, das
nicht Summe von Quadraten von Polynomen ist, wurde allerdings erst 1967 von
Motzkin [112] angegeben, nämlich

fM := 1 +X4Y 2 −X2Y 4 − 3X2Y 2 ∈ R[X,Y ].

Proposition 6.8.2. fM ist positiv semidefinit, aber keine Summe von Quadra-
ten von Polynomen in R[X,Y ].

Beweis. Sei

gM := Z6 +X4Y 2 +X2Y 4 − 3X2Y 2Z2 ∈ R[X,Y, Z]

die Homogenisierung fhM von fM . Die positive Semidefinitheit von fM folgt aus der
Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel (die sich natürlich
wegen von Vollständigkeit von RAK von R nach R transportieren läßt):

1
3
(
z6 + x4y2 + x2y4

)
≥ 3
√
x6y6z6 für alle (x, y, z) ∈ R3.

Angenommen, fM wäre eine Summe von Quadraten in R[X,Y ], also fM =
∑k
i=1 f

2
i

mit fi ∈ R[X,Y ]. Durch Homogenisieren erhält man gM als Summe von Quadraten
homogener Polynome gi := fhi : gM =

∑k
i=1 g

2
i ; dabei ist grad(gi) = 3. Keines der gi

enthält die Summanden X3, Y 3, ferner nicht X2Z, Y 2Z (da gM X4Z2, Y 4Z2 nicht
enthält), und ebenso nicht XZ2, Y Z2. Also muß jedes gi eine Linearkombination
vonXY 2,X2Y ,XY Z, Z3 sein, und in

∑
g2
i mußX2Y 2Z2 mit einem nichtnegativen

Koeffizienten erscheinen, so daß gM 6=
∑
g2
i folgt. Widerspruch. �

Es ist nun naheliegend, die ursprüngliche Frage dergestalt abzuschwächen,
daß nun nach einer Darstellung (6.8.20) von f durch rationale Funktionen gi ∈
R(X1, . . . , Xn) gefragt wird. Das Hilbertsche 17. Problem lautet damit sinngemäß
wie folgt:

Hilberts 17. Problem. Gegeben sei ein Polynom f ∈ R[X1, . . . , Xn]. f sei
positiv semidefinit auf Rn. Gibt es ein m ≥ 1 und rationale Funktionen g1, . . . , gm ∈
R(X1, . . . , Xn) mit f = g2

1 + · · ·+ g2
m?

Ein ebenfalls von Hilbert stammender Zusatz ist:

Zusatz. Sei K ⊆ R ein Teilkörper, der die Koeffizienten von f enthält. Kann
man dann g1, . . . , gm ∈ K(X1, . . . , Xn) und p1, . . . , pm ∈ K, pi > 0 finden derart,
daß f = p1g

2
1 + · · ·+ pmg

2
m?

Zunächst einige einfache Eigenschaften positiv semidefiniter rationaler Funk-
tionen. (Topologische Begriffe sind immer bzgl. O(Rn) zu verstehen.)

Satz 6.8.3. Sei R ein reell abgeschlossener Körper.
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(i) Ist U ⊆ Rn eine nichtleere offene Teilmenge sowie f ∈ R[X1, . . . , Xn]
ein auf U identisch verschwindendes Polynom, so ist f = 0.

(ii) Ist f ∈ R(X1, . . . , Xn) positiv semidefinit auf einer offenen dichten Teil-
menge von Df , so ist f überhaupt positiv semidefinit.

(iii) Die positiv semidefiniten Funktionen bilden einen präpositiven Kegel von
R(X1, . . . , Xn).

Beweis. Zu (i): Induktion nach n. Für n = 1 ist die Aussage klar; sei also
n > 1. Wir setzen X := (X1, . . . , Xn−1) und schreiben

f = f(X, Xn) = f0(X)Xd
n + · · ·+ fd(X) (d ∈ N0, f0, . . . , fd ∈ R[X]).

Man kann o.B.d.A. annehmen, daß U ein offener Quader ist, d.h. U =
∏n
i=1 ]ai; bi[

mit ai < bi aus R. Für jedes (c′1, . . . , c
′
n) = c′ ∈ U ′ :=

∏n−1
i=1 ]ai; bi[ verschwindet

das Polynom f(c′, Xn) = f0(c′)Xd
n + · · · + fd(c′) identisch auf ]an; bn[, woraus

f0(c′) = · · · = fn(c′) = 0 folgt. Die fj verschwinden also identisch auf U ′, womit
nach Induktionsvoraussetzung f0 = · · · = fd = 0 folgt.

Zu (ii): Klar wegen der Stetigkeit von x 7→ f(x) für x ∈ Df .
Zu (iii): Wegen (i) und der Stetigkeit von x 7→ f(x), f ∈ R[X1, . . . , Xn]

ist der Definitionsbereich jeder rationalen Funktion dicht und offen in Rn. Seien
f, g ∈ K(X1, . . . , Xn)∗ positiv semidefinit. Da f + g und fg auf der dichten offenen
Teilmenge Df ∩ Dg von Rn positiv semidefinit sind, sind sie positiv semidefinit
auf Df+g bzw. Dfg, also positiv semidefinit, nach (ii). Analog folgt, daß f2 positiv
semidefinit ist. �

Hier also die Lösung des Hilbertschen Problems:

Satz 6.8.4. (Artin, [43]) Sei K ein geordneter Körper mit reellem Abschluß
R, sei f ∈ K[X1, . . . , Xn]. f ist positiv semidefinit auf Rn genau dann, wenn 0 <
p1, . . . , pm ∈ K und rationale Funktionen g1, . . . , gm ∈ K(X1, . . . , Xn) existieren,
so daß in K(X1, . . . , Xn) gilt:

(6.8.21) f = p1g
2
1 + · · ·+ pmg

2
m

Beweis. Daß jedes Polynom in der Form (6.8.21) positiv semidefinit auf Rn

ist, wurde schon in Satz 6.8.3, (iii) erledigt. Sei jetzt P der positive Kegel von K
und f ∈ K[X1, . . . , Xn], f 6= 0 positiv semidefinit auf Rn. Definiere

T :=

{
m∑
i=1

pig
2
i : m ∈ N, 0 < pi ∈ K, gi ∈ K(X1, . . . , Xn)

}
.

T ⊇ P ist ein präpositiver Kegel von K(X1, . . . , Xn) (mit (iii) aus Satz 6.8.3).
Wäre f /∈ T , so gäbe es nach Satz 6.1.9 einen positiven Kegel Q ⊇ P mit f /∈ Q,
also f < 0 in der durch Q induzierten Ordnung. Ist S der reelle Abschluß von
K(X1, . . . , Xn) bzgl. der durch Q induzierten Ordnung, so gilt f(X1, . . . , Xn) < 0
mit Xi ∈ S, also

R |= ¬∃x(f(x) < 0), S |= ∃x(f(x) < 0),

im Widerspruch zur Substrukturvollständigkeit von RAK. �

Korollar 6.8.5. Sei K ein geordneter Teilkörper von R, f ∈ K[X1, . . . , Xn]
positiv semidefinit auf Kn. f kann geschrieben werden als f =

∑m
i=1 pig

2
i mit 0 <

pi ∈ K, gi ∈ K(X1, . . . , Xn). Ist K = Q, so können alle pi = 1 gewählt werden.
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Beweis. Es ist K ⊇ Q; ist also f ∈ K[X1, . . . , Xn] positiv semidefinit auf
Kn, so auch auf Rn, da Qn dicht in Rn liegt. Nach Satz 6.8.4 gibt es m ∈ N0,
0 < p1, . . . , pm ∈ Q, g1, . . . , gm ∈ Q(X1, . . . , Xn) mit f =

∑m
i=1 pig

2
i . Es genügt zu

zeigen, daß jedes pi als Summe von Quadraten in Q geschrieben werden kann. Ist
aber p = a

b mit a, b ∈ N, so ist a
b = ab

b2 =
∑ab
i=1

(
1
b

)2. �

Die Tatsache, daß Q dicht in R ist, ist für Kor. 6.8.5 unabdingbar. Es gibt
geordnete Körper, die nicht dicht in ihrem reellen Abschluß sind. Ein Beispiel ist
der geordnete Körper Q(X) mit X > r für alle r ∈ Q (vgl. Bsp. in §6.1); ist R dessen
reeller Abschluß, so ist Q(X) ∩ ]

√
X; 2
√
X[ = ∅, wobei das Intervall ]

√
X; 2
√
X[

natürlich in R gebildet wird. Betrachte das Polynom f := (T 2 − X)(T 2 − 9
4X) ∈

R[T ]. Seine Nullstellen in R sind ±
√
X, ± 3

2

√
X, und f ist also positiv definit auf

Q(X); die Nullstellen aber sind allesamt einfach, da f ′ = 1
2T (8T 2 − 13X), und

im Intervall ]
√
X; 2
√
X[ muß f damit das Vorzeichen wechseln. f kann also nicht

als Summe von Quadraten rationaler Funktionen über Q(X) geschrieben werden,
denn jede solche Summe ist positiv semidefinit sogar auf R.— McKenna [110]
hat bewiesen, daß in einem geordneten Körper K d.u.n.d. jedes über K positiv
semidefinite Polynom als Summe von Quadraten rationaler Funktionen dargestellt
werden kann, wenn K dicht in seinem reellen Abschluß liegt und in eindeutiger
Weise angeordnet ist.

Für Varianten zum 17. Hilbertschen Problem, insbesondere die Abschätzungen
von Pfister über die Anzahl der benötigten Quadrate, sowie historische Bemerkun-
gen siehe [28], Chap. 6.
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KAPITEL 7

Existentiell abgeschlossene und generische
Strukturen

7.1. Motivation. Der Eindeutigkeitssatz

Sei Q der Körper der rationalen Zahlen und f ∈ Q[X] ein Polynom über Q. Dann
kann f eine Nullstelle in Q besitzen oder nicht. Zum Beispiel hat X2 − 4 eine
Nullstelle, während X2 + 1 und 0 ·X2 − 1 keine Wurzeln besitzen. Betrachten wir
Erweiterungskörper von Q, so können wir zwei Ursachen dafür, warum f in Q keine
Nullstelle besitzt, unterscheiden:

(i) f hat aus essentiellen Gründen keine Wurzel in Q, d.h. weil überhaupt
kein Körper K ⊇ Q existiert, in dem f eine Wurzel besitzt. (Dies ist etwa
der Fall für 0 ·X2 − 1.)

(ii) f hat aus zufälligen Gründen keine Wurzel, d.h. weil der Körper Q ”nicht
groß genug“ ist — m.a.W. es gibt einen Körper K ⊇ Q, in dem f eine
Wurzel besitzt. (Dies ist der Fall für X2 + 1, welches im Körper C ⊇ Q
eine Nullstelle hat.)

Betrachten wir ein weiteres Beispiel. Sei R der Ring Z×Z und sei a = (2, 0) ∈ R.
Dann haben die Polynome X2−a und aX − 1 beide keine Nullstellen in R. Suchen
wir nach Wurzeln dieser Polynome in beliebigen kommutativen Ringen mit 1, die R
erweitern, so bemerken wir, daß X2 − a in R aus zufälligen Gründen keine Wurzel
besitzt — in der Tat hat X2 − a in R × Z eine Nullstelle — während aX − 1
in R aus essentiellen Gründen keine Nullstelle aufweist — denn aX − 1 kann in
keinem kommutativen Ring R′ ⊇ R eine Nullstelle besitzen. (Um dies einzusehen,
sei b = (0, 1) ∈ R. Dann ist ba = 0, und ax = 1 impliziert 0 = bax = b 6= 0, ein
Widerspruch.)

Abstrakter ausgedrückt beschäftigen wir uns nun mit dem folgenden Problem:
Angenommen wir betrachten eine feste Klasse K von L-Strukturen (etwa wie eben
K = Kö oder K = KR als die Klasse der kommutativen Ringe mit 1) über einer
Sprache L und eine Struktur A ∈ K: Welche Gleichungen mit Parametern haben
Lösungen in A, welche haben Lösungen in einer Erweiterung B ⊇ A, B ∈ K, und
welche habe keine Lösung in jeder Erweiterung B von A, B ∈ K? Wir können
natürlich ebensogut Gleichungs- und Ungleichungssysteme in einer oder mehre-
ren Variablen untersuchen, ferner Systeme von Basisformeln in L, wenn etwa L
mindestens ein Relationssymbol enthält, oder allgemein Lösungen für irgendwelche
quantorenfreie Formeln in L mit Parametern in A. (Im Moment wollen wir uns auf
endliche Systeme von Basisformeln beschränken.)

Formuliert in diesem allgemeineren Rahmen lautet unser Problem also wie folgt:
Entscheide für einen gegebenen existentiellen Satz ϕ = ∃x(ψ(x)) in L(A),

(i) ob (A, A) |= ϕ,
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(ii) oder ob es ein B ∈ K gibt mit A ⊆ B und (B, A) |= ϕ.

Beispiel. Sei K die Klasse der geordneten kommutativen Ringe mit 1 und A
der geordnete Ring der ganzen Zahlen. Dann hat der Satz

∃x∃y(x2 + y2 = 3 ∧ x < 0 ∧ y > 0)

keine Lösung in Z, wohl aber in R (z.B. x = −1, y =
√

2); der Satz

∃x∃y(x+ y = 0 ∧ x > 0 ∧ y 6≤ 0)

hat keine Lösung in irgendeiner Erweiterung von Z in K.

Es sollte nicht überraschen, daß dieses Problem im allgemeinen sehr schwierig
ist — es stellt eines der grundlegenden Probleme der Algebra und Modelltheorie
dar. Um einen allgemeinen Zugang zu erhalten, untersuchen wir eine verwandte
Frage: Die Beispiele haben gezeigt, daß es für gegebenes K und A ∈ K i.a. einige
Systeme von Gleichungen und Ungleichungen gibt, die aus zufälligen Gründen keine
Lösung in A besitzen, oder allgemeiner gesprochen existentielle L(A)-Sätze ϕ, so
daß (A, A) |= ¬ϕ, aber (B, A) |= ϕ für ein B ⊇ A, B ∈ K. Wir können fragen, ob
es Strukturen A in K gibt, für die dies nicht passieren kann, d.h. für welche gilt:

(∗) Wann immer A ⊆ B ∈ K, ϕ ∈ (∃1)L(A) und (B, A) |= ϕ, so (A, A) |= ϕ.

A werden wir dann existentiell abgeschlossen in K nennen. Wir wissen bereits, daß
für eine modellvollständige Klasse K die Bedingung (∗) bereits für alle A ∈ K erfüllt
ist. Wie findet man nun in einer — i.a. nicht modellvollständigen — Klasse L-Struk-
turen, die existentiell abgeschlossen sind, und wie charakterisiert man existentielle
Abgeschlossenheit? Ersetzt man ∃1 in der ”Vollständigkeitsforderung“ (∗) durch
allgemeinere Formelmengen, so kann man auch fragen: Wie findet man in einer
gegebenen Klasse K von L-Strukturen ”große“ Unterklassen, die ”näherungsweise“
modellvollständig — im Sinne einer modifizierten Form von (∗) — sind? Unter
einer ”großen“ Unterklasse verstehen wir dabei (vgl. auch Bedingung (G3n) im
nachfolgenden Satz, sowie Lemma 7.1.4):

Definition 7.1.1. Sei K eine Klasse von L-Strukturen, K′ ⊆ K. Dann heißt
K′ konfinal in K, falls sich jede Struktur aus K zu einer aus K′ erweitern läßt, d.h.
falls K ⊆ S(K′).

Beispiel. AAK ist konfinal in Kö, RAK ist konfinal in der Klasse GKö der
geordneten Körper.

Die ”näherungsweise Modellvollständigkeit“ wird durch Bedingung (G2n) im
nächsten Satz formalisiert; man betrachte die Definition der Modellvollständigkeit
(Def. 4.0.1) und vergleiche sie für n =∞ mit (G2n). Dabei beachte man aber, daß
hier K′ nicht als elementar vorausgesetzt ist!

Satz 7.1.2. (Robinson, [126]) Sei K eine Klasse von L-Strukturen, n ∈ N0 ∪
{∞}. Dann gibt es höchstens eine Teilklasse K′ von K mit den folgenden Eigen-
schaften:

(G1) K′ ist konfinal in K.
(G2n) Sind A,B ∈ K′ mit A ⊆ B, so auch A �∀n

B.
(G3n) Ist A ∈ K, so daß für alle B ∈ K′ mit A ⊆ B stets A �∀n B, so ist sogar

A ∈ K′.
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Definition 7.1.3. Falls existent, heißt K′ die Klasse der n-generischen Struk-
turen in K, in Zeichen K′ = Gn(K). Für n = ∞ sprechen wir von G(K) := G∞(K)
auch als von der Klasse der generischen Strukturen in K. (Offenbar gilt G0(K) = K.)

Beweis. Seien K1, K2 zwei Teilklassen von K, die die den Bedingungen (G1)–
(G3n) genügen. Zu zeigen ist etwa K1 ⊆ K2. Sei A ∈ K1. Um A ∈ K2 zu beweisen,
genügt es wegen (G3n) zu begründen, daß für alle B ∈ K2 mit A ⊆ B bereits
A �∀n B; sei also B ∈ K2 mit A ⊆ B. Da K1 und K2 konfinal in K sind, können
wir rekursiv eine aufsteigende Kette

A = A0 ⊆ B = B0 ⊆ A1 ⊆ B1 ⊆ A2 ⊆ · · · mit Ai ∈ K1, Bi ∈ K2 für i ∈ N0

finden. Setze C :=
⋃
{Ai : i ∈ N0} =

⋃
{Bi : i ∈ N0}. Nach Bedingung (G2n) gilt für

i < j stets Ai �∀n
Aj und Bi �∀n

Bj . Nach dem Satz 4.4.3 über elementare Ketten
gilt dann A �∀n

C, B �∀n
C. Sei nun ϕ(x1, . . . , xm) eine ∀n-Formel und a ∈ Am

mit A |= ϕ(a). Angenommen, B |= ¬ϕ(a). Wegen ∀n−1 ⊆ ∀n haben wir B �∀n−1 C
und damit auch B �∃n C. Da ¬ϕ logisch äquivalent ist zu einer ∃n-Formel also
C |= ¬ϕ(a). Andererseits wegen A �∀n C auch C |= ϕ(a), Widerspruch. �

Die Bedingung (G3n) ist in Wirklichkeit eine Maximalitätsforderung, denn es
gilt:

Lemma 7.1.4. Sei n ∈ N0 ∪ {∞} und K eine Klasse von L-Strukturen. Gn(K)
existiert genau dann, wenn die größte Teilklasse von K, die (G1) und (G2n) erfüllt,
existiert. Im Falle der Existenz sind die beiden genannten Klassen identisch.

Zum Beweis benötigen wir die nachfolgende Proposition. Dabei definieren wir
zu n ∈ N0 ∪ {∞} und jeder Teilklasse H von K die Teilklasse H∀n ⊆ K, bestehend
aus allen Strukturen A ∈ K, so daß für alle B ∈ H mit A ⊆ B folgt: A �∀n

B.

Proposition 7.1.5. Die Zuordnung H 7→ H∀n ist ein Hüllenoperator auf der
Gesamtheit aller Teilklassen H von K, die (G1) und (G2n) (für K′ := H) erfüllen,
d.h.:

(i) Mit H erfüllt auch H∀n die Eigenschaften (G1) und (G2n).
(ii) H ⊆ H∀n für alle H ⊆ K, die (G1) und (G2n) erfüllen.
(iii) Erfüllen H ⊆ H′ ⊆ K die Bedingungen (G1), (G2n), so ist H∀n ⊆ H′∀n .
(iv) (H∀n)∀n = H∀n .

Beweis. Seien H ⊆ H′ Teilklassen von K, für die (G1), (G2n) richtig sind.
Es folgt für alle A,B ∈ H aus A ⊆ B, daß A �∀n

B; also H ⊆ H∀n , d.h. (ii)
ist bewiesen. Insbesondere erfüllt H∀n auch (G1). Um zu sehen, daß H∀n (G2n)
erfüllt, seien A,B ∈ H∀n mit A ⊆ B. Nach (G1) existiert eine Erweiterung C von
B in H. Nach Definition von H∀n ist A �∀n

C und B �∀n
C und somit A �∀n

B.
Damit ist (i) bewiesen.

Nun sei A ∈ H∀n und B ⊇ A, B ∈ H′∀n . Dann existiert eine Erweiterung C
von B in H, und wir haben B �∀n

C, A �∀n
C und somit A �∀n

B. Dies zeigt
insbesondere H∀n ⊆ H′∀n .

Schließlich sei A ∈ (H∀n)∀n und B eine Erweiterung von A in H. Dann B ∈
H∀n , und somit A �∀n

B. Wir haben (iv) gezeigt. �

Offenbar ist (G3n) äquivalent zu K′ = K′∀n . Damit:
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Beweis (von Lemma 7.1.4). Ist K′ die größte unter den (G1) und (G2n)
erfüllenden Teilklassen von K, so folgt aus Prop. 7.1.5, (i), (ii): K′ ⊆ (K′)∀n ⊆ K′.
Umgekehrt nehmen wir an, daß K′ = Gn(K). Sei K′′ eine (G1), (G2n) genügende
Unterklasse von K. Mit Prop. 7.1.5, (iv) und Satz 7.1.2 folgt K′ = K′′∀n , also wegen
(ii) K′′ ⊆ K′. �

7.2. Ein Existenzsatz für generische Strukturen

Bis jetzt wissen wir noch nichts über die Existenz der generischen Klassen Gn(K).
Ziel ist es nun, zu zeigen, daß für eine induktive Klasse K von L-Strukturen alle
Klassen Gn(K) (n ∈ N0 ∪ {∞}) existieren. Wir tragen zunächst die formale und
verallgemeinerte Definition des Begriffs der existentiellen Abgeschlossenheit, wie
wir ihn einleitend entwickelt haben, nach:

Definition 7.2.1. Sei n ∈ N0 und K eine Klasse von L-Strukturen, so daß jede
Erweiterung zwischen Strukturen in K eine ∀n-Erweiterung ist. Dann heißt A ∈ K

∃n+1-abgeschlossen in K, falls für alle B ∈ K mit A ⊆ B und alle ∃n+1-Sätze
ϕ ∈ L(A) gilt:

(B, A) |= ϕ ⇒ (A, A) |= ϕ

∃1-abgeschlossene Strukturen heißen existentiell abgeschlossen.
Wir schreiben En+1(K) für die Klasse der ∃n+1-abgeschlossenen Strukturen und

E(K) für die Klasse E1(K) der existentiell abgeschlossenen Strukturen in K.

Beispiel. Eine triviale Quelle für Pathologien ist die (elementare) Klasse K

aller linear geordneten Mengen mit einem linken Randpunkt bzgl. der Sprache
L = {<} der Ordnungen. Dann ist E(K) = ∅. (Übung!) Betrachtet man jedoch
dieselbe Situation in der Sprache L′ = {0, <}, wobei 0 ein Konstantensymbol für
den linken Randpunkt sei, und bezeichnet K′ die Klasse aller geordneten Mengen
O mit linkem Randpunkt 0O, so enthält K′ sehr wohl existentiell abgeschlossene
Strukturen, z.B. das Intervall [0; 1[. Der Grund für dieses Phänomen ist, daß wir
durch den Wechsel der Sprache auch den Begriff der Erweiterung verändert haben:
In K′ muß jede Erweiterung O′ von O denselben linken Randpunkt 0O′

= 0O

besitzen. K′ ist ferner induktiv, K hingegen nicht. (Übung!)

In der Tat gilt für induktive Strukturklassen:

Satz 7.2.2. Sei n ∈ N0 und K eine induktive Klasse von L-Strukturen derart,
daß jede Erweiterung in K eine ∀n-Erweiterung ist. Dann ist En+1(K) induktiv und
konfinal in K. (Insbesondere En+1(K) 6= ∅, falls K 6= ∅.)

Beweis. Zunächst zu Konfinalität. Wir zeigen als Hilfsbehauptung:
(∗) Für alle C ∈ K gibt es ein D ∈ K mit C ⊆ D, so daß für jeden ∃n+1-Satz

ϕ aus L(C) gilt: Falls (E, C) |= ϕ für irgendein E ∈ K mit E ⊇ D, so gilt
auch schon (D, C) |= ϕ.

Dazu sei also C ∈ K, λ eine Limesordinalzahl und {ϕα}α<λ eine (ordinale) Auf-
zählung aller ∃n+1-Sätze in L(C). Definiere rekursiv eine (transfinite) aufsteigende
Folge {Aα}α<λ von L-Strukturen in K durch folgende Festlegungen: A0 sei gleich
C,

Aα+1 :=

{
B, wobei B ∈ K mit Aα ⊆ B und (B, C) |= ϕα

Aα, falls es kein solches B gibt,
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falls α eine Ordinalzahl mit α+ 1 < λ ist, und

Aµ :=
⋃
α<µ

Aα ∈ K,

falls µ eine Limesordinalzahl ist. (Dies ist wohldefiniert, da per transfiniter Indukti-
on {Aα}α<µ bereits eine Kette bildet.) Da K induktiv ist, sind alle Aα ∈ K, α < λ.
Setze D :=

⋃
α<λ Aα. Es ist D ∈ K, C ⊆ D. Sei nun D ⊆ E ∈ K und (E, C) |= ϕα

für ein α < λ. Wegen Aα ⊆ D ⊆ E ∈ K und (E, C) |= ϕα hat man nach Konstruk-
tion (Aα+1, C) |= ϕα. Aus Aα+1 �∀n D folgt nun (D, C) |= ϕα.— Damit ist (∗)
bewiesen.

Sei nun A ∈ K. Wir zeigen, daß es ein B ∈ En+1(K) gibt mit A ⊆ B. Hierzu
definieren wir eine aufsteigende Kette {An}n∈N0 von Strukturen in K wie folgt: Es
sei A0 := A und für k ∈ N0 entspreche Ak+1 einem D ∈ K wie in (∗) für C := Ak.
Setze B :=

⋃
{Ak : k ∈ N0} ∈ K. Es bleibt zu zeigen: B ∈ En+1(K). Sei hierzu ϕ

ein ∃n+1-Satz in L(B) mit B ⊆ C ∈ K und (C, B) |= ϕ. Zu zeigen: (B, B) |= ϕ. Es
gibt nun ein k ∈ N0 mit ϕ ∈ L(Ak). Da Ak ⊆ C ∈ K und (C, Ak) |= ϕ, haben wir
nach Definition von Ak+1: (Ak+1, Ak) |= ϕ. Nach dem Satz über elementare Ketten
(Satz 4.4.3) gilt aber Ak+1 �∀n

B, also (B, B) |= ϕ.
Zur Induktivität: Sei M 6= ∅ eine Kette von En+1(K) ⊆ K und sei C :=

⋃
M.

Da K induktiv ist, ist zumindest C ∈ K. Sei nun ϕ ein ∃n+1-Satz aus L(C) und sei
C ⊆ D ∈ K mit (D, C) |= ϕ. Zu zeigen ist, daß (C, C) |= ϕ. Es gibt ein A ∈M mit
ϕ ∈ L(A). Da A in K ∃n+1-abgeschlossen ist, haben wir (A, A) |= ϕ, nach Satz 4.4.3
aber auch A �∀n

C und daher (C, A) |= ϕ. �

Existenzsatz für generische Strukturen. Sei K eine induktive Klasse
von L-Strukturen. Für alle n ∈ N0 ∪ {∞} existiert Gn(K) und ist induktiv. Ferner
gilt

Gn+1(K) = En+1(Gn(K)) für n ∈ N0

und
G(K) = G∞(K) =

⋂
n∈N0

Gn(K).

Beweis. Wir zeigen zunächst durch Induktion nach n ∈ N0, daß Gn(K) exi-
stiert und induktiv ist, wobei auch die behauptete Gleichheit

Gn+1(K) = En+1(Gn(K)) für alle n ∈ N0

abfällt. Wir haben bereits festgestellt, daß G0(K) = K. Zum Induktionsschritt n→
n + 1: Wir zeigen Gn+1(K) = En+1(Gn(K)), indem wir die Bedingungen (G1),
(G2n+1), (G3n+1) für En+1(Gn(K)) nachweisen:

(G1) Sei A ∈ K. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein B ∈ Gn(K) mit
A ⊆ B. Nach Satz 7.2.2 folgt daraus die Existenz eines C ∈ En+1(Gn(K))
mit A ⊆ B ⊆ C.

(G2n+1) Seien A,B ∈ En+1(Gn(K)) mit A ⊆ B. Da A,B ∈ Gn(K), gilt A �∀n

B. Sei ϕ ein ∀n+1-Satz aus L(A) mit (A, A) |= ϕ, und angenommen,
(B, A) |= ¬ϕ. Da ¬ϕ bis auf logische Äquivalenz einem ∃n+1-Satz aus
L(A) entspricht und A ∈ En+1(Gn(K)) ∃n+1-abgeschlossen in Gn(K) ist,
folgt (A, A) |= ¬ϕ, Widerspruch.

(G3n+1) Sei A ∈ K, so daß für alle B ∈ En+1(Gn(K)) mit A ⊆ B auch A �∀n+1 B
gilt; zu zeigen ist: A ∈ En+1(Gn(K)). Dazu begründen wir zunächst,
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warum A ∈ Gn(K) ist. Hierzu reicht es wg. (G3n) aus, folgendes nachzu-
weisen:
(∗) Für alle C ∈ Gn(K) gilt: Aus A ⊆ C folgt A �∀n

C.
Sei also C ∈ Gn(K) mit A ⊆ C gegeben. Da wir (G1) für En+1(Gn(K))
schon nachgewiesen haben, können wir D ∈ En+1(Gn(K)) wählen mit
A ⊆ C ⊆ D. Nach Voraussetzung haben wir A �∀n+1 D, außerdem C �∀n

D. Es folgt A �∀n+1 D, insbesondere also auch A �∀n D. Dies zeigt (∗).
Sei nun B ∈ Gn(K) mit A ⊆ B und ϕ ein ∃n+1-Satz aus L(A)

mit (B, A) |= ϕ; zu zeigen ist (A, A) |= ϕ. Da (G1) schon bewiesen ist,
finden wir ein C ∈ En+1(Gn(K)) mit A ⊆ B ⊆ C. Unter Beachtung der
Voraussetzung und (∗) ergibt sich A �∀n+1 C, A �∀n

B und B �∀n
C.

Angenommen, (A, A) |= ¬ϕ. Da ¬ϕ bis auf logische Äquivalenz ein ∀n+1-
Satz aus L(A) ist, haben wir (C, A) |= ¬ϕ. Andererseits muß mit B �∀n C
auch B �∃n+1 C gelten, also (C, A) |= ϕ, was widersprüchlich ist.

Die Gleichung Gn+1(K) = En+1(Gn(K)) ist also bewiesen und damit die Existenz
von Gn+1(K) gesichert, so daß nur noch die Induktivität verbleibt: Sei M 6= ∅
eine Kette in Gn+1(K) = En+1(Gn(K)) ⊆ Gn(K) und C :=

⋃
M. Da Gn(K) nach

Induktionsvoraussetzung induktiv ist, ist zumindest C ∈ Gn(K). Sei nun D ∈ Gn(K)
mit C ⊆ D und ϕ ein ∃n+1-Satz aus L(C) mit (D, C) |= ϕ. Zu zeigen ist dann
(C, C) |= ϕ. Es gibt ein A ∈Mmit ϕ ∈ L(A). Da A ∈ En+1(Gn(K)) und D ∈ Gn(K),
folgt (A, A) |= ϕ. Ferner nach Satz 4.4.3 A �∀n+1 C, speziell A �∀n

C und damit
A �∃n+1 C. Also (C, A) |= ϕ.

Der Induktionsschritt ist damit vollzogen. Wir weisen als nächstes die Exi-
stenz von G(K) zusammen mit der behaupteten Gleichheit G(K) = G∞(K) =⋂
n∈N0

Gn(K) nach, indem wir (G1), (G2∞), (G3∞) für
⋂
n∈N0

Gn(K) nachweisen:
(G1) Zu A ∈ K bauen wir rekursiv eine aufsteigende Folge {An}n∈N0 mit A0 :=

A und An ∈ Gn(K) für alle n ∈ N0. Wir setzen dann C :=
⋃
{An : n ∈ N0}

und behaupten C ∈
⋂
n∈N0

Gn(K). Für jedes m ∈ N0 gilt C =
⋃
n≥m An

und für jedes n ≥ m stets An ∈ Gm(K); da Gm(K) induktiv ist, ist
C ∈ Gm(K), und weil dies für beliebiges m richtig war, folgt C ∈

⋂
Gn(K),

und wir haben in der Tat (G1).
(G2∞) Jede Formel ist bis auf logische Äquivalenz eine ∀n-Formel für ein gewisses

n ∈ N0. Sind also A,B ∈
⋂
n∈N0

Gn(K) mit A ⊆ B, so gilt A �∀n
B für

jedes n ∈ N0 und damit A � B.
(G3∞) Sei A ∈ K, so daß für alle B ∈

⋂
Gn(K) mit A ⊆ B auch A � B gilt. Zu

zeigen: Für alle n ∈ N0 ist A ∈ Gn(K). Sei dazu n ∈ N0. Es genügt, für
alle C ∈ Gn(K) mit A ⊆ C zu folgern, daß A �∀n C. Da wir (G1) schon
nachgewiesen haben, gibt es ein D ∈ G(K) mit A ⊆ C ⊆ D, also nach
Voraussetzung A � D, C �∀n

D. Hieraus folgert man A �∀n+1 C, also
auch A �∀n

C.
Schließlich ist G(K) als Schnitt von induktiven Klassen selbst wieder induktiv. �

Übung. Sei K eine induktive Klasse von L-Strukturen, die unter Isomorphis-
men abgeschlossen sei, und sei n ∈ N0 ∪ {∞}. Man zeige: Gn(K) ist abgeschlossen
unter Isomorphismen. (Hinweis: Man verwende alternierende Ketten.)

Eine im Fall einer elementaren induktiven Klasse K und n ≥ 1 zu (G3n) äqui-
valente Bedingung ist die zunächst stärker aussehende

(G3′n) Sind A ∈ K, B ∈ K′ mit A �∀n B, so folgt A ∈ K′.
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Satz 7.2.3. Sei K = Mod(Σ) induktiv und elementar mit einer L-Satzmenge
Σ, und sei K′ eine Teilklasse von K, die (G1), (G2n) für ein n ∈ N ∪ {∞} erfüllt.
Dann gilt K′ = Gn(K) genau dann, wenn K′ Eigenschaft (G3′n) erfüllt.

Beweis. Erfüllt K′ (G1), (G2n), (G3′n), so auch (G3n), so daß K′ = Gn(K).
Ist K′ = Gn(K), so sei A ∈ K, B ∈ Gn(K), A �∀n B, und sei C eine beliebige
Erweiterung von A in Gn(K). O.B.d.A. sei B ∩C = A. Man sieht, daß C jeweils zu
einem Modell jeder endlichen Teilmenge von Σ∪D(C, C)∪D(B, B) bzgl. L(B ∪C)
expandiert werden kann, weil A �∀1 B, so daß also ein D ∈ K mit B ↪→ D, C ↪→ D
existiert; o.B.d.A. sei bereits D ∈ Gn(K). Mit (G2n) und der Abgeschlossenheit
von Gn(K) unter isomorphen Bildern folgt B �∀n D, C �∀n D, also A �∀n C. Mit
(G3n) folgt A ∈ Gn(K). �

Wie im eben durchgeführten Beweis von Satz 7.2.3 zeigt man:

Proposition 7.2.4. Sei K = Mod(Σ) induktiv und elementar mit einer L-
Satzmenge Σ. Dann hat Gn(K) die A.E. (für n ∈ N ∪ {∞}). �

7.3. Modelltheoretisches Erzwingen

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man die generischen Strukturen mit Hilfe
der Methode des unendlichen Erzwingens (infinite forcing) charakterisieren kann,
und wir lernen ein zum Begriff des endlichen Erzwingens (finite forcing) gehöri-
ges Analogon zur Klasse G(K) der generischen Strukturen einer Strukturklasse K

kennen. Der Begriff des (endlichen) Erzwingens wurde in den sechziger Jahren von
Paul J. Cohen als Werkzeug für Unabhängigkeitsbeweise in der Mengenlehre er-
funden und erfolgreich beim Nachweis der Unabhängigkeit der verallgemeinerten
Kontinuumshypothese eingesetzt. Robinson [129], [130] adaptierte und modifizier-
te diese Technik für modelltheoretische Zwecke und gelangte so zum Begriff der ge-
nerischen Struktur. Der das forcing vermeidende Zugang zu den generischen Struk-
turen, den wir bislang dargelegt haben, geht auf Saracino [141] zurück.— Zunächst
zum unendlichen Erzwingen:

Definition 7.3.1. Sei K eine Klasse von L-Strukturen, A ∈ K und ϕ ein L(A)-
Satz. Wir definieren die Relation A erzwingt ϕ (bzgl. K), i.Z. A 
K ϕ oder einfach
A 
 ϕ, durch Induktion über den Aufbau von ϕ wie folgt:

(i) A 
 ϕ gdw. (A, A) |= ϕ, falls ϕ atomar;
(ii) A 
 ϕ gdw. A 
 ϕ1 und A 
 ϕ2, falls ϕ = ϕ1 ∧ ϕ2;
(iii) A 
 ϕ gdw. A 
 ϕ1 oder A 
 ϕ2, falls ϕ = ϕ1 ∨ ϕ2;
(iv) A 
 ϕ gdw. A 
 ψ[a/x] für ein a ∈ A, falls ϕ = ∃x(ψ(x));
(v) A 
 ϕ gdw. für keine Erweiterung B von A in K gilt: B 
 ψ, falls

ϕ = ¬ψ.

(In diesem Kontext betrachten wir Universalquantoren ∀x(. . . ) als Abkürzung
für ¬∃x(¬ . . . ).)

Man beachte, daß diese Definition der Erzwingungsrelation mit der üblichen
Erfüllbarkeitsrelation (A, A) |= ϕ bis auf den Fall der Negation übereinstimmt. In
diesem Fall gehen bei der Definition von A 
 ϕ alle Erweiterungen von A in K

ein, die Erzwingungsrelation kann also als eine modifizierte Erfüllbarkeitsrelation
betrachtet werden, die nicht nur die Eigenschaften von A, sondern darüber hinaus
auch die aller K-Erweiterungen von A in Betracht zieht. Insbesondere stimmen
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 und |= für alle Sätze, die keine Negationen und Universalquantoren enthalten,
überein.

Das folgende Lemma enthält einige elementare Eigenschaften der Erzwingungs-
relation:

Lemma 7.3.2. Sei K eine Klasse von L-Strukturen, A ∈ K, ϕ ∈ L(A) ein Satz.
(i) Gilt A 
 ϕ und A ⊆ B mit B ∈ K, so auch B 
 ϕ.
(ii) Niemals gilt zugleich A 
 ϕ und A 
 ¬ϕ.
(iii) Gilt A 
 ϕ, so A 
 ¬¬ϕ.
(iv) Gilt A 
 ¬¬¬ϕ, so A 
 ¬ϕ.

Beweis. Zu (i): Induktion über den Formelaufbau.
Zu (ii): Falls A 
 ¬ϕ, so nie B 
 ϕ für A ⊆ B ∈ K, insbesondere für B := A.
Zu (iii): Gilt A 
 ϕ, so erzwingt jede K-Erweiterung ϕ nach (i), als erzwingt

keine K-Erweiterung ¬ϕ nach (ii), d.h. A 
 ¬¬ϕ.
Zu (iv): Gilt A 
 ¬¬¬ϕ, so erzwingt keine Erweiterung von A in K ¬¬ϕ. Also

erzwingt nach (iii) keine Erweiterung von A in K ϕ, d.h. A 
 ¬ϕ. �

Wir betrachten nun Strukturen, in denen Erzwingbarkeit und Erfüllbarkeit für
Sätze, die aus einer vollen und symmetrischen Formelmenge entstehen, überein-
stimmen. (Dabei nennen wir eine L-Formelmenge Φ voll, falls mit jeder Formel ϕ
auch alle Teilformeln von ϕ in Φ enthalten sind, und symmetrisch, falls mit ϕ auch
¬ϕ aus Φ ist.)

Satz 7.3.3. Sei K eine Klasse von L-Strukturen, A ∈ K, Φ eine volle und
symmetrische L-Formelmenge. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Für alle ϕ ∈ Φ(A) gilt (A, A) |= ϕ gdw. A 
 ϕ.
(ii) Für alle ϕ ∈ Φ(A) gilt (A, A) |= ϕ gdw. A 
 ¬¬ϕ.
(iii) Für alle ϕ ∈ Φ(A) gilt entweder A 
 ϕ oder A 
 ¬ϕ.

Beweis. (i) ⇒ (ii): Gilt (A, A) |= ϕ, so A 
 ϕ nach (i), also A 
 ¬¬ϕ nach
Lemma 7.3.2, (iii). Gilt nicht (A, A) |= ϕ, so (A, A) |= ¬ϕ, also nach (i) A 
 ¬ϕ,
mithin nach Lemma 7.3.2, (ii) nicht A 
 ¬¬ϕ.

(ii) ⇒ (iii): Wegen Lemma 7.3.2, (ii) gilt niemals zugleich A 
 ϕ und A 
 ¬ϕ.
Wir zeigen durch Induktion über den Aufbau von ϕ, daß A 1 ϕ ⇒ A 
 ¬ϕ. Für
atomares ϕ folgt dies aus (ii) und Lemma 7.3.2 (iv); die einzigen nichttrivialen Fälle
im Induktionsschritt sind die zu ϕ = ¬ψ und ϕ = ∃x(ψ(x)): Gilt A 1 ¬¬ψ, so A 1 ψ
mit Lemma 7.3.2, (iii), also A 
 ¬ψ nach Induktionsvoraussetzung, d.h. A 
 ϕ. Gilt
A 1 ∃x(ψ(x)), so also A 1 ψ[a/x] für alle a ∈ A, also mit Induktionsvoraussetzung
A 
 ¬ψ[a/x] für alle a ∈ A. Nach Lemma 7.3.2, (iii) also A 
 ¬¬¬ψ[a/x], nach (ii)
also (A, A) |= ¬ψ[a/x] für jedes a ∈ A; damit also (A, A) |= ¬ϕ. Wieder mit (ii):
A 
 ¬¬¬ϕ; mit Lemma 7.3.2, (iv) schließlich A 
 ¬ϕ.

(iii) ⇒ (i): Wir zeigen (i) durch Induktion über den Formelaufbau von ϕ. Der
Fall eines atomaren ϕ ist trivial, ebenso alle Fälle im Induktionsschritt bis auf ϕ =
¬ψ. Hier gilt (A, A) |= ¬ψ gdw. nicht (A, A) |= ψ, also nach Induktionsannahme
gdw. A nicht ψ erzwingt; dies wiederum ist nach (iii) äquivalent zu A 
 ¬ψ. �

Wir wollen für den Moment die Klasse aller A ∈ K, die den äquivalenten
Aussagen (i)—(iii) aus Satz 7.3.3 genügen, mit KΦ bezeichnen. Wir sagen, A ∈ K

entscheide ϕ ∈ L(A), falls A 
 ϕ oder A 
 ¬ϕ. A entscheidet also alle ϕ ∈ Φ(A)
genau dann, wenn A ∈ KΦ, nach Satz 7.3.3. Damit gilt: (Vgl. die Ähnlichkeit des
Beweises zu dem von Satz 7.2.2!)
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Lemma 7.3.4. Sei K eine induktive Klasse von L-Strukturen, Φ eine volle und
symmetrische Formelmenge. Dann ist KΦ konfinal in K.

Beweis. Sei A ∈ K, ϕ ∈ Φ(A). Nach Definition der Erzwingungsrelation hat
A eine Erweiterung in K, die ϕ entscheidet. Definiere nun A′ wie folgt: Sei {ϕα}α<λ
eine Aufzählung von Φ(A), λ eine Limesordinalzahl, etwa λ := card(Φ(A)); definiere
eine aufsteigende Kette {Aα}α<λ von L-Strukturen induktiv durch A0 := A, Aµ :=⋃
α<µ Aα für eine Limeszahl µ < λ, und Aα+1 als eine Erweiterung von Aα in K, die

ϕα entscheidet, falls α+1 < λ. Sei dann A′ :=
⋃
{Aα : α < λ}; sicher ist A′ ∈ K. A′

entscheidet nun jedes ϕ ∈ L(A), denn ist ϕ = ϕα mit α < λ, so gilt Aα+1 
 ϕ oder
Aα+1 
 ¬ϕ, und mit Lemma 7.3.2, (i) A′ 
 ϕ oder A′ 
 ¬ϕ. Wir definieren nun eine
aufsteigende Kette {An}n∈N0 von Strukturen in K durch Iteration der Abbildung
A 7→ A′, d.h. A0 := A, An+1 := (An)′ für n ∈ N0, und setzen B :=

⋃
{An : n ∈ N0}.

B ist aus K, und entscheidet alle ϕ ∈ Φ(B). Denn es ist ϕ ∈ Φ(An) für ein n ∈ N0,
und An+1 entscheidet ϕ, also auch B selbst. Somit A ⊆ B ∈ KΦ. �

Nun zur gesuchten Charakterisierung:

Satz 7.3.5. Sei K eine induktive Klasse von L-Strukturen. Dann ist G∞(K) =
KFo und G0(K) = KQf, d.h. für A ∈ K ist A ∈ G(K) (bzw. A ∈ K) d.u.n.d., wenn
für alle ϕ ∈ FoL(A) (bzw. ϕ ∈ QfL(A)) gilt:

(A, A) |= ϕ gdw. A 
 ϕ.

Beweis. Wir überprüfen (G1), (G2∞), (G3∞) für KFo. (G1) gilt nach Lem-
ma 7.3.4. Seien A,B ∈ KFo, A ⊆ B, ϕ ∈ L(A), und gelte (A, A) |= ϕ. Dann folgt
A 
 ϕ, also B 
 ϕ nach Lemma 7.3.2, (i), und somit (B, A) |= ϕ; also A � B.
Schließlich sei A ∈ K eine elementare Substruktur aller B ∈ KFo mit A ⊆ B, und
sei ϕ ∈ L(A). Gilt A 
 ¬¬ϕ, so B 
 ¬¬ϕ für alle B ⊇ A mit B ∈ KFo, nach Lem-
ma 7.3.2, (i) also (B, A) |= ϕ und somit auch (A, A) |= ϕ. (Ein solches B gibt es,
denn (G1) wurde schon bewiesen.) Gilt umgekehrt (A, A) |= ϕ, so auch (B, A) |= ϕ,
also B 
 ϕ, für alle B ⊇ A, B ∈ KFo. Damit erzwingt nach Lemma 7.3.2, (i), (ii)
und Lemma 7.3.4 keine Erweiterung von A in K ¬ϕ, d.h. A 
 ¬¬ϕ. Mit Satz 7.3.3
folgt A ∈ KΦ.— Den Fall G0(K) = KQf erledigt man analog. �

Korollar 7.3.6. Sei K eine induktive Klasse von L-Strukturen, A ∈ K und ϕ
ein existentieller Satz in L(A). Dann gilt (A, A) |= ϕ genau dann, wenn A 
 ϕ.

Beweis. Sei ϕ = ∃x1 · · · ∃xn(ψ) mit quantorenfreiem ψ, n ∈ N0. Für n = 0,
d.h. ϕ quantorenfrei, ist die Aussage klar wegen Satz 7.3.5 und G0(K) = K, der
Schritt n→ n+ 1 ebenfalls nach Def. 7.3.1, (iv). �

Wir kommen zum endlichen Erzwingen.

Definition 7.3.7. Sei K eine Klasse von L-Strukturen. Eine Bedingung (bezüg-
lich K) sei eine endliche Teilmenge des Diagramms D(A, A) einer L-Struktur A ∈ K.
Ist C eine Bedingung, ϕ ∈ L(A) ein Satz, so definieren wir die Relation C erzwingt
ϕ (bzgl. K), i.Z. C `K ϕ oder kurz C ` ϕ, durch Induktion über den Aufbau von
ϕ:

(i) C ` ϕ gdw. ϕ ∈ C, falls ϕ atomar;
(ii) C ` ϕ gdw. C ` ϕ1 und C ` ϕ2, falls ϕ = ϕ1 ∧ ϕ2;
(iii) C ` ϕ gdw. C ` ϕ1 oder C ` ϕ2, falls ϕ = ϕ1 ∨ ϕ2;
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(iv) C ` ϕ gdw. C ` ψ[a/x], wobei a eine in C vorkommende Konstante sei,
falls ϕ = ∃x(ψ(x));

(v) C ` ϕ gdw. keine Bedingung C ′ ⊇ C erzwingt ψ, falls ϕ = ¬ψ.

(Wieder stehe ∀x(. . . ) für ¬∃x(¬ . . . ).)

Bemerkung. Der Deutlichkeit halber sei angemerkt, daß es sich bei der Re-
lation ”C erzwingt ϕ“, wie wir sie eben definiert haben, um eine Teilklasse von{

(C,ϕ) : es gibt A ∈ K mit C ⊆ D(A, A) endlich, ϕ ∈ SaL(A)

}
handelt.

Beispiel. Sei K die Klasse aller {f}-Strukturen, wobei f ein einstelliges Ope-
rationssymbol sei. Dann gilt ∅ ` ϕ, wobei

ϕ := ∀y∃x1∃x2(f(x1) = y ∧ f(x2) = y ∧ x1 6= x2).

Jedoch gilt auch A 
 ϕ für alle A ∈ K. Ein Beispiel für eine Klasse K, einen Satz
ϕ und eine Struktur A, so daß A 
 ϕ, aber C 0 ϕ für alle Bedingungen C bzgl. K

werden wir in §7.5 (Satz 7.5.8) sehen.

Analog zu Lemma 7.3.2 zeigt man:

Lemma 7.3.8. Sei K eine Klasse von L-Strukturen, A ∈ K, ϕ ∈ L(A) ein Satz,
C ⊆ D(A, A) eine Bedingung.

(i) Gilt C ` ϕ und ist C ′ ⊇ C eine Bedingung in K, so auch C ′ ` ϕ.
(ii) Niemals gilt zugleich C ` ϕ und C ` ¬ϕ.
(iii) Gilt C ` ϕ, so C ` ¬¬ϕ.
(iv) Gilt C ` ¬¬¬ϕ, so C ` ¬ϕ. �

Wir sagen, eine Bedingung C entscheide ϕ, falls C ` ϕ oder C ` ¬ϕ. Jede
Bedingung C kann zu einer Bedingung erweitert werden, die ϕ entscheidet. (Denn
ist C eine Bedingung mit C 0 ¬ϕ, so gibt es nach Def. 7.3.7, (v) ein C ′ ⊇ C mit
C ′ ` ϕ.)

Definition 7.3.9. Sei K eine Klasse von L-Strukturen, A ∈ K, ϕ ein L(A)-
Satz. Wir sagen, A erzwingt ϕ (bzgl. K), i.Z. A `K ϕ oder kurz nur A ` ϕ, falls eine
Bedingung C ⊆ D(A, A) existiert mit C `K ϕ. A heißt endlich generisch in K, falls
für alle L(A)-Sätze ϕ gilt: A ` ϕ⇔ (A, A) |= ϕ. Die Klasse der endlich generischen
Strukturen in K werde mit Gf (K) bezeichnet. (Man nennt G(K) manchmal auch
die Klasse der unendlich generischen Strukturen in K.)

Man sieht anhand von Satz 7.3.5, daß Gf (K) das Gegenstück zu G(K) ist,
wenn man anstelle der unendlichen von der endlichen Erzwingungsrelation ausgeht.
Unmittelbar aus Lemma 7.3.8 folgt:

Lemma 7.3.10. Sei K eine Klasse von L-Strukturen, A ∈ K, ϕ ∈ L(A) ein
Satz.

(i) Gilt A ` ϕ und A ⊆ B mit B ∈ K, so auch B ` ϕ.
(ii) Niemals gilt zugleich A ` ϕ und A ` ¬ϕ.
(iii) Gilt A ` ϕ, so A ` ¬¬ϕ.
(iv) Gilt A ` ¬¬¬ϕ, so A ` ¬ϕ. �

Daraus erhält man wie im Fall des unendlichen Erzwingens:
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Satz 7.3.11. Sei K eine Klasse von L-Strukturen, A ∈ K, Φ eine volle und
symmetrische L-Formelmenge. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Für alle ϕ ∈ Φ(A) gilt (A, A) |= ϕ gdw. A ` ϕ.
(ii) Für alle ϕ ∈ Φ(A) gilt (A, A) |= ϕ gdw. A ` ¬¬ϕ.
(iii) Für alle ϕ ∈ Φ(A) gilt entweder A ` ϕ oder A ` ¬ϕ. �

Wir wissen, daß für induktive Klassen K 6= ∅ immer unendlich generische
Strukturen existieren, denn G(K) ist konfinal in K. Bei endlich generischen Struk-
turen ist dies nicht immer zwingend der Fall: Ist L überabzählbar, so kann Gf (K)
auch leer sein. (Ein Beispiel dafür findet sich in [3], S. 106, Ex. 5.) Ist hingegen L
abzählbar und K elementar, so können wir zeigen:

Satz 7.3.12. Sei L eine abzählbare Sprache, K eine nichtleere elementare Klas-
se von L-Strukturen, C eine Bedingung bzgl. K. Dann existiert eine in S(K) endlich
generische Struktur A ∈ S(K) mit (A, A) |= C. Insbesondere ist Gf (S(K)) 6= ∅.

Wir benötigen zu seinem Beweis einige Hilfsaussagen. Dabei schreiben wir Φ `
ϕ für eine Menge Φ von Basissätzen und einen Satz ϕ, falls eine Bedingung C ⊆ Φ
mit C ` ϕ existiert.

Lemma 7.3.13. Sei L eine Sprache der Logik erster Stufe, K eine Klasse von L-
Strukturen, A eine nichtleere Menge (die Menge der Zeugen) und Φ eine Teilmenge
von BaL(A) ∩ SaL(A). Φ habe die folgenden Eigenschaften:

(i) Jede endliche Teilmenge von Φ ist konsistent.
(ii) Für jeden L(A)-Satz ϕ gilt entweder Φ `K ϕ oder Φ `K ¬ϕ.
(iii) Sind a, b ∈ A mit a 6= b, so ist (a 6= b) ∈ Φ.

(Man sagt, Φ sei eine generische Menge.) Dann existiert genau eine L-Struktur A
mit Universum A und D(A, A) = Φ, genannt das generische Modell M(Φ, A) zu Φ
und A.

Beweis. Man definiere A wie folgt: Ist c ein Konstantensymbol von L, so setze
cA := a mit a ∈ A, falls (c = a) ∈ Φ. Ein solches a existiert, da für ϕ := ∃x(c = x)
wegen (ii) gilt: Entweder Φ ` ϕ oder Φ ` ¬ϕ. Gälte letzteres, also C ` ¬ϕ für eine
Bedingung C ⊆ Φ, und ist nach (i) B mit (B, B) |= C, so folgt C ∪ {c = cB} ` ϕ,
im Widerspruch zu C ` ¬ϕ; also Φ ` ϕ und damit (c = a) ∈ Φ für ein a ∈ A
nach Definition von `. a ist zudem eindeutig bestimmt, denn sind a, a′ ∈ A mit
(c = a), (c = a′) ∈ Φ, so kann (a 6= a′) nicht in Φ enthalten sein, mithin also a = a′

nach (iii). Ähnlich definiert man Funktionen und Relationen von A. Wir wissen
dann, daß D(A, A) ⊆ Φ. Ist umgekehrt ϕ ∈ Φ, so kann nicht ϕ /∈ D(A, A) sein, weil
sonst (bis auf logische Äquivalenz) ¬ϕ ∈ D(A, A), also ϕ,¬ϕ ∈ Φ wäre (bis auf
logische Äquivalenz), im Widerspruch zu (i). Also D(A, A) = Φ. �

Lemma 7.3.14. Ist L eine Sprache der Logik erster Stufe, K eine induktive
elementare Klasse, A 6= ∅ eine Menge von Zeugen und Φ eine generische Menge,
so daß jede endliche Teilmenge C von Φ ein Modell (B, B) mit B aus K besitzt.
Dann ist M(Φ, A) ∈ E(K).

Beweis. Sei A := M(Φ, A). Wir zeigen zuerst A ∈ K. Nach dem Satz von  Loś-
Suszko-Chang ist K = Mod(Σ) mit einer ∀2-Satzmenge Σ. Betrachte einen L-Satz
ϕ = ∀x∃y(ψ) ∈ Σ mit ψ(x,y) quantorenfrei, o.B.d.A. ψ =

∧
i

∨
j %ij mit %ij ∈ BaL,

und angenommen, in A gilt ¬ϕ, d.h. A |= ∃x(¬∃y(ψ)). Nach Eigenschaft (ii) und
Satz 7.3.11 heißt dies, daß C ` ¬∃y(ψ(y))[a/y] für ein Tupel a aus A und eine
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Bedingung C ⊆ Φ. Da aber C ∪ Σ konsistent ist, gibt es ein Modell B von Σ mit
(B, B) |= C, B |= ϕ, also (B, B) |= ψ[a/x,b/y] mit b aus B, wobei o.B.d.A. a,b
aus A gewählt seien. Wir haben damit C ′ ` ∃y(ψ(y))[a/x] für eine Bedingung
C ′ ⊇ C, wobei C ′ := C ∪C ′′ und C ′′ die Menge aller Basisteilformeln %ij [a/x,b/y]
von ψ[a/x,b/y] mit (B, B) |= %ij sei. Jetzt haben wir aber auch einen Widerspruch.

Sei nun B eine Erweiterung von A in K und ∃x(ϕ(x)) ein existentieller L(A)-
Satz mit quantorenfreiem Kern ϕ(x), der in (B, B) gültig ist; es sei o.B.d.A. ϕ
in der Form ϕ =

∧
i

∨
j %ij mit %ij ∈ BaL(A) vorgelegt, und b ein Tupel aus B,

welches ϕ erfüllt. Sei C ⊆ Φ = D(A, A) ⊆ D(B, B) eine Bedingung; es existiert eine
Bedingung C ′ ⊇ C, C ′ ⊆ D(B, B) mit C ′ ` ∃x(ϕ(x)), nämlich C ′ := C∪C ′′, wobei
C ′′ die Menge aller Basisteilformen %ij [b/x] von ϕ ist, für die (B, B) |= %ij [b/x].
Also Φ 0 ¬∃x(ϕ(x)) und damit (A, A) |= ∃x(ϕ(x)). Wir haben A ∈ E(K). �

Beweis (Satz 7.3.12). Sei K = Mod(Σ) mit einer L-Satzmenge Σ. Sei A
eine abzählbar unendliche Menge von Konstantensymbolen, die die in L und C
vorkommenden Konstanten enthält, und {ϕn}n∈N eine Abzählung aller L(A)-Sätze.
Wir definieren eine aufsteigende Folge {Cn}n∈N0 von L-Bedingungen Cn bzgl. K

wie folgt: Es sei C0 := C, und für n ∈ N0 sei Cn+1 eine Erweiterung von Cn,
die ϕn+1 entscheidet. Sei D :=

⋃
n∈N0

Cn. Wir behaupten: D ist das Diagramm
einer in S(K) endlich generischen Struktur A. Dazu zeigen wir zunächst, daß eine
Struktur A ∈ S(K) mit Universum A existiert, so daß D = D(A, A). Durch D wird
sicher eine L-Struktur mit Universum A und D = D(A, A) definiert, da D =: Φ
die in Lemma 7.3.13, (i)–(iii) geforderten Merkmale besitzt, D also generisch ist.
Es gilt aber auch M(Φ, A) =: A ∈ S(K), da S(K) eine induktive elementare Klasse
ist und für jede endliche Teilmenge D′ von D die Menge D′ ∪ Σ konsistent ist
nach Konstruktion von D (Lemma 7.3.14).— Es gilt nun für alle Sätze ϕ ∈ L(A):
Entweder A ` ϕ oder A ` ¬ϕ. Also mit Satz 7.3.11 (A, A) |= ϕ gdw. A ` ϕ, für alle
L(A)-Sätze ϕ. �

Korollar 7.3.15. Sei L eine abzählbare Sprache, K eine nichtleere universell
axiomatisierte Klasse von L-Strukturen, C eine Bedingung bzgl. K. Dann existiert
eine in K endlich generische Struktur A ∈ K mit (A, A) |= ϕ für alle ϕ ∈ C. �

Einige Eigenschaften von G(K) übertragen sich auf Gf (K):

Proposition 7.3.16. Sei K eine Klasse von L-Strukturen, A endlich generisch
in K. Dann ist A existentiell abgeschlossen in K. (D.h. Gf (K) ⊆ E(K).)

Beweis. Sei A ∈ Gf (K), B ⊇ A eine Erweiterung in K, ϕ = ∃x(ψ(x)) ein
existentieller L(A)-Satz, ψ =

∧
i

∨
j %ij mit Basisformeln %ij , und gelte (B, A) |= ϕ.

Gilt (A, A) |= ¬ϕ, so A ` ¬ϕ, es existiert also eine Bedingung C in A mit C ` ¬ϕ.
Wähle b aus B mit (B, A) |= ψ(b); es existieren ji mit (B, A) |= %iji(b) für alle i;
sei C ′ die Vereinigung von C mit der Menge aller %iji [b/x] ∈ D(B, B). C ′ ist eine
Bedingung, die ϕ erzwingt, da C ′ ` %iji(b). Dies widerspricht Lemma 7.3.8, (i), da
C ⊆ C ′ und C ` ¬ϕ. �

Satz 7.3.17. Sei K eine Klasse von L-Strukturen. Gf (K) erfüllt (G2∞) und
(G3′n) für alle n ≥ 1. Ist K induktiv, so auch Gf (K).

Beweis. Seien A,B ∈ Gf (K) mit A ⊆ B. Jeder L(A)-Satz ϕ, der in A gilt,
wird von A erzwungen, also auch von B, und gilt somit in B. Also A � B.
Dies zeigt (G2∞).— Zu (G3′n): Sei A ∈ K, B ∈ Gf (K), A �∀n

B, n ≥ 1.
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Wir haben A ∈ Gf (K) zu zeigen. Sei dazu ϕ(x) ein L-Satz, a aus A; wir zei-
gen, daß A ` ϕ[a/x] oder A ` ¬ϕ[a/x]. Da B ∈ Gf (K), existiert eine Bedingung
C = {ψ1[a/x,b/y], . . . , ψn[a/x,b/y]} mit L-Formeln ψi(x,y) und b in B, die
ϕ[a/x] oder ¬ϕ[a/x] erzwingt. Da A �∀1 B, existieren Elemente b′ von A, so daß
C ′ = {ψ1[a/x,b′/y], . . . , ψn[a/x,b′/y]} eine Bedingung in A ist; C ′ erzwingt dann
ϕ[a/x] oder ¬ϕ[a/x], wie gewünscht.— Zur Induktivität: Sei M eine nichtleere
Kette von Strukturen in Gf (K), M :=

⋃
M. Ist ϕ ∈ L(M), so existiert ein A ∈M

mit ϕ ∈ L(A), also A ` ϕ oder A ` ¬ϕ, und damit auch M ` ϕ oder M ` ¬ϕ, da
M ∈ K. �

Mit (G1) sieht es nicht so gut aus:

Korollar 7.3.18. Sei K eine induktive elementare Klasse von L-Strukturen.
Genau dann erfüllt Gf (K) (G1), falls Gf (K) = G(K), und dann ist E(K) = Gf (K) =
G(K).

Beweis. Ist Gf (K) = G(K), so gilt für Gf (K) sicher (G1). Umgekehrt ver-
wende Satz 7.3.17 und Satz 7.2.3. Ist Gf (K) konfinal in K, so erfüllt Gf (K) die
Eigenschaften (G1), (G21) und (G3′1), also ist E(K) = G1(K) = Gf (K). �

In §7.7 wird uns folgender Satz [100] zugute kommen.

Satz 7.3.19. Sei K = Mod(Σ) eine nichtleere induktive elementare Klasse
von L-Strukturen, wobei Σ eine Satzmenge über der abzählbaren Sprache L sei.
Sei ferner {ϕmn}m,n∈N eine Familie von existentiellen L-Formeln ϕmn(x), x =
(x1, . . . , xr), so daß für alle A ∈ K, Bedingungen C ⊆ D(A, A) und a ∈ Ar sowie
m ∈ N gilt: Es gibt ein n ∈ N, so daß

Σ ∪ C ∪
{
ϕmn[a/x]

}
konsistent ist. Dann existiert ein B ∈ E(K) mit

B |=
∨
n∈N

ϕmn(b)

für alle m ∈ N, b ∈ Br.

Beweis. O.B.d.A. seien die ϕmn in der Form ∃y(ψmn(x,y)) mit quantorenfrei-
en ψmn in konjunktiver Normalform angenommen. Sei A eine abzählbar unendliche
Menge von Zeugen. Offenbar gilt:

(∗) Ist ϕ(x) = ∃y(ψ(x,y)) eine existentielle L-Formel mit y = (y1, . . . , ys),
ψ =

∧
i

∨
j %ij ∈ Qf, %ij ∈ Ba, d ∈ Ar und C ⊆ L(A) eine Bedingung, so

daß Σ∪C∪{ϕ[a/x]} konsistent ist, so existiert eine Bedingung C ′ ⊆ L(A),
C ′ ⊇ C dergestalt, daß C ′ ` ϕ[a/x] und Σ∪C ′ ∪{ϕ[a/x]} konsistent ist.

(Läßt sich nämlich B ∈ K zu einem Modell von C ∪ {ϕ(a)} expandieren, so
wähle a′ ∈ Bs, o.B.d.A. nach isomorpher Umbenennung a′ ∈ As, mit (B, B) |=
ψ[a/x,a′/y], und definiere C ′ als die Vereinigung von C mit allen Basisteilformeln
%ij [a/x,a′/y] von ψ[a/x,a′/y], für die (B, B) |= %[a/x,a′/y].)

Wähle nun eine Abzählung {(mk,ak)}k∈N aller Paare aus N × Ar und eine
Abzählung {ϕk}k∈N aller L(A)-Sätze, und definiere induktiv eine aufsteigende Folge
von Bedingungen C1 ⊆ C2 ⊆ · · · in K wie folgt: C1 := ∅, und ist C2k schon
definiert, so wähle C2k+1 ⊇ C2k gemäß (∗) so, daß C2k+1 ` ϕmknk

[ak/x], wobei
nk ∈ N nach Voraussetzung derart gewählt wurde, daß Σ ∪ C2k ∪ {ϕmknk

[ak/x]}
konsistent ist; ist C2k+1 schon definiert, so wähle C2k+2 als eine Erweiterung von
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C2k+1, die ϕk entscheidet. Setze schließlich Φ :=
⋃
k∈N Ck. Φ ist generisch, und

B := M(Φ, A) ist nach Lemma 7.3.14 aus E(K) und hat nach Konstruktion die
gewünschte Eigenschaft. �

Korollar 7.3.20. Sei K = Mod(Σ) eine nichtleere, induktive und durch die
L-Satzmenge Σ axiomatisierte Klasse, wobei L abzählbar sei. Sei Φ eine abzählbare
Menge von Basisformeln in den gemeinsamen freien Variablen x = (x1, . . . , xn), so
daß für alle Bedingungen C ⊆ D(A, A), a ∈ An mit A ∈ K ein ϕ ∈ Φ existiert, so
daß C∪{ϕ[a/x]} ein Modell mit L-Redukt in K besitzt. Dann existiert ein B ∈ E(K)
derart, daß B |=

∨
ϕ∈Φ ϕ(b) für alle b ∈ Bn. �

Beispiel. Sei Σ eine L-Satzmenge in einer abzählbaren Sprache L der Logik
erster Stufe, so daß Mod(Σ) 6= ∅ induktiv ist.

(i) Enthält L die Sprache {1, ·,−1} der Gruppen und Σ die Gruppenaxiome,
und erfüllt für die Familie {ϕn}n∈N mit

ϕn(x) := (xn = 1) für alle n ∈ N

die Menge Φ := {ϕn : n ∈ N} die Voraussetzung von Kor. 7.3.20, so hat
Σ ein Modell, dessen Restriktion auf L eine Torsionsgruppe ist.

(ii) Enthält L die Sprache {0, 1,+,−, ·, <} der geordneten Ringe und Σ die
Axiome für geordnete Körper, und erfüllt für die Familie {ϕn}n∈N mit

ϕn(x) := (x < n) für alle n ∈ N

die Menge Φ := {ϕn : n ∈ N} die Voraussetzung von Kor. 7.3.20, so hat
Σ ein Modell, dessen L-Redukt archimedisch ist.

Wie wir gesehen haben, sind — falls existent — die Klassen Gf (K) und G(K)
zwar beide Teilklassen von E(K), d.h. Gf (K) ∪ G(K) ⊆ E(K); es ist aber sehr wohl
Gf (K) ∩ G(K) = ∅ möglich, wie wir in §7.5 am Beispiel der kommutativen Ringe
sehen werden. Sind die Klassen der endlich und unendlich generischen Strukturen
disjunkt, so liefert das Studium der Unterschiede zwischen den beiden Klassen oft
ein besseres Verständnis von E(K). Für Anwendungen der Erzwingungsmethode in
der Algebra siehe [7], [3] (Chap. IV), speziell in der Gruppentheorie [101] oder §7.7
dieses Skriptums. Eine Darstellung des Cohenschen forcing in der axiomatischen
Mengenlehre gibt der entsprechende Artikel [57] in [19].

7.4. Modellbegleiter und Modellvervollständigung

Für jede induktive Klasse K haben wir nach dem auf Satz 7.2.2 folgenden Existenz-
satz eine absteigende Kette

(7.4.22) E(K) = G1(K) ⊇ G2(K) ⊇ · · · ⊇ G(K) =
⋂
n∈N0

Gn(K)

von Teilklassen von K. Man weiß nun allerdings nicht, ob die Klassen in dieser
Kette elementar sind, und ob die Hierarchie echt ist, d.h. ob Gn(K) 6= Gn+1(K) für
ein n ∈ N. Der erste Schritt G1(K) ⊇ G2(K) allerdings ist (im Fall einer elementaren
induktiven Klasse K) nie echt:

Übung. Sei K induktive und elementare Klasse von L-Strukturen. Man zeige,
daß stets G1(K) = G2(K).
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Wir werden nun zeigen, daß, falls K elementar und induktiv und nur eine der
Klassen in (7.4.22) elementar ist, alle Klassen Gn(K) übereinstimmen (und damit
allesamt elementar sein müssen).

Satz 7.4.1. Sei K eine elementare, induktive Klasse von L-Strukturen, K′ eine
modellvollständige, konfinale Teilklasse von K. Dann ist K′ = E(K) = Gn(K) für
alle n ∈ N ∪ {∞}.

Beweis. Sei n ∈ N ∪ {∞}; es ist (G1), (G2n), (G3n) für K′ nachzuweisen:

(G1) ist die vorausgesetzte Konfinalität von K′.
(G2n) folgt aus der Modellvollständigkeit von K′.
(G3n) Wir wissen (Satz 4.3.1): Da K′ modellvollständig ist, gibt es eine Menge

Σ von ∀2-Sätzen aus L mit K′ = Mod(Σ). Sei nun A ∈ K, so daß für
alle B ∈ K′ mit A ⊆ B auch A �∀n

B. Zu zeigen ist, daß auch A ∈ K′.
Wegen n > 0 haben wir A �∀1 B, also übertragen sich ∀2-Formeln von
B nach A. Weil B |= Σ, folgt A |= Σ.

Damit ist alles bewiesen. �

Korollar 7.4.2. Sei K eine induktive und elementare Klasse von L-Struk-
turen, und angenommen, eine der Klassen Gm(K), m ∈ N ∪ {∞}, ist elementar.
Dann ist E(K) = Gn(K) für alle n ∈ N ∪ {∞}, und E(K) ist modellvollständig.

Beweis. Da Gm(K) (G21) erfüllt, ist sicherlich Gm(K) modellvollständig nach
dem Robinson-Test. Mit dem Satz folgt die Behauptung. �

Satz 7.4.1 legt jetzt folgende Definition nahe:

Definition 7.4.3. (Cherlin, [62]) Sei K eine elementare Klasse von L-Struk-
turen und K′ eine modellvollständige, konfinale Teilklasse von K. Dann heißt K′

der Modellbegleiter von K.

Bemerkung. Existiert ein Modellbegleiter von K, so ist dieser eindeutig be-
stimmt. (Er ist also der Modellbegleiter.)

Beweis. Seien K′, K′′ zwei modellvollständige, konfinale Teilklassen von K,
und Σ′ bzw. Σ′′ Axiomensysteme für K′ bzw. K′′. Aus Symmetriegründen reicht
es, K′ ⊆ K′′ zu zeigen. Sei also A ∈ K′. Unter abwechselnder Anwendung der
Konfinalität von K′′ und K′ in K erhält man eine Kette

A =: A0 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ · · · mit A2i ∈ K′, A2i+1 ∈ K′′ für alle i ∈ N0.

Da K′, K′′ modellvollständig und somit induktiv sind, ist B :=
⋃
{Ai : i ∈ N0} ∈

K′ ∩ K′′, insbesondere B |= Σ′′ und wegen der Modellvollständigkeit von K′ und
A ⊆ B auch A |= Σ′′, d.h. A ∈ K′′. �

Ist K sogar induktiv und existiert der Modellbegleiter K′ von K, so gilt K′ =
E(K) = Gn(K) für alle n ∈ N ∪ {∞}. Wegen Kor. 7.4.2 reicht, um die Existenz
eines Modellbegleiters nachzuweisen, die Elementarität eines einzigen Gn(K), n ∈
N ∪ {∞}, zu verifizieren.

Trivialerweise ist eine elementare Klasse K modellvollständig genau dann, falls
die Klasse G(K) der generischen Strukturen existiert und mit K zusammenfällt; K

ist dann sein eigener Modellbegleiter.
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Definition 7.4.4. (Robinson, [126]) Sei K eine elementare Klasse von L-Struk-
turen und K′ eine elementare, konfinale Teilklasse von K. Dann heißt K′ die Mo-
dellvervollständigung von K, falls für alle A,C ∈ K′ mit gemeinsamer Substruktur
B ∈ K gilt, daß (A, B) ≡ (C, B).

Bemerkung. Wenn K′ eine Modellvervollständigung von K ist, so ist K′ auch
modellvollständig und daher der Modellbegleiter von K. K besitzt also höchstens
eine Modellvervollständigung.

Angenommen, K hat einen Modellbegleiter. Wann ist dieser die Modellver-
vollständigung von K? Eine notwendige und hinreichende Bedingung liefert (in
Verallgemeinerung von Satz 5.6.3):

Satz 7.4.5. Sei K′ der Modellbegleiter der Klasse K von L-Strukturen. Genau
dann ist K′ die Modellvervollständigung von K, wenn K die A.E. besitzt.

Beweis. Vergleiche den Beweis des Satzes 5.6.3, der den Spezialfall der Cha-
rakterisierung substrukturvollständiger Klassen behandelte. Man sieht leicht, daß
man den Beweis analog führen kann, wobei K′ im wesentlichen die Rolle von K und
K im wesentlichen die Rolle von S(K) übernimmt. �

Den Zusammenhang zwischen Substrukturvollständigkeit und Modellvervoll-
ständigung beleuchtet

Lemma 7.4.6. K ist substrukturvollständig genau dann, wenn K Modellvervoll-
ständigung von S(K) ist.

Beweis. K ist Modellvervollständigung von S(K) d.u.n.d., wenn K eine ele-
mentare, konfinale Teilklasse der elementaren Klasse S(K) ist mit der Eigenschaft,
daß für alle A,C ∈ K und B ∈ S(K) gilt: (A, B) ≡ (C, B). Sind diese Bedin-
gungen erfüllt, so ist K offensichtlich substrukturvollständig. Ist umgekehrt K

substrukturvollständig, so ist K elementar und konfinal in S(K) ⊇ K mit (A, B) ≡
(C, B) für alle A,C ∈ K,B ∈ S(K), so daß nur noch zu zeigen ist, daß mit K auch
S(K) elementar ist; dies wurde aber bereits in Satz 3.6.2 bewiesen. �

Beispiel. Beispiele für Theorien mit Modellvervollständigungen kennen wir
schon zuhauf (vgl. u.a. §5):

(i) Die Klasse AAK der algebraisch abgeschlossenen Körper ist Modellver-
vollständigung der Klasse Kö der Körper, sogar schon der Klasse I der
Integritätsbereiche. (Robinson, [126])

(ii) Die Klasse RAK der reell abgeschlossenen Körper ist Modellvervollstän-
digung der Klasse GKö der geordneten Körper. (Robinson, [126])

(iii) Die Klasse der teilbaren, torsionsfreien, abelschen Gruppen ist Modell-
vervollständigung der Klasse der torsionsfreien abelschen Gruppen.

(iv) Die Klasse der teilbaren, geordneten, abelschen Gruppen ist Modellver-
vollständigung der Klasse der geordneten abelschen Gruppen. (Robinson-
Zakon, [132])

(v) Die Klasse der atomfreien Booleschen Algebren ist Modellvervollstän-
digung der Klasse der Booleschen Algebren.

Übung. Sei L = {0, 1,u,t} und DV die Klasse der distributiven Verbände mit
0 und 1, betrachtet als L-Strukturen. Besitzt DV einen Modellbegleiter bzw. eine
Modellvervollständigung?
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Beispiel. Eine Situation, in der keine Modellvervollständigung, aber ein Mo-
dellbegleiter existiert, ist diese: Sei L′ = {0, 1,+,−, ·} die Sprache der Ringe; sei
FRK die Klasse der formal reellen Körper bzgl. L′; sie ist elementar mit einem
rekursiv aufzählbaren Axiomensystem. Sei RAK′ die Klasse aller formal reellen
Körper, in denen (RA1’), (RA2) gilt (vgl. Def. 6.1.11, Prop. 6.1.12); sie ist eben-
falls elementar bzgl. L′ (vgl. Bem. 6.1.13). Eine L′-Struktur K ′ ist aus RAK′ genau
dann, wenn sie (in eindeutiger Weise, vgl. 6.1.12) zu einer L-Struktur K ∈ RAK

expandiert werden kann, wobei L = {0, 1,+,−, ·, <} die Sprache der geordneten
Ringe sei; also RAK′ = Mod(Th(R)) bzgl. L′. Es gilt:

Proposition 7.4.7. RAK′ ist Modellbegleiter von FRK, aber nicht Modellver-
vollständigung.

Beweis. Nach einer Übung in §6.4 ist RAK′ modellvollständig, ferner konfi-
nal in FRK (Kor. 6.1.20). Dies zeigt den ersten Teil der Behauptung. Zur zweiten
betrachte den Teilkörper Q(

√
2) von R; wir können ihn vermöge

√
2 7→

√
2 oder

vermöge
√

2 7→ −
√

2 in R einbetten und erhalten so zwei verschiedene Anordnun-
gen <1 und <2 für Q(

√
2), wobei einerseits 0 <1

√
2, andererseits 0 >2

√
2 gilt;

nach Kor. 6.1.20, Kor. 6.3.9 existiert ein reell abgeschlossener Teilkörper (K1, <1)
bzw. (K2, <2) von R, Ki ⊇ Q(

√
2) für i = 1, 2, so daß <1 die erste, <2 die zweite

Anordnung auf Q(
√

2) fortsetzt. RAK ist substrukturvollständig; also Ki |= Th(R)
bzgl. L′ für i = 1, 2. Die beiden Körper haben die L′-Substruktur Q(

√
2) gemein,

aber in K1 gilt ∃x(x2 =
√

2), in K2 gilt ¬∃x(x2 =
√

2), Widerspruch. �

Beispiel. Wir untersuchen nun eine eher ”spielerische“ einfache Situation,
in der kein Modellbegleiter existiert: Sei W die Klasse der kreisfreien Graphen
(Wälder) bzgl. L = {R} (vgl. das Bsp. in §3.3). W ist zwar ∀2-axiomatisierbar, also
elementar und induktiv, aber:

Proposition 7.4.8. E(W) ist nicht elementar, d.h. W hat keinen Modellbeglei-
ter.

Beweis. Zunächst:
(∗) Alle G ∈ E(W) sind zusammenhängend.

Sei dazu G ∈ E(W), u, v ∈ G. Angenommen, u und v liegen in verschiedenen Zu-
sammenhangskomponenten von G; dann gilt (G, G) 6|= ∃x(uRx∧xRv). Definiere H
durch H := G∪{w} mit w /∈ G und RH := RG∪{(u,w), (w, u), (v, w), (w, v)}. Nach
Annahme ist H kreisfrei, da u und v in verschiedenen Zusammenhangskomponenten
von G liegen. Es gilt also H ∈W und G ⊆ H. Wegen (H, G) |= ∃x(uRx∧ xRv) also
auch (G, G) |= ∃x(uRx ∧ xRv), Widerspruch.

Angenommen nun, E(W) = Mod(∆) für eine L-Satzmenge ∆. Fügt man neue
Konstanten a und b zu L hinzu, so ist also die {R, a, b}-Satzmenge

∆ ∪
{
¬∃x1 · · · ∃xn(aRx1 ∧ x1Rx2 ∧ . . . ∧ xnRb) : n ∈ N0

}
∪ {a 6= b}

inkonsistent. Damit gibt es nach Kompaktheitssatz ein N ∈ N0 derart, daß bereits

∆ ∪
{
¬∃x1 · · · ∃xn(aRx1 ∧ x1Rx2 ∧ . . . ∧ xnRb) : 0 ≤ n ≤ N

}
∪ {a 6= b}

inkonsistent ist. Da a und b in ∆ nicht vorkommen, gilt

∆ |= ∀x∀y

x 6= y →
∨

0≤n≤N

∃x1 · · · ∃xn(xRx1 ∧ x1Rx2 ∧ . . . ∧ xnRy)

 .
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Andererseits wissen wir aufgrund der Induktivität von W, daß E(W) = G1(W)
und damit insbesondere E(W) konfinal in W ist. Also können wir den kreisfreien
Graphen G mit G := {0, . . . , N + 2}, RG := {(0, 1), (1, 2), . . . , (N + 1, N + 2)} ∪
{(1, 0), (2, 1), . . . , (N + 2, N + 1)} zu einem Graphen H mit H |= ∆ erweitern. Da H
kreisfrei ist, können 0 und N + 2 in H nicht durch einen Weg einer Länge ≤ N + 1
verbunden sein, und wir haben einen Widerspruch. �

Übung. Man bestimme E(W). (Schwierig.)

Ein weiteres einfaches Beispiel für eine elementare Klasse ohne Modellbegleiter
erhält man wie folgt:

Übung. Sei L =
{
{cn}n∈N0 , <

}
die Sprache der Ordnungen zusammen mit

paarweise verschiedenen neuen Konstanten cn. Sei L die Klasse aller L-Struktu-
ren O, die lineare Ordnungen sind, in denen cO0 < cO1 < cO2 < · · · ein zu (N0, <)
isomorphes Anfangsstück von O bilden. Man zeige:

(i) L ist eine elementare Klasse.
(ii) L besitzt keinen Modellbegleiter.

In den nachfolgenden Paragraphen wollen wir einige weniger triviale algebrai-
sche Beispiele für Klassen existentiell abgeschlossener Strukturen studieren. Zuvor
kehren wir nochmals zu den motivierenden Bemerkungen im §7.1 zurück: Algebra-
isch abgeschlossene Körper sind per definitionem solche, in denen jede Polynom-
gleichung in einer Variablen, die in einem Erweiterungskörper eine Lösung besitzt,
eine solche schon im Ausgangskörper hat. Jedoch ist die Klasse der algebraisch
abgeschlossenen Körper auch die Modellvervollständigung der Klasse aller Körper,
d.h. jede existentielle Formel, also jedes ”verallgemeinerte“ polynomiale Gleichungs-
und Ungleichungssystem in endlich vielen Variablen, das in einem Oberkörper ei-
nes algebraisch abgeschlossenen Körpers lösbar ist, ist auch schon im Grundkörper
selbst lösbar. Dies motiviert folgende Definition:

Definition 7.4.9. Sei K eine Klasse von L-Strukturen. Dann heißt A ∈ K

algebraisch abgeschlossen in K, falls für alle B ∈ K mit A ⊆ B und alle positiv
existentiellen Sätze ϕ ∈ L(A) gilt:

(B, A) |= ϕ ⇒ (A, A) |= ϕ

Die Teilklasse der algebraisch abgeschlossenen Strukturen von K bezeichnen wir
mit A(K).

Proposition 7.4.10. Sei I die Klasse der Integritätsbereiche. Es ist

A(I) = AAK = E(I) und A(Kö) = AAK = E(Kö).

Beweis. Die Inklusion AAK ⊆ A(I) ist trivial: Ist K algebraisch abgeschlos-
sen, K ⊆ R eine Erweiterung in I und ∃x(ϕ(x)) eine positiv existentielle L(K)-
Formel, die in R eine Lösung besitzt, so kann man wegen der Konfinalität von
AAK in I o.B.d.A. R als algebraisch abgeschlossenen Körper annehmen, und aus
der Modellvollständigkeit von AAK folgt, daß ∃x(ϕ(x)) auch in K eine Lösung
besitzt, also K ∈ A(I).

Sei nun K ∈ A(I); also K ∈ Kö, da in K die positiv existentielle Formel
∃x(xa = 1) für jedes a ∈ K∗ wahr ist. (Jeder Integritätsbereich hat seinen Quoti-
entenkörper.) M.a.W. A(I) ⊆ A(Kö). Sei f ∈ K[X] ein nichtkonstantes Polynom.
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Dann existiert ein Oberkörper K ′ ⊇ K und ein a′ ∈ K ′ mit f(a′) = 0 (Lem-
ma 4.2.6), so daß wegen K ∈ A(I) auch ein a ∈ K mit f(a) = 0 existiert und somit
K algebraisch abgeschlossen sein muß. Damit ist AAK ⊆ A(I) ⊆ A(Kö) ⊆ AAK

bewiesen. Mit E(I) = E(Kö) = AAK folgt die Behauptung. �

Im Körperfall sind also die Begriffe der algebraischen und existentiellen Abge-
schlossenheit identisch; dies ist ein Spezialfall folgenden allgemeinen Phänomens:

Übung. Sei K eine Klasse von L-Strukturen. A ∈ K heißt einfach in K, falls
card(A) > 1 und für alle B ∈ K und jeden Homomorphismus h : A → B gilt:
card(h(A)) = 1 oder h ist eine Einbettung. Die Klasse der in K einfachen Struktu-
ren werde mit S(K) bezeichnet.

(i) Man bestimme die einfachen abelschen Gruppen und die einfachen kom-
mutativen Ringe mit 1.

(ii) Sei K eine Klasse nichttrivialer (d.h. mindestens zweielementiger) L-
Strukturen in einer algebraischen Sprache L. Sei die Klasse S(K) ele-
mentar und konfinal in K. Dann ist A(K) = E(K). Hinweis: Erweitere
L um zwei neue Konstanten, und wende den ersten Persistenzsatz an.
(Modelltheoretisches Analogon des Rabinowitsch-Tricks.)

7.5. Existentiell abgeschlossene kommutative Ringe

Sei KR die Klasse der kommutativen Ringe (mit 1) in der Sprache L = {0, 1,+,−, ·}.
(Alle vorkommenden kommutativen Ringe seien im folgenden mit 1.) Wir werden
zeigen, daß, obwohl KR mit ∀2-Sätzen axiomatisiert werden kann und somit induk-
tiv ist, kein Modellbegleiter von KR existiert. Der Beweis beruht auf den nachfol-
genden drei einfachen Lemmata. (Wir verstehen unter einem idempotenten Element
eines kommutativen Rings R ein r ∈ R mit r2 = r, unter einem nilpotenten Element
ein r ∈ R, so daß rn = 0 für ein n ≥ 1.)

Lemma 7.5.1. Sei r ein Element eines kommutativen Rings R. Dann sind äqui-
valent:

(i) r ist nicht nilpotent.
(ii) In einer Erweiterung S ∈ KR von R teilt r ein idempotentes Element
6= 0.

Beweis. Zu (ii) ⇒ (i): Angenommen, r sei nilpotent, etwa rn = 0 mit n ∈ N.
Wähle nun einen Ring S ⊇ R und ein s ∈ S mit 0 6= rs = (rs)2. Es ist r2

n

= 0,
also existiert ein minimales m ∈ N0 mit der Eigenschaft (rs)2

m

= 0; wegen rs 6= 0
ist m ≥ 1. Dann ist aber 0 = ((rs)2)2

m−1
= (rs)2

m−1
, im Widerspruch zur Wahl

von m.
Zu (i)⇒ (ii): Setze S := R[X]/((rX)2−rX). Die kanonische Abbildung R→ S

ist eine Einbettung. (Ist t ∈ R mit t ∈ ((rX)2 − rX), also t = grX(rX − 1) für ein
g ∈ R[X], so folgt t = 0.) Schreiben wir f anstelle f + ((rX)2 − rX) für f ∈ R[X],
so gilt in S nun rX = (rX)2, so daß nur rX 6= 0 zu zeigen bleibt. Angenommen,
das Gegenteil wäre der Fall, d.h. es existiere ein g ∈ R[X] mit rX = g(r2X2− rX),
etwa g =

∑n
i=0 aiX

i mit ai ∈ R, an 6= 0. Daraus erhält man

rX =

(
n∑
i=0

aiX
i

)(
r2X2 − rX

)
=
n+2∑
i=2

r2ai−2X
i −

n+1∑
i=1

rai−1X
i,
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und durch Koeffizientenvergleich gewinnt man

r = −ra0, r2a0 = ra1, r2a1 = ra2, . . . , r2an−1 = ran, r2an = 0.

Also folgt 0 = r2an = r3an−1 = · · · = rn+2a0 = −rn+2. Dies kann nicht sein, da r
nicht nilpotent ist. �

Lemma 7.5.2. Sei R ein kommutativer Ring und n ∈ N. Dann existiert ein
kommutativer Ring S ⊇ R und ein s ∈ S mit sn = 0, sn−1 6= 0.

Beweis. Setze S := R[X]/(Xn). �

Lemma 7.5.3. Sei R ∈ E(KR), r ∈ R. Dann ist r nicht nilpotent genau dann,
wenn ein s ∈ R existiert mit rs = (rs)2 6= 0.

Beweis. Direkt aus Lemma 7.5.1. �

Wir sind damit in der Lage zu zeigen:

Satz 7.5.4. (Cherlin, [63]) Die Klasse der kommutativen Ringe besitzt keinen
Modellbegleiter.

Beweis. Angenommen, E(KR) = Mod(∆) für eine L-Satzmenge ∆. Fügt man
eine neue Konstante c zu L hinzu, so ist die Satzmenge

∆ ∪
{
cn 6= 0 : n ∈ N

}
∪
{
¬∃x(0 6= cx = (cx)2)

}
nach Lemma 7.5.3 unerfüllbar. Nach dem Kompaktheitssatz existiert ein N ∈ N,
so daß bereits

∆ ∪
{
cn 6= 0 : 1 ≤ n ≤ N

}
∪
{
¬∃x(0 6= cx = (cx)2)

}
unerfüllbar ist. Da c in ∆ nicht vorkommt, haben wir also

∆ |= ∀y

(
N∧
n=1

yn 6= 0→ ∃x
(
0 6= yx = (yx)2

))
.

Wegen Lemma 7.5.2 existiert aber aufgrund der Konfinalität von E(KR) in KR

(vgl. Satz 7.2.2) ein R ∈ E(KR) und ein r ∈ R mit rN 6= 0 = rN+1. Wegen R |= ∆
gibt es also ein s ∈ R mit 0 6= rs = (rs)2. Nach Lemma 7.5.1 ist damit r nicht
nilpotent, im Widerspruch zu rN+1 = 0. �

Wir zeigen nun noch, daß Gf (KR) ∩ G(KR) = ∅, daß es also keinen zugleich
endlich und unendlich generischen kommutativen Ring gibt.

Definition 7.5.5. Sei R ein kommutativer Ring, r ∈ R.
(i) r heißt regulär, falls r von r2 geteilt wird.
(ii) r heißt potentiell nilpotent, falls r kein idempotentes Element außer Null

teilt (vgl. Lemma 7.5.1).
(iii) φ sei definiert als

φ := ∀x∃y1∃y2∃y3∀z
(
x = y1 + y2 ∧ y2

1y3 = y1 ∧ ((y2z)2 = y2z → y2z = 0)
)
.

(φ besagt: ”Jedes Element x ist die Summe eines regulären Elements y1
und eines potentiell nilpotenten Elements y2.“)

Lemma 7.5.6. Sei R ein kommutativer Ring, r ∈ R, n ∈ N. Dann sind äqui-
valent:

(i) rn+1 teilt rn.
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(ii) r = r1 + s mit r1 regulär, sn = 0.
(iii) r = r1 + s mit r1 regulär, sn = 0, r1s = 0.

Beweis. Zu (i) ⇒ (ii): Nimm b ∈ R mit rn+1b = rn. Setze r1 := rnbn−1,
s := r − r1. Dann r = r1 + s,

r21b = r2nb2n−1 = rn−1(rn+1b)b2n−2 = r2n−1b2n−2 = · · · = rnbn−1 = r1,

sowie

sn =
∑
i

(
n

i

)
(−1)irn−irinbi(n−1) =

∑
i

(
n

i

)
(−1)irn = 0.

Zu (ii) ⇒ (iii): Ist r = r1 + s mit r21b = r1, b ∈ R, und sn = 0, so setze
r′1 := r1(1 + bs), s′ := s(1− r1b). Dann r′1 + s′ = r und s′n = sn(1− r1b)n = 0; man
überprüft leicht unter Ausnutzung von sn = 0, daß r′1 regulär ist. Es ist

r′1s
′ = r1(1 + bs)s(1− r1b) = r1s(1− r1b+ bs− r1b2s) = 0.

Zu (iii) ⇒ (i): Ist r = r1 + s mit r21b = r1, b ∈ R, und sn = 0, r1s = 0, so

rn+1b =
∑
i

(
n+ 1
i

)
ri1s

n+1−ib = rn+1
1 b+ sn+1b = rn−1

1 r21b = rn1 .

Aber rn =
∑
j

(
n
j

)
rj1s

n−j = rn1 + sn = rn1 . �

Lemma 7.5.7. Für Elemente r, s eines kommutativen Rings R sind äquivalent:
(i) r teilt s in einer Erweiterung von R.
(ii) Für alle x ∈ R: rx = 0⇒ sx = 0.

Beweis. (i) ⇒ (ii) ist klar. Umgekehrt gelte (ii) und sei S := R[X]/(rX − s).
Offensichtlich reicht es nachzuweisen, daß die kanonische Abbildung R → S ein
Monomorphismus ist. Sei c ∈ R und c = (rX − s)p mit p ∈ R[X], p =

∑n
i=0 piX

i.
Wir erhalten eine Reihe von Gleichungen

−c = sp0, rp0 = sp1, rp1 = sp2, . . . , rpn = 0.

Mit (ii) ist 0 = spn = rpn−1, und induktiv folgt rpn = rpn−1 = · · · = rp0 = 0, also
mit (ii) 0 = sp0 = −c. �

Satz 7.5.8. (Cherlin, [63]) Es gilt Gf (KR) |= φ, G(KR) |= ¬φ. Insbesondere
ist Gf (KR) ∩ G(KR) = ∅.

Beweis. Sei R ∈ G(KR). Wir konstruieren eine Erweiterung in G(KR), in der
φ nicht gilt; wegen (G2∞) gilt dann φ auch in R nicht. Wir definieren

S′ := R[Y, {Xn}n∈N]

als den Polynomring in abzählbar vielen Unbestimmten Y,X1, X2, . . . ; sei a das von
Y n+1Xn (n ∈ N) erzeugte Ideal in S′ und S := S′/a. Dann gilt kanonisch R ↪→ S,
und mit r := Y + a, sn := Xn + a ∈ S: rn+1sn = 0 6= rnsn (für alle n ∈ N).
Damit teilt rn+1 niemals rn in einer Erweiterung T von S, nach Lemma 7.5.7. Ist
T ∈ G(KR) mit T ⊇ S, so gilt T ∈ E(KR), und mit Lemma 7.5.1, 7.5.6 folgt
T |= ¬φ.

Wir zeigen schließlich, daß Gf (KR) |= φ. Dazu schreibe man φ = ∀x(ϕ) mit

ϕ(x) := ∃y1∃y2∃y3∀z
(
x = y1 + y2 ∧ y2

1y3 = y1 ∧ ((y2z)2 = y2z → y2z = 0)
)
.

Sei R also ein endlich generischer kommutativer Ring, und angenommen, R `
¬ϕ[r/x] für ein r ∈ R. Wähle C als eine endliche Teilmenge des Diagramms von R

129



mit C ` ¬ϕ[r/x]. Wir beweisen, daß ein T ∈ KR, s ∈ T und ein n ∈ N existieren,
so daß C ∪ {rn+1s = rn} eine Bedingung bzgl. KR ist. KR ist universell axiomati-
siert, also S(KR) = KR; daher existiert dann nach Satz 7.3.12 ein S ∈ Gf (KR) mit
rn+1s = rn in S, und nach Lemma 7.5.6 hat r in S eine Darstellung als Summe
eines regulären und eines nilpotenten Elements, im Widerspruch zu C ` ¬ϕ[r/x].
Um s, n wie behauptet zu finden, sei R0 ⊆ R der von den Konstanten von C und r
erzeugte Unterring von R; R0 erfüllt C. Ferner ist R0 endlich erzeugt und somit ins-
besondere noethersch (als homomorphes Bild eines Polynomrings Z[X1, . . . , Xm]).
Sei In := ann(rn) ⊆ R0; da R0 noethersch ist, wird I1 ⊆ I2 ⊆ · · · stationär, d.h. wir
haben In = In+1 für ein n ∈ N, und nach Lemma 7.5.7 wird rn in einer Erweiterung
von R0 von rn+1 geteilt; speziell existieren n, s wie behauptet. �

Wir haben damit — wie in §7.3 behauptet — ein Beispiel, das den Unterschied
zwischen endlichem und unendlichem Erzwingen zu klären hilft: Es gibt zwar einen
Ring R mit R 
 ¬φ, etwa nach Satz 7.5.8 einen beliebigen unendlich generischen
Ring; aber keine Bedingung C bzgl. KR erzwingt ¬φ, denn sonst gäbe es nach
Satz 7.3.12 einen endlich generischen Ring S ∈ KR mit S |= C, also S ` ¬φ und
damit S |= ¬φ, im Widerspruch zur Aussage des Satzes 7.5.8.

7.6. Semiprime Ringe∗

Anhand des Beispiels der kommutativen Ringe haben wir also jetzt zwei Extre-
ma, die bei der modelltheoretischen Untersuchung algebraischer Theorien auftre-
ten können, kennengelernt: Die ”gute“ Situation, in der ein Modellbegleiter, ja
sogar eine Modellvervollständigung existiert: Die Klasse der algebraisch abgeschlos-
senen Körper ist Modellvervollständigung der Klasse der Integritätsbereiche. Und
die ”schlechte“ Situation, in der kein Modellbegleiter existiert, wie es für die Klas-
se aller kommutativen Ringe der Fall ist. Im Beweis der letzten Tatsache spielte
die Existenz von Null verschiedener nilpotenter Elemente eine wesentliche Rolle.
Natürlich besitzt ein Integritätsbereich keine von Null verschiedene nilpotente Ele-
mente, da er ja keine Nullteiler besitzt. Man kann sich deshalb fragen, wie sich
die Klasse SKR der nichttrivialen semiprimen kommutativen Ringe (mit 1) verhält
(bzgl. L = {0, 1,+,−, ·}), wobei wir einen Ring semiprim oder auch reduziert nen-
nen, wenn er außer der Null keine weiteren nilpotenten Elemente enthält. Da etwa
der semiprime Ring F2 × F2 außer 0 und 1 noch weitere idempotente Elemente
hat, ist sicherlich AAK nicht konfinal in SKR, also kein Modellbegleiter, schon
gar keine Modellvervollständigung von SKR. In gewisser Weise verhindern also die
idempotenten Elemente, die Substrukturvollständigkeit von AAK bei der Suche
nach einem Modellbegleiter von SKR auszunutzen. Andererseits haben wir in einer
Übung im Anschluß an Kor. 5.4.4 die Substrukturvollständigkeit für die Klasse der
atomfreien Booleschen Algebren nachgewiesen. Wir stellen fest:

Lemma 7.6.1. Sei R ein kommutativer Ring. Dann bildet (B(R), 0, 1,u,t, ∗),
wobei B(R) die Menge der idempotenten Elemente von R bezeichnet und

x u y := xy, x t y := x+ y − xy, x∗ := 1− x (x, y ∈ B(R))

sei, eine Boolesche Algebra, die sog. Boolesche Algebra der idempotenten Elemente
in R.

Beweis. Nachrechnen. (Übung) �
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Im Rest dieses Abschnitts werden wir herleiten, daß SKR in der Tat einen
Modellbegleiter besitzt; es wird dies eine gewisse Klasse kommutativer Ringe R
sein, deren Boolesche Algebra B(R) atomfrei ist. (Die Darstellung lehnt sich v.a. an
[3], III, §5 an.)

Definition 7.6.2. Ein kommutativer Ring R wird regulär genannt (im von
Neumann’schen Sinne), falls alle Elemente von R regulär sind, also für alle r ∈ R
gilt: r2 teilt r, d.h. es gibt ein s ∈ R mit r2s = r. (Ein solches s nennt man
quasiinvers zu r.)

Wir untersuchen nun die Struktur von Neumann-regulärer Ringe. Sofort be-
merkt man: Von Neumann-reguläre Ringe besitzen keine nichttrivialen Nilpoten-
ten, denn ist 0 6= r ∈ R nilpotent und n ≥ 2 minimal mit rn = 0, so existiert ein
Quasiinverses s zu r, also 0 = rns = rn−2(r2s) = rn−1, was absurd ist. Reguläre
Ringe sind also semiprim.

Beispiele regulärer Ringe sind die direkten Produkte
∏
i∈I Ki von Körpern Ki;

für diese ist

B

(∏
i∈I

Ki

)
=
{
x ∈

∏
Ki : x(i) ∈ {0, 1} für alle i ∈ I

}
.

Weniger triviale Exemplare erhält man über sog. Stonesche Räume:

Definition 7.6.3. Sei (X,O) ein topologischer Raum.
(i) Eine Teilmenge von X heißt offen-abgeschlossen, falls sie sowohl offen als

auch abgeschlossen ist.
(ii) (X,O) heißt nulldimensional, falls er eine Basis aus offen-abgeschlossenen

Mengen besitzt.
(iii) (X,O) heißt ein Stonescher Raum, falls er ein nichtleerer kompakter null-

dimensionaler Hausdorff-Raum ist. (Ein topologischer Raum soll dabei
wie gewohnt kompakt heißen, falls jede Überdeckung des Raums durch of-
fene Teilmengen eine endliche Teilüberdeckung besitzt, und Hausdorffsch,
falls sich je zwei verschiedene Punkte durch disjunkte offene Mengen tren-
nen lassen.)

Proposition 7.6.4. Dann und nur dann ist ein topologischer Raum (X,O)
Stonesch, wenn er nichtleer, kompakt und total-unzusammenhängend in dem Sinne
ist, daß für je zwei verschiedene Punkte x1, x2 von X eine Zerlegung von X in
offene Mengen U, V ∈ O existiert mit x1 ∈ U , x2 ∈ V .

Beweis. Sei (X,O) ein Stoneraum. Da dieser Hausdorffsch ist, existieren zu
x1 6= x2 offene Mengen U ′1, U ′2 mit x1 ∈ U ′1, x2 ∈ U ′2 und U1 ∩ U2 = ∅. Da er
überdies nulldimensional ist, kann man U ′1 als offen-abgeschlossen wählen; U := U ′1
und V := {U1 ist dann die gewünschte Zerlegung von X. Ist umgekehrt (X,O)
nichtleer, kompakt und total-unzusammenhängend, so sicher auch Hausdorffsch.
Zudem bildet die Menge der offen-abgeschlossenen Teilmengen von X eine Basis
der Topologie: Ist U mit ∅ ⊂ U ⊂ X offen und x ∈ U , so wähle zu jedem y ∈ {U
offene Mengen Uy, Vy um x bzw. y mit Uy ∩ Vy = ∅, Uy ∪ Vy = X, und setze
V :=

⋂
y∈{U Uy. Da {U als abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raums selbst

kompakt ist, gibt es schon endlich viele y1, . . . , yn /∈ U mit V = Uy1 ∩ · · · ∩ Uyn
. V

ist somit offen-abgeschlossen, enthält x und ist in U enthalten. �
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Sei K ein Körper, X ein topologischer Raum. Wir nennen f : X → K lokal
konstant, wenn es um jeden Punkt x ∈ X eine offene Menge gibt, auf der f konstant
ist. C(X;K) bezeichne die Menge der lokal konstanten Funktionen X → K. Bzgl.
der punktweisen Operationen ist C(X;K) offensichtlich ein kommutativer Ring.

Proposition 7.6.5. Sei X ein Stonescher Raum, K ein Körper. Dann gilt:
(i) C(X;K) ist ein regulärer Ring.
(ii) Die idempotenten Elemente von C(X;K) sind genau die charakteristi-

schen Funktionen χU offen-abgeschlossener Mengen U ⊆ X.
(iii) Die Punkte x ∈ X entsprechen eineindeutig den Primidealen p des Ringes

C(X;K) vermöge den Zuordnungen

x 7→ px := {f ∈ C(X;K) : f(x) = 0},
p 7→ xp ∈

⋂
f∈p

f−1(0).

(iv) Ist x ∈ X und px das zugehörige Primideal, so kommutiert das Diagramm

C(X;K) C(X;K)

π

y yεx

C(X;K)/px
∼=−−−−→ K

wobei π die kanonische Projektion und εx : f 7→ f(x) die Auswertungsab-
bildung ist. Insbesondere ist jedes Primideal von C(X;K) maximal.

Beweis. Zu (i): Ist f ∈ C(X;K), so definiere 1/f : X → K durch

1/f(x) :=

{
1/f(x), falls f(x) 6= 0,
0, falls f(x) = 0.

Dann ist 1/f ∈ C(X;K) und f2(1/f) = f .
Zu (ii): Sei f ∈ C(X;K). Sei λ ∈ K; da f lokal konstant ist, existiert um jeden

Punkt x ∈ f−1(λ) eine offene Menge Ux ⊆ f−1(λ), also ist f−1(λ) =
⋃
x∈f−1(λ) Ux

offen. Damit ist f stetig bzgl. der Topologie auf X und der diskreten Topologie auf
K. Ist f also idempotent, so nimmt f wegen f(f − 1) = 0 nur Werte aus {0, 1} an,
und also sind f−1(1) und {f−1(1) = f−1(0) offen in X, mithin, f = χf−1(1).

Zu (iii): Für jedes x ∈ X ist px offenbar ein Primideal. Sei umgekehrt p ein Prim-
ideal von C(X;K). Wir zeigen, daß für je endlich viele f1, . . . , fn ∈ p, o.B.d.A. fi
idempotent, immer

⋂n
i=1 f

−1
i (0) 6= ∅ ist; mit der Kompaktheit von X folgt dann⋂

f∈p f
−1(0) 6= ∅. Wäre aber

⋂n
i=1 f

−1
i (0) = ∅, so wäre 1 = max(f1, . . . , fn). Aber

induktiv ist max(f1) = f1 ∈ p und

max(f1, . . . , fi+1) = max(f1, . . . , fi) + fi+1 −max(f1, . . . , fi)fi+1 ∈ p

für i = 1, . . . , n− 1, so daß 1 ∈ p folgen würde, was wegen p 6= C(X;K) aber nicht
möglich ist. Es ist also

⋂
f∈p f

−1(0) 6= ∅. Gäbe es ferner zwei Punkte x 6= y in⋂
f∈p f

−1(0), so wähle ein idempotentes f ∈ p und disjunkte offen-abgeschlossene
Umgebungen Ux, Uy von x bzw. y, auf denen f konstant 0 ist. Für gx := f + χUx

,
gy := f − χUy

ist dann aber

gxgy = f2 + fχUx
− fχUy

+ χUx
χUy

= f ∈ p,
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aber gx, gy /∈ p wegen gx(x) = 1, gy(y) = 1, im Widerspruch zu p prim. Also
existiert in der Tat genau ein xp ∈

⋂
f∈p f

−1(0). Es verbleibt nachzuweisen, daß die
angegebenen Abbildungen invers zueinander sind. Wir zeigen pxp = p. Die Inklusion

”⊇“ ist trivial. Sei umgekehrt f ∈ C(X;K) mit f(xp) = 0. Um jeden Punkt x ∈ X
gibt es eine o.B.d.A. offen-abgeschlossene Menge Ux, so daß f |Ux konstant ist, wegen
der Kompaktheit von X eine endliche Teilüberdeckung {Ux}x∈I , die wir dann sogar
als paarweise disjunkt annehmen können. Wir können also f als endliche Summe
idempotenter Elemente darstellen, und man sieht, daß f ∈ p sein muß. xpx

= x
schließlich ist klar.

Zu (iv): Trivial, weil εx surjektiv mit Kern px ist. �

Wir werden nun zeigen, daß jeder reguläre Ring dem eben vorgestellten Beispiel
ähnelt.— Für einen kommutativen Ring R bezeichne Spec(R) das Spektrum von R,
i.e. die Menge seiner Primideale, versehen mit der durch die Basismengen

D(r) := {p ∈ Spec(R) : r /∈ p} (r ∈ R)

erzeugten Topologie, der Zariski-Topologie auf Spec(R). Für grundlegende Eigen-
schaften derselben vgl. [33]; insbesondere benötigen wir die wohlbekannten Aussa-
gen:

Lemma 7.6.6. Sei R ein kommutativer Ring. Dann gilt:
(i) Spec(R) ist kompakt.
(ii)

√
(0) =

⋂
p∈Spec(R) p.

(iii) N(R) :=
√

(0) ist die Menge aller nilpotenten Elemente von R. (Man
nennt N(R) auch das Nilradikal von R.)

Beweis. (iii) klar; (i) findet sich als III, Prop. 1.3 und (ii) als I, Cor. 4.5 in
[33]. �

Übung. Sei R 6= {0} ein kommutativer Ring.
(i) Ist 1 = e1 + e2 mit Nichteinheiten e1, e2 ∈ R und e1 · e2 ∈ N(R), so ist

B(R) 6= {0, 1}.
(ii) Spec(R) ist zusammenhängend genau dann, wenn B(R) = {0, 1}.
(iii) Ist R ein lokaler Ring, so ist Spec(R) zusammenhängend.

Sei R 6= {0} ein kommutativer Ring. Wir nennen die kanonische Abbildung

R→
∏

p∈Spec(R)

R/p, r 7→ (r mod p)p∈Spec(R)

die kanonische Repräsentation von R. Ihr Kern ist N(R) nach Lemma 7.6.6 (ii),
sie ist also injektiv genau dann, wenn R semiprim ist. Wir schreiben im folgenden
kurz r(p) für r mod p.

Satz 7.6.7. (Struktursatz für von Neumann-reguläre Ringe) Sei R 6= {0} ein
regulärer kommutativer Ring. Dann gilt:

(i) Unter der kanonischen Repräsentation ist R isomorph zu einem Ring
von Funktionen auf Spec(R) mit Werten in Körpern R/p. Dabei wird je-
des idempotente Element e mit der charakteristischen Funktion von D(e)
identifiziert.

(ii) Spec(R) ist ein Stonescher Raum, und eine Basis seiner Topologie ist
durch die Mengen D(e), e ∈ B(R) gegeben.
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(iii) B(R) ist isomorph zur Booleschen Mengenalgebra aller offen-abgeschlos-
senen Teilmengen von Spec(R).

Beweis. Zu (i): Da R semiprim ist, führt die kanonische Repräsentation R in
einen Ring von Funktionen auf Spec(R) mit Werten in Integritätsbereichen R/p
über. Man überprüft sofort, daß mit R auch R/p, wobei p ∈ Spec(R), regulär ist,
und jeder reguläre Integritätsbereich ein Körper ist. Für jedes idempotente Element
e ∈ R ist e(p) idempotent in R/p. Also ist e(p) ∈ {0, 1}, und e(p) = 0 gdw. p /∈ D(e).
Also ist e die charakteristische Funktion von D(e).

Zu (ii), (iii): Wir bemerken zunächst, daß wir zu jedem Element r ∈ R ein
idempotentes e finden können, so daß r teilt e und e teilt r: Man wähle einfach
s ∈ R mit r2s = r und setze e := rs. Damit gibt es zu jedem r ∈ R ein assoziiertes
idempotentes Element e mit D(r) = D(e); insbesondere wird die Zariski-Topologie
auf Spec(R) von einer Basis von Mengen D(e), e ∈ B(R) erzeugt. Es bezeichne
B′(R) diese Basis. Weil für e, f ∈ B(R) gilt

D(e) ∩D(f) = D(ef) = D(e u f), D(e) ∪D(f) = D(e+ f − ef) = D(e t f)

(da für p ∈ Spec(R) aus (e + f − ef) ∈ p, e, f /∈ p einerseits ef(e + f − ef) ∈ p,
andererseits ef(e+ f − ef) = e2f + ef2 − e2f2 = ef /∈ p) und

Spec(R) \D(e) = D(1− e) = D(e∗),

ist (B′(R),∩,∪, {) eine Boolesche Algebra. Vermöge e 7→ D(e) haben wir einen
Epimorphismus Boolescher Algebren von B(R) auf B′(R). Dieser ist auch injektiv:
Beachtet man, daß die zu der Booleschen Algebra B(R) gehörige kanonische Hal-
bordnung gerade durch e ≤ f ⇔ f teilt e gegeben ist, so sieht man, daß e 6= f
d.u.n.d., wenn e nicht f teilt oder f nicht e teilt. Sei nun e 6= f aus B(R), o.E. teile e
nicht f . Für die multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S := {fn : n ∈ N0} = {1, f}
und das Ideal I := (e) ist dann I ∩ S = ∅, nach dem Lemma von Krull ([33], I,
Lemma 4.4) existiert also ein Primideal p ⊇ I von R mit p ∩ S = ∅, für das damit
p /∈ D(e), p ∈ D(f), mithin D(e) 6= D(f) gilt. Also ist B(R) ∼= B′(R).

Es ist stets Spec(R) 6= ∅, weil R 6= {0}, und da B′(R) unter Komplementbil-
dung abgeschlossen ist, besteht B′(R) aus offen-abgeschlossenen Mengen, Spec(R)
ist also nulldimensional, darüber hinaus kompakt nach Lemma 7.6.6 (i). Jede offen-
abgeschlossene Teilmenge von Spec(R) ist damit sogar eine endliche Vereinigung
von offen-abgeschlossenen Basismengen aus B′(R), und damit mit einer Menge aus
B′(R) identisch. B′(R) ist also die Menge aller offen-abgeschlossenen Teilmengen
von Spec(R). Es bleibt der Nachweis der Hausdorffeigenschaft für Spec(R) übrig.
Seien p 6= q aus Spec(R), o.B.d.A. p 6⊆ q, und wähle r ∈ p\q. Dann ist q ∈ D(r) und
p ∈ {D(r). Aber D(r) ist offen-abgeschlossen, also folgt, daß Spec(R) Hausdorffsch
ist. �

Ist R ein regulärer Ring, so sprechen wir nun von den Elementen p von Spec(R)
als Punkten und von den Elementen f von R als Funktionen. Wir identifizieren jedes
idempotente e von R mit der charakteristischen Funktion von D(e), gelegentlich
sogar mit der Menge D(e) selbst.

Ist ferner ϕ(x1, . . . , xn) eine Formel in der Sprache L der Ringe, p ein Punkt
in Spec(R) und f1, . . . , fn Funktionen in R, so sagen wir, ϕ(f1, . . . , fn) sei wahr
am Punkt p, falls R/p |= ϕ(f1(p), . . . , fn(p)). Wir sagen, ϕ(f1, . . . , fn) sei wahr auf
dem idempotenten Element e ∈ B(R), falls ϕ(f1, . . . , fn) an jedem Punkt von e
wahr ist; ϕ(f1, . . . , fn) ist falsch auf e, falls ϕ(f1, . . . , fn) an jedem Punkt von e
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falsch ist. (Es ist also denkbar, daß eine Formel an einem gegebenem Idempotenten
weder wahr noch falsch ist.) Die grundlegende modelltheoretische Tatsache über
von Neumann-reguläre Ringe ist die folgende ([91], S. 383):

Lemma 7.6.8. Sei R 6= {0} ein regulärer Ring, ϕ(x1, . . . , xn) eine quantoren-
freie L-Formel, f = (f1, . . . , fn) ∈ Rn. Es existiert dann ein idempotentes Element
e ∈ B(R), so daß ϕ(f) auf e wahr und auf e∗ = 1− e falsch ist. (R enthält also die
charakteristische Funktion der Menge aller Punkte, auf denen ϕ(f) wahr ist.)

Beweis. Wir wollen sehen, daß die Menge aller Punkte, auf denen ϕ(f) wahr
ist, eine offen-abgeschlossene Teilmenge von Spec(R) bildet. Da das System der
offen-abgeschlossenen Teilmengen gegen Boolesche Operationen abgeschlossen ist,
reicht es, dieses für atomare L-Formeln ϕ einzusehen. Sei also ϕ(x) = (p(x) = 0)
mit einem Polynom p über R. Wir haben bereits im Beweis von Satz 7.6.7 gesehen,
daß ein e ∈ B(R) mit D(p(f)) = D(e) existiert. Dann ist ϕ(f) wahr auf 1− e und
falsch auf e. �

Jetzt sind wir in der Lage, den Modellbegleiter von SKR zu studieren. Es sei
SKR∗ die Klasse aller L-Strukturen, die folgenden Axiomen genügen:

(R1) Den Axiomen für nichttriviale von Neumann-reguläre Ringe (mit 1);
(R2) der Aussage: ”Alle normierten Polynome positiven Grades haben eine

Nullstelle“, d.h.

∀y0 · · · ∀yn−1∃x

(
xn +

n−1∑
i=0

yix
i = 0

)
für alle n ∈ N;

(R3) der Aussage: ”Die Boolesche Algebra der idempotenten Elemente ist
atomfrei“, d.h.

∀x∃y(0 6= x = x2 → 0 6= y = y2 ∧ y 6= x ∧ xy = y).

Im Lichte unserer bisherigen Ergebnisse läßt sich der Gehalt von (R1)–(R3) wie
folgt fassen: Ist R Modell von (R1)–(R3), so gilt:

(R1′) R kann als ein Ring von Funktionen auf einem Stoneschen Raum Spec(R)
mit Werten in den Körpern R/p, p ∈ Spec(R) dargestellt werden,

(R2′) jeder der Körper R/p ist algebraisch abgeschlossen,
(R3′) Spec(R) besitzt keine isolierten Punkte.

Wir zeigen zunächst:

Lemma 7.6.9. Die Klasse SKR∗ ist konfinal in SKR.

Beweis. Sei R nichttrivialer semiprimer kommutativer Ring. Es ist Spec(R) 6=
∅. Es sei X ein Stonescher Raum ohne isolierte Punkte (ein Cantorscher Raum); ein
solcher existiert (vgl. §9.5). Die kanonische Repräsentation bettet R in ein Produkt
von Integritätsbereichen R/p ein, welche jeweils in einen algebraisch abgeschlos-
senen Körper Kp eingebettet werden können; sei Cp := C(X;Kp) der Ring der
lokal konstanten Funktionen von X nach Kp. Identifiziere Kp mit dem Unterring
der konstanten Funktionen aus Cp und setze S :=

∏
p∈Spec(R) Cp. Wir haben also

Einbettungen
R→

∏
R/p→

∏
Kp →

∏
Cp = S.

Wir behaupten: S ist aus SKR∗. Da SKR∗ unter Produktbildung abgeschlossen
ist, reicht es, dies für Cp mit p ∈ Spec(R) nachzuweisen. (R1) ist dabei schon in
Prop. 7.6.5, (i) gezeigt worden. (R2) folgt sofort aus der Hilfsbehauptung
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(∗) Für jedes f ∈ Cp existiert eine endliche Zerlegung U1, . . . , Uk von X in
offen-abgeschlossene Teilmengen, so daß f auf jedem Ui konstant ist.

(∗) ergibt sich, wie in Prop. 7.6.5 schon gezeigt wurde, unmittelbar aus der Kom-
paktheit und Nulldimensionalität von X. (R3) schließlich folgt daraus, daß X keine
isolierten Punkte besitzt und Hausdorffsch ist. �

Wir können nun den Hauptsatz dieses Abschnitts beweisen:

Satz 7.6.10. (Carson-Lipshitz-Saracino, [59], [91]) SKR∗ ist der Modellbeglei-
ter von SKR.

Beweis. Wir zeigen E(SKR) = SKR∗. Die Inklusion E(SKR) ⊆ SKR∗ ist klar:
Ist R ∈ SKR existentiell abgeschlossen, so wende Lemma 7.6.9 an, um ihn in einen
Ring S ∈ SKR∗ einzubetten. Die Definition der existentiellen Abgeschlossenheit
und ein Blick auf die Form der Axiome (R1)–(R3) zeigt, daß R ∈ SKR∗ sein muß.

Umgekehrt sei R jetzt ein Modell von (R1)–(R3) und S ⊇ R semiprim, ferner
ϕ ∈ ∃1, etwa ϕ(y) = ∃x(ψ(x,y)) mit quantorenfreiem Kern ψ(x,y), und f in R
mit S |= ϕ(f). Wir wollen zeigen, daß ϕ schon in R an der Stelle f gilt. Mit den
üblichen Manipulationen kann man annehmen, daß ψ die Form

ψ =

 n∧
i=1

ri(x,y) = 0 ∧
m∧

j=n+1

sj(x,y) 6= 0


mit Polynomen ri, sj besitzt (m ≥ n ≥ 1). Durch Anwendung von Lemma 7.6.9
kann man darüber hinaus S ∈ SKR∗, insbesondere S regulär, voraussetzen.

Erinnern wir uns an die Deutung von R als Funktionenring auf Spec(R), so
sehen wir, daß für c die Gültigkeit von ψ an der Stelle (c, f) in R gleichbedeutend
ist mit

(i) Für alle i = 1, . . . , n verschwindet die Funktion ri(c, f) auf Spec(R), und
(ii) für alle j = n+1, . . . ,m verschwindet die Funktion sj(c, f) an mindestens

einem Punkt von Spec(R) nicht.
Wir betrachten deshalb die quantorenfreien L(R)-Formeln

%0(x) :=

(
n∧
i=1

ri = 0

)
[f/y], %j(x) := (%0 ∧ sj 6= 0) [f/y] (j = n+ 1, . . . ,m).

Wir behaupten, daß die Erfüllbarkeit von ψ[f/y] in R äquivalent ist zu
(α) ∃x(%0(x)) ist an jedem Punkt von Spec(R) wahr, und
(β) ∃x(%j(x)) ist an einem Punkt von Spec(R) wahr, für j = n+ 1, . . . ,m.

Es ist zunächst trivial, daß die Erfüllbarkeit von ψ[f/y] in R die Bedingungen
(α), (β) zur Folge hat. Umgekehrt sei angenommen, (α), (β) wären erfüllt. Für
jedes j wähle einen Punkt pj , so daß ∃x(%j(x)) an pj wahr ist, und cj in R, so
daß %j [cj/x, f/y] an pj wahr ist. Sei nach Lemma 7.6.8 e′j die offen-abgeschlossene
Menge (das idempotente Element), auf der %j [cj/x, f/y] wahr ist. Wegen pj ∈ e′j
ist e′j 6= ∅, und da B(R) atomfrei ist, können wir offen-abgeschlossene ej ⊆ e′j so
wählen, daß die ej nichtleer und disjunkt sind. Sei e0 := {

⋃m
j=n+1 ej . An jedem

Punkt p von e0 wähle nun Elemente cp von R gemäß (α), so daß %0 an der Stelle
(cp(p), f(p)) in R/p gilt, und sei ep der Schnitt von e0 mit der offen-abgeschlossenen
Menge, auf der %0[cp/x, f/y] gilt. Die Überdeckung {ep}p∈e0 von e0 enthält dann
eine endliche Teilüberdeckung {epi

}i=1,...,k, und durch Verfeinerung können wir
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sogar e′p1
, . . . , e′pk

finden mit e′pi
⊆ epi , die eine Zerlegung von e0 bilden. Definiere

die Funktionen c auf Spec(R) durch

c(p) :=

{
cpi

(p), falls p ∈ e′pi
,

cj(p), falls p ∈ ej .

Dann sind die c aus R, da ja c =
∑k
i=1 e

′
pi

cpi
+
∑m
j=n+1 ejcj . Ferner gilt nach

Konstruktion ψ an der Stelle (c, f), was beweist, daß ψ[f/y] in R erfüllbar ist.
Wir haben damit bewiesen, daß die Erfüllbarkeit von ψ in R (bzw. S) gleichwer-

tig ist zur Gültigkeit von (α), (β) in R (bzw. S). Damit reduziert sich die Beweislast
auf

(∗) Gilt (α), (β) in S, so gilt (α), (β) in R.
Sei p ∈ Spec(R). Wir behaupten: pS ist ein echtes Ideal in S. Denn ist dies nicht der
Fall, so existieren f1, . . . , fn ∈ p und s1, . . . , sn ∈ S mit 1 = s1f1 + · · ·+ snfn, also,
falls p1 := (f1, . . . , fn) ⊆ R: p1S = S. Nun ist aber p1 ein Hauptideal, da p1 = (f),
f := f1f

−1
1 t · · · t fnf−1

n , wobei f−1
i dasjenige eindeutig bestimme Quasiinverse

zu fi bezeichne, für welches fi(q) = 0 ⇔ f−1
i (q) = 0 für alle q ∈ Spec(R) gilt.

Also fS = S, damit f eine Einheit und p1 = R, mithin p = R, im Widerspruch
zu p Primideal. pS ist somit ein echtes Ideal von S mit pS ∩ R = p. Mit dem
Zornschen Lemma sei p′ ein echtes Ideal von S, welches maximal im Hinblick auf
diese Eigenschaft ist. p′ ist ein maximales Ideal von S, da p maximal in R ist, und
es ist p′ ∩R = p. Damit existiert für jedes p ∈ Spec(R) eine Einbettung

(7.6.23) R/p −→ S/p′.

Wegen (R2′) ist R/p algebraisch abgeschlossen. Da S (α) erfüllt, zeigt (7.6.23),
daß R auch (α) erfüllt. Um (β) nachzuweisen, sei p′ ∈ Spec(S) ein Punkt, an
dem ∃x(%j)[f/y] gilt; setze p := p′ ∩ R ∈ Spec(R), und folgere aus (7.6.23), daß
∃x(%j(x, f)) auch an der Stelle p gilt. �

Wir haben damit wieder ein Beispiel für eine Strukturklasse mit Modellbeglei-
ter, aber ohne Modellvervollständigung:

Korollar 7.6.11. Die Klasse SKR der semiprimen kommutativen Ringe be-
sitzt keine Modellvervollständigung.

Beweis. Sei S der Ring aller reellwertigen stetigen Funktionen auf ]0; 1[, die
sich zu stetigen Funktionen auf [0; 1] fortsetzen lassen. Sei R1 der Ring aller reell-
wertigen Funktionen auf ]0; 1[ und R2 der Ring aller reellwertigen Funktionen auf
[0; 1]. Dann ist S ⊆ R1 und S ↪→ R2. (Die stetige Fortsetzung auf [0; 1] ist eindeu-
tig.) Betrachte die Funktion id ∈ S. Sie ist invertierbar in R1, aber ein Nullteiler in
R2. R1 und R2 können also nicht über S amalgamiert werden. Nach dem Satz von
Carson-Lipshitz-Saracino und Satz 7.4.5 besitzt SKR keine Modellvervollständi-
gung. �

Betrachten wir jedoch nur die Teilklasse RKR ⊆ SKR der von Neumann-regu-
lären Ringe, so gilt:

Satz 7.6.12. (Cohn, [64]) RKR besitzt die A.E.

([64] behandelt den weit schwierigeren nichtkommutativen Fall; für den Begriff
der Regularität eines beliebigen Ringes vgl. Def. 7.9.1.)
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Korollar 7.6.13. SKR∗ ist die Modellvervollständigung von RKR. �

Beweis (Satz 7.6.12). Seien R, R1, R2 reguläre Ringe mit R ⊆ R1∩R2. Seien
{Ki}i∈I ,

{
K

(k)
ik

}
ik∈Ik

(k = 1, 2) die Faktoren der kanonischen Repräsentationen

von R, R1, R2, also R ↪→
∏
i∈I Ki, Rk ↪→

∏
ik∈Ik

K
(k)
ik

(k = 1, 2). Im Beweis von
Satz 7.6.10 haben wir gesehen, daß zu jedem Primideal p von R ein Primideal qk
von Rk existiert mit R ∩ qk = p, also R/p ↪→ Rk/qk; k = 1, 2. Also erhält man
surjektive Abbildungen ϕk : Ik → I mit Einbettungen f

(k)
ik

: Kϕk(ik) ↪→ K
(k)
ik

für

alle ik ∈ Ik. Wir haben Einbettungen
∏
i∈I Ki ↪→

∏
ik∈Ik

K
(k)
ik

vermöge (ai)i∈I 7→(
f

(k)
ik

(
aϕk(ik)

))
ik∈Ik

für k = 1, 2. Daher können wir o.B.d.A. davon ausgehen, daß

folgende Situation vorliegt: Es ist I = I1 = I2 und Ki ⊆ K(k)
i für alle i ∈ I, k = 1, 2.

Amalgamiere nun K
(1)
i und K

(2)
i über Ki zu einem Körper Li mit Einbettungen

g
(k)
i : K(k)

i ↪→ Li (i ∈ I, k = 1, 2). Wir setzen T :=
∏
i∈I Li, gk :=

(
g
(k)
i

)
i∈I

(k =

1, 2). Dann sind g1 bzw. g2 Einbettungen
∏
i∈I K

(1)
i ↪→ T bzw.

∏
i∈I K

(2)
i ↪→ T ,

also g1|R1, g2|R2 Einbettungen R1 ↪→ T , R2 ↪→ T , und da g(1)
i |Ki = id = g

(2)
i |Ki

für alle i ∈ I, ist g1|R = id = g2|R. �

Einen weiteren Beweis für Satz 7.6.12 findet man in Bem. 7.9.6.— Im Beweis des
Satzes von Carson-Lipshitz-Saracino spielte die Darstellbarkeit regulärer Ringe als
Ringe von Funktionen auf ihrem Spektrum mit Werten in Körpern und die Existenz
eines Modellbegleiters für die Klasse (hier Kö) dieser ”Wertebereiche“ die zentrale
Rolle; Macintyre [102] und Weispfenning [175] haben diese Idee für Garben von
Strukturen bzw. subdirekte Produkte verallgemeinert.

7.7. Existentiell abgeschlossene Gruppen

Sei G die Klasse der Gruppen bzgl. der Sprache L = {1, ·,−1}. G ist ∀2-axiomatisier-
bar und also elementar und induktiv. In diesem Abschnitt werden wir beweisen, daß
die Klasse E(G) der existentiell abgeschlossenen Gruppen nicht elementar ist. Der
Beweis beruht sehr stark auf der Tatsache, daß in G die A.E. gilt; genauer werden wir
dazu das ”freie Produkt von Gruppen mit amalgamierter Untergruppe“ einführen.
(Man kann diese Konstruktion auf andere Klassen von Strukturen verallgemeinern;
siehe hierzu etwa [18], I, §4, oder auch [64]. Mehr über die Bedeutung derselben in
der Gruppentheorie erfährt man in [37], §11.)

Definition 7.7.1. Sei {Gi}i∈I eine Familie von Gruppen mit gemeinsamer Un-
tergruppe H. Eine freie Komposition von {Gi}i∈I mit amalgamierter Untergruppe
H ist eine Gruppe P zusammen mit einer Familie {ji}i∈I von Homomorphismen
ji : Gi → P mit ji|H = ji′ |H für alle i, i′ ∈ I, so daß es für jede Gruppe G und
jede Familie {fi}i∈I von Homomorphismen fi : Gi → G mit fi|H = fi′ |H für jedes
i, i′ ∈ I genau einen Homomorphismus ϕ : P → G mit ϕ ◦ ji = fi für alle i ∈ I gibt:

Gi Gi

ji

y yfi

P
∃ϕ−−−−→ G

(P, {ji : Gi → P}i∈I) heißt freies Produkt von {Gi}i∈I mit amalgamierter Unter-
gruppe H, falls alle ji sogar Einbettungen sind. (P, {ji : Gi → P}i∈I) heißt freies
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Produkt von {Gi}i∈I , falls es ein freies Produkt von {Gi}i∈I mit amalgamierter
Untergruppe 〈1〉 ist, wobei 〈1〉 die triviale Gruppe bezeichne.

Die freie Komposition der Familie {Gi} mit amalgamierter Untergruppe H ist
also nichts anderes als ein Spezialfall der Fasersumme von {Gi} über H in der Ka-
tegorie der Gruppen, die freie Komposition der Gi mit amalgamierter Untergruppe
〈1〉 nichts anderes als das Koprodukt, ist also einfach dual zum Produkt der Gi de-
finiert. Freie Kompositionen mit amalgamierter Untergruppe 〈1〉 sind nichts weiter
als freie Produkte:

Lemma 7.7.2. Ist P zusammen mit {ji}i∈I eine freie Komposition von {Gi}i∈I
mit amalgamierter Untergruppe 〈1〉, so sind die Homomorphismen ji Einbettungen.
Jedes Koprodukt in der Kategorie der Gruppen ist also ein freies Produkt, u.u.

Beweis. Sei i0 ∈ I. Betrachte die Familie {fi}i∈I mit fi : Gi → Gi0 , x 7→ 1 für
i ∈ I \ {i0} und fi0 := idGi0

. Dann gibt es ϕ : P → G mit ϕ ◦ ji = fi für alle i ∈ I,
insbesondere ϕ ◦ ji0 = idGi0

, also ist ji0 injektiv. �

Da sich freie Kompositionen (und Produkte) mit amalgamierter Untergrup-
pe aus freien Produkten konstruieren lassen, wie wir später sehen werden, werden
wir uns also nun hauptsächlich mit freien Produkten befassen. Die Einbettungen
ji : Gi ↪→ P werden in der Notation des freien Produkts in Zukunft meist unter-
drückt; wir nehmen oft gleich Gi ⊆ P an.

Als Lösung eines universellen Problems ist die freie Komposition (das freie Pro-
dukt) einer Familie von Gruppen mit amalgamierter Untergruppe bis auf kanonische
Isomorphie eindeutig bestimmt:

Satz 7.7.3. Sind P und Q freie Kompositionen (freie Produkte) von {Gi}i∈I
mit amalgamierter Untergruppe H, so ist P ∼= Q.

Beweis. Sind ji : Gi → P , ki : Gi → Q die zu P bzw. Q gehörigen Homomor-
phismen, so wähle Homomorphismen ϕ : P → Q und ψ : Q → P mit ϕ ◦ ji = ki
und ψ ◦ ki = ji für alle i ∈ I:

Gi Gi

ji

y yki

P
ϕ−−−−→ Q

Gi Gi

ki

y yji
Q

ψ−−−−→ P

Auch die Diagramme
Gi Gi

ji

y yji
P

ψ◦ϕ−−−−→ P

Gi Gi

ji

y yji
P

idP−−−−→ P

kommutieren. Also ist ψ ◦ ϕ = idP und analog ϕ ◦ ψ = idQ. �

Bemerkung. Wegen des letzten Satzes dürfen wir von dem freien Produkt der
Familie {Gi}i∈I sprechen. Wir notieren es (in Analogie zum Produkt) als

∐
i∈I Gi;

das freie Produkt endlich vieler Gruppen G1, . . . , Gn schreibt man als G1q· · ·qGn.
Ebenso ist es natürlich erlaubt, das freie Produkt mit amalgamierter Untergruppe
H zu schreiben; wir notieren dies im Fall zweier Gruppen G1, G2 mit amalgamierter
Untergruppe H als G1 qH G2.
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Beispiel. Sei {Gi}i∈I eine Familie (additiv geschriebener) abelscher Gruppen.
Bekanntlich ist deren direkte Summe G :=

⊕
i∈I Gi die Untergruppe des direkten

Produkts
∏
i∈I Gi, die aus allen Familien {gi}i∈I mit nur endlich vielen gi 6= 0

besteht; man hat kanonische Einbettungen ji : Gi ↪→ G vermöge (ji(g))(k) := δikg
für k ∈ I. Offenbar ist G =

∐
i∈I Gi.

Allgemein gilt:

Satz 7.7.4. Die Kategorie der Gruppen besitzt Koprodukte, d.h.: Zu jeder Fa-
milie {Gi}i∈I von Gruppen existiert das freie Produkt.

Beweis. O.B.d.A. seien die G∗i := Gi \ {1} paarweise disjunkt. Betrachte
Wörter über dem Alphabet A :=

⋃
i∈I G

∗
i . Ein solches Wort heiße reduziert, falls in

ihm nicht zwei Elemente aus demselben G∗i benachbart vorkommen; es bezeichne
P die Menge aller reduzierten Wörter über A. Wir definieren eine Multiplikation
auf P wie folgt: Seien v = a1 . . . am, w = b1 . . . bn ∈ P . Liegen am und b1 im selben
G∗i und ist am · b1 6= 1, so sei

v · w := a1 . . . am−1(amb1)b2 . . . bn.

Liegen am und b1 im selben G∗i und ist am · b1 = 1, so sei rekursiv

v · w := (a1 . . . am−1) · (b2 . . . bn).

Liegen am und b1 schließlich in verschiedenen G∗i , so sei

v · w := a1 . . . amb1 . . . bn.

Daß P mit dieser Multiplikation eine Gruppe bildet, zeigen wir bequemerweise mit
einem sogenannten van-der-Waerden-Trick: Wir zeigen nämlich, daß P isomorph zu
einer gewissen Untergruppe der Gruppe SP der Permutationen auf P ist. Definiere
hierzu für jedes a ∈ A die Funktion |a| : P → P durch

|a|(a1 . . . am) :=


(aa1)a2 . . . am, falls a und a1 aus demselben G∗i und aa1 6= 1,
a2 . . . am, falls a und a1 aus demselben G∗i und aa1 = 1,
aa1a2 . . . am, falls a und a1 aus verschiedenen G∗i .

Da für a ∈ A stets |a| ◦ |a−1| = idP = |a−1| ◦ |a|, ist |a| ∈ SP und |a|−1 = |a−1|.
Definiere nun F als die von {|a| : a ∈ A} in SP erzeugte Untergruppe. Jedes
Element σ ∈ F läßt sich schreiben als σ = |a1|◦· · ·◦|am|, wobei a1 . . . am ∈ P , da für
a ∈ A ja |a|−1 = |a−1| und für a, b ∈ G∗i immer |a| ◦ |b| = |ab|. Diese Darstellung ist
auch eindeutig, denn sind a1 . . . am, b1 . . . bn ∈ P mit |a1|◦· · ·◦|am| = σ = |b1|◦· · ·◦
|bn|, so ist a1 . . . am = σ(ε) = b1 . . . bn, wobei ε das leere Wort in P bezeichne. Man
zeigt nun leicht, daß die wohldefinierte Zuordnung a1 . . . am 7→ |a1| ◦ · · · ◦ |am| von
P nach F einen Isomorphismus bildet. Also ist P auch eine Gruppe (mit neutralem
Element ε).

Schließlich zeigen wir, daß P zusammen mit den kanonischen Einbettungen
ji : x 7→ x für x ∈ G∗i , 1 7→ ε ein freies Produkt von {Gi}i∈I ist. Sei hierzu eine
Gruppe G gegeben und eine Familie {fi}i∈I von Homomorphismen fi : Gi → G. Zu
zeigen ist, daß nun genau ein Homomorphismus ϕ : P → G existiert mit ϕ ◦ ji =
fi. Zum Existenznachweis definiere ϕ durch a1 . . . am 7→ fi1(a1) · · · fim(am), falls
at ∈ G∗it (1 ≤ t ≤ m). Die Eindeutigkeit erhält man so: Seien ϕ,ϕ′ : P → G zwei
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Homomorphismen mit ϕ ◦ ji = fi = ϕ′ ◦ ji. Sei a1 . . . am ∈ P . Es ergibt sich

ϕ(a1 . . . am) = ϕ(a1) · · ·ϕ(am)
= fi1(a1) · · · fim(am)
= ϕ′(a1) · · ·ϕ′(am)
= ϕ′(a1 . . . am),

wobei die it (1 ≤ t ≤ m) so gewählt seien, daß at ∈ G∗it . �

Korollar 7.7.5. (Normalform) Sei g ∈
∐
i∈I Gi. Dann hat g eine eindeutige

Darstellung als g = g1 · · · gm, wobei benachbarte gj in verschiedenen G∗i liegen. �

Übung. Zeige: Eine freie Gruppe F ist freies Produkt unendlicher zyklischer
Gruppen.

Damit können wir nun auch freie Kompositionen mit amalgamierter Unter-
gruppe konstruieren. Wir benötigen nur den Spezialfall (allg. vgl. [18], II, §7):

Satz 7.7.6. Seien G1, G2 Gruppen mit gemeinsamer Untergruppe H. Dann
existiert eine freie Komposition von G1 und G2 mit Amalgam H.

Beweis. Wir gehen von G1 und G2 zu isomorphen disjunkten Gruppen A1, A2

über; seien i1 : G1

∼=→ A1, i2 : G2

∼=→ A2. Betrachte P := (A1 qA2)/N , wobei N der
kleinste Normalteiler von A1qA2 sei, der {i1(h)i2(h−1) : h ∈ H} umfaßt. Dann ist
P zusammen mit j1 := π1 ◦ i1 : G1 → P und j2 := π2 ◦ i2 : G2 → P , wobei πi : Ai →
(A1 q A2)/N , ai 7→ aiN (i = 1, 2) sei, eine (und damit die) freie Komposition von
G1,G2 mit amalgamierter UntergruppeH. Denn man sieht sofort, daß j1|H = j2|H.
Sei nun G mit f1 : G1 → G, f2 : G2 → G eine weitere Gruppe mit Homomorphismen
f1, f2, so daß f1|H = f2|H. Die Definition des freien Produkts ergibt einen eindeutig
bestimmen Homomorphismus ψ : A1qA2 → G mit ψ|A1 = f1◦i−1

1 , ψ|A2 = f2◦i−1
2 .

Sind a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, so ψ(a1a2) = f1(i−1
1 (a1))f2(i−1

2 (a2)). Für alle h ∈ H ist
dann

ψ(i1(h)i2(h−1)) = f1(h)f2(h−1) = 1,
da f1|H = f2|H; also N ⊆ kerψ. Damit induziert ψ einen Homomorphismus
ϕ : (A1qA2)/N → G mit ϕ(j1(g1)) = ϕ(i1(g1)N) = ψ(i1(g1)) = f1(g1) für g1 ∈ G1,
analog ϕ(j2(g2)) = f2(g2) für g2 ∈ G2. ϕ ist eindeutig bestimmt, da P von den N -
Nebenklassen von i1(G1) ∪ i2(G2) erzeugt wird. �

Wir wollen nun zeigen, daß die eben konstruierte freie Komposition zweier
Gruppen mit amalgamierter Untergruppe bereits ein freies Produkt mit amalga-
mierter Untergruppe darstellt, also in Verallgemeinerung von Lemma 7.7.2, daß —
im Fall zweier Gruppen — freie Kompositionen von Strukturen mit amalgamierter
Unterstruktur mit den freien Produkten von Strukturen mit amalgamierter Un-
terstruktur zusammenfallen. (Dies gilt allgemein auch für beliebige Familien von
Gruppen, vgl. [18], II, §7, und I, §4.) Dazu benötigen wir eine Normalform für die
Elemente von G1 qH G2.

Wir gehen aus von zwei Gruppen G1, G2 mit einer Untergruppe H ⊆ G1 ∩G2

und wählen Isomorphismen i1 : G1 → A1, i2 : G2 → A2 auf Gruppen A1, A2 mit
A1 ∩ A2 = ∅. Sei θ := i2 ◦ i−1

1 |H1 : H1

∼=→ H2 mit H1 := i1(H), H2 := i2(H). Für
jedes i = 1, 2 wähle ein Repräsentantensystem der linken Nebenklassen von Hi in
Ai, wobei der Repräsentant der Nebenklasse Hi gleich 1 sei; für a ∈ Ai bezeichne
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l(a) den so gewählten Repräsentanten von aHi. Eine Normalform wollen wir jedes
Element von A1qA2 der Gestalt l(a1)l(a2) . . . l(an)h nennen, wobei h ∈ H1, n ≥ 0,
und benachbarte l(aj) in verschiedenen Ai liegen. (Man beachte, daß l sowohl die
Auswahlfunktion auf A1 als auch auf A2 bezeichnet, also auf A1 ∪ A2 definiert
ist.) Im Fall H = 〈1〉 stimmt diese Normalform (bis auf eine rechts zu entfernende
1 ∈ H1) mit der in Kor. 7.7.5 über das reduzierte Wort hergeleiteten überein.

Satz 7.7.7. (Normalform) Seien G1, G2 Gruppen mit gemeinsamer Unter-
gruppe H, und A1, A2, H1, H2, θ wie eben konstruiert. Dann besitzt jedes Element
wN ∈ G1qHG2 eine eindeutig bestimme Normalform F (w) mit wN = F (w)N , wo-
bei gemäß Satz 7.7.6 G1qH G2

∼= (A1qA2)/N mit N als dem kleinsten {hθ(h−1) :
h ∈ H1} umfassenden Normalteiler sei.

Beweis. Jede Nebenklasse von N in A1 q A2 hat einen Repräsentanten w =
a1 . . . an, wobei benachbarte ai, ai+1 in verschiedenen Aj liegen. (Kor. 7.7.5.) Wir
zeigen durch Induktion über n ∈ N0, daß zu jeder Nebenklasse wN eine Normalform
F (w) mit wN = F (w)N existiert.

n = 0 ist trivial. Sei n = 1, also w = a1 für ein a1 ∈ A1 ∪ A2. Wir schreiben
a1 = l(a1)h mit h ∈ H1∪H2. Ist h ∈ H1, so ist F (w) := l(a1)h eine Normalform für
wN , ist h ∈ H2, so wähle F (w) := l(a1)θ−1(h). Sei nun n > 1 und F (a1 . . . an−1) =
l(b1) . . . l(bm)h nach Induktionsvoraussetzung. Wir definieren F (w) wie folgt:

(i) Ist an ∈ A1, so unterscheiden wir: Ist m > 0 und l(bm) ∈ A1, so
l(bm)han = l(l(bm)han)h′ für ein eindeutig bestimmtes h′ ∈ H1, so daß

F (w) := l(b1) . . . l(bm−1)l(l(bm)han)h′

eine Normalform in wN ist. Istm = 0 oder l(bm) ∈ A2, so han = l(han)h′′

für genau ein h′′ ∈ H1, also ist

F (w) := l(b1) . . . l(bm−1)l(han)h′′

eine Normalform in wN .
(ii) Sei an ∈ A2. Ist m > 0, so l(bm)han = l(bm)θ−1(h)an (mod N). Also

wird, falls m > 0 und l(bm) ∈ A2, durch

F (w) := l(b1) . . . l(bm−1)l(l(bm)θ(h)an)θ−1(h′)

eine Normalform in wN gegeben, mit h′ ∈ H2 so, daß l(l(bm)θ(h)an)h′ =
l(bm)θ(h)an. Ist m = 0 oder l(bm) ∈ A1, so sei

F (w) := l(b1) . . . l(bm)l(θ(h)an)θ−1(h′′)

mit h′′ ∈ H2 dergestalt, daß l(θ(h)an)h′′ = θ(h)an.
Die Eindeutigkeit dieser Normalform zeigen wir mit dem van der Waerden-Trick
durch Angabe eines Homomorphismus Φ mit Urbildbereich (A1 q A2)/N , für den
gilt: Ist F (w) 6= F (w′), so Φ(F (w)N) 6= Φ(F (w′)N). Sei M die Menge aller Nor-
malformen. Ist a ∈ Ai, so definiere die Funktion |a| : M →M durch

|a|(l(a1) . . . l(an)h) := F ([al(a1) . . . l(an)h]),

wobei [w] die zu einem Wort w gemäß Kor. 7.7.5 gehörige Normalform bzgl. A1qA2

sei. Offensichtlich ist |1| = idM , und durch Fallunterscheidung zeigt man leicht, daß
für a, a′ ∈ A1 ∪A2 stets |a| ◦ |a′| = |aa′|. Also insbesondere |a−1| = |a|−1, und jedes
|a| ist eine Permutation von M . Ist SM die Gruppe der Permutationen von M , so ist
a 7→ |a| ein Homomorphismus Ai → SM für i = 1, 2. Insbesondere ist für h ∈ H1 ⊆
A1 die Abbildung |h| : M → M definiert, und |h| = |θ(h)|. Mit der definierenden
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Eigenschaft des freien Produkts können wir nun einen Homomorphismus ϕ : A1 q
A2 → SM finden mit

ϕ(l(a1) . . . l(an)h) = |l(a1)| ◦ · · · ◦ |l(an)| ◦ |h|.
Es ist N ⊆ kerϕ, also induziert ϕ einen Homomorphismus Φ: (A1 qA2)/N → SM

durch

Φ(l(a1) . . . l(an)hN) = ϕ(l(a1) . . . l(an)h) = |l(a1)| ◦ · · · ◦ |l(an)| ◦ |h|.
Nun gilt (|l(a1)| ◦ · · · ◦ |l(an)| ◦ |h|)(1) = l(a1) . . . l(an)h, also Φ(wN)(1) = F (w).
Wäre also G(w) eine weitere Normalform in wN , so wäre auch Φ(wN)(1) = G(w),
also G(w) = F (w). �

Korollar 7.7.8. Seien G1, G2 Gruppen mit gemeinsamer Untergruppe H.
Dann existiert das freie Produkt G1 qH G2 von G1, G2 mit amalgamierter Unter-
gruppe H und stimmt mit der freien Komposition von G1, G2 mit amalgamierter
Untergruppe H überein.

Beweis. Seien A1, A2, N wie eben. Zu zeigen ist nur: Ai → (A1qA2)/N, ai 7→
aiN ist eine Einbettung. Ist aber ai ∈ N , so F (ai)N = aiN = N = F (1)N , also
wegen der Eindeutigkeit der Normalform F (ai) = F (1) = 1, und dies ist nur für
ai = 1 möglich. �

Wir erhalten daraus unmittelbar [144]:

Korollar 7.7.9. Die Klasse G der Gruppen besitzt die A.E.

Beweis. Sind H, G1, G2 Gruppen mit G1 ∩ G2 = H, so betrachte P :=

G1qH G2 mit den kanonischen Einbettungen G1
j1
↪→ P , G2

j1
↪→ P , j1|H = j2|H. Mit

Bem. 5.6.2 folgt die Behauptung. �

Für den Beweis des nächsten Satzes benötigen wir:

Lemma 7.7.10. Sei G eine Gruppe, A eine Untergruppe von G, u /∈ G und
〈u〉 die von u frei erzeugte zyklische Gruppe. Sei P := G q 〈u〉, und U die von
G ∪ u−1Au erzeugte Untergruppe von P . Dann ist U = Gq u−1Au.

Beweis. Wähle einen Homomorphismus ϕ : Gqu−1Au→ U mit ϕ|G = id und
ϕ|u−1Au = id. ϕ ist surjektiv, da ϕ(G q u−1Au) eine Untergruppe von U ist, die
G und u−1Au, also ganz U enthält. ϕ ist auch injektiv, denn sind g1, . . . , gm ∈ G,
a1, . . . , am ∈ A mit

ϕ(g1u−1a1ug2u
−1a2u · · ·u−1amu) = 1,

so g1u−1a1ug2u
−1a2u · · ·u−1amu = 1 in U und damit in P , was wegen der Eindeu-

tigkeit der Normalform nur für m = 0 möglich ist. �

Wir können damit folgenden schönen Satz beweisen. (Er besagt, daß jeder
Isomorphismus zwischen Untergruppen einer festen Gruppe G zu einem sog. inneren
Automorphismus einer geeigneten größeren Gruppe H fortgesetzt werden kann, d.h.
einem Automorphismus, der durch die Konjugation x 7→ t−1xt mit einem festen
t ∈ H gegeben ist.)

Satz 7.7.11. (Higman-Neumann-Neumann, [82]) Seien G eine Gruppe, A, B
Untergruppen von G und ϕ : A→ B ein Isomorphismus. Dann existiert eine Gruppe
H ⊇ G und ein t ∈ H derart, daß ϕ(a) = t−1at für alle a ∈ A.
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Beweis. Sei u /∈ G und 〈u〉 die von u frei erzeugte zyklische Gruppe, sowie
P := G q 〈u〉. Wir können o.E. P als Erweiterung von G annehmen. Sei U die
von G ∪ u−1Au und V die von G ∪ u−1Bu erzeugte Untergruppe von P . Nach
Lemma 7.7.10 ist U = Gq u−1Au und V = Gq u−1Bu. Die Zuordnung u−1au 7→
u−1ϕ(a)u für a ∈ A definiert einen Homomorphismus von u−1Au nach V . Daher
gibt es einen Homomorphismus θ : U → V mit θ|G = id und θ(u−1au) = u−1ϕ(a)u
für alle a ∈ A. Da ϕ injektiv ist, überprüft man mit Hilfe der Normalform für
Elemente aus V sofort, daß ker θ = {1}, also θ eine Einbettung ist. Da V von G
und u−1Bu erzeugt wird und ϕ surjektiv ist, muß auch θ surjektiv sein. Also haben
wir θ : U

∼=→ V mit θ|G = id und θ(u−1au) = u−1ϕ(a)u für alle a ∈ A. Betrachtet
man θ als eine Einbettung von U in P , so erhält man mit Kor. 7.7.9 eine Gruppe
H ⊇ P und eine Einbettung ψ : P → H, so daß das Diagramm

U −−−−→ P

θ

y y
P

∃ψ−−−−→ H

mit U ⊆ P ⊆ H kommutativ wird. Damit haben wir für jedes a ∈ A:

u−1au = ψ(θ(u−1au)) = ψ(u−1)ψ(ϕ(a))ψ(u) = (ψ(u))−1ϕ(a)ψ(u),

da ψ|G = id. Somit ist ϕ(a) = (uψ(u)−1)−1a(uψ(u)−1), d.h. wir können t :=
uψ(u)−1 wählen. �

Korollar 7.7.12. Sei G eine existentiell abgeschlossene Gruppe, A, B endlich
erzeugte Untergruppen von G, und ϕ : A → B ein Isomorphismus. Dann existiert
ein t ∈ G, so daß für alle a ∈ A gilt: t−1at = ϕ(a). (Existentiell abgeschlossene
Gruppen sind also insbesondere ultrahomogen im Sinne von Def. 5.6.4.)

Beweis. Nach dem Satz von Higman, Neumann und Neumann existiert eine
Gruppe H ⊇ G, so daß der Satz

∃x

(
n∧
i=1

x−1aix = ϕ(ai)

)
in H bzgl. L(A) gilt, wobei a1, . . . , an erzeugende Elemente von A seien. Da G
existentiell abgeschlossen in G ist, gilt er auch in G. Sei t ein Element von G mit
t−1ait = ϕ(ai) für 1 ≤ i ≤ n. Dann ist die Abbildung θ : G→ G, die durch θ(a) :=
t−1at gegeben ist, ein innerer Automorphismus von G, die mit ϕ auf a1, . . . , an und
somit auf A übereinstimmt. �

Lemma 7.7.13. Jede existentiell abgeschlossene Gruppe G enthält unendlich
viele Elemente der Ordnung n für jedes n ∈ N.

Beweis. Sei n ∈ N und H das direkte Produkt unendlich vieler Kopien der
zyklischen Gruppe der Ordnung n, und G′ := G×H. Dann gilt in G′ für alle k ∈ N
der Satz ϕk, wobei

ϕk := ∃x1 · · · ∃xk

 k∧
i=1

xni = 1 ∧
n−1∧
j=1

xji 6= 1

 ∧ k∧
r,s=1
r 6=s

xr 6= xs

 ,

und somit auch G |= ϕk für alle k ∈ N. �
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Damit kommen wir zum ersten wichtigen Ergebnis über E(G):

Satz 7.7.14. (Macintyre, [101]) E(G) ist nicht elementar, i.e. die Klasse der
Gruppen besitzt keinen Modellbegleiter.

Beweis. Sei G ∈ E(G), a und b zwei Elemente von G derselben Ordnung. Dann
gibt es ein t ∈ G mit t−1at = b. (Kor. 7.7.12, angewendet auf ϕ : 〈a〉

∼=→ 〈b〉 mit
ϕ(a) = b.)

Angenommen nun, E(G) = Mod(∆) für eine Satzmenge ∆. Fügt man zu L neue
Konstanten a und b hinzu, so ist also die {1, ·,−1, a, b}-Satzmenge

∆ ∪
{
an 6= 1 : n ∈ N

}
∪
{
bn 6= 1 : n ∈ N

}
∪
{
¬∃x(x−1ax = b)

}
inkonsistent. Also gibt es nach dem Kompaktheitssatz ein N ∈ N, so daß bereits

∆ ∪
{
an 6= 1 : 1 ≤ n ≤ N

}
∪
{
bn 6= 1 : 1 ≤ n ≤ N

}
∪
{
¬∃x(x−1ax = b)

}
inkonsistent ist. Da G induktiv ist, ist aufgrund des Existenzsatzes für generische
Strukturen wegen G 6= ∅ und der Konfinalität von E(G) auch E(G) 6= ∅. Wähle
also G ∈ E(G) und expandiere G zu einer {1, ·,−1, a, b}-Struktur G′, wobei a und b
gemäß Lemma 7.7.13 durch ein Element der Ordnung N+1 bzw. N+2 interpretiert
werde. Gäbe es nun ein t ∈ G mit t−1at = b, so wäre ord(a) = ord(b). Daher ist G′

ein Modell der obigen inkonsistenten Satzmenge. Dies ist absurd. �

Wir wollen nun ein weiteres Ergebnis von B. H. Neumann [115] beweisen:

Satz 7.7.15. Keine existentiell abgeschlossene Gruppe ist endlich erzeugt.

Zur Beweisvorbereitung benötigen wir ein Lemma. C(X) bezeichnet dabei für
eine Teilmenge X einer Gruppe G den Zentralisator von X, d.h.

C(X) = {g ∈ G : gx = xg für alle x ∈ X}.

Es sei C2(X) := C(C(X)) und C(g) := C({g1, . . . , gn}) für g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn.

Lemma 7.7.16. Sei G ∈ E(G), g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn. Dann ist

C2(g) = 〈g1, . . . , gn〉.

Beweis. Sei Ĝ := 〈g1, . . . , gn〉 ⊆ G. Offensichtlich ist Ĝ ⊆ C2(g). Ist anderer-
seits h ∈ C2(g), so gilt in G der L(G)-Satz

∀x
(
g1x = xg1 ∧ . . . ∧ gnx = xgn → hx = xh

)
=: ϕ.

Damit gilt ϕ aber auch in jeder Erweiterung von G, da ¬ϕ existentiell und G ∈ E(G)
ist. Sei H := Ĝ×Z/2Z mit der additiven Gruppe Z/2Z; kanonisch ist Ĝ ⊆ H, und
in G qĜ H sind die Elemente von Ĝ die einzigen mit (1̂; 1) ∈ H kommutierenden.
(1̂ sei das neutrale Element von Ĝ.) Da in GqĜH ⊇ G aber ϕ gilt, folgt h ∈ Ĝ. �

Damit erhalten wir nun unmittelbar:

Beweis (Satz 7.7.15). Ist G eine endlich erzeugte existentiell abgeschlossene
Gruppe, etwa mit Erzeugendensystem g1, . . . , gn (g := (g1, . . . , gn)), so ist nach
Lemma 7.7.16 G = C2(g) = C2(G). Wir konstruieren eine Erweiterungsgruppe
H ⊇ G, in der der Satz

∃y∃x(xg1 = g1x ∧ . . . ∧ xgn = gnx ∧ yx 6= xy)
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richtig ist; dieser gilt dann aber auch in G, besagt jedoch dort, daß es ein Element
y /∈ C2(g) gibt, was absurd ist. Als H wähle etwa G×M , wobei M eine beliebige
nichtabelsche Gruppe des Vertrauens bezeichne. �

Wir zeigen zwei Ergebnisse über abzählbare existentiell abgeschlossene Grup-
pen.

Korollar 7.7.17. Jede abzählbare existentiell abgeschlossene Gruppe besitzt
überabzählbar viele Automorphismen.

Beweis. Sei G ∈ E(G), card(G) = ℵ0. Man schreibe G =
⋃
n∈N Gn als echt

aufsteigende Vereinigung endlich erzeugter echter Untergruppen von G, G1 := 〈1〉.
(Dies ist möglich nach Satz 7.7.15.) Wir wollen einen Isomorphismus zwischen end-
lich erzeugten Untergruppen vonG einen partiellen Automorphismus von G nennen.
(Dies ist durch Kor. 7.7.12 gerechtfertigt.) Zwei partielle Automorphismen h1, h2

sollen kompatibel heißen, falls eine gemeinsame Erweiterung von h1, h2 zu einem
partiellen Automorphismus h3 existiert. Wir behaupten:

(∗) Jeder partielle Automorphismus h besitzt zwei inkompatible Erweiterun-
gen h′, h′′.

Damit erhält man die Behauptung wie folgt: Man konstruiert (ausgehend von idG1)
einen Binärbaum der Höhe ℵ0, an dessen Knoten partielle Automorphismen h ste-
hen derart, daß

(i) jedes h von zwei inkompatiblen h′, h′′ mit h′, h′′ mit h′|D(h) = h =
h′′|D(h) (wobei D(h) der Definitionsbereich von h sei) gefolgt wird,

(ii) auf der n-ten Ebene des Baums jeder partielle Automorphismus einen Gn
enthaltenden Definitions- und Wertebereich besitzt.

(Man sieht leicht ein, daß dies mittels (∗) tatsächlich möglich ist.) Dann erhält man
für jeden der 2ℵ0 verschiedenen, von der Wurzel ausgehenden Pfade π durch den
Baum einen Automorphismus hπ von G, und es ist hπ 6= hπ′ für Pfade π 6= π′.—
Somit verbleibt nur noch der Nachweis von (∗): Sei A ⊆ G der Definitionsbereich
von h. Wähle eine endlich erzeugte Untergruppe B ⊆ G echt größer als A (möglich
nach Satz 7.7.15). h kann nun nach Kor. 7.7.12 zu einem inneren Automorphismus
von G erweitert werden; seine Einschränkung h′ auf B liefert die eine Erweiterung
von h. Da B die Untergruppe A echt umfaßt, existiert nach Lemma 7.7.16 ein
Element b ∈ B mit b /∈ C2(A) = A, so daß also ein g ∈ G existiert, das mit A, aber
nicht mit b kommutiert. M.a.W.: Der durch g definierte innere Automorphismus
läßt A punktweise fest, nicht aber b. Definiere nun h′′(x) := h′(g−1xg) für alle
x ∈ B. h′′ ist ein partieller Automorphismus, der mit h′ inkompatibel ist. �

Definition 7.7.18. Eine Gruppe G heißt ω-homogen, falls für alle endlichen
Mengen {g1, . . . , gn, h} ⊆ G jeder Monomorphismus

θ : 〈g1, . . . , gn〉 → G

zu einem Monomorphismus

θ̂ : 〈g1, . . . , gn, h〉 → G

fortgesetzt werden kann.

Jede ultrahomogene Gruppe ist offenbar ω-homogen; nach Kor. 7.7.12 ist damit
speziell jede existentiell abgeschlossene Gruppe ω-homogen.
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Definition 7.7.19. Sei G eine Gruppe. Mit Sk(G) bezeichnen wir das Skelett
von G, die Klasse aller endlich erzeugten Gruppen, die in G eingebettet werden
können.

Satz 7.7.20.

(i) Ist G eine abzählbare Gruppe, H eine ω-homogene Gruppe mit Sk(G) ⊆
Sk(H), so kann G in H eingebettet werden.

(ii) Zwei abzählbare ω-homogene Gruppen sind isomorph genau dann, wenn
sie dasselbe Skelett besitzen.

Beweis. Zu (i): Sei {gn}n∈N ein Erzeugendensystem für G, und setze Gn :=
〈g1, . . . , gn〉 für n ∈ N. Wir konstruieren eine Folge {ϕn}n∈N von Einbettungen
ϕn : Gn ↪→ H mit ϕn+1|Gn = ϕn; ϕ :=

⋃
n∈N ϕn ist dann eine Einbettung von G in

H. Da Gn endlich erzeugt und Sk(G) ⊆ Sk(H) gilt, existiert zumindest eine Ein-
bettung θn : Gn ↪→ H. Setze ϕ1 := θ1 und definiere ϕn+1 induktiv: Sind ϕ1, . . . , ϕn
bereits konstruiert mit den gewünschten Eigenschaften, so ist ϕn ◦ (θn+1|Gn)−1 ei-
ne Einbettung von 〈θn+1(g1), . . . , θn+1(gn)〉 ⊆ H in H mit θn+1(gi) 7→ ϕn(gi) für
1 ≤ i ≤ n. Da H ω-homogen ist, kann diese Abbildung zu einer Einbettung ψn+1

von im θn+1 in H erweitert werden; setze ϕn+1 := ψn+1 ◦ θn+1. Es ist

ϕn+1(gi) = ϕn ◦ θ−1
n+1 ◦ θn+1(gi) = ϕn(gi) für 1 ≤ i ≤ n,

also ϕn+1|Gn = ϕn, wie gewünscht.
Zu (ii): Seien K1 =

〈
{gn}n∈N

〉
und K2 =

〈
{hn}n∈N

〉
zwei ω-homogene Gruppen

mit selbem Skelett. Setze G1 := 〈g1〉 und wähle eine Einbettung θ1 : G1 → K2, was
wegen Sk(K1) = Sk(K2) möglich ist. Dann gehört 〈θ1(g1), h1〉 =: H1 zu Sk(K2) =
Sk(K1), es existiert also eine Einbettung ϕ1 : H1 → K1. Da K1 ω-homogen ist,
können wir ϕ1 so wählen, daß ϕ1(θ1(g1)) = g1. Sei G2 := 〈ϕ1(H1), g2〉. Dann exi-
stiert eine Einbettung θ2 : G2 → K2, und wegen der ω-Homogenität von K2 kann
man θ2 als Fortsetzung von θ1 wählen mit θ2(ϕ1(h1)) = h1. Sei H2 := 〈θ2(G2), h2〉.
Induktiv so fortfahrend können wir ϕn als Fortsetzung von ϕn−1 mit ϕn(θn(gn)) =
gn wählen, sodann θn+1 als Fortsetzung von θn mit θn+1(ϕn(hn)) = hn. Wir er-
halten so Einbettungen θ : K1 ↪→ K2 und ϕ : K2 ↪→ K1 durch θ :=

⋃
n∈N θn und

ϕ :=
⋃
n∈N ϕn, für die θ ◦ ϕ = idK2 und ϕ ◦ θ = idK1 . Also K1

∼= K2. �

Sei Γ 6= ∅ eine Menge und ∆ eine Menge von Wörtern über Γ. Man sagt, eine
Gruppe G hat die Präsentation (Γ,∆) mit Erzeugenden Γ und Relationen ∆, falls
G ∼= F/R, wobei F die von Γ frei erzeugte Gruppe und R der von ∆ in F erzeugte
Normalteiler sei. G heißt rekursiv präsentierbar, wenn eine Präsentation (Γ,∆)
mit endlichem Γ und rekursivem ∆ existiert. Man sagt, G habe ein auflösbares
Wortproblem, falls G endlich erzeugt ist und für ein (und damit alle) endlichen
Erzeugendensysteme Γ von G die Menge aller variablenfreien L(Γ)-Gleichungen γ,
die in G gültig sind, entscheidbar ist, wobei L = {1, ·,−1}. (Offenbar ist jede Gruppe
mit auflösbarem Wortproblem rekursiv präsentierbar.)

B. H. Neumann [115] bewies das erstaunliche Ergebnis, daß jede Gruppe mit
auflösbarem Wortproblem in jede existentiell abgeschlossene Gruppe isomorph ein-
bettbar ist. Mit Hilfe der Erzwingungsmethode können wir die von Macintyre [101]
bewiesene Umkehrung zeigen:

Satz 7.7.21. Wenn eine endlich erzeugte Gruppe G in jede existentiell abge-
schlossene Gruppe isomorph einbettbar ist, so hat sie ein auflösbares Wortproblem.
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Die vom Standpunkt der Rekursionstheorie aus ”gutartigen“ Gruppen, nämlich
die rekursiv präsentierbaren mit auflösbarem Wortproblem, können nach den Sätzen
von Macintyre und Neumann algebraisch als diejenigen charakterisiert werden, die
Untergruppen aller existentiell abgeschlossener Gruppen sind. Einen Beweis für den
Satz von Neumann, der den in [37], §12 zu findenden Einbettungssatz von Higman
verwendet, gibt [3], IV, §4. Einen Überblick gibt [140]; dort (und in [37], §12) findet
man auch eine weitere, von Boone und Higman stammende Charakterisierung der
Gruppen mit auflösbarem Wortproblem.

Beweis (Satz 7.7.21). Es sei L = {1, ·,−1} die Sprache der Gruppen. Sei G0

eine von g1, . . . , gn erzeugte Gruppe mit nicht-auflösbarem Wortproblem. Sei Φ die
Menge aller quantorenfreien L-Formeln ϕ(x1, . . . , xn) mit G0 |= ¬ϕ(g1, . . . , gn). Es
gilt offenbar:

(i) G0 ist in eine Gruppe G d.u.n.d. nicht einbettbar, wenn G |=
∨
ϕ∈Φ ϕ(g′)

für alle g′ ∈ Gn.
(ii) Ist ϕ(x1, . . . , xn) eine quantorenfreie L-Formel, so ist entweder ϕ ∈ Φ

oder ¬ϕ ∈ Φ.
(iii) Φ ist nicht rekursiv aufzählbar. (Denn sonst wäre nach (ii){

ϕ(x1, . . . , xn) ∈ Qf : G0 |= ϕ(g1, . . . , gn)
}

rekursiv, im Widerspruch zur Voraussetzung über das Wortproblem von
G0.)

Seien C eine beliebige Bedingung bzgl. der Klasse G der Gruppen, etwa eine endliche
Teilmenge des Diagramms der Gruppe H ∈ G, und c1, . . . , cn ∈ H. Sei ΨC die
Menge aller quantorenfreien L-Formeln ϕ(x1, . . . , xn), für die Σ∪C∪{ϕ(c1, . . . , cn)}
nicht erfüllbar ist (wobei Σ ein endliches Axiomensystem für G sei); also ist ϕ ∈ ΨC

genau dann, wenn Σ ∪ C |= ¬ϕ(c1, . . . , cn). Da C und Σ endlich sind, gilt
(iv) ΨC ist rekursiv aufzählbar,

ferner:
(v) Ist ϕ(x1, . . . , xn) eine quantorenfreie L-Formel, so kann höchstens eine

der Formeln ϕ, ¬ϕ aus ΨC sein.
Wäre nun Φ ⊆ ΨC , so wäre wegen (ii) und (v) Φ = ΨC , im Gegensatz zu (iii) und
zu (iv). Also existiert ein ϕ ∈ Φ \ ΨC , und Σ ∪ C ∪ {ϕ(c1, . . . , cn)} ist erfüllbar.
Vermöge Kor. 7.3.20 existiert dann eine existentiell abgeschlossene Gruppe G mit
G |=

∨
ϕ∈Φ ϕ(g′) für alle g′ ∈ Gn, und mit (i) sind wir am Ziel. �

Ein weiteres Resultat über E(G) erhält man als Anwendung der Resultanten-
methode, vgl. §8.5.

7.8. Existentielle Abgeschlossenheit und Q.E. für Moduln∗

Als letztes algebraisches Anwendungsbeispiel in diesem §7 wollen wir die Klasse
aller Moduln über einem festen Ring im Hinblick auf die existentiell abgeschlossenen
Moduln und weitere modelltheoretische Eigenschaften wie Q.E. untersuchen. (Das
Standardwerk zu diesem umfangreichen Gebiet ist [12].)

Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) Ring mit 1. Wir betrachten linke
R-Moduln M . (Im folgenden sei R, falls nicht ausdrücklich anders erwähnt, ein be-
liebiger Ring mit 1, es seien alle vorkommenden Ringe mit 1 und alle Moduln [Ideale]
linke Moduln [Ideale].) Definiere dazu die Sprache LR := {0,+,−, {µλ}λ∈R}, wobei
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die µλ einstellige Operationssymbole für die Skalarmultiplikation seien; wie gewohnt
schreiben wir λx anstelle von µλ(x), für λ ∈ R. Es bezeichne MR die Klasse der
(linken) R-Moduln, aufgefaßt als LR-Strukturen. Die Klasse MR ist gleichungs-
definiert, nach dem trivialen Teil des Satzes von Birkhoff ([25], Satz 1.4.14) also
insbesondere abgeschlossen unter Homomorphismen, Produkt- und Substrukturbil-
dung. Ferner ist MR induktiv, die Klasse der existentiell abgeschlossenen Moduln
ist also nichtleer.

7.8.1. Die A.E. für Moduln. Wir zeigen als erstes:

Satz 7.8.1. MR hat die A.E.

Dies wird sich sofort aus Lemma 7.8.4 ergeben. In Analogie zur Gruppentheorie
(vgl. Def. 7.7.1) definieren wir — für den Spezialfall zweier Moduln —:

Definition 7.8.2. Seien M , N zwei R-Moduln, αi : N → Mi (i = 1, 2) R-
Modulhomomorphismen. Eine Fasersumme von M1 und M2 über N (bzgl. α1, α2)
ist ein Tripel (S, j1, j2) bestehend aus einem R-Modul S und R-linearen Abbildun-
gen ji : Mi → S (i = 1, 2) mit j1 ◦ α1 = j2 ◦ α2 derart, daß folgende universelle
Eigenschaft erfüllt ist: Ist (T, f1, f2) ein weiteres Tripel wie (S, j1, j2), so existiert
eine eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung l : S → T mit fi = l ◦ ji (i = 1, 2):

(7.8.24)

Mi Mi

ji

y fi

y
S

∃l−−−−→ T

(i = 1, 2)

Ist N ⊆ M1,M2 und α1, α2 = id, so heißt (S, j1, j2) eine direkte Summe von M1,
M2 mit amalgamiertem Untermodul N .

(Kategorientheoretiker nennen die Fasersumme einen pushout in der Kategorie
der R-Moduln.)

Wie im Fall der Gruppen zeigt man leicht, daß die Fasersumme, falls sie exi-
stiert, bis auf einen kanonischen Isomorphismus eindeutig bestimmt ist.

Proposition 7.8.3. Fasersummen von Moduln existieren stets.

Beweis. Seien M1, M2, N und αi wie in Def. 7.8.2. Wir betrachten in M1⊕M2

den Untermodul U aller Elemente (α1(n),−α2(n)) mit n ∈ N und setzen S :=
(M1 ⊕M2)/U . Sei ji (i = 1, 2) die Komposition der kanonischen Injektion Mi ↪→
M1⊕M2 mit dem kanonischen Epimorphismus M1⊕M2 � S. Nach Konstruktion
von U ist j1(α1(n)) = j2(α2(n)) für n ∈ N . Ist schließlich (T, f1, f2) wie in (7.8.24),
so haben wir eine R-lineare Abbildung h : M1 ⊕M2 → T , (m1,m2) 7→ f1(m1) +
f2(m2); und wir haben h(U) = 0, da f1 ◦ α1 = f2 ◦ α2. Damit induziert h eine
R-lineare Abbildung l : S → T mit l ◦ ji = fi für i = 1, 2. Da S = j1(M1) + j2(M2),
ist sie zudem eindeutig bestimmt. �

Sind M1, M2 Moduln über R mit gemeinsamen Untermodul N , so schreiben wir
M1 qN M2 für die nach Prop. 7.8.3 existierende und modulo Isomorphie eindeutig
bestimmte direkte Summe S von M1, M2 mit amalgamiertem Untermodul N . (Die
Abbildungen j1, j2 werden in der Notation unterschlagen.)
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N −−−−→ M1y yj1
M2

j2−−−−→ M1 qN M2

Lemma 7.8.4. Seien M1, M2, N drei R-Moduln, α1 : N → M1 und α2 : N →
M2 lineare Abbildungen. Dann gilt:

ker(j2) = α2(ker(α1)), ker(j1) = α1(ker(α2)).

Insbesondere gilt: Ist α1 injektiv, so auch j2, ist α2 injektiv, so auch j1.

Beweis. Sei S = M1 qN M2 und U wie im Beweis von Prop. 7.8.3. Es ist
klar, daß α2(ker(α1)) ⊆ ker(j2). Ist m2 ∈ ker(j2) gegeben, so ist (0,m2) ∈ U ,
also (0,m2) = (α1(n),−α2(n)) für ein n ∈ N . Es folgt, daß n ∈ ker(α1) und
m2 = α2(−n) ∈ α2(ker(α1)). Für ker(j1) argumentiert man analog. �

Damit ist auch Satz 7.8.1 bewiesen.— Für die duale Konstruktion des Faser-
produkts sowie Anwendungen in der kommutativen Algebra siehe [33], hier v.a. III,
§5.

7.8.2. Kohärente Ringe. Wir wollen in diesem Abschnitt u.a. eine hinrei-
chende und notwendige algebraische Bedingung an R für die Existenz eines Modell-
begleiters von MR herleiten. Es wird sich herausstellen, daß dies die Kohärenz des
Ringes R ist, weshalb wir uns diesem Begriff nun als nächstes zuwenden.

Definition 7.8.5. [61] Sei R ein Ring. R heißt kohärent, falls für jedes n ∈ N
der Kern jedes Homomorphismus h : Rn → R ein endlich erzeugter Untermodul
von Rn ist.

Proposition 7.8.6. Sei R ein beliebiger Ring. Dann sind äquivalent:
(i) R ist kohärent.
(ii) Jedes endlich erzeugte (Links-) Ideal von R ist endlich präsentierbar.
(iii) Für alle n ∈ N und λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn ist

(7.8.25) Λ := {µ ∈ Rn : µ · λ = 0}
endlich erzeugt. (Dabei sei µ · a :=

∑n
i=1 µiai für einen beliebigen R-

Modul M und a = (a1, . . . , an) ∈Mn, µ = (µ1, . . . , µn) ∈ Rn.)

Beweis. Die Äquivalenz von (i) und (iii) sollte klar sein. Sei R kohärent und
a ein endlich erzeugtes (Links-) Ideal von R, etwa a = (λ1, . . . , λn) mit n ∈ N. Sei
h : Rn → R der Homomorphismus mit h(ei) = λi, wobei e1, . . . , en die Standard-
basis von Rn sei. Wegen der Kohärenz ist ker(h) endlich erzeugt, und

0 −→ ker(h) −→ Rn
h−→ a −→ 0

ist eine endliche Präsentation von a. Sei umgekehrt jedes endlich erzeugte Ideal
von R endlich präsentierbar und h : Rn → R ein Homomorphismus, n ∈ N. Dann
ist im(h) ein Ideal von R, das von h(e1), . . . , h(en) erzeugt wird; wir erhalten eine
endliche Präsentation

0 −→ K −→ F
g−→ im(h) −→ 0

von im(h) mit einem Homomorphismus g, einem freien R-Modul F endlichen Ran-
ges und einem endlich erzeugten Untermodul K von F . Dann (vgl. etwa [33], IV,
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Prop. 1.15; der dortige Beweis überträgt sich auf den nichtkommutativen Fall)
existiert ein Automorphismus α von Rn ⊕ F , so daß α(ker(h) ⊕ F ) = Rn ⊕ K;
insbesondere ist auch ker(h) endlich erzeugt. Also ist R kohärent. �

Beispiele.

(i) Jeder noethersche Ring ist kohärent. Dies folgt aus dem Hilbertschen
Basissatz für Moduln, vgl. [34], X, Prop. 1.4.

(ii) Ein einfaches Beispiel eines nichtkohärenten Rings erhält man wie folgt:
Sei S :=

∏
n≥3 Z/nZ und R := {α ∈ S : α beschränkt.}. R ist Unter-

ring von S und nicht kohärent. Zum Beweis sei λ := 2 ∈ R; betrachte
ann(λ) = {µ ∈ R : µλ = 0} ⊆ R. ann(λ) ist nicht endlich erzeugt. Denn
angenommen, S wäre ein endliches Erzeugendensystem für

ann(λ) = {µ ∈ R : ∀n ≥ 3 : n|2µ(n)}.
Alle µ ∈ ann(λ) haben endlichen Träger, also

supp(S) ⊆ {3, . . . , N} für ein N ∈ N.

Wähle µ ∈ R mit µ(k) := N für k = 2N und µ(k) := 0, sonst; es ist
(µλ)(2N) = N ·2 = 0 und (µλ)(k) = 0·2 = 0 für k 6= 2N , also µ ∈ ann(λ),
aber µ ist keine R-Linearkombination von Elementen in S, da jede solche
einen in {3, . . . , N} enthaltenen Träger hat.

Folgendes Lemma [75] ist — obgleich seiner Einfachheit — für die weitere
Entwicklung zentral:

Lemma 7.8.7. Sei R ein Ring. Für einen R-Modul M , eine nichtleere Index-
menge I, eine Familie {ai}i∈I von Elementen von M und eine Familie {λi}i∈I von
Elementen aus R sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Es existiert ein R-Modul N ⊇M und ein b ∈ N , so daß λib = ai für alle
i ∈ I. (Das Gleichungssystem λix = ai, i ∈ I ist in einer Erweiterung
von M lösbar.)

(ii) Für alle µ ∈ R(I) gilt: Ist
∑
i∈I µiλi = 0, so ist auch

∑
i∈I µiai = 0.

Beweis. (i) ⇒ (ii) ist trivial. Zu (ii) ⇒ (i): Sei J das von allen λi (i ∈ I)
erzeugte Linksideal von R. Definiere die Abbildung g : J →M durch

g

(∑
i∈I

µiλi

)
:=
∑
i∈I

µiai für alle µ ∈ R(I).

g ist wohldefiniert wegen (ii) und linear. Sei (N, j1, j2) die Fasersumme von M und
R über J bzgl. g, idJ . Nach Lemma 7.8.4 ist j1 : M → N eine Einbettung; für
b := j2(1) gilt:

λib = λij2(1) = j2(λi) = j1(g(λi)) = j1(ai)
Damit erfüllt x := b die Gleichungen λix = ai in N und ist das gewünschte Element.

�

Korollar 7.8.8. Sei M ∈ E(MR), a = (a1, . . . , an) ∈Mn, λ = (λ1, . . . , λn) ∈
Rn mit n ∈ N. Dann gilt die Äquivalenz folgender Aussagen:

(i) In M gilt ∃x(
∧n
i=1 λix = ai), d.h. das Gleichungsystem λix = ai, i =

1, . . . , n hat eine Lösung in M .
(ii) Für alle µ ∈ Rn gilt: Ist µ · λ = 0, so ist auch µ · a = 0. �
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Wir erhalten damit schon eine notwendige Forderung an R:

Korollar 7.8.9. Sei R ein beliebiger Ring.
(i) Ist E(MR) eine elementare Klasse, d.h. hat MR einen Modellbegleiter, so

ist R kohärent.
(ii) Sei R kohärent, n ∈ N, λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn und {µ1, . . . ,µm} ein

endliches Erzeugendensystem für Λ = {µ ∈ Rn : µ · λ = 0}. Dann gilt
(mit y = (y1, . . . , yn)):

E(MR) |=

∃x( n∧
i=1

λix = yi

)
↔

m∧
j=1

µj · y = 0


Beweis. Zu (i): Sei E(MR) elementar, aber R nicht kohärent, d.h. es existiere

ein n ∈ N und ein λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn, so daß Λ = {µ ∈ Rn : µ · λ = 0} nicht
endlich erzeugt ist. Sei E(MR) = Mod(∆) mit einer LR-Satzmenge ∆, und seien
c1, . . . , cn paarweise verschiedene neue Konstanten, c = (c1, . . . , cn). Wir zeigen,
daß dann die Satzmenge

∆ ∪
{
µ · c = 0 : µ ∈ Λ

}
∪

{
¬∃x

(
n∧
i=1

λix = ci

)}
ein Modell besitzt; dies führt augenblicklich zu einem Widerspruch zu Kor. 7.8.8.
Mit dem Kompaktheitssatz genügt es, für jede endliche Teilmenge S ⊆ Λ die Kon-
sistenz von

(7.8.26) ∆ ∪
{
µ · c = 0 : µ ∈ S

}
∪

{
¬∃x

(
n∧
i=1

λix = ci

)}
nachzuweisen. Sei e1, . . . , en die Standardbasis von Rn und M := Rn/〈S〉, wobei
wir die ci in M als ei + 〈S〉 interpretieren. Erweitere M zu N ∈ E(MR). Dann gilt
in N :

(1.) µ · c = 0 für alle µ ∈ S.
(2.) ν · c 6= 0 für alle ν ∈ Λ \ 〈S〉.

Da Λ \ 〈S〉 6= ∅, folgt aus (2.) mit Kor. 7.8.8, daß ¬∃x(
∧n
i=1 λix = ci) in N . N ist

ein Modell von (7.8.26).
Zu (ii): Die Richtung→ folgt aus Kor. 7.8.8. Für die Umkehrung gelte µjy = 0;

für beliebiges µ =
∑m
j=1 %jµj aus Λ folgt dann

µ · y =
∑
i

∑
j

(%jµji)yi =
∑
j

%j
∑
i

(µjiyi) = 0,

also mit Kor. 7.8.8 die Behauptung. �

7.8.3. Injektive Moduln. Als weiteres Konzept wird das eines injektiven
Moduls bedeutsam werden; es verallgemeinert in gewisser Weise das einer teilbaren
abelschen Gruppe.

Definition 7.8.10. Ein R-Modul M heißt injektiv, falls für alle Teilmengen I
vonR und Familien {aλ}λ∈I von Elementen ausM gilt: Wenn das Gleichungssystem
λx = aλ, λ ∈ I in einer Erweiterung von M eine Lösung besitzt, so hat es auch
schon in M selbst eine Lösung. Wir schreiben I(MR) für die Klasse aller injektiven
R-Moduln.

152



Übung. Man bestimme direkt aus der Definition I(MK) für einen Körper K.

Einige algebraische Äquivalenzen zur Injektivität enthält das folgende Lemma
[47], wobei (iii) ⇔ (iv) auch als Baers Test für Injektivität bekannt ist.

Lemma 7.8.11. Sei M ein R-Modul. Dann sind äquivalent:
(i) M ist injektiv.
(ii) M ist direkter Summand jedes R-Moduls, der M umfaßt.

(iii′) Jede exakte Sequenz

0 −→M −→M ′ −→M ′′ −→ 0

zerfällt.
(iii) Jedes Diagramm der folgenden Form kann vervollständigt werden:

0 −−−−→ M ′′ −−−−→ M ′

f

y y∃h
M M

(iv) Jedes Diagramm der folgenden Form, wobei a ein Ideal von R sei, kann
vervollständigt werden:

0 −−−−→ a −−−−→ R

f

y y∃h
M M

Beweis. (iii) und (iii′) sind nicht viel mehr als Umformulierungen: Ist (iii)
vorausgesetzt, so folgt (iii′) durch Anwendung von (iii) auf

0 −−−−→ M −−−−→ M ′

id

y y∃h
M M

sofort. ([34], III, Prop. 3.2.) Umgekehrt sei ein exaktes Diagramm

0 −−−−→ M ′′ −−−−→ M ′

f

y
M

gegeben. Wir bilden die Fasersumme N über M ′′:

0 −−−−→ M ′′ −−−−→ M ′

f

y yj2
M

j1−−−−→ N

Da M ′′ ↪→ M ′, ist j1 ein Monomorphismus (Lemma 7.8.4). Nach (iii′) zerfällt

die Sequenz 0 −→ M
j1−→ N −→ N/M −→ 0, wir haben also ϕ : N → M mit

ϕ ◦ j1 = idM , und mit h := ϕ ◦ j2 gilt h|M ′′ = ϕ ◦ (j1 ◦ f) = f .
Zu (ii) ⇒ (i): Betrachte ein Gleichungssystem (∗) λx = aλ, λ ∈ I, ∅ 6= I ⊆ R,

das in einer Erweiterung N von M eine Lösung b ∈ N besitzt. Dann ist nach
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Voraussetzung N = M ⊕M ′ mit einem R-Modul M ′, also b = m+m′ mit m ∈M ,
m′ ∈M ′, und es folgt

λm′ = λm− aλ ∈M ′ ∩M = {0},

also ist m ∈M eine Lösung von (∗) in M .
Zu (iii) ⇒ (ii): Sei M̃ ein M umfassender R-Modul. Mit M ′′ := M , M ′ := M̃ ,

f := id folgt aus (iii) sofort M̃ = M ⊕ ker(h).
Zu (iv) ⇒ (iii): Sei ein Diagramm wie in (iii) gegeben. Wir untersuchen nun

zunächst, wie man für ein x ∈ M ′ die Abbildung f auf N := M ′′ + 〈x〉 fortsetzen
kann. Dazu betrachte das Ideal

a := {λ ∈ R : λx ∈M ′′}

in R und die Abbildung ϕ : a → M , λ 7→ f(λx). Nach Voraussetzung existiert ein
ψ : R→M mit ψ|a = ϕ. Definiere nun f ′ : N →M wie folgt: Ist m = m′′+λx ∈ N
mit m′′ ∈ M ′′, λ ∈ R, so sei f ′(m) := f(m′′) + ψ(λ). Dann ist f ′ wohldefiniert,
denn ist m = m′′ + λx mit m′′ ∈ M ′′, λ ∈ R, so folgt (λ− λ)x = m′′ −m′′ ∈ M ′′,
mithin λ− λ ∈ a und

ψ(λ− λ) = ϕ(λ− λ) = f((λ− λ)x) = f(m′′ −m′′);

offenbar ist f ′ ein Homomorphismus und f ′|M ′′ = f .— Wir bilden jetzt die Menge
aller Paare (N, g) von Moduln N und Homomorphismen g : N → M mit M ′′ ⊆
N ⊆M ′ und g|M ′′ = f ; diese ist nichtleer und induktiv geordnet, besitzt also nach
dem Lemma von Zorn ein maximales Element (N ′, h). Wegen dem eben Bewiesenen
muß N ′ = M ′ sein, denn sonst könnte man h auf den echt größeren Untermodul
N ′ + 〈x〉 von M ′, x ∈M ′ \N ′ fortsetzen.

Zu (i) ⇒ (iv): Definiere I := a, aλ := f(λ) für λ ∈ a. Man überprüft sofort,
daß die Bedingung (ii) des Lemma 7.8.7 erfüllt ist, das Gleichungssystem λx = aλ
(λ ∈ a) also eine Lösung m in M besitzt (nach der Definition der Injektivität).
Definiere nun h : R→M,λ 7→ λm. Offensichtlich ist h|a = f , wie gewünscht. �

(Dualisiert man (iii′), so erhält man die definierende Eigenschaft eines projek-
tiven Moduls, vgl. [33], IV,§3.)

Korollar 7.8.12. Eine abelsche Gruppe ist injektiv (als Z-Modul) genau dann,
wenn sie teilbar ist.— Insbesondere: Ist G eine injektive abelsche Gruppe und G′ ⊆
G eine Untergruppe, so ist auch G/G′ ein injektive abelsche Gruppe, denn mit G
ist auch G/G′ teilbar.

Beweis. Übung. �

Wir wollen nun zeigen, daß die Klasse der injektiven R-Moduln konfinal in der
Klasse aller R-Moduln ist. Für R = Z geht das leicht:

Proposition 7.8.13. (Baer, [47]) I(MZ) ist konfinal in MZ.

Beweis. Sei G eine abelsche Gruppe aus MZ. Schreibe G = F/K mit einer
freien abelschen Gruppe F . F ist in dem Q-Vektorraum F ⊗Z Q enthalten, welche
offensichtlich teilbar ist. Damit ist wegen Kor. 7.8.12 G in der teilbaren abelschen
Gruppe (F ⊗Z Q)/K enthalten. �

Interessanterweise kann man dieses Ergebnis für den allgemeinen Nachweis der
Konfinalität verwenden. Dazu dient folgende Beobachtung:
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Lemma 7.8.14. Ist R eine S-Algebra, S ein Ring, und N ein injektiver S-
Modul, so ist M := HomS(R,N) ein injektiver R-Modul. (Dabei ist M ein R-Modul
vermöge (λϕ)(µ) := ϕ(λµ) für λ, µ ∈ R, ϕ ∈M .)

Beweis. Sei M ′′ ⊆ M ′ ein Untermodul und f : M ′′ → M ein Homomorphis-
mus; nach Lemma 7.8.11, (iii) haben wir zu zeigen, daß f auf M ′ fortgesetzt wer-
den kann. Es gibt einen natürlichen Isomorphismus g : M

∼=→ N von S-Moduln
via ϕ 7→ ϕ(1). Sei f ′ := g ◦ f : M ′′ → N und h′ eine Fortsetzung von f ′ gemäß
Lemma 7.8.11, (iii) auf M ′, aufgefaßt als S-Modul. Wir definiere die gesuchte Abbil-
dung h : M ′ →M als diejenige Funktion, die m′ ∈M ′ auf ϕ : R→ N,λ 7→ h′(λm′)
abbildet. �

Korollar 7.8.15. (Eckmann-Schöpf, [73]) Sei R ein beliebiger Ring. I(MR)
ist konfinal in MR.

Beweis. Sei M ein R-Modul. Es gibt eine Einbettung α : M → HomZ(R,M),
welche m auf die Abbildung ϕ mit λ 7→ λm abbildet. Betrachten wir M zeitweilig
als abelsche Gruppe, so wissen wir nach Prop. 7.8.13, daß ein Monomorphismus
j : M ↪→ G in eine injektive abelsche Gruppe G existiert. Damit erhalten wir auch
einen Monomorphismus j′ : HomZ(R,M) → HomZ(R,G). Nach Lemma 7.8.14 ist
HomZ(R,G) ein injektiver R-Modul, und j′ ◦ α die gesuchte Einbettung von M in
einen injektiven Modul. �

Tatsächlich geht es weit besser:

Satz 7.8.16. (Eckmann-Schöpf, [73]) Sei M ein R-Modul. Dann kann M in
einen R-Modul M mit folgenden Eigenschaften eingebettet werden:

(i) M ist eine injektive Erweiterung von M .
(ii) Für jede injektive Erweiterung N von M kann folgendes Diagramm durch

eine Einbettung h vervollständigt werden:

(7.8.27)

M
h−−−−→ Nx x

M M

M ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und heißt die injektive Hülle E(M)
von M .

Beweis. Wir wollen hier eine Erweiterung E ⊇M eine essentielle Erweiterung
nennen, falls der Schnitt jedes nichttrivialen Untermoduls von E mit M nichttrivial
ist. Sei F ⊇M gemäß Kor. 7.8.15 eine injektive Erweiterung von M ; da M ⊇M es-
sentiell ist, ist die Menge der essentiellen Erweiterungen E von M mit F ⊇ E ⊇M
nichtleer und zudem induktiv geordnet, enthält also nach dem Zornschen Lemma
einen maximalen essentiellen F -Untermodul E ⊇ M . Wir zeigen, daß dann E in-
jektiv ist. Sei N ein bzgl. der Eigenschaft N ∩E = {0} maximaler Untermodul von
F ; ein solcher existiert nach Zorn. Wir zeigen E+N = F ; wegen E+N = E⊕N ist
dann E injektiv. Betrachte α := π|E, wobei π : F � F/N . α ist monomorph wegen
E ∩ N = {0} und damit α(E) ⊆ F/N essentiell, wie sofort aus der Maximalität
von N folgt. Wegen der Injektivität von F existiert eine Abbildung β : F/N → F
mit β ◦ α = idE . Da α(E) ∩ kerβ = kerα = {0}, muß wegen α(E) ⊆ F/N essen-
tiell kerβ = {0} sein. Insbesondere ist β(F/N) ⊇ E essentiell. Ist aber E′ ⊇ E
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eine essentielle Erweiterung von E in F , so ist offenbar E′ ⊇ M auch eine es-
sentielle Erweiterung von M , also E′ = E. Also β(F/N) = E, damit F/N = E
und E + N = F .— Wir setzen M := E; (i) ist dann erfüllt, und ist N ⊇ M ei-
ne injektive Erweiterung, so existiert nach Lemma 7.8.11, (iii) eine Abbildung h
wie in (7.8.27); da h|M = id und M ⊇ M essentiell, ist h eine Einbettung. Ist
darüber hinaus M̃ eine weitere injektive Hülle von M , so existiert eine Einbettung
h̃ : M → M̃ mit h̃|M = id; da damit h̃(M) ein injektiver Untermodul von M̃ ist,
ist M̃ = h̃(M)⊕ M̃ ′ für einen Modul M̃ ′. Analog existiert h : M̃ ↪→M , h|M = id,
M = h(M̃)⊕M ′

= h(h̃(M))⊕(h(M̃ ′)⊕M ′
). Da M ⊆ (h◦h̃)(M) ⊆M und M ⊇M

essentiell ist, folgt M
′
, M̃ ′ = {0}, also M ∼= M̃ . �

Korollar 7.8.17. Seien M,N R-Moduln. Dann ist E(M ⊕ N) = E(M) ⊕
E(N).

Beweis. Diagrammjagd, als Übung. �

7.8.4. Positiv primitive Formeln und Dimensionssätze. Hauptergebnis
dieses §7.8 wird ein Satz sein, der es erlaubt, beliebige LR-Formeln als Kombination
von Formeln einfacheren Typs darzustellen, nämlich sog. positiv primitiven Formeln
und Dimensionssätzen.

Definition 7.8.18. Eine positiv primitive Formel (kurz: p.p. Formel) in LR
ist eine Formel der Form

(7.8.28) ϕ = ∃x1 · · · ∃xn

(
m∧
i=1

ϕi

)
, (m,n ∈ N0)

wobei die ϕi atomare LR-Formeln seien.

Bemerkung 7.8.19. Wir sehen, daß wir o.B.d.A. stets davon ausgehen können,
daß die ϕi in der Gestalt

n∑
j=1

λijxj =
t∑

k=1

µikyk (i = 1, . . . ,m)

mit λij , µik ∈ R und den freien Variablen y1, . . . , yt von ϕ (t ∈ N0) gegeben sind.
ϕ beschreibt also die Lösbarkeit des linearen Gleichungssystems Ax = By in x mit
den Parametern y, wobei A := (λij)1≤i≤m

1≤j≤n
∈ Rm×n, B := (µik)1≤i≤m

1≤k≤t
∈ Rm×t.

Als Folgerung aus Kor. 7.8.9 ergibt sich: (Dabei heiße ein Ring R [primitiv ]
rekursiv, falls er auf einer [primitiv] rekursiven Teilmenge von N definiert ist und
[primitiv] rekursive Operationen besitzt.)

Lemma 7.8.20. Sei R kohärent. Dann ist jede p.p. LR-Formel ϕ in E(MR)
äquivalent zu einer quantorenfreien p.p. Formel ϕ′ (d.h. einer Konjunktion von
Gleichungen). Ist R (primitiv) rekursiv und (primitiv) rekursiv ein endliches Er-
zeugendensystem für den Modul Λ aus (7.8.25) bestimmbar, so ist die Q.E. (primi-
tiv) rekursiv.

Beweis. Es sei ϕ wie in (7.8.28). Wir führen Induktion nach n ∈ N0. Für n = 0
ist nichts zu zeigen. Zum Induktionsschritt sei n > 0. Schreibe ϕ = ∃x1 · · · ∃xn−1(ψ)
mit der p.p. Formel ψ(x1, . . . , xn−1,y) := ∃xn(

∧
ϕi). Mit Kor. 7.8.9, (ii) ist ψ äqui-

valent zu einer quantorenfreien p.p. LR-Formel ψ′, und mit Induktionsvorausset-
zung, angewendet auf ∃x1 · · · ∃xn−1(ψ′), folgt die Behauptung. �
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Für einen beliebigen Ring R ist i.a. kein zu diesem Lemma analoges Ergebnis zu
erwarten. Allerdings ändert sich dies, wenn wir allgemeiner auch infinitäre Formeln
zulassen.

Definition 7.8.21. Eine infinitäre p.p. Formel ist eine (LR)∞-Formel der Bau-
art

ϕ = ∃x1 · · · ∃xn

(∧
i∈I

ϕi

)
, (n ∈ N0)

wobei die ϕi atomare LR-Formeln und I eine beliebige Indexmenge sei.

Bemerkung. Wir erinnern an die Konvention, daß
∧
i∈∅ ϕi stets als wahr

ausgewertet wird. Die Bem. 7.8.19 trifft auch hier sinngemäß zu.

Lemma 7.8.22. Sei R ein beliebiger Ring. In I(MR) ist jede infinitäre p.p. For-
mel ϕ äquivalent zu einer quantorenfreien infinitären p.p. Formel ϕ′.

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 7.8.20. Für n = 1 gilt nach Definition
von I(MR) und Lemma 7.8.7

I(MR) |=

(
∃x

(∧
i∈I

(
λix =

t∑
k=1

νikyk

))
↔
∧
λ∈Λ

(∑
i∈I

(
µi

t∑
k=1

νikyk

)
= 0

))
,

wobei y1, . . . , yt freie Variablen, λi, νik ∈ R und Λ :=
{
µ ∈ R(I) :

∑
i∈I µiλi = 0

}
.

Der Induktionsschritt ist klar. �

Korollar 7.8.23. Sei R ein Ring. In E(MR) ist jede p.p. Formel äquivalent
zu einer quantorenfreien infinitären p.p. Formel (mit denselben freien Variablen).
E(MR) erlaubt also eine infinitäre Q.E.

Beweis. Sei ϕ p.p. und ϕ′ nach Lemma 7.8.22 eine quantorenfreie infinitäre
p.p. Formel mit I(MR) |= (ϕ ↔ ϕ′). Ist dann M ∈ E(MR), so erweitere M nach
Kor. 7.8.15 zu M ′ ∈ I(MR). Da M ′ |= (ϕ ↔ ϕ′), gilt auch M |= (ϕ ↔ ϕ′),
nach Definition von E(MR). Weil LR eine Konstante enthält, kann man ferner ϕ′

o.B.d.A. als Formel in denselben freien Variablen wie ϕ annehmen. (Bem. 5.2.7.) �

Wir untersuchen nun die durch p.p. Formeln definierbaren Teilmengen eines
Moduls.

Sei ϕ(x,y) eine erweiterte p.p. Formel in LR, y = (y1, . . . , yt), also ϕ von der
Form

(7.8.29) ∃x1 · · · ∃xn

(
m∧
i=1

ϕi

)
(m,n ∈ N0)

mit ϕi = (
∑n
j=1 λijxj = µix +

∑t
k=1 µikyk). Weiter sei M ein R-Modul und c =

(c1, . . . , ct) ∈M t. Definiere

EMϕ,c :=
{
a ∈M : M |= ϕ(a, c)

}
.

Dann gilt:

Proposition 7.8.24.

(i) EMϕ,0 ist eine Untergruppe der additiven Gruppe von M . Ist R kommuta-
tiv, so ist EMϕ,0 ein Untermodul von M . (Dabei 0 := (0, . . . , 0) ∈M t.)

(ii) Entweder ist EMϕ,c = ∅ oder EMϕ,c eine Nebenklasse von EMϕ,0.

157



Beweis. Die ϕ(0) haben die Form ϕ(0) = (
∑
λijxj = µix); man sieht, daß

0 ∈ EMϕ,0 und mit a, b auch a − b in EMϕ,0 ist, sowie, falls R kommutativ ist, auch
λa für λ ∈ R. Dies zeigt (i). Für (ii) überlegt man sich, daß, falls EMϕ,c 6= ∅, etwa
a0 ∈ EMϕ,c, für alle a ∈M gilt: a ∈ EMϕ,c gdw. a− a0 ∈ EMϕ,0. �

Wir schreiben kürzer Mϕ := EMϕ,0. Mϕ wird eine p.p. definierbare Untergruppe
von M genannt. (In der Literatur manchmal auch matrizielle Untergruppe oder
endlich definierbare Untergruppe.)

Proposition 7.8.25. Seien ϕ,ψ p.p.
(i) Ist M ein R-Modul, so ist Mϕ ∩Mψ = Mϕ∧ψ. Endliche Durchschnitte

von p.p. Untergruppen sind also stets wieder p.p.
(ii) Ist {Mi}i∈I eine Familie von R-Moduln, I 6= ∅, so ist

(∏
i∈IMi

)
ϕ

=∏
i∈I(Mi)ϕ und

(⊕
i∈IMi

)
ϕ

=
⊕

i∈I(Mi)ϕ.

Beweis. (i) ist klar, da eine Konjunktion zweier p.p. Formeln äquivalent zu
einer p.p. Formel ist. (ii) ergibt sich unmittelbar aus der Definition und verbleibt
als Übung. �

Seien ϕ(x,y), ψ(x,y) p.p. Formeln mit zugehörigen p.p. Untergruppen Mϕ ⊇
Mϕ∧ψ in einem R-Modul M . Dann existiert zu jedem k ∈ N ein ∃2-Satz dim≥k

ϕ,ψ,
der in M besagt, daß [Mϕ : Mϕ∧ψ] = ord(Mϕ/Mϕ∧ψ) ≥ k ist, nämlich

dim≥k
ϕ,ψ := ∃x1 · · · ∃xk

 k∧
i=1

ϕ[xi/x,0/y] ∧
k∧

i,j=1
i 6=j

¬
(
ϕ ∧ ψ

)
[xj − xi/x,0/y]

 ,

wobei ϕ, ψ wie in (7.8.29) gegeben seien. Sätze dieser Art nennen wir Dimensi-
onssätze.

Aus der infinitären Q.E. für E(MR) nach Kor. 7.8.23 erhalten wir:

Korollar 7.8.26. Jeder Dimensionssatz δ ist invariant in E(MR), d.h. sowohl
δ als auch ¬δ sind persistent unter Erweiterungen in E(MR).

Beweis. Sei δ = dim≥k
ϕ,ψ mit k ∈ N und p.p. Formeln ϕ(x,y), ψ(x,y). Erset-

ze die p.p. Formel (ϕ ∧ ψ) nach Kor. 7.8.23 durch eine infinitäre quantorenfreie
p.p. Formel

∧
i′∈I ϕi′ mit Gleichungen ϕi′ . Dann ist δ äquivalent zu

∨
i′∈I
∃x1 · · · ∃xk

 k∧
i=1

ϕ[xi/x,0/y] ∧
k∧

i,j=1
i 6=j

¬ϕi′ [xj − xi/x,0/y]

 ,

also einer Disjunktion existentieller Sätze. Da wir uns in E(MR) befinden, folgt die
Behauptung. �

Korollar 7.8.27. Sei R ein beliebiger Ring. Je zwei existentiell abgeschlossene
Moduln erfüllen dieselben Dimensionssätze.

Beweis. Seien M,N ∈ E(MR), δ ein Dimensionssatz, M erfülle δ. Erweitere
M ×N zu L ∈ E(MR). Dann M ↪→ L, N ↪→ L; nach Kor. 7.8.26 folgt L |= δ, also
auch N |= δ. �
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Lemma 7.8.28. Sei R ein Ring, ϕ(x,y), ψ(x,y) p.p. Formeln in LR. Dann
gilt in E(MR) entweder ¬dim≥2

ϕ,ψ oder für alle k ∈ N stets dim≥k
ϕ,ψ. M.a.W.: Für

jedes Paar p.p. Formeln ϕ, ψ gilt in allen existentiell abgeschlossenen R-Moduln M
entweder Mϕ = Mϕ∧ψ (d.h. E(MR) |= (ϕ→ ψ)(x,0)) oder [Mϕ : Mϕ∧ψ] =∞.

Beweis. Angenommen, es existiert ein M ∈ E(MR) mit M |= dim≥2
ϕ,ψ. Wegen

dem vorstehenden Kor. 7.8.27 genügt es zu zeigen, daß es ein M ′ ∈ E(MR) gibt,
so daß für alle k ∈ N gilt: M ′ |= dim≥k

ϕ,ψ. Sei N := MN. Da mit Prop. 7.8.25, (ii)
Nϕ = (Mϕ)N, Nϕ∧ψ = (Mϕ∧ψ)N und [Mϕ : Mϕ∧ψ] ≥ 2, folgt

[Nϕ : Nϕ∧ψ] ≥ k für alle k ∈ N.

Erweitere jetzt N zu M ′ ∈ E(MR). In E(MR) ist ϕ∧ψ äquivalent zu einer (i.a. un-
endlichen) Konjunktion % von Gleichungen (Kor. 7.8.23). Damit gilt also M |=
(ϕ ∧ ψ ↔ %) und folglich N |= (ϕ ∧ ψ ↔ %). Somit ist in N jeder Dimensionssatz
dim≥k

ϕ,ψ äquivalent zu einer (i.a. unendlichen) Disjunktion existentieller Formeln,
und es folgt M ′ |= dim≥k

ϕ,ψ. �

7.8.5. Der Satz von Baur-Monk. Wir steuern nun auf einen der grundle-
genden Sätze der Modelltheorie von Moduln zu, den Satz von Baur und Monk über
relative Q.E.; unsere Darstellung folgt [178]. Wir beginnen mit einigen allgemei-
nen Betrachtungen über abelsche Gruppen. (Wie üblich schreiben wir G′ ≤ G,
falls G′ eine Untergruppe der Gruppe G ist, und [G : G′] = ord(G/G′), also
[G : G′] = card(G/G′), falls card(G/G′) < ℵ0, und [G : G′] = ∞, sonst, wobei
G′ Normalteiler von G sei; mit ∞ wird wie gewohnt gerechnet.)

Proposition 7.8.29. Sei G eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe.

(i) Seien K ≤ H ≤ G, L ≤ G. Dann ist [H ∩ L : K ∩ L] ≤ [H : K].
(ii) Seien K ≤ H ≤ G. Dann ist [G : K] = [G : H] · [H : K].
(iii) Seien H,K ≤ G, E, F Nebenklassen von H bzw. K. Dann ist entweder

E ∩ F = ∅, oder E ∩ F ist eine Nebenklasse von H ∩K.
(iv) Seien H1, . . . ,Hn ≤ G, [G : Hi] < ∞ für 1 ≤ i ≤ n. Dann ist auch

[G :
⋂n
i=1Hi] <∞.

(v) Seien H ≤ G, K ≤ G. Dann [G : H] = [G/K : H/H ∩K] · [K : H ∩K].

Beweis. (i) ist klar. (Durch h(K ∩ L) 7→ hK erhält man eine Einbettung
H ∩L/K∩L ↪→ H/K.) Zu (ii) beachte, daß nach dem Satz von Lagrange ord(G) =
ord(H) · [G : H], ord(H) = ord(K) · [H : K], also ord(G) = ord(K) · [G : H] · [H : K],
und ord(G) = ord(K) · [G : K]. (Oder einfach: 2. Isomorphiesatz.) Zu (iii) sei
E ∩ F 6= ∅, etwa g ∈ E ∩ F ; dann ist E ∩ F = g + H ∩K.— Zu (iv): Induktion
nach n ∈ N. n = 1 ist trivial. Sei n > 1. Dann[

G :
n⋂
i=1

Hi

]
=
(ii)

[G : H1] ·

[
H1 :

n⋂
i=1

Hi

]
≤
(i)

[G : H1] ·

[
G :

n⋂
i=2

Hi

]
,

und der Induktionsschritt ist vollzogen. (v) schließlich folgt unmittelbar aus den
beiden Isomorphiesätzen und (ii): [G/K : H/H ∩ K] · [K : H ∩ K] = [G/K :
HK/K] · [HK : H] = [G : HK] · [HK : H] =

(ii)
[G : H]. �

Die folgenden Aussagen stammen von B. H. Neumann [114].
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Lemma 7.8.30. Sei G eine abelsche Gruppe. Seien G1, . . . , Gk ≤ G, sowie Ei
Nebenklassen von Gi, i = 1, . . . , k. Falls G = E1 ∪ · · · ∪ Ek, so ist [G : Gi] ≤ k für
ein i ∈ {1, . . . , k}.

Beweis. Induktion über die Anzahl D der verschiedenen Gruppen unter den
Gi. Ist D = 1, so sind die E1, . . . , Ek Nebenklassen ein und desselben G1, und somit
[G : G1] ≤ k. Sei also D > 1. Definiere eine Quasiordnung . auf {G1, . . . , Gk} durch
Gi . Gj d.u.n.d., falls [Gi : Gi ∩Gj ] endlich ist. . ist transitiv, da

[Gh : Gh ∩Gj ] ≤ [Gh : Gh ∩Gi ∩Gj ]
=
(ii)

[Gh : Gh ∩Gi] · [Gh ∩Gi : Gh ∩Gi ∩Gj ]

≤
(i)

[Gh : Gh ∩Gi] · [Gi : Gi ∩Gj ].

Sei Gi ∼ Gj :⇔ (Gi . Gj ∧ Gj . Gi) die induzierte Äquivalenzrelation und 5
die induzierte Halbordnung auf den Äquivalenzklassen [Gi]. Wähle eine bzgl. 5
maximale Klasse [Gi]. Wir können annehmen, daß [Gi] = {G1, . . . , Gl} für ein
l ∈ {1, . . . , k}. Mit T := G1 ∩ · · · ∩Gl erhalten wir [G : T ] = [G : Gj ] · [Gj : T ] für
j = 1, . . . , l, also

[G : T ] ≥
(

min
1≤j≤l

[G : Gj ]
)
· [Gi : T ],

und somit

[G : T ] ≥
(

min
1≤j≤l

[G : Gj ]
)
· max
1≤i≤l

[Gi : T ].

Ferner ist nach Prop. 7.8.29, (iv) max
1≤i≤l

[Gi : T ] endlich.

Angenommen nun, es wären alle [G : Gi] > k für 1 ≤ i ≤ k. Dann folgt
[G : T ] > k · max

1≤i≤l
[Gi : T ], und letztere Zahl ist größer oder gleich der Anzahl der

Nebenklassen von T , welche in E1∪· · ·∪El enthalten sind. (Ist x+T in Ei = xi+Gi
enthalten, so ordne x+T die Nebenklasse xi+T zu.) Also existiert eine Nebenklasse
x+ T von T mit x ∈ G, die in El+1 ∪ · · · ∪ Ek enthalten ist, und somit

(7.8.30) T ⊆ (−x+ El+1) ∪ · · · ∪ (−x+ Ek).

Nach Prop. 7.8.29, (iii) ist jedes E′i := (−x + Ei) ∩ T entweder leer oder eine
Nebenklasse von G′i := Gi ∩ T , für l + 1 ≤ i ≤ k. Nach Wahl der G1, . . . , Gl ist
[Gj : T ∩ Gi] ≥ [Gj : Gj ∩ Gi] unendlich für 1 ≤ j ≤ l < i ≤ k. Ferner sind
[Gj : T ] endlich und [Gj : T ∩ Gi] = [Gj : T ] · [T : T ∩ Gi] nach Prop. 7.8.29, (ii),
und somit [T : G′i] = [T : T ∩ Gi] = ∞ für l + 1 ≤ i ≤ k. Ferner ist nach (7.8.30)
T = E′l+1∪· · ·∪E′k, wobei die E′i leer oder Nebenklassen von G′i sind, für l+1 ≤ i ≤
k. Dies aber widerspricht der Induktionsannahme, denn G1 6= Gl+1, . . . , Gk, und
damit befinden sich unter G′l+1, . . . , G

′
k höchstens D−1 verschiedene Gruppen. �

Lemma 7.8.31. Sei G eine abelsche Gruppe. Seien G1, . . . , Gk ≤ G und Ei
Nebenklassen von Gi für i = 1, . . . , k. Es sei G = E1∪· · ·∪Ek und G 6= E2∪· · ·∪Ek.
Dann ist [G : G1] ≤ kk.

Beweis. Wieder führen wir Induktion über die Anzahl D der verschiedenen
Gruppen unter den G1, . . . , Gk. Ist D = 1, so sind E1, . . . , Ek Nebenklassen von G1,
und [G : G1] ≤ k. Sei also D > 1. Nach Lemma 7.8.30 existiert ein i ∈ {1, . . . , k}
mit [G : Gi] ≤ k. Ist [G : G1] ≤ k, sind wir fertig; andernfalls können wir [G :
G2] ≤ k und somit G2 6= G1 annehmen. Wähle x ∈ G \ (E2 ∪ · · · ∪ Ek) und setze
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Fi := G2 ∩ (−x + Ei) für 1 ≤ i ≤ k. Nach Prop. 7.8.29, (iii) sind die Fi leer oder
Nebenklassen von G′i := G2 ∩Gi, und

G2 = G ∩G2 =
(
(−x+ E1) ∪ · · · ∪ (−x+ Ek)

)
∩G2 = F1 ∪ · · · ∪ Fk.

Man bemerke, daß G2 6= F2 ∪ · · · ∪ Fk, da sonst 0 ∈ Fi für ein i ∈ {2, . . . , k}, und
somit x ∈ Ei; ferner, daß aus Gi = G2 für ein i ∈ {2, . . . , k} folgt, daß Fi = ∅ ist,
weil sonst y ∈ Fi impliziert, daß y + x ∈ Ei und y ∈ Gi, also x ∈ Ei. Wir können
o.E. annehmen, daß G2 = Gi genau für alle i ∈ {2, . . . , h} gilt, wobei 1 ≤ h ≤ k ist.
Dann ist

G2 = F1 ∪ Fh+1 ∪ · · · ∪ Fk, G2 6= Fh+1 ∪ · · · ∪ Fk,
und G′1, G

′
h+1, . . . , G

′
k sind höchstens (D − 1) verschiedene Gruppen. Nach Induk-

tionsvoraussetzung ist damit [G2 : G′1] ≤ (k − 1)(k−1), also

[G : G1] ≤ [G : G1 ∩G2] = [G : G2] · [G2 : G′1] ≤ k · (k − 1)(k−1) ≤ kk,

wie gewünscht. �

Korollar 7.8.32. Sei G eine abelsche Gruppe. Seien G1, . . . , Gk ≤ G und Ei
Nebenklassen von Gi für i = 1, . . . , k. Sei G = E1 ∪ · · · ∪ Ek, und sei

I :=
{
i : 1 ≤ i ≤ k, [G : Gi] ≤ kk

}
.

Dann ist G =
⋃
i∈I Ei.

Beweis. Wende Lemma 7.8.31 nacheinander auf alle Gi mit i /∈ I an. �

Ein in der elementaren Kombinatorik oft benütztes Prinzip ist das folgende.

Lemma 7.8.33. (Sylvestersches Prinzip) Seien A0, . . . , Ak endliche Mengen. Es
ist

A0 ⊆ A1 ∪ · · · ∪Ak d.u.n.d., wenn
∑

I⊆{1,...,k}

(−1)|I|
∣∣∣∣∣A0 ∩

⋂
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ = 0.

(Dabei A0 ∩
⋂
i∈∅ Ai := A0.)

Beweis. Induktion nach k ∈ N. Für k = 1 lautet die Aussage: A0 ⊆ A1 genau
dann, wenn |A0| − |A0 ∩A1| = 0, und dies ist offensichtlich richtig. Sei k > 1. Dann∑

I

(−1)|I|
∣∣∣∣∣A0 ∩

⋂
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ =

∑
I⊆{1,...,k−1}

(−1)|I|
(∣∣∣∣∣A0 ∩Ak ∩

⋂
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣(A0 \Ak) ∩
⋂
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣
)

+

∑
I⊆{1,...,k−1}

(−1)|I|+1

∣∣∣∣∣A0 ∩Ak ∩
⋂
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ =

∑
I⊆{1,...,k−1}

(−1)|I|
∣∣∣∣∣(A0 \Ak) ∩

⋂
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ ,
und dies ist nach Induktionsannahme gleich 0 d.u.n.d., wenn (A0 \Ak) ⊆ A1∪ · · ·∪
Ak−1, d.h. wenn A0 ⊆ A1 ∪ · · · ∪Ak. �
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Eine Kombination von Kor. 7.8.32 und Lemma 7.8.33 ergibt ein Kriterium
betreffend die Überdeckung einer Nebenklasse durch endlich viele Nebenklassen.

Überdeckungssatz. Sei G eine abelsche Gruppe, Gi ≤ G, Ei leer oder eine
Nebenklasse von Gi für 0 ≤ i ≤ k. Setze

J :=
{
i : 1 ≤ i ≤ k,Ei 6= ∅ und [G : Gi] ≤ kk

}
,

H := G0 ∩ · · · ∩Gk,

NI :=

[
G0 ∩

⋂
i∈I

Gi : H

]
für I ⊆ J , und

N :=

{
I ⊆ J : E0 ∩

⋂
i∈I

Ei 6= ∅

}
.

Es ist E0 ⊆ E1 ∪ · · · ∪ Ek dann und nur dann, wenn
∑
I∈N (−1)|I|NI = 0 (wobei∑

∅
nach Definition gleich 0 sei.).

Beweis. Ist E0 = ∅, so ist N = ∅, und somit
∑
∅

= 0. Andernfalls wähle

x ∈ E0 und setze Fi := −x+ Ei. Dann gilt

E0 ⊆ E1 ∪ · · · ∪ Ek ⇔ G0 ⊆ F1 ∪ · · · ∪ Fk ⇔
7.8.32

G0 =
⋃
j∈J

Fj .

Sei π : G→ G/H der kanonische Epimorphismus und setze A0 := π(G0) = G0/H,
Aj := π(Fj) für j ∈ J . Nach Prop. 7.8.29, (iv) sind A0, Aj für j ∈ J alle endlich,
und es gilt

G0 ⊆
⋃
j∈J

Fj ⇔ A0 ⊆
⋃
j∈J

Aj .

Nach Lemma 7.8.33 ist dies d.u.n.d. der Fall, wenn
∑
I⊆J(−1)|I|

∣∣A0 ∩
⋂
i∈I Ai

∣∣ = 0.
Es ist nun A0 ∩

⋂
i∈I Ai = π(G0 ∩

⋂
i∈I Fi), und nach Prop. 7.8.29, (iii) G0 ∩⋂

i∈I Fi eine Nebenklasse von G0 ∩
⋂
i∈I Gi. Somit haben wir |A0 ∩

⋂
i∈I Ai| =

|G0 ∩
⋂
i∈I Gi/H| = NI <∞. Dies vervollständigt den Beweis. �

Nach diesen Vorarbeiten kommen wir nun zu dem bereits mehrfach angekündig-
ten Satz.

Satz 7.8.34. (Baur-Monk, [50], [111]) Sei R ein beliebiger Ring. Dann ist in
MR jede LR-Formel ϕ äquivalent zu einer Booleschen Kombination ϕ′ von p.p. For-
meln und Dimensionssätzen. (Die Klasse der Moduln erlaubt also Q.E. relativ zu
p.p. Formeln und Dimensionssätzen.)

Beweis. Wir führen Induktion über den Aufbau von ϕ. Der einzig nichttri-
viale Fall ist der des Allquantors. Es genügt also zu zeigen, daß für eine ∧-∨-¬-
Kombination ψ(x,y) von p.p. Formeln und Dimensionssätzen auch ϕ = ∀x(ψ(x,y))
in MR zu einer solchen Kombination äquivalent ist. O.B.d.A. sei ψ eine Disjunktion
von p.p. Formeln und Dimensionssätzen und Negationen von solchen. Da die Va-
riable x in den Dimensionssätzen nicht vorkommt, können wir ψ von der folgenden
Gestalt annehmen:

ψ =
k∨
i=1

ψi ∨
l∨

i=k+1

¬ψi mit p.p. ψi.
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Dabei sei l > k; ansonsten füge man die Ungleichung ¬(0 = 0) hinzu. Ist k = 0,
so ist ϕ äquivalent zu ¬∃x(

∧l
i=k+1 ψi), und dies äquivalent zur Negation einer

p.p. Formel. Ist k > 0, setze ψ0 :=
∧l
i=k+1 ψi. Dann ist ψ äquivalent zu ψ0 →∨k

i=1 ψi. Sei M ∈ MR beliebig, Gi := Mψi
die zu ψi gehörigen p.p. Gruppen. Für

jedes zu y passende b aus M gilt dann

A |= ϕ(b) ⇔ E0 ⊆ E1 ∪ · · · ∪ Ek, wobei Ei = EMψi,b.

Nach dem Überdeckungssatz (mit den dortigen Bezeichnungen) ist dies der Fall
d.u.n.d., wenn

∑
I∈N (−1)|I|NI = 0. Dies wiederum gilt genau dann, wenn M |=

ϑ(b), wobei mit K := {1, . . . , k}

ϑ (y) :=
∨
J⊆K

∨
N⊆2J

∨
n : N→N0,∑

I∈N (−1)|I|n(I)=0

∀I∈N : n(I)≤kk2

(
%J ∧

∧
I∈N

σI,n,N

)
,

%J :=
∧
j∈J

(
∃x (ψj (x,y)) ∧ ¬dim≥kk+1

ψ0,ψj

)
∧

∧
j∈K\J

(
¬∃x (ψj (x,y)) ∨ dim≥kk+1

ψ0,ψj

)
,

σI,n,N := ∃x

(
ψ0 ∧

∧
i∈I

ψi

)
(x,y) ∧

∧
I′∈2J\N

¬∃x

(
ψ0 ∧

∧
i′∈I′

ψi′

)
(x,y) ∧

dim≥n(I)
ψ0∧

∧
i∈I ψi,

∧
j∈K ψj

∧¬dim≥n(I)+1
ψ0∧

∧
i∈I ψi,

∧
j∈K ψj

.

(Man beachte, daß die innerste Disjunktion in ϑ endlich ist; die Abschätzung durch
kk

2
ergibt sich mit Prop. 7.8.29, (i) aus

NI =

[
G0 ∩

⋂
i∈I

Gi : H

]
≤

G0 : G0 ∩
⋂

j∈J\I

Gj

 ≤ (kk)k

und dem Beweis von Prop. 7.8.29, (iv).)
Damit MR |= (ϕ↔ ϑ)(y), und ϑ ist von der gewünschten Form. �

Es sei an dieser Stelle angemerkt, daß der vorgestellte Beweis mit marginalen
Änderungen auch in dem viel allgemeineren Rahmen der von Fisher [76] definierten
abelschen Strukturen durchgeführt werden kann; vgl. hierzu [178]. Diese umfassen
neben den von van der Waerden als abelsche Gruppen mit Operatoren bezeichneten
Strukturen ([39], §45) auch Bimoduln, Moduln mit ausgezeichneter Untergruppe
u.v.m.

7.8.6. Folgerungen aus dem Baur-Monk-Satz. Wir sammeln einige sich
leicht ergebende Konsequenzen aus dem Satz von Baur-Monk ein.

Korollar 7.8.35. Jeder LR-Satz ist in der Klasse der Moduln äquivalent zu
einer Booleschen Kombination von Dimensionssätzen.

Beweis. Sei ϕ ein LR-Satz. Nach dem Satz von Baur-Monk ist ϕ äquivalent
zu einer Booleschen Kombination ϕ′ von p.p. Formeln und Dimensionssätzen. Weil
LR nicht konstantenlos ist, kann man nach Bem. 5.2.7 annehmen, daß ϕ′ dieselben
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freien Variablen wie ϕ enthält, also gar keine. Jeder p.p. Satz in ϕ′ kann aber nun
äquivalent durch 0 = 0 ersetzt werden. �

Korollar 7.8.36. Für Moduln M , N sind gleichwertig:
(i) M und N sind elementar äquivalent.
(ii) M und N erfüllen dieselben ∀2-Sätze.
(iii) M und N erfüllen dieselben Dimensionssätze. �

Sei M ein R-Modul. Die Zahlen

Inv(ϕ,ψ,M) := [Mϕ : Mϕ∧ψ] ∈ N ∪ {∞},
wobei ϕ und ψ alle p.p. Formeln durchlaufen, nennt man auch die Baur-Monk-Inva-
rianten des Moduls M . Wie schon im Fall der algebraisch abgeschlossenen Körper
haben wir also numerische Invarianten zur Unterscheidung elementarer Äquivalenz.

Zum Berechnen von Baur-Monk-Invarianten sind die folgende Aussagen prak-
tisch:

Lemma 7.8.37. Sei {Mi}i∈I eine nichtleere Familie von R-Moduln. Dann gilt
für jede Baur-Monk-Invariante J = Inv(ϕ,ψ,−):

J

(∏
i∈I

Mi

)
= sup

{∏
i′∈I′

J(Mi′) : I ′ ⊆ I endlich

}
= J

(⊕
i∈I

Mi

)
Beweis. Seien ϕ(x), ψ(x) p.p. Formeln. Mit Prop. 7.8.25, (ii) folgt(∏

i∈I
Mi

)
ϕ

=
∏
i∈I

(Mi)ϕ,

(∏
i∈I

Mi

)
ψ

=
∏
i∈I

(Mi)ψ.

Damit (∏
i∈I

Mi

)
ϕ

/(∏
i∈I

Mi

)
ϕ∧ψ

∼=
∏
i∈I

(Mi)ϕ/(Mi)ϕ∧ψ,

und dies impliziert die erste Gleichung für J = Inv(ϕ,ψ,−). Die Berechnung der
zweiten erfolgt vollkommen analog. �

Definition 7.8.38. Sind M,N R-Moduln und p : M ↪→ N eine Einbettung,
so heißt p eine reine Einbettung, falls p alle Negationen von p.p. Formeln erhält.
M heißt ein reiner Untermodul von N oder M rein in N , falls M ⊆ N und die
Inklusionsabbildung eine reine Einbettung ist.

Also: M ist reiner Untermodul von N genau dann, wenn für alle m,n ∈ N0,
b ∈Mm und A ∈ Rm×n gilt: Hat das Gleichungssystem Ax = b in N eine Lösung,
so auch schon in M . Anders ausgedrückt: Für jede p.p. Formel ϕ gilt Mϕ = Nϕ∩M .
Genauer:

Proposition 7.8.39. Sei M ein reiner Untermodul von N . Für alle p.p. For-
meln ϕ,ψ in LR, J = Inv(ϕ,ψ,−) gilt: J(N) = J(M)J(N/M). Insbesondere ist
N ≡ M ⊕N/M und J(M) ≤ J(N).

Beweis. Es reicht, Nφ/Mφ
∼= (N/M)φ für alle p.p. φ zu beweisen, denn dann

folgt
J(N/M) = [(N/M)ϕ : (N/M)ϕ∧ψ] = [Nϕ/Mϕ : Nϕ∧ψ/Mϕ∧ψ],

also mit Prop. 7.8.29, (v) wie gewünscht J(N) = J(M)J(N/M). Sei also φ(y)
eine erweiterte p.p. Formel. Zunächst gilt mit N |= ϕ(a), wobei a ∈ N , sicher
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auch N/M |= ϕ(π(a)), wobei π : N � N/M die kanonische Projektion sei; wegen
Mφ = M ∩Nφ folgt also Nφ/Mφ ⊆ (N/M)φ. Umgekehrt gelte N/M |= φ(π(a)) mit
a ∈ N , und φ sei etwa von der Form φ = ∃x1 · · · ∃xn(ϑ) mit einer Konjunktion ϑ
von atomaren Formeln. Sei b ∈ Nn mit N/M |= ϑ(π(b), π(a)). Erweitern wir die
Gleichungen

∑
j λijxj = µix in ϑ um die Variable z zu

∑
j λijxj = µix+ z, so gilt

N/M |= ϑ(π(b), π(a), 0) mit ϑ(x, y, z). Damit gibt es also ein c ∈ M = ker(π) mit
N |= ϑ(b, a, c), also N |= ∃y∃x1 · · · ∃xn(ϑ)[c/z]. Da M rein in N und c ∈ M , gilt
auch M |= ∃y∃x1 · · · ∃xn(ϑ)[c/z], sagen wir b′ ∈Mn, a′ ∈M mit M |= ϑ(b′, a′, c),
also auch N |= ϑ(b′, a′, c). Es folgt N |= ϑ(b−b′, a−a′, 0), also N |= φ(a−a′). Aber
π(a−a′) = π(a), und es ergibt sich π(a) ∈ Nφ/Mφ, wie gewünscht.—N ≡ M⊕N/M
folgt nun aus Lemma 7.8.37. �

Damit einige weitere Folgerungen aus dem Satz von Baur-Monk:

Korollar 7.8.40. (Sabbagh, [138], [139]) Sei R ein beliebiger Ring.

(i) Seien M ⊆ N zwei R-Moduln. Genau dann ist M � N , wenn M rein in
N und M ≡ N ist.

(ii) Seien M ⊆ N ⊆ P Moduln über R, und M rein in N , N rein in P . Dann
folgt M ≡ N aus M ≡ P .

(iii) Seien {Mi}i∈I und {Ni}i∈I zwei nichtleere Familien von R-Moduln. Ist
Mi ≡ Ni für jedes i ∈ I, so⊕

i∈I
Mi ≡

⊕
i∈I

Ni,
∏
i∈I

Mi ≡
∏
i∈I

Ni,
⊕
i∈I

Mi ≡
∏
i∈I

Ni.

Insbesondere ist
⊕

i∈IMi ≡
∏
i∈IMi.

(iv) Sei I eine unendliche Menge, M ein R-Modul. Dann sind äquivalent:
(a) M ≡ M ⊕M (bzw. M ≡ M ×M)
(b) M ≡ M (I) (bzw. M ≡ M I)
(c) Jede Baur-Monk-Invariante von M ist entweder 1 oder ∞.

(v) Sind M � N R-Moduln, so ist M ≡ M ⊕ (N/M). Sind M ⊆ N ⊆ N ′

R-Moduln und ist N rein in N ′, so ist N/M rein in N ′/M .

Beweis. Zu (i): Jede reine Einbettung erhält alle p.p. Formeln (als Einbettung)
und deren Negationen (als reine Einbettung). Damit folgt die Behauptung aus dem
Baur-Monk-Satz.

Zu (ii): Wegen Prop. 7.8.39 ist für alle p.p. Formeln ϕ, ψ

Inv(ϕ,ψ,M) ≤ Inv(ϕ,ψ,N) ≤ Inv(ϕ,ψ, P ),

wegen M ≡ P aber Inv(ϕ,ψ,M) = Inv(ϕ,ψ, P ), also Inv(ϕ,ψ,M) = Inv(ϕ,ψ,N),
und Kor. 7.8.36 impliziert M ≡ N .

Zu (iii): Lemma 7.8.37 zeigt, daß
⊕
Mi und

∏
Ni dieselben Baur-Monk-Inva-

rianten besitzen; also
⊕
Mi ≡

∏
Ni. Analog in den anderen beiden Fällen.

Zu (iv): (a) ⇒ (b): Mit Lemma 7.8.37 und J(M ⊕M) = J(M) ist J(M (I)) =
J(M) für alle Invarianten J . Mit Kor. 7.8.36 folgt M ≡ M (I).— (b) ⇒ (c): Es ist
J(M) = J(M (I)) = sup{J(M)k : k ∈ N}. Wäre also J(M) /∈ {1,∞}, so folgte der
Widerspruch ∞ ∈ N.— (c) ⇒ (a): Es ist J(M ⊕M) = J(M) · J(M).— Den Fall
der direkten Potenz erledigt man vollkommen analog.

Zu (v): Der erste Teil ist klar nach Prop. 7.8.39; den zweiten zeigt man mit
derselben Beweismethode wie in Prop. 7.8.39. �
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Übung. Sei R ein kommutativer Ring, der einen unendlichen Körper enthält.
Zeige, daß Mn ≡ Mω für alle n ∈ N.

Hinsichtlich algorithmischer Aspekte notieren wir:

Korollar 7.8.41. Sei R ein (primitiv) rekursiver Ring. Die im Satz von
Baur-Monk gegebene Abbildung, die einer beliebigen LR-Formel eine in MR äqui-
valente Formel aus dem ∧-∨-¬-Abschluß der Menge aller p.p. Formeln und Di-
menensionssätzen zuordnet, ist (primitiv) rekursiv; sinngemäß trifft dies auch auf
Kor. 7.8.35 zu.— Ist M ein R-Modul, so ist Th(M) (primitiv rekursiv) entscheidbar
genau dann, wenn die Menge

(7.8.31)
{

(ϕ,ψ, k) : k ∈ N, ϕ(x,y), ψ(x,y) p.p., [Mϕ : Mϕ∧ψ] ≥ k
}

(primitiv) rekursiv ist.

Beweis. Die erste Behauptung ist klar. Daß aus der (primitiv rekursiven) Ent-
scheidbarkeit von Th(M) die von (7.8.31) folgt, ist trivial. Umgekehrt existiert
dann eine (primitiv) rekursive Funktion, die jedem Dimensionssatz δ einen Satz
δ′ ∈ {0 = 0, 0 6= 0} zuweist, so daß M |= (δ ↔ δ′). Mit Kor. 7.8.35 folgt die
Behauptung. �

Das folgende Korollar zeigt, daß selbst, falls kein Modellbegleiter von MR exi-
stiert, die Klasse MR ”gutartig“ ist.

Korollar 7.8.42. Sei R ein beliebiger Ring. Dann gilt für alle n ∈ N:

E(MR) = Gn(MR) = G(MR)

Beweis. E(MR) ist konfinal in MR. Ferner besitzt E(MR) Eigenschaft (G2∞):
Seien M,N ∈ E(MR) mit M ⊆ N betrachtet; es ist M � N zu zeigen. Aber dies
folgt unmittelbar aus Kor. 7.8.35 und Kor. 7.8.26. Da G(MR) die größte Teilklasse
von MR ist, welche (G1) und (G2∞) erfüllt, folgt die Behauptung wegen E(MR) ⊇
G(MR). �

Schließlich erhalten wir auch die gesuchte Bedingung an R, die die Existenz
eines Modellbegleiters garantiert:

Korollar 7.8.43. (Eklof-Sabbagh, [75]) MR hat einen Modellbegleiter (d.h.
E(MR) ist elementar) genau dann, wenn R ein kohärenter Ring ist.

Beweis. Die eine Richtung wurde schon in Kor. 7.8.9, (i) bewiesen. Sei zur
Umkehrung R als kohärent gegeben. Es gilt: In E(MR) ist jede LR-Formel ϕ äqui-
valent zu einer quantorenfreien LR-Formel ϕ′. Denn mit Baur-Monk ist ϕ äquiva-
lent zu einer ∧-∨-¬-Kombination von p.p. Formeln und Dimensionssätzen. Auf die
p.p. Formeln wende nun Lemma 7.8.20, auf die Dimensionssätze Kor. 7.8.27 an.

Sei K := Mod(Th(E(MR))); dann ist MR ⊇ K ⊇ E(MR). Es ist aber auch
K = E(MR) mit Satz 7.4.1, da mit E(MR) auch K konfinal in MR ist, nach dem
eben Bewiesenen Q.E. erlaubt und somit substrukturvollständig und speziell mo-
dellvollständig ist. �

Es gilt sogar:

Korollar 7.8.44. MR hat eine Modellvervollständigung genau dann, wenn R
ein kohärenter Ring ist.
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Beweis. Aus Kor. 7.8.43, Satz 7.8.1 und Satz 7.4.5. (Oder direkt aus dem
Beweis von Kor. 7.8.43.) �

Korollar 7.8.45. (Infinitäre Axiomatisierung von E(MR)) Sei R ein beliebiger
Ring, Ξ ein Axiomensystem für R-Moduln. Definiere

∆ := Ξ ∪
{
ϕ′ → ϕ : ϕ p.p., ϕ′ L∞-Konj. von Gleichg., E(MR) |= (ϕ↔ ϕ′)

}
∪{

¬dim≥2
ϕ,ψ : ϕ, ψ p.p., E(MR) |= ¬dim≥2

ϕ,ψ

}
∪{

dim≥k
ϕ,ψ : ϕ, ψ p.p., k ∈ N, E(MR) |= dim≥k

ϕ,ψ

}
.

Dann gilt E(MR) = Mod(∆).

Beweis. Per definitionem gilt Mod(∆) ⊇ E(MR). Es reicht, um Gleichheit zu
erreichen, (G1) und (G21) zu beweisen. (G1) ist klar. Für (G21) ist wegen dem Satz
von Baur-Monk nur zu überprüfen, daß p.p. Formeln und Dimensionssätze unter
Erweiterungen in Mod(∆) erhalten bleiben. Für die Dimensionssätze sieht man
das an der Konstruktion von ∆. Sei also ϕ eine p.p. Formel. Wir wählen gemäß
Kor. 7.8.23 eine infinitäre Konjunktion ϕ′ von Gleichungen mit E(MR) |= (ϕ↔ ϕ′)
und zeigen, daß Mod(∆) |= (ϕ ↔ ϕ′). (Daraus folgt dann ja die Behauptung.) Es
ist nur Mod(∆) |= (ϕ → ϕ′) zu zeigen. Sei etwa ϕ′ =

∧
i∈I ϕ

′
i mit Gleichungen

ϕ′i. Da ϕ→ ϕ′i äquivalent zu einer universellen Formel ist, und in E(MR) gilt, daß
ϕ →

∧
i∈I ϕ

′
i, also E(MR) |= (ϕ → ϕ′i), folgt aus der Konfinalität von E(MR) in

MR auch MR |= (ϕ→ ϕ′i). Insgesamt also Mod(∆) |= (ϕ→
∧
i∈I ϕ

′
i). �

Wir wollen uns nun noch den Zusammenhang zwischen E(MR) und I(MR)
im kohärenten Fall näher überlegen; offenbar gilt stets E(MR) ⊆ I(MR). In Ver-
allgemeinerung des Injektivitätsbegriffs wollen wir für eine Kardinalzahl κ einen
Modul M κ-injektiv nennen, wenn für alle Teilmengen I von R mit card(I) < κ
und Familien von Elementen {aλ}λ∈I aus M gilt: Wenn die Gleichungen λx = aλ,
λ ∈ I in einer Erweiterung von M eine Lösung besitzen, so auch schon in M selbst.
(Offenbar ist ein Modul M injektiv genau dann, wenn er γ(R)-injektiv ist, wobei
γ(R) ≤ card(R)+ die kleinste Kardinalzahl bezeichne, so daß alle Ideale von R ein
Erzeugendensystem aus weniger als γ(R) Elementen besitzen.)

Proposition 7.8.46. Sei R ein Ring, M ein R-Modul, κ eine Kardinalzahl.
Dann sind äquivalent:

(i) M ist κ-injektiv.
(ii) Jedes Diagramm der folgenden Form, mit einem von weniger als κ Ele-

menten erzeugten Ideal a, kann vervollständigt werden:

0 −−−−→ a −−−−→ R

f

y y∃h
M M

Beweis. (i) ⇒ (ii) beweist man analog zu (i) ⇒ (iv) in Lemma 7.8.11. Für
(ii) ⇒ (i) sei λx = aλ mit λ ∈ I, 0 < card(I) < κ ein Gleichungssystem, das in
einer Erweiterung von M gelöst werden kann, also nach Lemma 7.8.7:∑

i∈I
µiλi = 0 ⇒

∑
i∈I

µiai = 0 für alle µ ∈ R(I).
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Sei a das von den λ (λ ∈ I) erzeugte Ideal. Es folgt, daß ein Homomorphismus
f : a→M mit f(λ) = aλ für alle λ ∈ I existiert. Ist h : R→M seine Fortsetzung,
so ist h(1) eine Lösung des gegebenen Gleichungssystems in M . �

Satz 7.8.47. (Eklof-Sabbagh, [75]) Die Klasse der ℵ0-injektiven Moduln über
R ist axiomatisierbar in der Logik erster Stufe genau dann, wenn R kohärent ist.

Beweis. Ist R kohärent, so erhält man vermöge Prop. 7.8.6, (iii) und Lem-
ma 7.8.7, (ii) unmittelbar eine Axiomatisierung der ℵ0-injektiven R-Moduln, näm-
lich

Ξ ∪


m∧
j=1

µj · y = 0↔ ∃x

(
n∧
i=1

λix = yi

)
: n ∈ N, 〈µ1, . . . ,µm〉 = Λ,λ ∈ Rn

 ,

wobei Ξ ein Axiomensystem für R-Moduln sei. Umgekehrt sei jetzt ∆ ein Axiomen-
system für die Klasse der ℵ0-injektiven Moduln, aber R als nicht kohärent angenom-
men, d.h. es gebe ein n ∈ N, λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn, so daß Λ = {µ ∈ Rn : µ·λ = 0}
nicht endlich erzeugt ist. Man führt nun analog zum Beweis von Kor. 7.8.9, (i) einen
Widerspruch herbei, wobei zu beachten ist, daß Kor. 7.8.8 sinngemäß auch für die
Klasse der ℵ0-injektiven Moduln anstelle von E(MR) gilt, und die Konfinalität
von I(MR) (und damit der Klasse aller ℵ0-injektiven Moduln) in MR auszunutzen
ist. �

In Kor. 7.8.45 haben wir eine infinitäre Axiomatisierung von E(MR) gefunden,
die für beliebige Ringe R gültig ist; es stellt sich die Frage nach einem einfachen
(finitären) Axiomensystem im Falle eines kohärenten Rings.

Übung. Man gebe einfache Axiome für E(MR) für die Fälle, daß R ein Körper
bzw. ein Ring der Form Z/nZ (n ∈ N) ist, an.

Nennen wir einen R-Modul fett, wenn er Modell der LR-Satzmenge{
¬dim≥2

ϕ,ψ : ϕ, ψ p.p., E(MR) |= ¬dim≥2
ϕ,ψ

}
∪{

dim≥k
ϕ,ψ : ϕ, ψ p.p., k ∈ N, E(MR) |= dim≥k

ϕ,ψ

}
ist, so gilt:

Korollar 7.8.48. Sei R ein beliebiger Ring. Ein R-Modul M ist existentiell
abgeschlossen genau dann, wenn M fett und ℵ0-injektiv ist.

Beweis. Jeder Modul M ∈ E(MR) ist fett und ℵ0-injektiv, die Bedingung ist
also sicher notwendig. Um die Umkehrung zu beweisen, genügt es nach Lemma 7.1.4
und der Konfinalität von E(MR) in MR, (G21) für die Klasse K der fetten ℵ0-
injektiven Moduln zu zeigen. Ist also M ⊆ N eine Erweiterung in K und ϕ ∈ ∀1,
so wählen wir gemäß Baur-Monk eine in MR zu ϕ äquivalente Formel ϕ′, wobei
wegen M , N fett o.B.d.A. lediglich der Fall, daß ϕ′ eine negierte p.p. Formel ist,
bearbeitet werden muß. Gälte ϕ′ in M , aber nicht in N , so hätten wir ein endliches
Gleichungssystem gefunden, das in einer Erweiterung von M , nämlich N , aber nicht
in M selbst eine Lösung besitzt, im Widerspruch zur ℵ0-Injektivität von M . �
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Im Fall, daß E(MR) elementar ist, kann man also E(MR) durch

Ξ ∪


m∧
j=1

µj · y = 0↔ ∃x

(
n∧
i=1

λix = yi

)
: n ∈ N, 〈µ1, . . . ,µm〉 = Λ,λ ∈ Rn


∪

{
¬dim≥2

ϕ,ψ : ϕ, ψ p.p., E(MR) |= ¬dim≥2
ϕ,ψ

}
∪

{
dim≥k

ϕ,ψ : ϕ, ψ p.p., k ∈ N, E(MR) |= dim≥k
ϕ,ψ

}
axiomatisieren, wobei wieder Mod(Ξ) = MR.

Interessant ist schließlich die Frage, wann die Klasse I(MR) aller injektiven
Moduln in der Logik erster Stufe axiomatisiert werden kann. ([9] enthält weitere
Informationen zu derartigen Fragen; vgl. auch [179].) Wir zeigen dazu zunächst
folgende Charakterisierung noetherscher Ringe:

Satz 7.8.49. (Bass, nach [61]) Ein Ring R ist noethersch genau dann, wenn
jede direkte Summe injektiver R-Moduln injektiv ist.

Beweis. Offenbar gilt für einen endlich erzeugten R-Modul M und eine direkte
Summe

⊕
i∈IMi von R-Moduln, daß das Bild jeder R-linearen Abbildung f : M →⊕

i∈IMi in einer endlichen Teilsumme Mi1 ⊕ · · · ⊕Min enthalten ist. Sei nun R
noethersch und {Mi}i∈I eine nichtleere Familie injektiver Moduln. Wir verwenden
den Test von Baer, Lemma 7.8.11, (iv): Sei also a ein Ideal von R, f : a→

⊕
i∈IMi

linear. Da R noethersch ist, ist a endlich erzeugt, also existieren i1, . . . , in ∈ I mit
f(a) ⊆Mi1⊕· · ·⊕Min . Für jedes t ∈ {1, . . . , n} existiert nun wegen der Injektivität
von Mit eine Fortsetzung ft : R→Mit von πit ◦ f auf R, wobei πit :

⊕n
s=1Mis �

Mit . Definiert man h : R →
⊕n

s=1Mis durch h(λ) := (f1(λ), . . . , fn(λ)), so hat
man die gesuchte Fortsetzung von f auf R. Umgekehrt sei I(MR) jetzt unter

⊕
abgeschlossen und a1 ⊆ a2 ⊆ · · · eine Folge von Idealen in R, a :=

⋃
n∈N an. Zu

jedem a/an existiert ein injektiver Modul Mn mit a/an ↪→ Mn und zugehöriger
Abbildung fn : a � a/an ↪→ Mn. Die lineare Abbildung f : a →

⊕
n∈N Mn, λ 7→∑∞

i=1 fn(λ) ist wohldefiniert, da zu jedem λ ∈ a ein m ∈ N existiert mit λ ∈⋃
n≥m an, also fn(λ) = 0 für m ≥ n. Da nach Voraussetzung auch

⊕
n∈N Mn

injektiv ist, existiert eine Fortsetzung h : R →
⊕
Mn von f auf R. Aber R ist

endlich erzeugt als R-Modul, es gibt somit ein n ∈ N mit f(a) = h(a) ⊆
⊕n

i=1Mi,
d.h. an+1 = an+2 = · · · = a. �

Im Kontrast dazu gilt:

Proposition 7.8.50. Sei R ein Ring, κ eine Kardinalzahl, I 6= ∅, {Mi}i∈I
eine Familie von R-Moduln.

(i)
∏
i∈IMi ist κ-injektiv genau dann, wenn jedes Mi κ-injektiv ist.

(ii) Ist κ ≤ ℵ0, so gilt: Sind alle Mi κ-injektiv, so auch
⊕

i∈IMi.

Beweis. (i) ist leicht und verbleibt als Übung. Zu (ii) betrachte ein Gleichungs-
system (∗) λx = aλ (λ ∈ J ⊆ R, card(J) < κ, {aλ}λ∈J Familie in

⊕
Mi), das in

einer Erweiterung N von
⊕
Mi eine Lösung besitzt. Für jedes i ∈ I hat dann auch

λxi = πi(aλ) mit λ ∈ I, π :
⊕
Mi � Mi eine Lösung bzgl. xi in der Erweiterung

N ⊇ Mi, wegen Mi injektiv also eine Lösung mi in Mi, mithin (∗) eine Lösung
n :=

∑
i∈I mi. �

Korollar 7.8.51. Folgende Aussagen sind äquivalent:
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(i) Jeder ℵ0-injektive Modul ist injektiv.
(ii) R ist noethersch.

Beweis. Zu (i) ⇒ (ii) verwende Prop. 7.8.50, (ii) und Satz 7.8.49, (ii) ⇒ (i)
ist trivial mit Prop. 7.8.46. �

Satz 7.8.52. (Eklof-Sabbagh, [75]) Die Klasse der injektiven Moduln über R
ist axiomatisierbar in der Logik erster Stufe genau dann, wenn R noethersch ist.

Beweis. Ist R noethersch, so auch kohärent, die injektiven Moduln sind genau
die ℵ0-injektiven Moduln, und mit Satz 7.8.47 folgt die Axiomatisierbarkeitsaussa-
ge. Umgekehrt sei R jetzt nicht noethersch, aber I(MR) als elementar angenommen.
Nach Satz 7.8.49 existiert eine unendliche Menge I und eine Familie injektiver R-
Moduln {Mi}i∈I , so daß

⊕
i∈IMi nicht injektiv ist. Aber es ist

⊕
Mi ≡

∏
Mi

nach Kor. 7.8.40, (iii); nach Prop. 7.8.50, (i) wäre mit
∏
Mi auch

⊕
Mi injektiv,

und das ist widersprüchlich. �

7.9. Vollständige Q.E. für Moduln∗

Wir haben gesehen, daß MR Q.E. relativ zu Dimensionssätzen und p.p. Formeln
gestattet. Unter welchen Bedingungen an den Ring R erlaubt MR sogar vollständige
Q.E.? Dabei müssen wir uns natürlich auf nichttriviale R-Moduln beschränken. Sei
M+
R die Klasse aller nichttrivialen linken R-Moduln. Zunächst untersuchen wir,

wann jeder Modul M ∈MR Q.E. besitzt. Dazu definieren wir:

Definition 7.9.1. Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) Ring R. R heißt
regulär, wenn für alle r ∈ R ein r′ ∈ R existiert mit rr′r = r.

Im kommutativen Fall stimmt diese Begriffsbildung mit der gleichnamigen aus
Def. 7.6.2 überein; wie dort sei B(R) := {r ∈ R : r2 = r}.— Ein linker R-Modul
M heißt bekanntlich flach, wenn für jeden Monomorphismus α : A → B zwischen
rechten R-Moduln A, B auch α ⊗ 1M : A ⊗R M → A ⊗R M (1M = idM ) ein Mo-
nomorphismus ist, d.h. Tensorierung mit M kurze exakte Sequenzen in ebensolche
überführt. (Analog wird Flachheit von rechten R-Moduln definiert.) Wir erinnern
an folgendes Kriterium:

Proposition 7.9.2. Ein linker R-Modul M ist flach genau dann, wenn für
jedes Linksideal a von R der Homomorphismus ιa⊗1M injektiv ist, wobei ιa : a ↪→ R
die Inklusion ist.

Beweis. Siehe [34], XVI, Prop. 3.7. �

Tatsächlich kann man sich auf endlich erzeugte Linksideale beschränken:

Lemma 7.9.3. Ein linker R-Modul M ist flach genau dann, wenn für jedes
endlich erzeugte Linksideal a von R der Homomorphismus ιa ⊗ 1M injektiv ist.

Zum Beweis benötigen wir:

Proposition 7.9.4. Sei M ein linker R-Modul. Ist für einen Homomorphismus
α : A→ B zwischen rechten R-Moduln A, B der Homomorphismus α⊗ 1M : A⊗R
M → B⊗RM nicht injektiv, so existiert ein endlich erzeugter Untermodul A0 ⊆ A,
so daß auch (α|A0)⊗ 1M nicht injektiv ist.
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Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein Element 0 6=
∑n
i=1 ai⊗mi ∈ ker(α⊗

1M ), mit a1, . . . , an ∈ A. Sei A0 der von den a1, . . . , an erzeugte Untermodul von A.
Dann gilt 0 6=

∑
ai ⊗mi ∈ A0 ⊗RM und

(
(α|A0)⊗ 1M

)
(
∑
ai ⊗mi) =

∑
α(ai)⊗

mi = 0 ∈ B ⊗RM . �

Beweis (Lemma 7.9.3). Sei ιa⊗M Monomorphismus für jedes endlich erzeug-
te Linksideal a. Wäre für ein linkes Ideal a ⊆ R dann ιa⊗1M kein Monomorphismus,
so gäbe es ein endlich erzeugtes Linksideal a0 ⊆ a,so daß auch ιa0 ⊗ 1M nicht injek-
tiv ist (Prop. 7.9.4), dies im Widerspruch zur Annahme. Mit Prop. 7.9.2 folgt die
Behauptung. �

Reguläre Ringe können wie folgt gekennzeichnet werden:

Satz 7.9.5. Für einen Ring R sind folgende Bedingungen äquivalent:

(i) R ist regulär.
(ii) Jedes rechte (linke) Hauptideal von R ist direkter Summand von R.
(iii) Jedes endlich erzeugte Rechtsideal (Linksideal) von R ist direkter Sum-

mand von R.
(iv) Jeder linke (rechte) R-Modul ist flach.

Beweis. Da die Regularitätsforderung (i) links-rechts-symmetrisch ist, reicht
es, in (ii)–(iv) die Bedingungen für rechte Ideale bzw. linke Moduln zu betrachten.

(i)⇒ (ii): Sei rR ein rechtes Hauptideal von R. Wähle r′ ∈ R mit rr′r = r; dann
ist (rr′)(rr′) = (rr′r)r′ = rr′; also e := rr′ idempotent. Damit ist R = eR⊕(1−e)R
als rechter R-Modul, denn ist es+ (1− e)s′ = 0, so folgt 0 = e(es+ (1− e)s′) = es,
0 = (1− e)(es+ (1− e)s′) = (1− e)s′. Ferner eR = rr′R ⊆ rR, und wegen er = r
andererseits rR ⊆ eR, also zusammen rR = eR.

(ii)⇒ (iii): Wir zeigen durch Induktion nach der Anzahl der Erzeugenden, daß
jedes endlich erzeugte rechte Ideal durch ein Idempotent erzeugt wird; wie eben
folgt dann die Behauptung. Der Induktionsanfang ergibt sich aus (ii), denn ist
R = rR⊕a mit 1 = e1 +e2, e1 ∈ rR, e2 ∈ a, so folgt e21 = e1−e1e2 mit e21, e1 ∈ rR,
e1e2 ∈ a, also e1e2 = 0 und damit e1 idempotent; analog folgt e2 idempotent. Ferner
e1R ⊆ rR und weiter rR ⊆ e1R, denn für alle r′ ∈ R folgt aus rr′ = rr′e1+rr′e2 mit
rr′, rr′e1 ∈ rR, rr′e2 ∈ a, daß rr′e2 = 0, also rr′ ∈ e1R. Sei nun a = r1R+ · · ·+rnR
ein rechtes Ideal, n > 1. Nach Induktionsannahme gibt es ein Idempotent e ∈ R
mit eR = r1R + · · · + rn−1R. Dann gilt rnR ⊆ ernR + (1 − e)rnR und folglich
a = eR+rnR = eR+

(
(1−e)rn

)
R. Wie im Fall n = 1 gezeigt, gibt es ein f ∈ B(R)

mit fR =
(
(1−e)rn

)
R, so daß eR+rnR = eR+fR gilt. Wegen f ∈

(
(1−e)rn

)
R gilt

ef = 0. Setze g := e+f(1−e). Dann ist gR = eR+fR = a: Daß gR ⊆ eR+fR, ist
klar. Ferner eR = geR ⊆ gR, sowie fR = f2R = (ef + f2 + fef)R = (gf)R ⊆ gR
wegen ef = 0, f2 = f . Also tatsächlich gR = eR+fR. Schließlich ist g idempotent,
wie man nachrechnet.

(iii)⇒ (iv): Nach Lemma 7.9.3 reicht es zu prüfen, ob für jede Inklusionsabbil-
dung ιa : a ↪→ R eines endlich erzeugten rechten Ideals a ⊆ R und einen beliebigen
linken R-Modul M die Abbildung ιa⊗ 1M ein Monomorphismus ist. Sei b ein rech-
tes Ideal von R mit a ⊕ b = R und e1 ∈ a, e2 ∈ b mit 1 = e1 + e2. e1, e2 sind
aus B(R); ferner e1R ⊆ a. Ist a = r1R + · · ·+ rnR, so ri = e1ri + e2ri mit ri ∈ a,
e1ri ∈ a, e2ri ∈ b, also e2ri = 0 (i = 1, . . . , n), und somit r1R + · · · + rnR =
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e1r1R+ · · ·+ e1rnR ⊆ e1R. Sei
∑
ai ⊗mi ∈ ker(ιa ⊗ 1M ); es ist mit g := e1

0 =
∑

ai ⊗mi =
∑

gai ⊗mi =
∑

g2ai ⊗mi =
∑

g ⊗ gaimi =

g ⊗
(∑

gaimi

)
= g ⊗

(∑
aimi

)
= 1⊗

∑
gaimi

in R ⊗R M , also
∑
gaimi = 0 (denn R ist ein freier R-Modul), und

∑
ai ⊗mi =

g ⊗ (
∑
gaimi) = g ⊗ 0 = 0 in a⊗RM . Folglich ist ιa ⊗ 1M ein Monomorphismus.

(iv) ⇒ (i): Sei r ∈ R; betrachte die Inklusion ι : rR ↪→ R. Nach (iv) ist ι ⊗
1R/Rr : rR⊗R (R/Rr)→ R⊗R (R/Rr) ein Monomorphismus. Wegen(

ι⊗ 1R/Rr
)
(r ⊗ 1) = r ⊗ 1 = 1⊗ r1 = 1⊗ 0 = 0

muß r ⊗ 1 = 0 gelten. Betrachte rR × R/Rr → rR/rRr, (rs, t) 7→ rst + rRr (mit
x := x + Rr für x ∈ R). Diese Abbildung ist wohldefiniert und R-bilinear. Wegen
der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts gibt es einen Homomorphismus
τ : rR ⊗R R/Rr → rR/rRr mit τ

(∑
rsi ⊗ ti

)
=
∑
rsiti + rRr. Es folgt 0 =

τ(r ⊗ 1) = r + rRr, also r ∈ rRr. Damit ist R als regulär nachgewiesen. �

Bemerkung 7.9.6. Unter Verwendung von Satz 7.9.5 erhält man einen alter-
nativen Beweis von Satz 7.6.12: Seien f1 : R ↪→ R1, f2 : R ↪→ R2 Einbettungen,
wobei R, R1, R2 kommutative reguläre Ringe seien. Die kanonische Abbildung
h : R1 → R1 ⊗R R2 ist dann eine Einbettung. (R1

∼= R1 ⊗R R.) Es ist daher
h1(R1) ∩N = {0} (mit N := N(R1 ⊗R R2)), denn für t ∈ R1, n ∈ N gilt

(t⊗ 1)n = 0 ⇔ tn ⊗ 1 = 0 ⇔ tn = 0 ⇔ t = 0,

letzteres wegen der Reduziertheit von R1. Somit ist die kanonische Abbildung
g1 : R1 → (R1 ⊗R R2)/N eine Einbettung. Analog gelangt man zu einer Einbet-
tung g2 : R2 → (R1 ⊗R R2)/N . Ferner ist g2 ◦ f2 = g1 ◦ f1. Dies vervollständigt
den Beweis, da (R1 ⊗R R2)/N semiprim ist und nach Lemma 7.6.9 also in einen
regulären Ring eingebettet werden kann.

Wir wollen nun zeigen:

Satz 7.9.7. (Weispfenning, [179]) Sei R ein Ring. Die folgende Aussagen sind
äquivalent:

(i) R ist regulär.
(ii) Jede p.p. Formel ist in MR zu einer quantorenfreien p.p. Formel äquiva-

lent.
(iii) Jeder Modul M ∈MR erlaubt Q.E.
(iv) Jeder von zwei Elementen erzeugte Modul M ∈MR erlaubt Q.E.

Um Satz 7.9.7 beweisen zu können, müssen wir etwas weiter ausholen. Sei R ein
Ring, R+ :=

⋃
n∈N R

n. Eine Teilmenge B ⊆ R+ heißt Linksidealbasis für R, falls
jedes endlich erzeugte Linksideal von Elementen β1, . . . , βn mit (β1, . . . , βn) ∈ B
erzeugt werden kann. Wir haben im Beweis von (ii)⇒ (iii) in Satz 7.9.5 insbesondere
gezeigt:

Korollar 7.9.8. Ein Ring R ist regulär genau dann, wenn B(R) eine Links-
idealbasis von R ist. �
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Definiere für eine Linksidealbasis B ⊆ R+ von R

∆(B) :=

{
∃y

(
n∧
i=1

βiy = xi

)
: n ∈ N, (β1, . . . , βn) ∈ B

}
,

Γ(B) :=

{
n∧
i=1

βix = 0 : n ∈ N, (β1, . . . , βn) ∈ B

}
.

Wir erhalten dann ein Kriterium für p.p. Q.E.:

Lemma 7.9.9. Sei R ein Ring, K ⊆MR, B eine Linksidealbasis für R.
(i) In K ist jede Formel zu einer p.p. quantorenfreien Formel äquivalent

genau dann, wenn dies für alle Formeln aus ∆(B) zutrifft.
(ii) Jede quantorenfreie p.p. Formel ϕ(x) ist in MR zu einer Formel ϕ′(x) ∈

Γ(B) äquivalent.

Beweis. Wir zeigen, wie man eine Formel ϕ(x) := (
∧m
i=1 αix = ai) in MR

äquivalent zu einer Formel ϕ′ der Form

ϕ′(x) :=

 n∧
j=1

βjx = bj ∧
m∧
i=1

ai =
n∑
j=1

µijbj


reduzieren kann, wobei (β1, . . . , βn) ∈ B und ai, bj LR-Terme seien, in denen die
Variable x nicht vorkommt. Dies zeigt (ii), und durch Induktion über die Anzahl der
zu eliminierenden Quantoren auch (i). Sei a := Rα1 + · · ·+Rαm und (β1, . . . , βn) ∈
B mit Rβ1 + · · ·+Rβn = a. Dann existieren νji, µij ∈ R (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n)
mit βj =

∑m
i=1 νjiαi und αi =

∑n
j=1 µijβj ; setze bj :=

∑m
i=1 νjiai. Gilt dann

αix = ai für alle i = 1, . . . ,m, so folgt bj =
∑m
i=1 νjiαix = βjx und

ai = αix =
n∑
j=1

µijβjx =
n∑
j=1

µij

m∑
i=1

νjiαix =
n∑
j=1

µij

m∑
i=1

νjiai =
n∑
j=1

µijbj .

Umgekehrt folgt aus βjx = bj , ai =
∑
j µijbj ebenso leicht αix = ai. �

Mit dem Baur-Monk-Theorem und (i) aus dem Lemma folgt:

Korollar 7.9.10. Sei R ein Ring, B eine Linksidealbasis für R, M ∈ MR.
Kann man in Mod(Th(M)) jede Formel aus ∆(B) äquivalent durch eine p.p. quan-
torenfreie Formel ersetzen, so erlaubt M Q.E. �

Damit kann man jetzt auch Satz 7.9.7 beweisen:

Beweis (Satz 7.9.7). Für (i)⇒ (ii) sei λ ∈ B(R). Dann gilt MR |=
(
∃y(λy =

x)↔ λx = x
)
; denn ist M ∈MR, m,m′ ∈M mit λm′ = m, so folgt λm = λ2m′ =

λm′ = m. Mit Kor. 7.9.8 und Lemma 7.9.9, (i) folgt (ii) aus (i).— (ii) ⇒ (iii) ist
klar mit Baur-Monk, (iii) ⇒ (iv) ist trivial.— Zu (iv) ⇒ (i): Sei λ ∈ R beliebig;
setze M := R⊕Rλ. Sei ϕ(x) := ∃y(λy = x) und

∨
i∈I ψi mit

ψi(x) :=

 ∧
j∈Ji

µijx = 0 ∧
∧
k∈Ki

νikx 6= 0


gemäß (iv) eine in Mod(Th(M)) zu ϕ gleichwertige quantorenfreie LR-Formel. Es
gilt M |= ϕ

(
(λ; 0)

)
, also M |= ψi0

(
(λ; 0)

)
für ein i0 ∈ I. Also µi0jλ = 0, νi0kλ 6= 0
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für alle j ∈ Ji0 , k ∈ Ki0 , somit M |= ψi0
(
(λ;λ)

)
. Daher gibt es insbesondere ein

µ ∈ R mit λµλ = λ, wie gewünscht. �

Wir kommen zu unserer angestrebten Charakterisierung der Ringe R mit voll-
ständiger Q.E. für M+

R:

Satz 7.9.11. (Tyukavkin, [171]) Sei R ein Ring. Gleichwertig sind:

(i) R ist ein unendlicher, einfacher, regulärer Ring.
(ii) M+

R erlaubt Q.E.
(iii) M+

R ist modellvollständig.
(iv) M+

R ist modellvollständig und vollständig.

Der Beweis verwendet etwas Strukturtheorie von Moduln und Ringen. (Den
nötigen algebraischen Hintergrund findet man in [26]. Wir folgen [179] und [134],
[135].) Der Leser zeigt leicht als Übung folgende bekannte Tatsache (oder vergleicht
[26], 4.7):

Lemma 7.9.12. Sei R ein Ring, e, f ∈ B(R). Dann sind die additiven Grup-
pen HomR(Re,Rf) und eRf isomorph, wobei HomR( · , · ) den R-Modul der R-
Homomorphismen zwischen zwei R-Moduln bezeichne. Im Fall e = f gilt sogar
EndR(Re) ∼= eRe als Ringe, wobei EndR( · ) der Ring der R-Endomorphismen ei-
nes Moduls sei. �

Ein Schiefkörper ist bei uns ein nichttrivialer Ring, in dem zu jedem von Null
verschiedenen Element ein multiplikativ Inverses existiert.

Lemma 7.9.13. (Schur, nach [26], 13.3) Ist M ein einfacher R-Modul, so ist
der Ring EndR(M) ein Schiefkörper.

Beweis. Es ist EndR(M) 6= 0, und jeder von Null verschiedene Endomorphis-
mus M →M ist ein Isomorphismus. �

Lemma 7.9.14. Sind e, f Idempotente eines Rings R, so sind äquivalent:

(i) eR ∼= fR.
(ii) Es gibt u, v ∈ R mit uv = e, vu = f .
(iii) Re ∼= Rf .

Beweis. Zu (i) ⇒ (ii): Sei ϕ : eR
∼=−→ fR, und r, r′ ∈ R mit er = ϕ−1(f),

fr′ = ϕ(e). Setze u := erf , v := fr′e. Dann folgt uv = erfr′e = ϕ−1(f)fr′e =
ϕ−1(fr′)e = e, und symmetrisch auch vu = f .— Zu (ii)⇒ (iii): Definiere ϕ : eR→
fR, er 7→ fvr. ϕ ist bijektiv mit Inverser fR→ eR, fr 7→ eur.— Da die Bedingung
in (ii) links-rechts-symmetrisch ist, gilt auch (iii) ⇔ (ii). �

Durch die äquivalenten Bedingungen in Lemma 7.9.14 wird eine Äquivalenzre-
lation ∼ auf B(R) definiert.

Ein R-Modul M heißt halbeinfach, wenn M als direkte Summe einfacher Unter-
moduln geschrieben werden kann. Ein Ring R heißt halbeinfach, falls R als R-Modul
halbeinfach ist. Ein Linksideal (Rechtsideal) a ⊆ R wird minimal genannt, wenn
a 6= {0} und keine Linksideale (Rechtsideale) b mit 0 ⊂ b ⊂ a existieren. (R ist also
halbeinfach genau dann, wenn R eine direkte Summe von minimalen Linksidealen
ist.)
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Lemma 7.9.15. Sei M ein R-Modul, {Mi}i∈I eine Familie einfacher Unter-
moduln von M mit M =

∑
i∈IMi. Für jeden Untermodul N von M gibt es eine

Teilmenge J ⊆ I mit M = N ⊕
⊕

j∈JMj.

Beweis. Mit dem Zornschen Lemma erhalten wir eine Teilmenge J ⊆ I mit
der Eigenschaft, daß

∑
j∈JMj =

⊕
j∈JMj und N ∩

(∑
j∈JMj

)
= 0. Dann ist die

Summe K := N +
(∑

j∈JMj

)
direkt. Wir behaupten K = M . Sei i ∈ I \J . Da Mi

einfach ist, ist Mi ∩K = Mi oder Mi ∩K = 0. Letzteres würde der Maximalität
von J widersprechen. Also Mi ⊆ K für alle i ∈ I, d.h. K = M . �

Korollar 7.9.16. Sei M halbeinfacher R-Modul, M =
⊕

i∈IMi mit den ein-
fachen Untermoduln Mi. Jede exakte Sequenz

0 −→ K
f−→M

g−→ N −→ 0

zerfällt, und K, N sind beide halbeinfach. Es existiert eine Teilmenge J ⊆ I mit
N ∼=

⊕
j∈JMj, K ∼=

⊕
i∈I\JMi.

Beweis. Nach Lemma 7.9.15 existiert eine Teilmenge J ⊆ I mit der Eigen-
schaft M = (im f) ⊕

⊕
j∈JMj . Also zerfällt die Sequenz, es ist N ∼= M/ im f ∼=⊕

j∈JMj , K ∼= im f ∼=
⊕

i∈I\JMi. �

Insbesondere sind also Untermoduln und Faktormoduln halbeinfacher Moduln
selbst wieder halbeinfach.

Zwei idempotente Elemente e, f ∈ B(R) eines Rings R heißen orthogonal, falls
ef = 0 = fe. Ein e ∈ B(R) heißt primitiv, falls e 6= 0 und für jedes Paar e1, e2
orthogonaler Idempotenter gilt:

e = e1 + e2 ⇒ e1 = 0 oder e2 = 0.

In halbeinfachen Ringen können primitive Idempotente prägnant gekennzeichnet
werden:

Lemma 7.9.17. Sei e ein idempotentes Element eines halbeinfachen Rings R.
Dann sind äquivalent:

(i) e ist primitiv.
(ii) eRe ist ein Schiefkörper.
(iii) Re ist ein minimales Linksideal.
(iv) eR ist ein minimales Rechtsideal.

Beweis. (ii) ⇒ (i) ist klar, denn ist eRe ein Schiefkörper, so ist e 6= 0, und
wären e1, e2 orthogonale Idempotente mit e = e1 + e2, e1, e2 6= 0, so wäre

ee1e = e21e+ e2e1e = e1e = e21 + e1e2 = e1,

als e1 ∈ eRe und ebenso e2 ∈ eRe mit e1e2 = 0, im Widerspruch zur Nullteilerfrei-
heit von eRe. (iii)⇒ (ii) ist ebenfalls klar mit Lemmata 7.9.12 und 7.9.13. Es bleibt
also nur (i) ⇒ (iii) zu beweisen, denn (iv) ⇔ (ii) ergibt sich dann aus der Links-
Rechts-Symmetrie von (ii). Wir zeigen zunächst: Re ist ein irreduzibler R-Modul.
Seien dazu a, b Linksideale 6= 0 mit Re = a⊕ b. Schreibe e = a+ b mit a ∈ a, b ∈ b.
Es folgt ab = a(e− a) = ae− a2 = a − a2 wegen a ∈ Re, und also ab ∈ a ∩ b = 0.
Somit ab = 0, analog ba = 0, und daher mit a + b = e2 = a2 + b2 auch a = a2,
b = b2. Da e primitiv ist, muß a = 0 oder b = 0 sein, also e ∈ a oder e ∈ b und also
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b = 0 oder a = 0, ein Widerspruch. Mit Kor. 7.9.16 ist Re halbeinfacher R-Modul,
und als irreduzibler Modul also einfach. �

Eine Darstellung der 1 in R ist eine endliche Menge {e1, . . . , en} von primitiven,
paarweise orthogonalen Idempotenten von R mit 1 = e1 + · · ·+ en. Es gilt:

Proposition 7.9.18. Seien a1, . . . , an Linksideale des Rings R. Dann sind
äquivalent:

(i) R = a1 ⊕ · · · ⊕ an als R-Moduln.
(ii) Es gibt eine Darstellung e1, . . . , en der 1 mit Rei = ai für i = 1, . . . , n.

Beweis. Nur für n = 2. (Der allgemeine Fall wird dem Leser überlassen.) Sei
R = a1 ⊕ a2. Wähle ei ∈ ai (i = 1, 2) mit 1 = e1 + e2; man überprüft sofort, daß
e1, e2 eine Darstellung der 1 in R bildet. Es ist Re1 ⊆ a1, aber für a1 ∈ a1 folgt
a1 = a1e1 + a1e2 = a1e1 wegen a1e2 ∈ a2, also a1 ∈ Re1; daher Re1 = a1, und
ebenso Re2 = a2. Ist umgekehrt Re1 = a1, Re2 = a2 mit einer Darstellung e1, e2
der 1, so folgt R = Re1 ⊕Re2 = a1 ⊕ a2. �

Proposition 7.9.19. Sei e1, . . . , en eine Darstellung der 1 im Ring R, sowie
i ∈ {1, . . . , n}. Mit Rei ist auch eiRei unendlich.

Beweis. Zunächst bemerken wir, daß Lemmata 7.9.12–7.9.14 implizieren, daß
für primitive idempotente Elemente e, f ∈ R gilt:

(7.9.32) eRf 6= 0 ⇔ e ∼ f , und dann eRf ∼= eRe ∼= fRf als Gruppen.

Damit ergibt sich mit Prop. 7.9.18

Rei = 1Rei =

 n∑
j=1

ej

Rei =
n⊕
j=1

ejRei =
⊕
ej∼ei

ejRei ∼= (eiRei)k,

wobei k :=
∣∣{j : 1 ≤ j ≤ n, ej ∼ ei

}∣∣ <∞. �

Ein RingR heißt (linksseitig, rechtsseitig) artinsch, wenn jede absteigende Folge
von (Links- bzw. Rechts-) Idealen stationär wird. Für den Beweis des folgenden
fundamentalen Satzes, der manchmal in der Algebra behandelt wird, sei auf [26]
(13.7, 7.6, 13.5) verwiesen:

Satz 7.9.20. (Wedderburn-Artin) Sei R ein halbeinfacher Ring. R enthält eine
endliche Menge {a1, . . . , an} minimaler Linksideale, die ein Repräsentantensystem
für die Isomorphieklassen einfacher R-Moduln darstellt, so daß R =

⊕
aiR als

Ringe, R =
⊕

ai als R-Moduln. Insbesondere enthält R eine Darstellung der 1. Ein
einfacher Ring ist halbeinfach d.u.n.d., wenn er linksseitig (rechtsseitig) artinsch
ist und d.u.n.d., wenn er ein minimales Linksideal besitzt. �

Rothmaler [135] folgend definieren wir:

Definition 7.9.21. Ein Ring R heißt Infend-Ring, falls für jedes (zweiseitige)
Ideal a von R und jedes unendliche minimale Linksideal b von R := R/a mit
b2 6= 0 der Schiefkörper EndR(b) unendlich ist. R heißt nichtsingulär, falls für alle
Ringelemente r 6= 0 der Modul annR(r) := {λ ∈ R : λr = 0} kein essentieller
Untermodul von R ist (vgl. Beweis von 7.8.16), d.h. es kein Linksideal a 6= 0 mit
a ∩ annR(r) = 0 gibt.
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(”Infend“ soll dabei auf “infinite endomorphism ring” hindeuten.) Die Bedin-
gung b2 6= 0 an b läßt sich leicht erklären:

Proposition 7.9.22. (Brauer, nach [135]) Sei b ein minimales Linksideal eines
Ringes R. b ist ein direkter Summand des R-Moduls R gdw. b2 6= 0 gdw. b = Re
für ein e ∈ B(R), e 6= 0.

Beweis. Sei b direkter Summand von R, etwa R = a⊕ b mit einem Linksideal
a. Seien e1 ∈ a, e2 ∈ b mit e1 + e2 = 1; e1, e2 sind eine Darstellung der 1 in R, und
es gilt a = Re1, b = Re2. Daher b2 = b 6= 0. Sei umgekehrt b2 6= 0, etwa xy 6= 0
mit x, y ∈ b. Dann ist by ⊆ b ein Linksideal mit by 6= 0, also by = b und daher
ey = y für ein e ∈ b. Wäre 0 6= R(e− e2) ⊆ b, so R(e− e2) = b, also r(e− e2) = x
für ein r ∈ R und damit 0 6= xy = r(ey− e2y) = 0, ein Widerspruch. Somit e = e2,
und b = Re ist ein direkter Summand R = Re ⊕ R(1 − e) von R. Der Rest folgt
aus Prop. 7.9.18. �

Wichtige Beispiele von Infend-Ringen und nichtsingulären Ringen:

Bemerkung. Jeder halbeinfache und jeder einfache Ring ist ein Infend-Ring.
Jeder einfache Ring ist nichtsingulär.

Beweis. Sei R halbeinfach, a 6= R ein Ideal von R. R = R/a ist ein halb-
einfacher R-Modul nach Kor. 7.9.16, und sogar ein halbeinfacher Ring. Sei b ein
unendliches minimales Linksideal von R, b2 6= 0, also b = Re für ein e ∈ B(R)
nach Prop. 7.9.22. Nach dem Satz von Wedderburn-Artin existiert eine Darstellung
e1, . . . , en der 1 in R, und es gilt Re ∼= Rei für ein i ∈ {1, . . . , n}. Mit Lemma 7.9.14
folgt e ∼ ei, und (7.9.32) sowie Prop. 7.9.19 implizieren, daß eRe ∼= eiRei und
letzterer Ring unendlich ist. Jedoch ist nach Lemma 7.9.12 EndR(b) ∼= Re, und
daher auch EndR(b) unendlich. R ist also ein Infend-Ring.— Sei R einfach. R hat
nur die zweiseitigen Ideale 0 und R. Wenn R überhaupt ein minimales Linksideal
enthält, so ist R halbeinfach nach Wedderburn-Artin. Wegen dem eben Bewiesenen
ist R ein Infend-Ring. Sei ferner a die Menge der Elemente r ∈ R, so daß annR(r)
essentiell in R ist. Man überprüft leicht, daß a ein zweiseitiges Ideal ist, welches die
1 nicht enthält. (Man zeige dazu, daß f(a) ⊆ a für jeden Endomorphismus f von
R.) Also muß a = 0 sein wegen der Einfachheit von R. �

Infend-Ringe besitzen eine interessante Eigenschaft:

Satz 7.9.23. (Rothmaler, [135]) Sei R ein Infend-Ring, dessen sämtliche nicht-
trivialen Faktormoduln nichtsingulär sind. Dann hat jeder unendliche einfache R-
Modul folgende Eigenschaft:

(Q0) Für alle r ∈ R ist rM entweder trivial oder unendlich.

Beweis. Angenommen nicht. Dann existiert ein maximales Linksideal a in R
mit M := R/a unendlich, aber rM = {0}∪

{
rsi+a : 1 ≤ i ≤ k

}
, rsi /∈ a (1 ≤ i ≤ k)

für ein k ∈ N, r ∈ R, s1, . . . , sk ∈ R. Sei ai := annR(rsi + a) =
{
λ ∈ R : λrsi ∈ a

}
.

Offensichtlich ist annR(r) ⊆ annR(rR + a) =
{
λ ∈ R : λrR ⊆ a

}
, und letztere

Menge ist gleich
⋂k
i=1 ai. Sei zunächst M treu, soll heißen annR(M) = 0. Dann

impliziert λrR ⊆ a, daß λr = 0, also annR(r) =
⋂k
i=1 ai. Da R nichtsingulär ist,

existiert ein Linksideal b 6= 0 mit b ∩
⋂k
i=1 ai = 0. Wir haben kanonisch

b ↪→ R
/ k⋂
i=1

ai ↪→
k⊕
i=1

R/ai.
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Da a maximal ist, ist R/ai ∼= R/a. (Betrachte f ∈ HomR(R/ai, R/a), definiert
durch λ+ ai 7→ λrsi + a; f ist offenbar injektiv, wegen der Maximalität von a auch
surjektiv.) Also b ↪→ (R/a)k, und nach Lemma 7.9.15 existiert ein k′ ∈ {1, . . . , k}
mit b ∼= (R/a)k

′
, so daß es also ein Linksideal a′ in R gibt mit R/a ∼= a′. a′ ist

ein minimales Linksideal, also D := EndR a′ ein Schiefkörper nach dem Lemma
von Schur, und a′ kann vermöge (f, a′) 7→ f(a′) =: f · a′ für f ∈ D, a′ ∈ a′ als
Vektorraum über D aufgefaßt werden. Dann gilt in a′:

(rf) · a′ = (rf)(a′) = rf(a′) = f(ra′) = f · (ra′) für alle r ∈ R, f ∈ D, a′ ∈ a′.

Daher ist ra′ ein Untervektorraum von a′. Aber ra′ ist 6= 0 und endlich, denn
ra′ ∼= rM ; somit muß D endlich sein. Andererseits ist a′

2 6= 0. (Denn sonst wäre
0 = a′

2 ∼= a′(R/a), also a′ = 0, da M = R/a treu ist.) Nach Definition der Infend-
Ringe ist D unendlich, da a′ ∼= M unendlich ist. Dies ist ein Widerspruch.— Ist M
nicht treu, so fasse man M als Modul über dem Ring R/ annR(M) auf. Wie eben
argumentiert man einen Widerspruch herbei. �

Korollar 7.9.24. (Tyukavkin, [171]) Jeder Modul M über einem unendlichen
einfachen Ring R hat die Eigenschaft (Q0).

Beweis. Sei M ein Modul, der (Q0) nicht erfüllt. Man kann annehmen, daß M
zyklisch ist, also M = R/a mit einem Linksideal a 6= R. Wähle ein maximales echtes
Linksideal a′ ⊇ a. Dann besitzt R/a′ ebenfalls (Q0) nicht, denn alle nichttrivialen
R-Moduln sind treu; annR(N) ist nämlich ein echtes zweiseitiges Ideal für jeden
R-Modul N 6= 0. Ferner ist jeder R-Modul N unendlich, denn kanonisch gilt R ↪→
NN mittels r 7→ {rn}n∈N , weil N treu über R ist. Aus dem Satz folgt daher ein
Widerspruch. �

Damit nun endlich:

Beweis (Satz 7.9.11). Zu (i)⇒ (ii): Nach Satz 7.9.7, (iii) reicht es zu zeigen,
daß M+

R vollständig ist. Nach Baur-Monk, Satz 7.9.7, (ii) und Lemma 7.9.9, (ii) ist
dies der Fall, falls für alle Moduln M ∈ M+

R, λ, ν ∈ B(R) mit λ /∈ Rν, νλ 6= λ
gilt: λM/λM ∩ νM ist unendlich. (Denn für γ ∈ B(R) ist stets {m ∈ M : γm =
0} = (1 − γ)M .) Wähle µ ∈ B(R) mit R = R(1 − λ) ⊕ R(1 − ν) ⊕ Rµ, also
R(1 − µ) = R(1 − λ) + R(1 − ν). Dann ist λµ = µ und λM ∩ νM = µM , ferner
λM/µM ∼= (1− µ)λM mit (1− µ)λ 6= 0. Also reicht es zu zeigen, daß für 0 6= γ ∈
B(R) stets γM unendlich ist. Dies folgt aber sofort aus Kor. 7.9.24.

(ii)⇒ (iii) ist trivial, (iii)⇒ (iv) folgt aus der Tatsache, daß M+
R die gemeinsame

Einbettungseigenschaft besitzt. (Satz 7.8.1 und Übung nach Def. 4.5.4.)
Zu (iv)⇒ (i): Da M+

R vollständig ist und M+
R unendliche Moduln enthält, muß

R unendlich sein. Sei a ein echtes zweiseitiges Ideal in R, λ ∈ a; dann ist R/a ∈M+
R,

R/a |= ∀x(λx = 0), also R |= ∀x(λx = 0) und damit λ = 0. Dies zeigt, daß R einfach
ist. Schließlich sei 0 6= λ ∈ R; betrachte die Erweiterung Rλ ⊆ R zwischen M+

R-
Moduln. Es gilt R |= ∃y(λy = λ), und wegen der Modellvollständigkeit von M+

R

folgt Rλ |= ∃y(λy = λ). Daher ist R regulär. �

7.10. Abelsche Gruppen∗

Jede abelsche Gruppe ist ein Z-Modul, und umgekehrt. Jeder Homomorphismus
A → A′ abelscher Gruppen ist ein Z-Modulhomomorphismus, und umgekehrt. Es
liegt also nahe, die in §7.8 erzielten Ergebnisse auf den Fall des Rings Z, also auf
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abelsche Gruppen, anzuwenden; dies geht im wesentlichen geradlinig von sich. (In
der Tat sind die im folgenden bewiesenen Sätze meist auch in allgemeineren Ringen,
etwa für Moduln über Dedekindringen, gültig; vgl. [12], Ch. 2. [16], §14 studiert
ausführlich die Modelltheorie von (Z, 0,+,−).) Unsere Darstellung richtet sich nach
[8], App. A.2. Zu abelschen Gruppen allgemein siehe [30].

Sei hier stets L = {0,+,−} die Sprache der abelschen Gruppen und AG die
Klasse der abelschen Gruppen bzgl. dieser Sprache. Es gibt eine primitiv rekursive
Funktion LZ → L (bzw. L → LZ), die jeder LZ-Formel (jeder L-Formel) eine in
allen abelschen Gruppen äquivalente L-Formel (LZ-Formel) zuordnet; wir können
also zwischen den Sprachen L und LZ ohne Probleme hin- und herwechseln.

7.10.1. Positiv primitive Formeln in abelschen Gruppen. Wir fragen
uns zunächst, welche Sachverhalte in einer abelschen Gruppe durch p.p. Formeln
ausgedrückt werden können. Wir zeigen vorweg:

Proposition 7.10.1. Sei A = (αij) ∈ Zm×n. Dann ist A über Z äquivalent zu
einer m×n-Diagonalmatrix D, d.h. einer Matrix der Form D = (δij) mit gewissen
δij ∈ Z, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, wobei δij = 0 für i 6= j.

Beweis. Zu zeigen ist: Es existieren eine über Z invertierbare m ×m-Matrix
P und eine über Z invertierbare n × n-Matrix Q mit PAQ = D, wobei D in der
gewünschten Form sei. Wir bemerken vorweg, daß elementare Umformungen des
Typs ”Multiplikation einer Zeile (Spalte) und Addition derselben zu einer anderen“
der Multiplikation mit in Z invertierbaren Elementarmatrizen entsprechen.— Ist
A = 0, so ist nichts zu zeigen. Sind X,Y ∈ Zm×n, so schreibe X  Y , falls Y
aus X durch endlich viele elementare Zeilen- oder Spaltenumformungen (über Z)
hervorgeht; offenbar gilt X  Y ⇒ Y  X und X  Y, Y  Z ⇒ X  Z, für
X,Y, Z ∈ Zm×n. Setze |X| := min

ξij 6=0
|ξij | für X = (ξij) ∈ Zm×n. Sei h := min

A X
|X| ∈

N; es gibt ein B ∈ Zm×n mit A  B und |B| = h. Ist B = (βij), so existiert also
ein βrs 6= 0, |βrs| = |B| = h; man setze τ := βrs, und sei B  C := (γij) mit
γ11 = βrs = τ . Wir zeigen: τ |γ1j (1 < j ≤ n) und τ |γi1 (1 < i ≤ m). Denn: Division
mit Rest liefert

γ1j = λjτ + %j mit |%j | < |τ | = h.

Angenommen, %j0 6= 0 für ein 1 < %j0 ≤ n. Subtrahiere nun das λj0-fache der ersten
Spalte von C von der j0-ten (dies ist eine elementare Umformung in Z); dann haben
wir C  E = (εij) mit ε1j0 = %j0 , also A  D = (δij) und |D| ≤ |δ1j0 | = |%j0 | <
h, Widerspruch. Analog zeigt man τ |γi1.— Durch weitere elementare Zeilen- und
Spaltenumformungen bekommt man

C  F :=


τ 0 . . . 0
0 ε21 . . . ε2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 εm1 . . . εmn

 mit εij ∈ Z.

Mit E := (εij) ∈ Z(m−1)×(n−1) verfahre man wie zuvor. �

Lemma 7.10.2. In AG ist jede p.p. Formel ϕ(x1, . . . , xn) äquivalent zu einer
Konjunktion von Formeln folgenden Typs:

(i) t(x1, . . . , xn) = 0, wobei t ein L-Term sei, oder
(ii) pm|t(x1, . . . , xn), wobei t ein L-Term, p eine Primzahl und m ∈ N.
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(Dabei sei k|t für k ∈ N0 und einen L-Term t eine Abkürzung für ∃y(ky = t).)
Ferner ist pm|t(x) in AG zu einer Formel des Typs

(i) 0 = 0, oder
(ii) pm|pm′

x mit 0 ≤ m′ < m

äquivalent.

Beweis. Wir wissen (Bem. 7.8.19), daß ϕ besagt (mit x = (x1, . . . , xn))

(7.10.33) Es existiert ein y, so daß Ax = By,

wobei A, B Matrizen über Z und x, y als Spaltenvektoren zu lesen sind. Wegen
Prop. 7.10.1 wissen wir ferner, daß invertierbare Matrizen P , Q über Z existieren,
so daß D := PBQ eine Diagonalmatrix ist; somit ist (7.10.33) äquivalent zu

(7.10.34) Es existiert ein z, so daß (PA)x = Dz.

Aber (7.10.34) ist äquivalent zu einer Konjunktion von Formeln der Gestalt k|t(x),
wobei t ein L-Term ist und k die Einträge der Hauptdiagonalen von D durchläuft.
Die Formel 0|t(x) ist äquivalent zu t(x) = 0, und 1|t(x) zu 0 = 0. Ist k ∈ Z \ {0, 1},
so beachte, daß für r, s ∈ N mit ggT(r, s) = 1 gilt: rs|t(x) gdw. r|t(x) und s|t(x).
(Ist ry1 = t(x) und sy2 = t(x), so schreibe 1 = λr + µs mit λ, µ ∈ Z; wir erhalten
t(x) = (λr+ µs)t(x) = λrsy2 + µrsy1 = rs(λy2 + µy1), also rs|t(x).) Ist schließlich
m ≥ 1, p prim mit pm|t(x), so hat t(x) die Form t(x) = pm

′
(rx) mit m′ ∈ N0, r ∈ Z,

ggT(p, r) = 1, falls r 6= 0. Ist m′ ≥ m oder r = 0, so ist pm|t(x) äquivalent zu 0 = 0;
ansonsten ist pm|t(x) dann äquivalent zu pm|pm′

x. (Ist pmy = pm
′
rx, so wähle

λ, µ ∈ Z mit 1 = λpm−m
′
+ µr, und schließe pm

′
x = λpmx+ µpmy = pm(λx+ µy),

also pm|pm′
x.) �

Wir erhalten als Korollar aus dem Baur-Monk-Satz und Lemma 7.10.2:

Satz 7.10.3. (Szmielews Definierbarkeitssatz, [156]) Sei A eine abelsche Grup-
pe und R eine n-stellige elementar definierbare Relation auf A, m.a.W.

R = {a ∈ An : A |= ϕ(a)} für eine L-Formel ϕ.

Dann ist R eine Boolesche Kombination von Relationen, die durch L-Formeln des
Typs (i), (ii) aus Lemma 7.10.2 definiert werden. �

7.10.2. Zur Struktur abelscher Gruppen. Szmielew-Gruppen. Es sei
A eine abelsche Gruppe. Wir schreiben T (A) für die Torsionsuntergruppe von A,
d.h. die Untergruppe aller Torsionselemente von A:

T (A) =
{
a ∈ A : ∃n ∈ N : na = 0

}
=
{
a ∈ A : ord(a) <∞

}
A heiße wie üblich eine Torsionsgruppe, wenn T (A) = A.

Ist p eine Primzahl, so sei Ap die Untergruppe aller Elemente, deren Ordnung
eine Potenz von p ist:

Ap =
{
a ∈ A : ∃n ∈ N0 : ord(a) = pn

}
Ap ist eine Torsionsgruppe. A heißt eine p-Gruppe, falls Ap = A. Es gilt:

Lemma 7.10.4. Sei A eine Torsionsgruppe. Dann ist A ∼=
⊕

p prim

Ap.
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Beweis. Betrachte den Homomorphismus
⊕
Ap → A, (xp) 7→

∑
xp. Sei jetzt

x = (xp) in seinem Kern, also
∑
xp = 0. Sei q eine Primzahl mit xq 6= 0. Dann

haben wir
xq =

∑
p6=q

(−xp).

Sei m := kgV{ord(xp) : p 6= q}; es ist mxq = 0. Aber ebenso ist qrxq = 0 für
ein r ≥ 1; ist also d = ggT(m, qr), so ist dxq = 0. Jedoch ist d = 1, also xq = 0.
Der angegebene Homomorphismus ist somit injektiv. Zur Surjektivität: Sei A[m]
für m ∈ N der Kern von x 7→ mx, d.h. A[m] = {x ∈ A : mx = 0}. Wir zeigen:
Ist m = rs mit ggT(r, s) = 1, r, s ≥ 1, so ist A[m] = A[r] + A[s]. Wähle nämlich
λ, µ ∈ Z mit λr + µs = 1; dann ist x = λrx + µsx für x ∈ A[m], und λrx ∈ A[s],
µsx ∈ A[r].— Induktiv folgt also: Ist m =

∏
p|m p

εp die Zerlegung von m ≥ 1 in
Primfaktoren, so ist A[m] =

∑
p|mA[pεp ]. Ist also x ∈ A beliebig, so existiert ein

m ≥ 1 mit x ∈ A[m], und wegen A[pk] ⊆ Ap folgt die Behauptung. �

Die vier grundlegenden Typen abelscher Gruppen sind:

(α) Die zyklischen Gruppen der Ordnung pk, die wir hier als Z(pk) schreiben.
(p prim, k ∈ N.)

(β) Die p-te Prüfergruppe

Z(p∞) :=
{
z ∈ C : ∃n ∈ N : zp

n

= 1
}

der p-ten komplexen Einheitswurzeln. (p prim.) Z(p∞) kann als direkter
Limes Z(p∞) = lim

−→
Z(pk) mit den durch z 7→ pnz definierten Injektio-

nen ikn : Z(pk)→ Z(pk+n) aufgefaßt werden, oder alternativ als
⋃
k Z(pk)

bzgl. der Kette Z(p1) ⊆ Z(p2) ⊆ · · · .
(γ) Die Lokalisierung von Z am Primideal (p) 6= (0), also

Z(p) =
{a
b
∈ Q : a = 0 oder a 6= 0 und ggT(a, b) = 1, ggT(b, p) = 1

}
,

betrachtet als additive abelsche Gruppe. (p prim.)
(δ) Die additive Gruppe Q der rationalen Zahlen.

Betreffend Teilbarkeits- und Torsionseigenschaften notieren wir:

(α) Z(pk) ist teilbar durch alle 0 6= m ∈ Z mit ggT(m, p) = 1; T (Z(pk)) =
Z(pk).

(β) Z(p∞) ist teilbar durch alle 0 6= m ∈ Z; T (Z(p∞)) = Z(p∞).
(γ) Z(p) ist teilbar durch alle 0 6= m ∈ Z mit ggT(m, p) = 1; T (Z(p)) = 〈0〉.
(δ) Q ist teilbar durch alle 0 6= m ∈ Z; T (Q) = 〈0〉.

Wir haben E(Z(pk)) = Z(p∞), E(Z(p)) = Q. (Vgl. Satz 7.8.16.)
Es sei an folgenden, für gewöhnlich in der Algebra bewiesenen Satz erinnert,

zu dessen Beweis Prop. 7.10.1 der erste Schritt ist (vgl. [34], I, §8):

Satz 7.10.5. (Struktursatz für endlich erzeugte abelsche Gruppen) Sei A eine
endlich erzeugte abelsche Gruppe, B eine endliche abelsche p-Gruppe.

(i) Es ist A ∼= T (A) ⊕ A/T (A), und A/T (A) ist frei als Z-Modul, T (A)
endlich.

(ii) Es ist B ∼= Z(pν1) ⊕ · · · ⊕ Z(pνs) mit durch B eindeutig bestimmter Ex-
ponentenfolge 1 ≤ ν1 ≤ · · · ≤ νs. �
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Definition 7.10.6. Sei A eine abelsche Gruppe. A heißt reduziert, falls sie
außer 〈0〉 keine weiteren teilbaren Untergruppen besitzt.

Beispiel. Die Gruppen Z(pk), Z(p) sind reduziert. (p prim, k ≥ 1.)

Proposition 7.10.7. Jede abelsche Gruppe A ist direkte Summe einer teilbaren
Gruppe D und einer reduzierten Gruppe C: A = D ⊕ C. Dabei ist D durch A
eindeutig bestimmt, während C bis auf Isomorphie eindeutig ist.

Beweis. Offenbar gilt:

(∗) Sind {Di}i∈I teilbare Untergruppen von A, so ist auch ihre Summe∑
i∈I Di teilbar.

Die von allen teilbaren Untergruppen von A erzeugte Untergruppe D ist mit (∗)
also teilbar; sie ist die größte teilbare Untergruppe von A. Teilbare Gruppen sind
injektiv (Kor. 7.8.12), also ist A = D ⊕ C mit einer Untergruppe C von A, und
offensichtlich ist C reduziert. Ist A = D′⊕C ′ mit teilbarem D′ und reduziertem C ′,
so folgt D = (D∩D′)⊕ (D∩C ′). Da D∩C ′ teilbar und in der reduzierten Gruppe
C ′ enthalten ist, folgt D ∩ C ′ = {0}, also D ∩D′ = D, d.h. D ⊆ D′, also D = D′

wegen der Maximalität von D. Ist schließlich A = D ⊕ C ′, so C ∼= A/D ∼= C ′. �

Diese Proposition erlaubt es also, sich bei Strukturuntersuchungen für abelsche
Gruppen auf teilbare und reduzierte Gruppen einzuschränken.

Definition 7.10.8. Unter einer Szmielew-Gruppe wollen wir eine abelsche
Gruppe S der Form

(7.10.35)
⊕
p prim

(⊕
n∈N

Z(pn)(αp,n−1) ⊕ Z(p∞)(βp) ⊕ Z(γp)

(p)

)
⊕Q(δ)

verstehen, wobei αp,n−1, βp, γp, δ Kardinalzahlen ≤ ℵ0 seien. (Dabei sei A(κ) für
eine abelsche Gruppe A und eine Kardinalzahl κ die direkte Summe von κ vielen
Exemplaren von A.)

Die Summe
⊕

p

(⊕
n Z(pn)(αp,n−1)

)
nennen wir den reduzierten Torsionsteil der

Szmielew-Gruppe, die Summe
⊕

p Z(p∞)(βp) den teilbaren Torsionsteil,
⊕

p Z(γp)

(p)

den reduzierten torsionsfreien und Q(δ) den teilbaren torsionsfreien Anteil von S.
Es ist Sp =

(⊕
n Z(pn)(αp,n−1)

)
⊕ Z(p∞)(βp).

Offensichtlich sind Szmielew-Gruppen höchstens abzählbar. Wir werden in Kür-
ze zeigen, daß jede abelsche Gruppe zu einer Szmielew-Gruppe elementar äquivalent
ist. Vorweg untersuchen wir die Struktur teilbarer Gruppen. Wir haben als Beispiele
teilbarer Gruppen die Prüfergruppen sowie die rationalen Zahlen kennengelernt; die
teilbaren Gruppen sind bis auf Isomorphie genau die direkten Summen von Gruppen
dieses Typs:

Satz 7.10.9. Jede abzählbare teilbare abelsche Gruppe ist eine Szmielew-Grup-
pe. Genauer gilt: Jede teilbare abelsche Gruppe D hat die Form

D =
⊕
p prim

Z(p∞)(βp) ⊕Q(δ)

für gewisse βp, δ.
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Beweis. Die Torsionsuntergruppe T (D) von D ist teilbar; da T (D) damit in-
jektiv ist, folgt D ∼= T (D) ⊕D0, wobei D0 torsionsfrei und wegen der Teilbarkeit
von D auch teilbar ist, und daher als Q-Vektorraum aufgefaßt werden kann. Al-
so D0

∼= Q(δ) für δ := dimQD0. (Isomorphie als Q-Vektorräume und erst recht
als Gruppen.) Ferner ist T (D) ∼=

⊕
p primDp nach Lemma 7.10.4; wir behaupten:

Jedes Dp hat die Form Dp = Z(p∞)(βp) für eine Kardinalzahl βp. Mittels Zorn-
schem Lemma erhalten wir zunächst eine maximale teilbare Untergruppe D′

p von
Dp in der gewünschten Form; D′

p ist teilbar, also ein direkter Summand von Dp:
Dp = D′

p ⊕D′′
p . Wir zeigen:

(∗) Ist p eine Primzahl und A 6= 〈0〉 eine teilbare abelsche Gruppe mit A =
Ap, so ist kanonisch Z(p∞) ↪→ A.

Da D′
p maximal und Z(p∞) injektiv ist, enthält D′′

p kein isomorphes Abbild von
Z(p∞), und da (D′′

p )p = D′′
p teilbar ist, muß nach (∗) D′′

p = {0} sein.— Zu (∗):
Wähle a ∈ A \ {0}; wegen der Teilbarkeit von A erhalten wir eine Folge

a = a1, pa2 = a1, pa3 = a2, . . . , pan+1 = an, . . . .

Offenbar ist Z(p∞) ∼= 〈a1, a2, . . .〉, wenn man a ∈ Ap = A und Z(p∞) =
⋃
k∈N Z(pk)

bedenkt. �

In der Gruppentheorie definiert man gemeinhin:

Definition 7.10.10. (Prüfer, [117], [118]) Seien A1 ≤ A2 abelsche Gruppen.
A1 heißt rein in A2, falls für alle a ∈ A1 und n ∈ N gilt: n|a in A1 gdw. n|a in A2.

Der Konflikt mit der Terminologie von Def. 7.8.38 läßt sich leicht auflösen:

Proposition 7.10.11. (Prüfer, [117], [118]) Seien A1 ≤ A2 abelsche Gruppen.
Dann ist A1 als abelsche Gruppe rein in A2 d.u.n.d., wenn A1 als Z-Modul rein in
A2 ist. A1 ist in diesem Fall ein direkter Summand von A2.

Beweis. Sei A1 rein in A2 als abelsche Gruppe; wir zeigen, daß A1 als Z-
Modul in A2 rein ist. (Die Umkehrung ist trivial.) O.B.d.A. sei A2 endlich erzeugt.
(Denn wir sind nur an endlichen linearen Gleichungssystemen interessiert.) Nach
Satz 7.10.5 ist A2/A1 =

⊕n
i=1〈ai +A1〉 mit gewissen ai ∈ A2, ord(ai +A1) =: ki <

∞. Betrachte bi := kiai ∈ A1. Die bi sind teilbar durch ki in A2, und da A1 rein
in A2 ist, gilt bi = kici mit gewissen ci ∈ A1. Setze c′i := ci − ai; es folgt kic′i = 0,
c′i+A1 = ci+A1, und wir erhalten A2 = A1⊕

⊕n
i=1〈c′i〉, denn ist a ∈ A2, so haben

wir a + A1 = niai + A1 für gewisse ni ∈ Z, also a ∈ A1 + ni(c′i − ci) = A + nic
′
i,

und ist
∑
mic

′
i ∈ A1, so folgt

∑
miai +A1 =

∑
mi(ci − c′i) +A1 = A1, also ki|mi

und damit mic
′
i = 0.— Damit ist A1 sicher rein in A2 als Z-Modul. �

Sei A eine abelsche Gruppe, p eine Primzahl. Ein System {ai}i∈I von Elementen
aus A heiße p-unabhängig, wenn für je endlich viele ai1 , . . . , aik aus {ai} und r ∈
N, ni1 , . . . , nik ∈ Z mit nijaij 6= 0 gilt: Aus

∑k
j=1 nijaij ∈ prA folgt pr|nij für

j = 1, . . . , k. Noch eine etwas technisch zu beweisende Aussage:

Proposition 7.10.12. Sei A eine abelsche Gruppe, A = Ap für eine Primzahl
p. Dann ist A ∼= B ⊕ A/B mit einer reinen Untergruppe B von A, die sich als
direkte Summe zyklischer Gruppen Z(pk) darstellen läßt, so daß A/B teilbar ist.

Beweis. Nach dem Zornschen Lemma erhalten wir eine maximale reine Un-
tergruppe B von A, die sich als direkte Summe

⊕
i∈I Z(pki) darstellen läßt. Nach
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Prop. 7.10.11 ist B ein direkter Summand von A, also A ∼= B⊕A/B. Seien ai ∈ B,
ai 6= 0 mit B =

⊕
i∈I〈ai〉, ord(ai) = pki . Um die Teilbarkeit von A/B nachzuweisen,

reicht es wegen der Teilbarkeit aller a ∈ A = Ap durch m ∈ Z mit ggT(m, p) = 1,
die Teilbarkeit aller Elemente von A/B durch p zu zeigen. Das System {ai} ist
p-unabhängig. Denn wegen der Reinheit von B in A folgt aus

∑
nijaij ∈ prA, daß

k∑
j=1

nijaij = pr
k∑
j=1

mijaij für gewisse mij ∈ Z.

Da eine direkte Summe vorliegt, muß nijaij = prmijaij sein, also ord(aij ) =
pkij |(prmij−nij ), und mithin pr|nij . {ai} ist zudem ein maximales p-unabhängiges
System, denn ist {ai} zusammen mit einem b ∈ A, b 6= 0, immer noch p-unabhängig,
so ist 〈b〉 +

⊕
〈ai〉 sogar eine direkte Summe, die rein in A ist (nachprüfen!), und

ord(b) ist eine p-Potenz wegen A = Ap; wegen der Maximalität von B folgt dann
b ∈ B =

⊕
〈ai〉, also b = 0, Widerspruch. Wir zeigen nun durch Induktion über

t ∈ N, daß alle Elemente a ∈ A, a 6= 0, ord(a) =: pt
′
< pt modulo B durch p teilbar

sind. Ist t = 1, so ist nichts zu zeigen. Ansonsten gilt für unser Element a wegen
der Maximalität von {ai}: Es existieren ai1 , . . . , aik in {ai} sowie ni0 , . . . , nik ∈ Z
mit ni0a 6= 0, nijaij 6= 0, so daß für ein r ∈ N

ni0a+
k∑
j=1

nijaij ∈ prA und pr - nij für ein j ∈ {0, . . . , k}.

Wegen der p-Unabhängigkeit der ai ist sicher pr - ni0 ; schreibe also ni0 = psm0

mit 0 ≤ s < r, ggT(m0, p) = 1, o.B.d.A. s < t′. Dann ist
∑
nijaij ∈ psA, also

nij = psmj für gewisse m1, . . . ,mk ∈ Z; damit ps(m0a +
∑
mjaij ) = prb für ein

b ∈ A, also ps(m0a − pr−sb +
∑
mjaij ) = 0. Nach Induktionsvoraussetzung ist

m0a − pr−sb +
∑
mjaij mod B durch p teilbar; damit ist am0 + B und wegen

ggT(m0, p) = 1 auch a+B durch p teilbar. �

Damit wie versprochen:

Satz 7.10.13. Jede abelsche Gruppe ist elementar äquivalent zu einer Szmie-
lew-Gruppe.

Beweis. Wegen dem Satz von Löwenheim-Skolem ”abwärts“ (§9.4) reicht es,
dies für eine höchstens abzählbare abelsche Gruppe A einzusehen. Wir geben eine
Szmielewsche Gruppe B an, die dieselben Baur-Monk-Invarianten wie A besitzt;
mit Kor. 7.8.36 folgt dann A ≡ B.

Hat A die reine Untergruppe C, so haben A und C ⊕ A/C nach Prop. 7.8.39
dieselben Invarianten. T (A) ist eine reine Untergruppe von A: Gilt n|a in A für
n ∈ N, a ∈ T (A), etwa nb = a mit b ∈ A, so ist (n · ord(a))b = 0, also b ∈ T (A).
A hat also dieselben Invarianten wie T (A)⊕A/T (A). T (A) ist direkte Summe der
Ap, p prim, nach Lemma 7.10.4. Nach Prop. 7.10.12 ist Ap ∼= A′p ⊕ Ap/A

′
p mit

der reinen Untergruppe A′p von Ap, wobei A′p eine direkte Summe von zyklischen
Gruppen Z(pk) ist und Ap/A

′
p teilbar, also nach Satz 7.10.9 eine Szmielew-Grup-

pe. Insgesamt ist T (A) also eine Szmielew-Gruppe. A/T (A) zerlegen wir zunächst
gemäß Prop. 7.10.7 in D ⊕ C mit D teilbar, C reduziert. Im Hinblick auf Lem-
ma 7.8.37 reicht es zu zeigen: Eine torsionsfreie reduzierte abelsche Gruppe R hat
dieselben Baur-Monk-Invarianten wie eine direkte Summe von Gruppen der Form
Z(p).
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In einer torsionsfreien Gruppe gilt: Ist n 6= 0 und na = nb, so folgt a = b; gilt
nm|na, so folgt m|a. Mit Lemma 7.10.2 heißt dies, daß in R jede p.p. Formel in
einer freien Variablen x zu einer Konjunktion von Formeln der Art pn|x (p prim,
n ∈ N) äquivalent ist, damit aber zu einer einzigen Formel k|x mit k ∈ N. Schreiben
wir kA = {ka : a ∈ A} für die Untergruppe der durch k teilbaren Elemente von A,
so ist also jede Baur-Monk-Invariante von R von der Form [jR : kR] mit j, k ∈ Z,
j|k. Wir schreiben j = j0, j1, . . . , js−1, js = k, wobei jedes ji+1 die Form jipi mit
einer Primzahl pi besitze (i = 0, . . . , s− 1), und erhalten

[jR : kR] = [j0R : j1R] · [j1R : j2R] · · · [js−1R : jsR],

mit [jiR : ji+1R] = [jiR : jipiR] = [R : piR] (letzteres wegen R/piR ∼= jiR/jipiR
vermöge r+piR 7→ jir+jipiR). Es folgt, daß die Invarianten von R durch die Werte
[R : pR] mit p prim festgelegt werden. Jeder dieser Werte ist entweder pn mit n ∈ N0

oder ∞. (Ist R/pR endlich, so folgt aus p(r + pR) = 0 für r + pR ∈ R/pR, daß
|R/pR| eine p-Potenz ist.) Nun ist aber Z(p) eine reduzierte torsionsfreie abelsche
Gruppe, und für jede Primzahl q ist

[Z(p) : qZ(p)] =

{
p, falls p = q,
1, falls p 6= q.

Damit können wir mit Hilfe von Lemma 7.8.37 eine reduzierte torsionsfreie abelsche
Gruppe mit denselben Baur-Monk-Invarianten wie R konstruieren, nämlich⊕

p prim

Z(J(p))
(p) mit J(p) :=

{
cardR/pR, falls R/pR endlich,
ℵ0, sonst.

Diese hat die Form (7.10.35). �

Die zu einer gegebenen abelschen Gruppe gehörige elementar äquivalente Szmie-
lew-Gruppe ist nicht notwendig eindeutig bestimmt; die beiden folgenden Proposi-
tionen demonstrieren dies. Wir sagen, eine abelsche Gruppe A habe beschränkten
Exponenten, falls nA = {0} für ein n ∈ N; ansonsten hat A unbeschränkten Expo-
nenten.

Proposition 7.10.14. Für eine abelsche Gruppe A sind äquivalent:
(i) A hat unbeschränkten Exponenten.
(ii) A ≡ A⊕Q.
(iii) A ≡ A⊕Q(ℵ0).

Beweis. Daß aus (ii) und (iii) jeweils (i) folgt, ist klar. Gelte (i). Wir zeigen,
daß für eine abelsche Gruppe B gilt: A ≡ B ⊕ Q(ℵ0). Dann folgt mit Kor. 7.8.40,
(iii): A ⊕ Q ≡ B ⊕ Q(ℵ0) ⊕ Q ∼= B ⊕ Q(ℵ0) ≡ A, und (ii) folgt; (iii) ergibt sich
ähnlich. O.B.d.A. sei A ∩ Q(ℵ0) = ∅. Es reicht zu zeigen, daß die L(A ∪ Q(ℵ0))-
Satzmenge Φ, bestehend aus der L(A)-Theorie von A und dem Diagramm von
Q(ℵ0), ein Modell besitzt, denn dann haben wir eine elementare Erweiterung C von
A, die eine zu Q(ℵ0) isomorphe Untergruppe enthält, und da Q(ℵ0) teilbar ist, folgt
A ≡ B ⊕Q(ℵ0) für eine geeignete abelsche Gruppe B. Angenommen, Φ hätte kein
Modell; nach dem Kompaktheitssatz und Satz 7.10.5 gibt es dann ein n ∈ N und
eine endliche Menge ∆ von Sätzen aus dem Diagramm einer von n Elementen frei
erzeugten abelschen Gruppe, o.B.d.A. Zn, so daß die Satzmenge Ψ, bestehend aus
der L(A)-Theorie von A zusammen mit ∆, kein Modell besitzt. Seien e1, . . . , en die
Einheitsvektoren von Zn; wir können annehmen, daß die einzigen Konstanten in
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∆ außer 0 die e1, . . . , en sind. ∆ besteht aus Gleichungen und Ungleichungen; da
Zn von e1, . . . , en frei erzeugt ist, sind alle Gleichungen in ∆ aus Th(AG) ableitbar.
Damit ist ∆ bzgl. AG äquivalent zu einer endlichen Konjunktion von Ungleichungen
λi1e1 + · · ·+ λinen 6= 0 mit λi1, . . . , λin ∈ Z nicht alle gleichzeitig 0 (i = 1, . . . ,m).
Weil aber A unbeschränkten Exponenten hat, können wir ein a ∈ A mit ord(a) >
kgV

{∑n
j=1 λij : 1 ≤ i ≤ m

}
wählen und e1, . . . , en allesamt als a interpretieren; Ψ

hat also doch ein Modell: Widerspruch. �

Ist A eine abelsche Gruppe und p eine Primzahl, so sagen wir, Ap habe be-
schränkte p-Länge, falls es eine endliche obere Schranke für die Ordnungen aller
Elemente a ∈ Ap mit p - a gibt; andernfalls habe A unbeschränkte p-Länge.

Proposition 7.10.15. Ist p eine Primzahl, A eine abelsche Gruppe unbe-
schränkter p-Länge, so ist A ≡ A⊕ Z(p∞)(ℵ0) ≡ A⊕ Z(ℵ0)

(p)

Beweis. Der Nachweis von A ≡ A⊕Z(p∞)(ℵ0) ist ähnlich zu Prop. 7.10.14 und
verbleibt als Übung.— Zu A ≡ A⊕Z(ℵ0)

(p) : Seien c0, c1, . . . abzählbar viele paarweise
verschiedene neue Konstanten für L, und definiere die L({ci}i∈N0)-Satzmenge

Σ := Th(A) ∪ {p - ci : i ∈ N0} ∪

{
k−1∑
i=0

nici 6= 0 : k ∈ N, (n0, . . . , nk−1) ∈ Zk \ {0}

}
.

Da A unbeschränkte p-Länge besitzt, erhalten wir mit dem Kompaktheitssatz ein
Modell C ′ von Σ; sei C := C ′|L. Es ist A ≡ C ≡ T (C)⊕ C/T (C), letzteres wegen
Prop. 7.8.39, da T (C) rein in C ist. Setze B := C/T (C); nach Definition von Σ ist
[B : pB] =∞. Dem Beweis von Satz 7.10.13 entnehmen wir, daß, wenn wir B durch
eine elementar äquivalente Szmielew-Gruppe B1 ersetzen, der Summand Z(p) in B1

unendlich oft erscheinen muß, so daß B1
∼= B1 ⊕ Z(ℵ0)

(p) . Es folgt A ≡ T (C)⊕B1
∼=

T (C)⊕B1 ⊕ Z(ℵ0)
(p) ≡ A⊕ Z(ℵ0)

(p) mit Kor. 7.8.40, (iii). �

Wir sagen deshalb, eine Gruppe (7.10.35) sei eine strikte Szmielew-Gruppe,
wenn

(i) δ entweder 0 oder ℵ0 ist, wobei
(ii) δ = 0 ist, falls

⊕
p

(⊕
n Z(pn)(αp,n−1) ⊕ Z(p∞)(βp) ⊕ Z(γp)

(p)

)
unbeschränk-

ten Exponenten hat, und
(iii) für alle Primzahlen p gilt: βp = γp = 0, falls die Gruppe unbeschränkte

p-Länge besitzt.

7.10.3. Die Szmielew-Invarianten. Unser nächstes Ziel ist es, nachzuwei-
sen, daß jede abelsche Gruppe zu einer eindeutig bestimmten strikten Szmielew-
Gruppe elementar äquivalent ist. Wir führen einen Satz von Invarianten ein, die
eine strikte Szmielew-Gruppe bis auf Isomorphie festlegen.

Definition 7.10.16. Sei A eine abelsche Gruppe, p eine Primzahl. Wie im
Beweis von Lemma 7.10.4 schreiben wir A[p] für die Untergruppe {a : pa = 0}. Wir
definieren die Szmielew-Invarianten von A wie folgt:

(i) U(p;n;A) :=
[
(pnA)[p] : (pn+1A)[p]

]
,

(ii) D(p;n;A) := ord
(
(pnA)[p]

)
,

(iii) Tf(p;n;A) :=
[
pnA : pn+1A

]
,
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(iv) Exp(p;n;A) := ord
(
pnA

)
,

für alle Primzahlen p und natürlichen Zahlen n ≥ 0.

Bemerkungen 7.10.17. Es ist pnA = Aψn
und (pnA)[p] = Aϕn

für die
p.p. Formeln ψn(x) :=

(
pn|x

)
und ϕn(x) :=

(
px = 0 ∧ ψn(x)

)
. Wir haben also

(i) U(p;n;A) = Inv(ϕn, ϕn+1, A),
(ii) D(p;n;A) = Inv(ϕn, x = 0, A),
(iii) Tf(p;n;A) = Inv(ψn, ψn+1, A),
(iv) Exp(p;n;A) = Inv(ψn, x = 0, A).

Bei den Szmielew-Invarianten handelt es sich somit um besondere Baur-Monk-
Invarianten. ”U“ steht dabei für ”Ulm“, da die U(p;n;A) (p prim, n ≥ 0) auch
als die n-ten Ulm-Kaplansky-Invarianten von A bezeichnet werden (vgl. [30], VI,
§37); ”D“ steht für ”dividierbar“ (teilbar), ”Tf“ für ”torsionsfrei“ und ”Exp“ für

”Exponent“. Die zu diesen speziellen Baur-Monk-Invarianten gehörenden Dimensi-
onssätze nennen wir Szmielew-Dimensionssätze.

Für unsere Gruppen (α)–(δ) erhalten wir: (p, q prim, n ≥ 0, k ≥ 1)

Z(qk) Z(q∞) Z(q) Q

U(p;n;−)

{
p, falls p = q, n = k − 1,

1, sonst.
1 1 1

D(p;n;−)

{
p, falls p = q, n < k,

1, sonst.

{
p, falls p = q,

1, sonst.
1 1

Tf(p;n;−)

{
p, falls p = q, n < k,

1, sonst.
1

{
p, falls p = q,

1, sonst.
1

Exp(p;n;−)


pk−n, falls p = q, n < k,

1, falls p = q, n ≥ k,

qk, sonst.

∞ ∞ ∞

Übung. Verifiziere obige Tabelle.

Im folgenden sei formal nℵ0 :=∞ für alle natürlichen Zahlen n.

Satz 7.10.18. Jede strikte Szmielew-Gruppe ist durch ihre Szmielew-Invarian-
ten eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei A eine strikte Szmielew-Gruppe wie in (7.10.35). Mit Hilfe der
Tabelle und Lemma 7.8.37 erhalten wir

U(p;n;A) = pαp,n für alle n ≥ 0 und Primzahlen p.

Der reduzierte Torsionsteil von A ist also durch die Invarianten U(−;−;A) eindeu-
tig festgelegt. Da Ap =

⊕
n Z(pn)(αp,n−1) ⊕ Z(p∞)(βp) und A strikt ist, gilt: A hat

unbeschränkte p-Länge genau dann, wenn αp,n 6= 0 für unendlich viele n ≥ 0, oder
gleichbedeutend, wenn U(p;n;A) 6= 1 für unendlich viele n ≥ 0. Ob A unbeschränk-
te p-Länge besitzt oder nicht, wird somit auch durch die p-ten Ulm-Kaplansky-
Invarianten von A festgelegt. Wir erhalten ferner:

D(p;n;A) = pβp+
∑

k≥n αp,k für alle n ≥ 0 und Primzahlen p.

Hat A unbeschränkte p-Länge, so ist βp = 0 aufgrund der Striktheit von A; an-
sonsten aber ist p

∑
k≥n αp,k = 1 für genügend großes n, also D(p;n;A) = pβp . Der
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teilbare Torsionsanteil von A ist also ebenfalls durch die Szmielew-Invarianten ein-
deutig bestimmt. In ähnlicher Weise folgt

Tf(p;n;A) = pγp+
∑

k≥n αp,k für alle n ≥ 0 und Primzahlen p

und damit, daß auch der reduzierte torsionsfreie Teil von A eindeutig bestimmt ist.
Sei nun B :=

⊕
p

(⊕
n Z(pn)(αp,n−1) ⊕ Z(p∞)(βp) ⊕ Z(γp)

(p)

)
, also A = B ⊕Q(δ).

Wie wir gesehen haben, istB durch die Szmielew-Invarianten eindeutig bestimmbar;
insbesondere legen diese fest, ob B von unbeschränktem Exponenten ist. Hat B
unbeschränkten Exponenten, so ist δ = 0, da A strikt Szmielewsch ist. Sei also nun
B von beschränktem Exponenten, etwa nB = {0} für n ∈ N. Ist n = 1, also B =
{0}, so ist stets Exp(−;−;A) = ord(Q(δ)), also A von beschränktem Exponenten
genau dann, wenn Exp(−;−;A) ≡ 1. Sei also nun n ≥ 2; da für b ∈ B, r, s ∈ N
mit ggT(r, s) = 1 gilt, daß rs|b⇔ r|b, s|b, also rsB = {0} ⇔ rB = sB = {0}, sieht
man, daß o.B.d.A. n = pk für eine Primzahl p und ein k ≥ 1 angenommen werden
darf. Wir erhalten

Exp(p; k;A) = ord(pkB) · ord(Q(δ)) = ord(Q(δ)),

und es ist A von beschränktem Exponenten genau dann, wenn Exp(p; k;A) = 1.
Damit sagen uns die Exponenteninvarianten, ob A von beschränktem oder unbe-
schränktem Exponenten ist; ist letzteres der Fall, so ist δ = ℵ0, ansonsten δ = 0. �

Korollar 7.10.19. Jede abelsche Gruppe ist zu genau einer strikten Szmie-
lew-Gruppe elementar äquivalent.

Beweis. Sei A eine abelsche Gruppe und B eine Szmielew-Gruppe wie in
(7.10.35) mit B ≡ A gemäß Satz 7.10.13. Hat A unbeschränkten Exponenten,
so kann man nach Prop. 7.10.14 δ = ℵ0 wählen, ansonsten muß notwendig δ = 0
sein; ist p eine Primzahl, und hat A unbeschränkte p-Länge, so kann man wegen
Prop. 7.10.15 βp = γp = 0 erreichen. Da A und B dieselben Szmielew-Invarianten
besitzen, ist B durch A nach Satz 7.10.18 eindeutig festgelegt. �

7.10.4. Die Sätze von Szmielew. Wir erhalten in Analogie zum Fall der
Moduln ein Ergebnis über relative Q.E.:

Satz 7.10.20. (Szmielews Klassifikationssatz, [156]) Jede L-Formel ist in AG

äquivalent zu einer Booleschen Kombination von Szmielew-Dimensionssätzen und
Formeln des Typs (i), (ii) wie in Lemma 7.10.2. Insbesondere ist jeder L-Satz äqui-
valent zu einer Kombination von Szmielew-Dimensionssätzen.

Beweis. Sei ϕ eine L-Formel. Nach dem Satz von Baur-Monk ist ϕ in AG äqui-
valent zu einer Booleschen Kombination von p.p. Formeln und Dimensionssätzen;
um die p.p. Formeln kümmert sich Lemma 7.10.2, so daß wir nur noch sehen
müssen, daß jeder L-Satz in AG zu einer Booleschen Kombination von Szmielew-
Dimensionssätzen äquivalent ist. Dies folgt aber unmittelbar aus Kor. 5.1.2, (iii),
indem man für Φ die Menge aller Szmielew-Dimensionssätze und deren Negate,
zusammen mit Ba wählt. �

Analog zu Kor. 7.8.41 folgt:

Korollar 7.10.21. Es gibt eine rekursive Abbildung, die einer beliebigen L-
Formel eine in AG äquivalente Formel aus dem ∧-∨-¬-Abschluß der Menge aller
Formeln des Typs (i), (ii) von Lemma 7.10.2 und Szmielew-Dimensionssätzen zu-
ordnet.
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Beweis. Da AG rekursiv axiomatisierbar ist, ist die Menge der Folgerungen
aus einem geeigneten Axiomensystem Ξ nach Kor. 2.4.1 rekursiv aufzählbar; nach
dem Satz 7.10.20 existiert zu einer L-Formel ϕ eine Formel ψ der gewünschten
Gestalt mit AG |= (ϕ ↔ ψ), die wir damit durch systematisches Aufzählen aller
Konsequenzen aus Ξ ermitteln können. �

Korollar 7.10.22. (Szmielews Entscheidbarkeitssatz, [156]) Die Theorie der
abelschen Gruppen ist entscheidbar.

Beweis. Sei ϕ ein L-Satz. Ermittle gemäß Kor. 7.10.21 einen Satz ψ mit AG |=
(ϕ↔ ψ), der eine Boolesche Kombination von Szmielew-Dimensionssätzen ist. Wir
müssen nun entscheiden, ob ψ in allen abelschen Gruppen gilt; wegen Kor. 7.10.19
können wir uns auf strikte Szmielew-Gruppen beschränken. Bringe ¬ψ in die Form
¬ψ =

∧n
i=1

∨mi

j=1 δij , wobei δij Szmielew-Dimensionssätze oder deren Negate sind.
Jedem der n-Tupel (δ1j1 , . . . , δ1jn) mit ji ∈ {1, . . . ,mi} entspricht hinsichtlich der
Szmielew-Invarianten eine Bedingung an eine abelsche Gruppe; mit Hilfe der obigen
Tabelle kann man systematisch feststellen, ob es eine strikte Szmielew-Gruppe gibt,
die einem solchen n-Tupel von Bedingungen genügt. Ist dies für keines der m1 · · ·mn

möglichen Tupel der Fall, so ist ψ bzgl. AG wahr, ansonsten falsch. �

Eine kuriose Anwendung:

Satz 7.10.23. (Adler-Kogalovskĭı-Sabbagh, [41], [87], [137]) Die Klasse aller
Gruppen, die multiplikative Gruppen von Körpern sind, ist nicht in der Logik erster
Stufe axiomatisierbar.

Beweis. Sei K ein beliebig gewählter algebraisch abgeschlossener Körper von
Primzahlcharakteristik p mit trdeg(K/Fp) = ∞. Da K algebraisch abgeschlossen
ist, ist die multiplikative Gruppe K∗ von K teilbar. Da alle über Fp algebraischen
Elemente von K∗ Einheitswurzeln sind, ist T (K∗) = A∗, wobei A ⊆ K der relative
algebraische Abschluß FKp von Fp in K sei. Da A∗ teilbar, also direkter Summand
von K∗ ist, folgt mit Satz 7.10.9 K∗ = A∗ ⊕ Q(δ) für eine Kardinalzahl δ ≥ ℵ0.
Nun ist Q ≡ Q(δ) nach Satz 7.10.18 und der obenstehenden Tabelle, also A∗⊕Q ≡
A∗ ⊕ Q(δ) nach Kor. 7.8.40, (iii). Es reicht also nachzuweisen, daß kein Körper
F mit F ∗ ∼= A∗ ⊕ Q existieren kann. Angenommen, F wäre ein solcher Körper
mit ϕ : A∗ ⊕ Q

∼=→ F ∗. F hat Primzahlcharakteristik: Denn wäre char(F ) = 0,
so gäbe es (a; p), (b; q) ∈ A∗ ⊕ Q mit 2 = ϕ(a; p), 3 = ϕ(b; q); wähle k ∈ N mit(
ap

bq

)k
= 1 und setze m := kp, n := kq; dann ist 2m = 3n in F , im Widerspruch

zur Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in Z. Somit ist t transzendent (denn
sonst wäre t eine Einheitswurzel in F ), insbesondere also t+ 1 ∈ F ∗, etwa t+ 1 =
atq mit algebraischem a ∈ F ∗ und q ∈ Q. Aber dann ist t selbst algebraisch:
Widerspruch. �
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KAPITEL 8

Modelltheoretische Resultanten

Seien f, g ∈ Z[X,Y1, . . . , Yn]. Gesucht ist ein Polynom r = r(f, g) ∈ Z[Y1, . . . , Yn],
so daß für jeden Körper K und c1, . . . , cn ∈ K gilt: Es ist r(c1, . . . , cn) = 0 gdw.
f(c1, . . . , cn), g(c1, . . . , cn) ∈ K[X] in jedem algebraisch abgeschlossenen Körper
K ′ ⊇ K eine gemeinsame Nullstelle besitzen. M.a.W. für alle K ∈ Kö, c1, . . . , cn ∈
K:

K |=
(
r(c1, . . . , cn) = 0

)
d.u.n.d. wenn

K ′ |= ∃X
(
f(c1, . . . , cn)(X) = 0 ∧ g(c1, . . . , cn)(X) = 0

)
für alle K ′ ∈ AAK mit K ′ ⊇ K. Ein solches r existiert stets, z.B. die sog. Sylvester-
Resultante von f und g: Ist allgemein R ein Integritätsbereich und f =

∑m
i=0 aiX

i

mit ai ∈ R, am 6= 0 und g =
∑n
j=0 bjX

j , bj ∈ R, bn 6= 0, so ist die Resultante von
f und g erklärt als die Determinante einer (m + n)-Matrix über R, der Sylvester-
Matrix zu f , g:

r(f, g) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

am am−1 . . . a0

am am−1 . . . a0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am am−1 . . . a0

bn bn−1 . . . . . . . . . . b0
bn bn−1 . . . . . . . . . . b0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn bn−1 . . . . . . . b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(Die leeren Stellen werden mit 0 aufgefüllt.) Die Diagonaleinträge lauten von links
oben nach rechts unten gelesen nacheinander

am, am, . . . , am︸ ︷︷ ︸
n-mal

, b0, b0, . . . , b0︸ ︷︷ ︸
m-mal

.

Man beachte, daß die Determinante der 0× 0-Matrix 0 gleich 1 ist, denn 0 ist die
0-te Einheitsmatrix.— Sei R ein Integritätsbereich. Man zeigt nun:

Satz 8.0.1. Seien m,n ∈ N0, a, b ∈ R \ {0}, α1, . . . , αm, β1, . . . , βn ∈ R,

f = a
m∏
i=1

(X − αi), g = b
n∏
j=1

(X − βj)

Polynome aus R[X]. Dann gilt r(f, g) = anbm
∏m
i=1

∏n
j=1(αi − βj).

Die behauptete Resultanteneigenschaft von r ergibt sich nun unmittelbar aus
dem Satz:
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Korollar 8.0.2. Sind f, g ∈ R[X] zwei Polynome 6= 0, so ist r(f, g) = 0 genau
dann, wenn f , g in jedem algebraisch abgeschlossenen Körper, der R erweitert, eine
gemeinsame Nullstelle besitzen. �

Die Aussage von Satz 8.0.1 erhält man ferner durch Induktion aus dem nach-
folgenden Lemma (und den Eigenschaften einer Determinantenfunktion).

Lemma 8.0.3. Sei m ∈ N, α1, . . . , αm ∈ R, 0 6= g ∈ R[X]. Dann gilt

r

(
m∏
i=1

(X − αi), g

)
= g(αm) · r

(
m−1∏
i=1

(X − αi), g

)
.

Beweis. Wir beweisen: Betrachtet man g als Polynom über dem Integritäts-
ring R[Y ], also als Element von R[Y ][X], so gilt

(8.0.36) r(f, g) = g(Y ) · r

(
m−1∏
i=1

(X − αi), g

)
mit f := (X − Y )

m−1∏
i=1

(X − αi).

(Mit Hilfe des Einsetzungshomomorphismus R[Y ] → R, p 7→ p(αm) folgt daraus
augenblicklich die Behauptung.)

Schreibe dazu f =
∑m
i=0 aiX

i, g =
∑n
j=0 bjX

j mit bn 6= 0, ai ∈ R[Y ], bj ∈
R. Man addiere nun in der Sylvestermatrix M von f , g die i-te Spalte Y m+n−i-
mal zur letzten Spalte, für i = 1, . . . ,m + n − 1; dadurch erhält man eine Matrix
M1 mit detM1 = detM , in deren letzten Spalte nun nacheinander die Einträge
Y m−1f(Y ) = 0, . . . , Y 0f(Y ) = 0, Y m−1g(Y ), . . . , Y 0g(Y ) stehen. Wir schreiben
M1 = g(Y ) ·M2, wobei M2 die Matrix sei, welche in der letzten Spalte die Einträge
0, . . . , 0, Y m−1, . . . , Y 0 besitzt und ansonsten mit M1 und M übereinstimmt; damit

(8.0.37) r(f, g) = detM = detM1 = g(Y ) · detM2.

Die ai sind lineare Polynome aus R[Y ], die bj konstante Polynome aus R[Y ]; daher
ist r(f, g) ein Polynom mit grad r(f, g) ≤ n aus R[Y ]. Damit folgt aus (8.0.37)
wegen gradY g(Y ) = grad g = n, daß detM2 ein konstantes Polynom sein muß, und
wir erhalten detM2 = (detM2)(0) = det(M2(0)) nach Substitution von Y durch 0.
(−1)mam, (−1)m−1am−1, . . . , (−1)0a0 sind aber nun die elementarsymmetrischen
Funktionen in Y, α1, . . . , αm−1 ∈ R[Y ], d.h.

(−1)mam = 1,
(−1)m−1am−1 = Y + α1 + · · ·+ αm−1,

(−1)m−2am−2 = Y α1 + · · ·+ αm−2αm−1,

. . .

(−1)0a0 = Y · α1 · · ·αm−1.

Es ist a0(0) = 0, und (−1)iai(0) für i = 1, . . . ,m sind die elementarsymmetrischen
Funktionen in α1, . . . , αm−1. Wegen a0(0) = 0 sieht man durch Entwickeln nach
der letzten Spalte, daß det(M2(0)) = r

(∏m−1
i=1 (X − αi), g

)
. Mit (8.0.37) zeigt dies

(8.0.36). �

(Mehr über Eigenschaften der Sylvesterresultante findet man z.B. in [34], IV, §8
oder [29], Anhang.)

Allgemeiner gesprochen gilt für eine beliebige Formel ϕ(y) in der Sprache L =
{0, 1,+,−, ·} mit y = (y1, . . . , yn): Ist ψ(y) eine zu ϕ(y) in AAK äquivalente
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quantorenfreie Formel, so gilt für alle K ∈ Kö, c = (c1, . . . , cn) ∈ Kn: K |= ψ(c)
d.u.n.d., wenn K ′ |= ϕ(c) für alle algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskörper
K ′ ⊇ K, d.h. die Gültigkeit von ψ in K an der Stelle c ist ein ”lokaler“ Test, um
über die Gültigkeit von ϕ in allen algebraisch abgeschlossenen Erweiterungen an
der Stelle c zu entscheiden. In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Existenz
solcher Tests ψ für beliebige Formeln ϕ und Klassen K von Strukturen befassen.
Leider werden wir in vielen Fällen keine Formeln ψ erster Stufe mehr erhalten,
sondern allgemeiner auch infinitäre Formeln über L∞ω zulassen müssen: In L∞ω

werden Formeln gemäß den Regeln in L zusammen mit folgenden zwei weiteren
Bildungsprinzipien aufgebaut: Ist {ϕi}i∈I eine beliebige Familie von Formeln in
L∞ω, so sind auch ∧

i∈I
ϕi,

∨
i∈I

ϕi

Formeln in L∞ω. Es ist L ⊆ L∞ ⊆ L∞ω (vgl. §2.4); man beachte jedoch, daß
die Gesamtheit aller L∞ω-Formeln (auch schon aller L∞-Formeln) eine echte Klas-
se bildet. Die Semantik solcher L∞ω-Formeln wird in kanonischer Weise erklärt;
insbesondere wird

∧
i∈∅ ϕi stets als wahr,

∨
i∈∅ ϕi stets als falsch interpretiert.

In Abstraktion der geschilderten Situation von Kö und AAK definiert man
also, Robinson [131] folgend, für eine beliebige Sprache L erster Stufe:

Definition 8.0.4. Sei K eine Klasse von L-Strukturen und K′ ⊆ K. Seien
ferner ϕ(x1, . . . , xn) und ψ(x1, . . . , xn) L∞ω-Formeln, n ≥ 1. ϕ sei invariant in K′,
d.h. ϕ, ¬ϕ seien beide persistent unter Erweiterungen in K′. Dann heißt ψ eine
(modelltheoretische) Resultante für ϕ (bzgl. K und K′), falls für alle A ∈ K und
a1, . . . , an ∈ A gilt:

A |= ψ(a1, . . . , an) ⇔ Für alle B ∈ K′ gilt:
(
A ⊆ B⇒ B |= ϕ(a1, . . . , an)

)
Übung. Wir betrachten noch einmal das in einer Übung in §7.2 behandelte

Beispiel der Klasse L aller Strukturen O bzgl. L =
{
{cn}n∈N0 , <

}
, die lineare Ord-

nungen sind, in denen cO0 < cO1 < cO2 < · · · ein zu (N0, <) isomorphes Anfangsstück
von O bilden. Man gebe (bzgl. L, E(L)) eine Resultante für die folgende Formel
ϕ(x, y) an:

ϕ(x, y) := x < y ∧ ∀z(z ≤ x ∨ y ≤ z).

8.1. Existenzsätze für infinitäre Resultanten

Satz 8.1.1. Sei K eine unter isomorphen Bildern und Substrukturen abgeschlos-
sene Klasse von L-Strukturen mit A.E. und K′ eine in K konfinale Klasse, die eben-
falls unter isomorphen Bildern abgeschlossen sei. Die L∞ω-Formel ϕ(x1, . . . , xn) sei
invariant in K′, und es sei n ≥ 1. Dann besitzt ϕ eine Resultante ψ(x1, . . . , xn) bzgl.
K und K′ der Form

(8.1.38) ψ =
∨
i∈I

∧
j∈Ji

ψij mit ψij ∈ BaL.

Beweis. Sei I die Gesamtheit aller (A,a) mit A ∈ K, a = (a1, . . . , an) ∈ An
derart, daß ϕ an der Stelle (a1, . . . , an) in allen Erweiterungen von A in K′ gilt; I

ist i.a. eine echte Klasse. Ferner sei %(A,a)(x1, . . . , xn) :=
∧
σ∈J(A,a)

σ(x1, . . . , xn) für
(A,a) ∈ I, wobei

J(A,a) :=
{
σ ∈ Ba : σ[a1/x1, . . . , an/xn] ∈ DBa(A, {a1, . . . , an})

}
.
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Wir definieren
ψ :=

∨{
%(A,a) : (A,a) ∈ I

}
,

wobei für eine Menge Φ von L∞ω-Formeln
∨

Φ definiert sei als
∨
ϕ∈Φ ϕ; ψ hat die

gewünschte syntaktische Gestalt. Wir behaupten: ψ ist eine Resultante für ϕ. Sei
dazu A ∈ K und a = (a1, . . . , an) ∈ An.

Gelte zunächst B |= ϕ(a) für alle B ∈ K′ mit B ⊇ A. Zu zeigen ist: A |= ψ(a).
Wegen (A, A) |= DBa(A, {a1, . . . , an}) folgt dies aber aus A |= %(A,a)(a).

Gelte nun umgekehrt A |= ψ(a). Dann gibt es also ein B ∈ K, b = (b1, . . . , bn) ∈
Bn mit C |= ϕ(b) für alle C ⊇ B aus K′ und

(A, A) |= σ[a1/x1, . . . , an/xn]

für alle σ(x1, . . . , xn) ∈ Ba mit σ[b1/x1, . . . , bn/xn] ∈ DBa(B, {b1, . . . , bn}). Mit
bA

′

i := ai gilt dann für die L({b1, . . . , bn})-Expansion A′ von A:

A′ |= DBa(B, {b1, . . . , bn}).
Setze B0 := 〈{b1, . . . , bn}〉B. (Dies ist wohldefiniert, da n ≥ 1.) Dann gilt auch
A′ |= DBa(B0, {b1, . . . , bn}), und da Ba unter Termsubstitution abgeschlossen ist,
gibt es nach Diagrammlemma eine Einbettung h : B0 ↪→ A mit h(bi) = ai. Da K

abgeschlossen unter Substrukturen ist, ist B0 ∈ K. Sei nun C ∈ K′ mit A ⊆ C;
zu zeigen ist C |= ϕ(a). Da K′ konfinal in K ist und K die A.E. hat, existiert ein
D ∈ K′ mit B ⊆ D sowie ein E ∈ K, o.B.d.A. schon E ∈ K′, und Einbettungen

C
k1
↪→ E, D

k2
↪→ E, so daß

B −−−−→ D
∃k2−−−−→ Ex x∃k1

B0
h−−−−→ A −−−−→ C

kommutiert. Da (B,b) ∈ I, folgt D |= ϕ(b), also k2(D) |= ϕ(k2(b)) und wegen der
Abgeschlossenheit von K′ unter isomorphen Bildern und der K′-Invarianz von ϕ
auch E |= ϕ(k2(b)). Da nun k2(b) = k1(a), schließen wir, daß E |= ϕ(k1(a)). Also
k1(C) |= ϕ(k1(a)) und somit C |= ϕ(a). �

Ist K elementar, kann man auch ohne die Forderung nach der A.E. auskommen,
wenn man für die ψij in (8.1.38) existentielle Formeln zuläßt:

Satz 8.1.2. Sei K′ abgeschlossen unter Isomorphismen und konfinal in einer
elementaren Klasse K von L-Strukturen. ϕ(x1, . . . , xn) sei eine L∞ω-Formel, die
invariant in K′ ist (n ≥ 1). Dann hat ϕ eine Resultante ψ(x1, . . . , xn) bzgl. K und
K′ der Form

ψ =
∨
i∈I

∧
j∈Ji

ψij mit ψij ∈ ∃1.

Beweis. Die Beweisidee ist ähnlich zu Satz 8.1.1: Sei wieder I die Klasse aller
(A,a) mit A ∈ K, a = (a1, . . . , an) ∈ An derart, daß ϕ an der Stelle (a1, . . . , an) in
allen Erweiterungen von A in K′ gilt, und sei

%(A,a)(x1, . . . , xn) :=
∧

σ∈J(A,a)

σ(x1, . . . , xn)

für (A,a) ∈ I, wobei

J(A,a) :=
{
σ ∈ ∃1 : σ[a1/x1, . . . , an/xn] ∈ D∃1(A, {a1, . . . , an})

}
.
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Wieder definieren wir ψ :=
∨{

%(A,a) : (A,a) ∈ I
}

; ψ hat die gewünschte syn-
taktische Gestalt. Wir zeigen: ψ ist eine Resultante für ϕ. Sei dazu A ∈ K und
a = (a1, . . . , an) ∈ An.

Gelte zunächst B |= ϕ(a) für jede Erweiterung B ∈ K′ von A; zu zeigen ist
A |= ψ(a). Wegen (A, A) |= D∃1(A, {a1, . . . , an}) folgt dies aber aus A |= %(A,a)(a).

Gelte nun umgekehrt A |= ψ(a). Dann gibt es also ein B ∈ K, b = (b1, . . . , bn) ∈
Bn mit C |= ϕ(b) für alle C ⊇ B aus K′, und

(8.1.39) (A, A) |= σ[a1/x1, . . . , an/xn]

für alle σ ∈ ∃1 mit σ[b1/x1, . . . , bn/xn] ∈ D∃1(B, {b1, . . . , bn}). Mit bA
′

i := ai gilt
für die L({b1, . . . , bn})-Expansion A′ von A:

A′ |= D∃1(B, {b1, . . . , bn}).

Setze jetzt B0 := 〈{b1, . . . , bn}〉B (n ≥ 1!). Wegen Ba ⊆ ∃1 haben wir dann A′ |=
DBa(B0, {b1, . . . , bn}), und da Ba unter Termsubstitution abgeschlossen ist, nach
Diagrammlemma eine Einbettung h : B0 ↪→ A mit h(bi) = ai. Sei nun C ∈ K′ mit
A ⊆ C; zu zeigen ist, daß C |= ϕ(a). Wir haben nun folgende Situation: Gesucht ist
eine Struktur D ∈ K′, die B erweitert, und eine Einbettung k : C→ D, so daß das
Diagramm

(8.1.40)

B0 −−−−→ B

h

y y
A ⊆ C

∃k−−−−→ D

kommutativ wird. Damit folgt nämlich dann D |= ϕ(b) wegen (B,b) ∈ I, somit
wegen der Isomorphieabgeschlossenheit von K′, der K′-Invarianz von ϕ und k(a) =
b: k(C) |= ϕ(k(a)). Also auch C |= ϕ(a).— Somit verbleibt nur noch der Nachweis,
daß (8.1.40) wie gewünscht konstruiert werden kann. Da K und K′ unter isomorphen
Bildern abgeschlossen sind, können wir o.B.d.A. h = id, also B0 ⊆ A und a = b,
sowie C ∩ B = B0 annehmen. Wähle ein Axiomensystem Σ für K. Wegen des
Diagrammlemmas, der Abgeschlossenheit von K und K′ unter isomorphen Bildern
und a = b genügt es dann zu zeigen, daß die L(C ∪B)-Satzmenge

Σ ∪DBa(C, C) ∪DBa(B, B)

ein Modell hat. (Mit der Konfinalität von K′ in K haben wir dann nämlich auch so-
fort ein D ∈ K′ mit den gewünschten Eigenschaften.) Wir behaupten, daß sich
(C, C) zu einem Modell dieser Satzmenge expandieren läßt. Da (C, C) |= Σ ∪
DBa(C, C), genügt es hierzu nach Kompaktheitssatz zu zeigen, daß sich für je-
de endliche Teilmenge Φ ⊆ DBa(B, B) die Struktur (C, C) zu einem Modell von
Φ expandieren läßt. Aus (8.1.39) folgt aber mit ai = bi ∈ C ∪ B: (C, C) |=
D∃1(B, {b1, . . . , bn}), insbesondere (C, C) |= D∃1(B,∅). Hieraus folgert man leicht
die Behauptung, denn ∃1 ist bis auf logische Äquivalenz unter (endlichen) Konjunk-
tionen abgeschlossen. �

Korollar 8.1.3. Sei K eine induktive, elementare Klasse von L-Strukturen
und m ∈ N0 ∪ {∞}. Sei ϕ(x1, . . . , xn) eine ∀m-Formel, n ≥ 1. Dann besitzt ϕ
bzgl. K und Gm(K) eine Resultante ψ(x1, . . . , xn) der Form

ψ =
∨
i∈I

∧
j∈Ji

ψij mit ψij ∈ ∃1.
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Im Fall m = 1 können alle Ji sogar endlich gewählt werden.

Beweis. Für den ersten Teil der Behauptung verifiziere die Voraussetzungen
des Satzes: Nach einer Übung aus §7.2 ist Gm(K) abgeschlossen unter isomorphen
Bildern. Sei nun m = 1. Wähle eine Resultante ψ′(x1, . . . , xn) von ϕ bzgl. K und
G1(K) = E(K) der Form

ψ′ =
∨
i∈I

∧
j∈J′i

ψij mit ψij ∈ ∃1.

Es gilt K |= (ψ′ → ϕ), denn ist A ∈ K und a = (a1, . . . , an) ∈ An mit A |= ψ′(a),
so gibt es wegen der Konfinalität von E(K) in K ein B ∈ E(K) mit A ⊆ B, nach
der Definition einer Resultante dann B |= ϕ(a), also wegen ϕ ∈ ∀1 auch A |= ϕ(a).
Damit gilt also

K |=
∧
j∈J′i

(ψij → ϕ) für alle i ∈ I.

Mit dem Kompaktheitssatz in seiner Variante des Kor. 2.4.3 existiert (nach kurz-
zeitiger Einführung neuer Konstanten) für jedes i ∈ I eine endliche Teilmenge Ji
von J ′i , so daß schon

(8.1.41) K |=
∧
j∈Ji

(ψij → ϕ).

Wir behaupten, daß die L∞-Formel ψ :=
∨
i∈I
∧
j∈Ji

ψij auch eine Resultante für
ϕ ist. Sei hierzu A ∈ K und a ∈ An.

Gelte zunächst A |= ψ(a) und sei B ∈ E(K) mit A ⊆ B. Zu zeigen ist: B |=
ϕ(a). Da B ∈ K, genügt es wegen (8.1.41) nachzuweisen, daß es ein i ∈ I mit
B |=

∧
j∈Ji

ψij(a) gibt. Wegen ψij ∈ ∃1 genügt es, ein i ∈ I zu finden mit A |=∧
j∈Ji

ψij(a). Dies können wir aber einfach aufgrund der Voraussetzung A |= ψ(a).
Umgekehrt sei nun für alle Erweiterungen B ⊇ A von A in E(K) stets B |= ϕ(a)

gültig. Da ψ′ eine Resultante für ϕ bzgl. K und E(K) ist, haben wir dann A |= ψ′(a)
und somit auch A |= ψ(a). �

Übung. Man überlege sich, warum in obigem Korollar auch im Fall m = 0 alle
Ji endlich gewählt werden können. (Leicht.)

8.2. Infinitäre Axiomatisierungen generischer Klassen

Weitere Folgerungen aus Satz 8.1.2 betreffen infinitäre Axiomatisierungen der n-
generischen Klassen.

Korollar 8.2.1. (Infinitäre Axiomatisierung von G1(K)) Sei K eine induktive,
elementare Klasse von L-Strukturen. Dann läßt sich E(K) = G1(K) = G2(K) (vgl.
Übung in §7.2) durch infinitäre (L∞ω-) Axiome der Gestalt

∀x1 · · · ∀xn

(∨
i∈I

ϕi

)
mit ϕi ∈ ∃1

axiomatisieren.
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Beweis. Da K induktiv und elementar ist, läßt sich K nach dem Satz von
 Loś-Suszko-Chang (§4.4) durch ∀2-Sätze axiomatisieren; sei also Σ ⊆ ∀2 mit K =
Mod(Σ). Wir behaupten, daß dann die Satzmenge ∆ bestehend aus Σ und∀(ϕ→ ψ) : ϕ ∈ ∀1, ψ =

∨
i∈I

∧
j∈Ji

ψij Res. für ϕ bzgl. K, E(K), ψij ∈ ∃1, Ji endl.


ein Axiomensystem für E(K) ist. (∀(%) bezeichne den Allabschluß einer Formel %.)
Man beachte, daß alle Sätze in ∆ bis auf logische Äquivalenz von der behaupteten
Form sind. Setze K′ := Mod(∆) ⊆ K. Wir verifizieren die Bedingungen (G1), (G21),
(G31) aus der Definition von G1(K) = E(K) für K′, um K′ = G1(K) und damit die
Behauptung zu zeigen. Zunächst beweisen wir, daß

(8.2.42) G1(K) = E(K) ⊆ K′.

Sei dazu A ∈ G1(K) = E(K); wir haben A |= ∆ zu demonstrieren. Es ist klar, daß
A |= Σ. Sei also ϕ(x1, . . . , xn) ∈ ∀1 und ψ(x1, . . . , xn) eine Resultante für ϕ bzgl. K

und E(K). Es genügt, A |= (ϕ → ψ) zu zeigen. Sei hierzu a ∈ An mit A |= ϕ(a).
Nach Definition der Resultante reicht es ferner, die Gültigkeit von ϕ an der Stelle
a in allen Erweiterungen B ∈ E(K) von A nachzuweisen; letzteres ist aber klar, da
A existentiell abgeschlossen ist. (8.2.42) ist bewiesen.

Die Bedingungen (G1) und (G31) folgen damit sofort aus (8.2.42). Zum Nach-
weis von (G21) betrachte A,B ∈ K′ mit A ⊆ B, ϕ(x1, . . . , xn) ∈ ∀1, a ∈ An mit
A |= ϕ(a). Nach Kor. 8.1.3 gibt es eine Resultante ψ für ϕ bzgl. K und E(K) von
der Form

ψ =
∨
i∈I

∧
j∈Ji

ψij mit ψij ∈ ∃1, alle Ji endlich.

Dann haben wir wegen A |= ∆ auch A |= (ϕ → ψ), mithin also A |= ψ(a). Nach
der Resultanteneigenschaft von ψ und A ⊆ B bedeutet dies: C |= ϕ(a) für jede
Erweiterung C ∈ E(K) von B. Mit der Konfinalität von E(K) in K und der Form
von ϕ ergibt sich B |= ϕ(a). �

Lemma 8.2.2. Sei K = Mod(Σ) eine induktive, elementare Klasse von L-Struk-
turen und m ∈ N0 ∪ {∞}. Dann läßt sich Gm(K) durch die Menge ∆, bestehend
aus Σ und∀(ϕ↔ ψ) : ϕ ∈ ∀m, ψ Result. für ϕ bzgl. K, Gm(K), ψ =

∨
i∈I

∧
j∈Ji

ψij , ψij ∈ ∃1


infinitär axiomatisieren.

Beweis. Sei K′ := Mod(∆) ⊆ K. Wir zeigen, daß K′ die Eigenschaften (G1),
(G2m), (G3m) aus der Definition von Gm(K) erfüllt. Dazu zeigen wir:

(8.2.43) Gm(K) ⊆ K′

Sei dafür A ∈ Gm(K), also sicher A |= Σ. Sei ϕ ∈ ∀m und ψ eine Resultante
für ϕ bzgl. K und Gm(K). Es genügt, A |= (ϕ ↔ ψ) zu zeigen. A |= (ψ → ϕ)
folgt unmittelbar aus der Definition einer Resultante und A ∈ Gm(K), wohingegen
A |= (ϕ → ψ) aus der Definition einer Resultante zusammen mit der Form von ϕ
und Eigenschaft (G2m) von Gm(K) folgt.

Damit folgen (G1) und (G3m) wieder sofort aus (8.2.43). Zum Nachweis von
(G2m) seien A,B ∈ K′ mit A ⊆ B, ϕ(x1, . . . , xn) ∈ ∀m, a = (a1, . . . , an) ∈ An mit
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A |= ϕ(a1, . . . , an), o.B.d.A. n > 0; zu zeigen ist, daß ϕ an der Stelle a auch in B
gültig ist. Nach Kor. 8.1.3 besitzt ϕ bzgl. K, Gm(K) eine Resultante ψ der Gestalt

ψ =
∨
i∈I

∧
j∈Ji

ψij mit ψij ∈ ∃1.

Wegen A |= ∆ haben wir A |= (ϕ ↔ ψ) und somit A |= ψ(a). Wegen der syntak-
tischen Form von ψ haben wir dann B |= ψ(a) und wieder wegen B |= (ϕ ↔ ψ)
schließlich B |= ϕ(a). �

Wir erhalten damit:

Satz 8.2.3. (Infinitäre Axiomatisierung von Gm(K)) Sei K eine induktive, ele-
mentare Klasse von L-Strukturen und m ∈ N0 ∪{∞}. Dann läßt sich Gm(K) durch
eine Menge ∆m von infinitären Axiomen der Form

∀x1 · · · ∀xp

∨
i∈I
∃y1 · · · ∃yq

 ∧
j∈Ji

ϕij(x1, . . . , xp, y1, . . . , yq)

 mit ϕij ∈ ∃1

axiomatisieren.

Beweis. Wähle ein ∀2-Axiomensystem Σ für K. Dies ist möglich nach  Loś-
Suszko-Chang (§4.4), da K induktiv ist. Wir definieren nun ∆m für m ∈ N0 induktiv
durch die Festlegung ∆0 := Σ, ∆m+1 := ∆m ∪ Γm+1 mit Γm+1 als die Menge aller
Formeln

∀x1 · · · ∀xp
(
(∃y1 · · · ∃yq(ψ)) ∨ ψ′

)
,

wobei ϕ(x,y) ∈ ∀m, ψ(x,y) eine Resultante für ϕ bzgl. K und Gm(K) der Form ψ =∨
i∈I
∧
j∈Ji

ψij mit ψij ∈ ∃1, ψ′(x) eine Resultante für ∀y(¬ϕ) bzgl. K, Gm+1(K)
der Form ψ′ =

∨
i∈I′

∧
j∈J′i

ψ′ij mit ψ′ij ∈ ∃1, x = (x1, . . . , xp), y = (y1, . . . , yq).
Alle Formeln aus Γm+1 sind (bis auf logische Äquivalenz) von der richtigen Form;
per Induktion haben also alle Formeln aus ∆m, m ∈ N0 das gewünschte Aussehen.

Wir setzen Km := Mod(∆m) für m ∈ N0 und zeigen Km = Gm(K) durch
Induktion nach m. Der Fall m = 0 erledigt sich von selbst; zum Induktionsschritt
m→ m+ 1 betrachten wir beide Inklusionen getrennt.

Zu Km+1 ⊇ Gm+1(K): Sei A ∈ Gm+1(K), also mit Induktionsvoraussetzung
A ∈ Em+1(Gm(K)) ⊆ Gm(K) = Km = Mod(∆m). Zu zeigen ist, daß A |= ∆m+1.
Sei also x = (x1, . . . , xp), y = (y1, . . . , yq), ϕ(x,y) ∈ ∀m, ψ(x,y) eine Resultante
für ϕ bzgl. K, Gm(K), ϕ =

∨
i∈I
∧
j∈Ji

ψij mit ψij ∈ ∃1, ψ′(x) Resultante für
∀y(¬ϕ) bzgl. K, Gm+1(K) der Form ψ′ =

∨
i∈I′

∧
j∈J′i

ψ′ij mit ψ′ij ∈ ∃1. Wir haben
A |= ∀x(∃y(ψ) ∨ ψ′) zu zeigen, also aus A 6|= ψ′(a) mit a = (a1, . . . , ap) ∈ Ap,
daß A |= (∃y(ψ))(a). Wegen der Resultanteneigenschaft von ψ′ gibt es dann ein
B ∈ Gm+1(K) mit A ⊆ B und B |= (∃y(ϕ))(a). Da ∃y(ϕ) eine ∃m+1-Formel
ist, bleibt sie unter Substrukturbildung innerhalb von Gm+1(K) erhalten, daher
A |= (∃y(ϕ))(a). Wegen ϕ ∈ ∀m und A ∈ Gm+1(K) ⊆ Gm(K) gilt nach Lemma 8.2.2
A |= (ϕ↔ ψ), wodurch die eine Inklusion folgt.

Zu Km+1 ⊆ Gm+1(K): Sei A |= ∆m+1; wir haben A ∈ Em+1(Gm(K)) =
Gm+1(K) zu zeigen. Nach Induktionsannahme ist wegen A |= ∆m ⊆ ∆m+1 zu-
mindest A ∈ Gm(K). Wir wenden (G3m) an: Sei B ∈ Gm(K), A ⊆ B; durch
x = (x1, . . . , xp), y = (y1, . . . , yq), ϕ(x,y) ∈ ∀m, o.B.d.A. p, q ≥ 1, geben wir
uns eine beliebige ∃m+1-Formel ∃y(ϕ) vor. Seien a ∈ Ap mit B |= (∃y(ϕ))(a).
Wir zeigen A |= (∃y(ϕ))(a). Da Em+1(Gm(K)) = Gm+1(K) konfinal in Gm(K) ist,
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können wir wegen der Form von ϕ o.B.d.A. B ∈ Gm+1(K) annehmen. Angenom-
men nun, A |= (∀y(¬ϕ))(a). Nach Kor. 8.1.3 besitzt ϕ ∈ ∀m eine Resultante ψ(x,y)
bzgl. K, Gm(K) der Form

∨
i∈I
∧
j∈Ji

ψij mit ψij ∈ ∃1. Außerdem besitzt ∀y(¬ϕ)
bzgl. K und Gm+1(K) eine Resultante ψ′(x) der Form

∨
i∈I′

∧
j∈J′i

ψ′ij mit ψ′ij ∈ ∃1.
Nach Lemma 8.2.2 gilt Gm(K) |= (ϕ ↔ ψ) und daher A |= (∀y(¬ψ))(a), also
A |= (¬∃y(ψ))(a). Nach Definition von ∆m+1 haben wir dann A |= ψ′(a), und we-
gen der Resultanteneigenschaft von ψ′ und B ∈ Gm+1(K) folgt B |= (∀y(¬ϕ))(a),
ein Widerspruch.

Da wir nun für alle m ∈ N0 die Klassen Gm(K) durch die Satzmengen ∆m axio-
matisieren konnten, sollte es klar sein, daß dann G(K) = G∞(K) =

⋂
m∈N0

Gm(K)
durch

⋃
m∈N0

∆m axiomatisiert werden kann. �

8.3. Existenzsätze für endliche Resultanten

Wir beschäftigen uns nun mit der Frage: Unter welchen Voraussetzungen kann man
zu einer L-Formel eine endliche Resultante bzgl. K, K′ finden? Sogar wenn K′

Modellbegleiter von K ist, muß nicht unbedingt immer eine endliche Resultante
existieren, wie das nachfolgende Beispiel demonstriert.

Beispiel. Sei K := FRK die Klasse der formal reellen Körper, K′ := RAK′

die Klasse der Redukte reell abgeschlossener Körper, beide bzgl. der Sprache L =
{0, 1,+,−, ·} der Ringe (vgl. §6, §7.2). Betrachte ϕ(x) := ∀y(¬y2 = x). Eine Resul-
tante für ϕ ist

ψ(x) :=
∞∨
n=1

∃z1 · · · ∃zn(−x = z2
1 + · · ·+ z2

n),

nach Kor. 6.1.10 und Prop. 6.1.12. Es kann keine endliche Resultante ψ′ ∈ L
bzgl. K, K′ geben, denn dann gälte K |= (ψ ↔ ψ′), mit einer neuen Konstan-
ten c in der erweiterten Sprache Lc also auch K |= (ψ ↔ ψ′)[c/x], insbeson-
dere also Θ ∪

{
ψ′[c/x]

}
|= ψ[c/x], wobei Θ ein Axiomensystem für FRK = K

sei, und mit Kor. 2.4.3 existiert ein N ∈ N mit Θ ∪
{
ψ′[c/x]

}
|= ψ̃[c/x], ψ̃ :=∨N

n=1 ∃z1 · · · ∃zn(−x = z2
1 + · · ·+ z2

n). Also Θ |= (ψ′ ↔ ψ̃), womit ψ̃ auch eine Re-
sultante für ϕ bzgl. K, K′ ist. Aber es gibt formal reelle Körper, in denen die Anzahl
der benötigten Quadrate zur Darstellung total positiver Elemente unbeschränkt ist,
z.B. R({Xi}i∈N). (Für einen Körper K heißt die kleinste Zahl d — falls sie existiert
— für jede Summe von Quadraten in K eine Summe von d Quadraten in K ist, die
Pythagoras-Zahl von K; vgl. [9], Ch. 2, [28], §6.3.)

Haben wir jedoch eine Modellvervollständigung vorliegen, ist die Situation bes-
ser, wie wir zeigen werden; ein Spezialfall davon ist:

Proposition 8.3.1. Sei K′ eine substrukturvollständige Klasse, K = S(K′).
Dann hat jede L-Formel bzgl. K, K′ eine endliche quantorenfreie Resultante.

Beweis. Da K′ Q.E. erlaubt, wähle zu einer Formel ϕ ein quantorenfreies
Äquivalent ψ bzgl. K′. ψ ist offensichtlich Resultante von ϕ bzgl. K, K′. �

Satz 8.3.2. Sei K induktive, elementare Klasse von L-Strukturen mit Modell-
vervollständigung K′. Dann hat jede Formel ϕ eine Resultante ψ ∈ ∃1 bzgl. K,
K′.
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Beweis. Seien Σ, ∆ L-Satzmenge mit K = Mod(Σ), K′ = Mod(∆). Ferner
sei ϕ(x1, . . . , xn) eine L-Formel, n ≥ 1. K′ ist auch Modellbegleiter von K und
daher modellvollständig. Nach Robinsons Test ist daher ϕ in K′ äquivalent zu einer
universellen Formel und kann daher o.B.d.A. als universell angenommen werden.

Wir wissen, daß K′ = G1(K) und daher nach Kor. 8.1.3, daß ϕ bzgl. K und
K′ eine Resultante

∨
i∈I ψi mit ψi(x1, . . . , xn) ∈ ∃1 hat. Es genügt, eine endliche

Teilmenge J von I zu finden, so daß bereits
∨
i∈J ψi eine Resultante der gewünschten

Art ist; dies wollen wir nun mit Hilfe des Kompaktheitssatzes erreichen.
Wir erweitern hierzu L um ein neues, einstelliges Relationssymbol R zu der

Sprache LR. Für eine beliebige L-Formel σ definieren wir die R-Relativierung σR ∈
LR induktiv durch σR := σ für σ ∈ At und

(σ1 ∧ σ2)R := σR1 ∧ σR2 , (σ1 ∨ σ2)R := σR1 ∨ σR2 , (¬σ)R := ¬(σR),

(∃x(σ))R := ∃x(R(x) ∧ σ), (∀x(σ))R := ∀x(R(x)→ σ)

für alle σ1, σ2, σ ∈ L. Für eine L-Formelmenge Φ sei schließlich

ΦR := {σR ∈ LR : σ ∈ Φ}.

Definiere eine LR-Satzmenge Γ durch

Γ := ∆ ∪ ΣR ∪ {∃x(R(x))}∪{
∀x1 · · · ∀xm

(
m∧
i=1

R(xi)→R(f(x1, . . . , xm))

)
: f m-stell. L-Fkt.sym., m ∈ N0

}
.

Dann gilt für jede LR-Struktur AR mit A := AR|L:

(∗) AR |= Γ gdw. A ∈ K′ und RAR

ist Träger einer Unterstruktur RAR

von
A mit RAR ∈ K.

Wir zeigen:

(8.3.44) Γ |= ∀x1 · · · ∀xn

(
R(x1) ∧ . . . ∧R(xn)→

(
ϕ↔

∨
i∈I

ψRi

))

Denn: Sei AR |= Γ mit A := AR|L, a = (a1, . . . , an) ∈ (RAR

)n. Zu zeigen ist, daß
A |= ϕ(a) gdw. RAR |= (

∨
i∈I ψi)(a). Die Rückrichtung ist dabei klar nach Defini-

tion einer Resultante und (∗). Angenommen nun, RAR 6|= (
∨
i∈I ψi)(a). Wegen der

Resultanteneigenschaft von
∨
i∈I ψi gibt es dann ein B ∈ K′ mit RAR ⊆ B und

B |= (¬ϕ)(a). Da K′ Modellvervollständigung von K ist, haben wir dann nach (∗)
A |= (¬ϕ)(a). Damit ist (8.3.44) bewiesen.

Nun zu

(8.3.45) ∃J ⊆ I, J endlich, mit ∀x1 · · · ∀xn

 n∧
i=1

R(xi)→

ϕ↔ ∨
j∈J

ψRj

 .

Seien c1, . . . , cn neue Konstanten für LR. Nach (8.3.44) haben wir dann

Γ ∪
{
R(ci) : i = 1, . . . , n

}
∪
{
ϕ[c1/x1, . . . , cn/xn]

}
|=
∨
i∈I

ψRi [c1/x1, . . . , cn/xn].
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Nach Kor. 2.4.3 gibt es dann eine endliche Teilmenge I von J mit

Γ ∪
{
R(ci) : i = 1, . . . , n

}
∪
{
ϕ[c1/x1, . . . , cn/xn]

}
|=
∨
j∈J

ψRj [c1/x1, . . . , cn/xn],

also

Γ |= ∀x1 · · · ∀xn

R(x1) ∧ . . . ∧R(xn)→

ϕ→ ∨
j∈J

ψRj

 ,

da die ci in Γ nicht vorkommen. Mit (8.3.44) ergibt sich wieder

Γ |= ∀x1 · · · ∀xn

R(x1) ∧ . . . ∧R(xn)→

ϕ↔ ∨
j∈J

ψRj

 ,

und dies ist (8.3.45).
Wir zeigen nun, daß

∨
j∈J ψj eine Resultante für ϕ bzgl. K und K′ ist; sei hierzu

A ∈ K mit a = (a1, . . . , an) ∈ An. Gelte zunächst A |= (
∨
j∈J ψj)(a). Sei B ∈ K′

mit A ⊆ B. Zu zeigen ist: B |= ϕ(a). Wir definieren eine LR-Expansion BR von
B durch RBR

:= A. Mit (8.3.45) haben wir dann BR |= (ϕ ↔
∨
j∈J ψ

R
j )(a), also

B |= ϕ(a) d.u.n.d., wenn A |= (
∨
j∈J ψj)(a). Dies ist mehr als wir brauchen.— Die

Umkehrung ist genauso einfach: Gelte umgekehrt B |= ϕ(a) für jede Erweiterung
B ⊇ A mit B ∈ K′; sei B ∈ K′ eine solche (K′ ist konfinal in K). Definiere eine
LR-Expansion BR von B durch RBR

:= A. Nach (8.3.45) haben wir dann wieder
B |= ϕ(a) d.u.n.d., wenn A |= (

∨
j∈J ψ

R
j )(a). �

8.4. Einfache Strukturen

Wir zeigen nun, wie man mit Hilfe der Resultantenmethode ein hinreichendes Kri-
terium für die Übereinstimmung der Klassen E(K) und A(K) der existentiell abge-
schlossenen und algebraisch abgeschlossenen Strukturen erhalten kann (vgl. dazu
Def. 7.4.9). Wir erinnern daran, daß wir eine Struktur A aus einer Klasse K von
L-Strukturen einfach in K nannten, falls card(A) > 1 und für alle B ∈ K und jeden
Homomorphismus h : A → B gilt: card(h(A)) = 1 oder h ist eine Einbettung. Die
Klasse der in K einfachen Strukturen wird mit S(K) bezeichnet. (Vgl. Übung im
Anschluß an Prop. 7.4.10.) Wir untersuchen zunächst Resultanten quantorenfreier
Formeln bzgl. S(K) und S(K):

Satz 8.4.1. Sei K eine elementare Klasse von L-Strukturen und S(K) konfinal
in K. L enthalte wenigstens zwei Konstantensymbole c, c′, für die K |= (c 6= c′)
gilt. Dann besitzt jede quantorenfreie Formel ϕ(x1, . . . , xn) in L eine Resultante
ψ(x1, . . . , xn) bzgl. S(K), S(K) der Form

ψ =
∨
i∈I

∧
j∈Ji

ψij mit ψij(x1, . . . , xn) ∈ ∃+.

Beweis. Wir gehen ganz wie in §8.1 vor: Sei I die Klasse aller Paare (A,a)
mit A ∈ S(K), a = (a1, . . . , an) ∈ An, so daß für alle B ⊇ A, B ∈ S(K) stets
B |= ϕ(a). Für jedes (A,a) ∈ I definieren wir ψ(A,a) als die Konjunktion aller
positiv existentiellen Formeln ϑ(x1, . . . , xn) in L, so daß ϑ[a1/x1, . . . , an/xn] ∈
D∃+(A, {a1, . . . , an}); setze ψ :=

∨{
ψ(A,a) : (A,a) ∈ I

}
. Wir zeigen, daß dann ψ ei-

ne Resultante für ϕ bzgl. S(K), S(K) ist; dazu sei A ∈ K einfach, a = (a1, . . . , an) ∈
An.
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Gelte zunächst für alle B ⊇ A, B ∈ S(K): B |= ϕ(a). Dann ist (A,a) in I

enthalten, und es folgt A |= ψ(a).
Umgekehrt sei A |= ψ(a), also A |= ψ(B,b)(a) für ein (B,b) ∈ I mit b =

(b1, . . . , bn). Sei C eine beliebige Erweiterung von A in S(K) und sei die Abbildung
h : {b1, . . . , bn} → A gegeben durch bi 7→ ai, i = 1, . . . , n. (Falls bi = bj für i 6= j,
so ist notwendig auch ai = aj , so daß h wohldefiniert ist.) Dann läßt sich C zu
einem Modell von D∃+(B, {b1, . . . , bn}) expandieren; wie im Beweis von Satz 8.1.2
zeigt man mit Diagrammlemma und Kompaktheitssatz, daß aufgrund der Elemen-
tarität von K eine Erweiterung D ∈ K von C und ein Homomorphismus k : B→ D
existiert, so daß das Diagramm

{b1, . . . , bn} −−−−→ B

h

y yk
A ⊆ C −−−−→ D

kommutiert. Da S(K) konfinal in K ist, können wir D ∈ S(K) annehmen; da B ∈
S(K), ist entweder k(B) einelementig oder k eine Einbettung von B in D. Es kommt
aber nur letzteres in Frage, da K |= (c 6= c′). Da B |= ϕ(b), folgt D |= ϕ(k(b)),
damit D |= ϕ(a) und schließlich C |= ϕ(a). �

Korollar 8.4.2. Seien L, K, S(K) wie in Satz 8.4.1. Dann ist jede quanto-
renfreie L-Formel in S(K) äquivalent zu einer L∞-Disjunktion positiv existentieller
Formeln.

Beweis. Sei ϕ(x1, . . . , xn) quantorenfrei. Ist ψ(x1, . . . , xn) =
∨
i∈I
∧
j∈Ji

ψij
eine Resultante für ϕ gemäß Satz 8.4.1, so gilt

(8.4.46) S(K) |= (ψ ↔ ϕ).

Sei K = Mod(Σ) für eine L-Satzmenge Σ, c1, . . . , cn neue Konstantensymbole für L.
Dann gilt — wegen der Konfinalität von S(K) und der Form von ψ, ϕ — Σ |= (ψ →
ϕ)[c1/x1, . . . , cn/xn], also Σ |= (

∧
j∈Ji

ψij → ϕ)[c1/x1, . . . , cn/xn] für alle i ∈ I.
Nach dem Kompaktheitssatz, Kor. 2.4.3, existieren endliche Teilmengen J ′i von Ji,
so daß schon Σ |= (

∧
j∈J′i

ψij → ϕ)[c1/x1, . . . , cn/xn]. Setze ψ′ :=
∨
i∈I
∧
j∈J′i

ψij .
Wir behaupten: ψ′ ist auch eine Resultante für ϕ bzgl. S(K), S(K). Sei A ∈ S(K),
a ∈ An. Ist A |= ψ′(a) und B ⊇ A, B ∈ S(K), so folgt B |= ψ′(a), und so
B |= ϕ(a). Umgekehrt: Gelte für alle B ⊇ A, B einfach in K, stets B |= ϕ(a).
Dann gilt A |= ψ(a), und somit A |= ψ′(a), da |= (ψ → ψ′).

Damit gilt nun auch (8.4.46) mit ψ′ anstelle von ψ, und da ψ′ bis auf logische
Äquivalenz die gewünschte Gestalt hat, folgt die Behauptung. �

Satz 8.4.3. Seien L und K wie in Satz 8.4.1, K zusätzlich induktiv. Dann sind
folgende Aussagen äquivalent:

(i) S(K) ist konfinal in K.
(ii) Jede Konjunktion negiert atomarer Formeln in L ist in A(K) äquivalent

zu einer L∞-Disjunktion positiv existentieller Formeln.
(iii) A(K) ⊆ S(K).

Beweis. Zu (i)⇒ (ii): Sei ϕ =
∧n
i=1 ¬ϕi mit atomaren ϕi und ψ =

∨
i∈I ψi mit

positiv existentiellen ψi, so daß S(K) |= (ψ ↔ ϕ); dies ist möglich nach Kor. 8.4.2.
Dann ist die Formel ψ → ϕ äquivalent zu (

∧
i∈I ¬ψi)∨ (

∧n
i=1 ¬ϕi) und bleibt somit

unter Substrukturbildung in K erhalten. Da S(K) in K konfinal ist, gilt ψ → ϕ
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in K, insbesondere in A(K). Die Formel ϕ → ψ ist äquivalent zu der unendlichen
Disjunktion

∨
i∈I ψi∨

∨n
i=1 ϕi positiv existentieller L-Formeln. Aus der Konfinalität

von S(K) in K und der definierenden Eigenschaft von A(K) folgt A(K) |= (ϕ→ ψ).
Zu (ii)⇒ (iii): Für jede atomare Formel ϕ(x) in L (x = (x1, . . . , xn)) bezeichne

ϕ′(x) eine nach (ii) gewählte L∞-Disjunktion von ∃+-Formeln, so daß A(K) |=
∀x(¬ϕ(x) ↔ ϕ′(x)). (Da L Konstanten besitzt, ist dies gerechtfertigt.) Sei A ∈
A(K), a = (a1, . . . , an) ∈ An, h : A → B ein Homomorphismus nach B ∈ K und
C ∈ A(K) eine wegen der Konfinalität von A(K) ⊇ E(K) existierende Erweiterung
von B. Dann gilt für jede atomare L-Formel ϕ(x): A |= ¬ϕ(a) impliziert A |= ϕ′(a),
also B |= ϕ′(h(a)), und via C |= ϕ′(h(a)) also C |= ¬ϕ(h(a)) und schließlich
B |= ¬ϕ(h(a)). Deshalb ist h eine Einbettung.

Zu (iii) ⇒ (i): Trivial. �

Wir erhalten damit die angekündigte Aussage über E(K) und A(K):

Korollar 8.4.4. (Bacsich-Sabbagh, [46], [140]) Seien L, K wie in Satz 8.4.3,
und angenommen, S(K) ist konfinal in K. Dann ist E(K) = A(K) ⊆ S(K).

Beweis. Nach dem vorhergehenden Satz und der Konfinalität von E(K) in K

haben wir A(K) ⊆ S(K), da S(K) konfinal in K ist. Da E(K) ⊆ A(K), reicht es zu
zeigen, daß in A(K) jede primitive Formel ϕ äquivalent ist zu einer L∞-Disjunktion
positiv existentieller Formeln. Wir können annehmen, daß ϕ von der Form

ϕ = ∃x

 n∧
j=1

ϕj(x) ∧
m∧

j=n+1

¬ϕj(x)

 mit ϕj ∈ At, m ≥ n ≥ 1

ist. Ersetzt man
∧m
j=n+1 ¬ϕj(x) in A(K) gemäß Satz 8.4.3, (ii) äquivalent durch

eine Disjunktion
∨
i∈I ∃yi(ψi(yi,x)) mit ∃yi(ψi(yi,x)) ∈ ∃+, o.B.d.A. I 6= ∅, so

sieht man, daß ϕ in A(K) mit

∨
i∈I
∃x∃yi

 n∧
j=1

ϕj(x) ∧ ψi(yi,x)


gleichwertig ist. �

8.5. Anwendung: Existentiell abgeschlossene Gruppen

Algebraisch abgeschlossene Gruppen wurden von Scott [145] eingeführt. Wir zeigen
als Anwendung der Ergebnisse dieses Paragraphen folgenden Satz über den Zusam-
menhang zwischen existentiell und algebraisch abgeschlossenen Gruppen sowie ein
Resultat von Neumann [113]:

Satz 8.5.1. A(G) = E(G) ∪ {〈1〉}, und jede Gruppe in E(G) ist einfach.

(Wie man sich sehr leicht überlegt, ist eine Gruppe als L-Struktur bzgl. der
Sprache L = {1, ·,−1} der Gruppen einfach genau dann, wenn sie einfach im Sinne
der Gruppentheorie ist, d.h. nichttrivial und ohne nichttriviale Normalteiler.)

Zum Beweis des Satzes erweitere die Sprache L um ein neues Konstantensymbol
c zu der Sprache Lc, und definiere Γc := Γ∪{c 6= 1}, wobei Γ ein L-Axiomensystem
für die Gruppentheorie sei, sowie Gc := Mod(Γc). Jedes Modell von Γc (genauer: die
Restriktion dieses Modells auf L) ist eine nichttriviale Gruppe und jede nichttriviale
Gruppe kann zu einem Modell von Γc expandiert werden. Im Hinblick auf Satz 8.4.3
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und Kor. 8.4.4 reicht es für den Beweis des Satzes, nachzuweisen, daß jede Kon-
junktion negiert atomarer Formeln in Lc in A(Gc) zu einer L∞-Disjunktion positiv
existentieller Formeln äquivalent ist. Dies ist aber eine unmittelbare Folgerung aus
dem nachstehenden Satz:

Satz 8.5.2. Sei G ∈ Gc, a ∈ G. Dann ist a 6= 1 d.u.n.d., wenn es ein H ∈ Gc
mit G ⊆ H und t, u ∈ H gibt derart, daß c = t−1aua−1u−1tuau−1 in H.

In jedem G ∈ A(Gc) gilt dann die Äquivalenz

x 6= 1↔ ∃t∃u
(
c = t−1xux−1u−1tuxu−1

)
.

Damit also ist jede Konjunktion negiert atomarer Lc-Formeln in A(Gc) zu einer
positiv existentiellen Lc-Formel äquivalent, wodurch Satz 8.5.1 bewiesen ist.

Beweis von Satz 8.5.2. Daß die angegebene Bedingung hinreichend für a 6=
1 ist, ist klar, weil sonst c = 1 (in G) folgen würde. Zum Beweis der Umkehrung
betrachte man ein u /∈ G und das freie Produkt G q 〈u〉. In G q 〈u〉 haben die
Elemente aua−1u−1 und cua−1u−1 beide unendliche Ordnung, so daß nach dem
Satz von Higman, Neumann, Neumann eine Erweiterungsgruppe H ⊇ Gq〈u〉 ⊇ G
und ein t ∈ H existiert mit

cua−1u−1 = t−1aua−1u−1t.

Das ist die Behauptung. �

Trivialerweise gilt mit Satz 8.5.1 auch:

Korollar 8.5.3. Jede Gruppe kann zu einer einfachen erweitert werden. �

Der an einem eingehenderen Studium der existentiell abgeschlossenen Gruppen
interessierte Leser kann sich [6] zuwenden.

8.6. Ein abstrakter Nullstellensatz∗

Wir haben bislang zwei elementare Strukturklassen K, die der algebraisch und reell
abgeschlossenen Körper, kennengelernt, mit denen jeweils ein Nullstellensatz ver-
knüpft war, nämlich der Hilbertsche (§5.5.2) und der reelle (§6.7.1) Nullstellensatz.
Für diverse weitere Klassen algebraischer Strukturen existieren derartige Sätze. Ihr
gemeinsamer Gehalt ist in groben Zügen: Ist A ∈ K, und sind f1, . . . , fm, g Elemen-
te aus der freien Adjunktion A[X1, . . . , Xn] von n Unbestimmten X1, . . . , Xn an A
([25], 1.4.18 ff.), so sind (mit x := (x1, . . . , xn) und X := (X1, . . . , Xn)) folgende
Aussagen äquivalent:

(i) Die Formel

% := ∀x

(
m∧
i=1

ϕ
(
fi(x)

)
→ ϕ

(
g(x)

))
gilt in allen existentiell abgeschlossenen Erweiterungen von A in K.

(ii) g(X) ∈ rad
(
f1(X), . . . , fm(X)

)
.

Dabei ist ϕ(y) := (y = 0) und rad
(
f1(X), . . . , fm(X)

)
abhängig von K definiert

als
√(

f1(X), . . . , fm(X)
)

(im Fall der algebraisch abgeschlossenen Körper) oder

r

√(
f1(X), . . . , fm(X)

)
(im Fall der reell abgeschlossenen Körper). Die Bedingung
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(ii) stellt dabei also einen einer Resultante ähnlichen ”lokalen“ Test für die ”globale“
Gültigkeit von % dar.

Wir zeigen hier, daß man in ähnlicher Weise für jede induktive elementare
Klasse K von L-Strukturen und atomare Formeln ϕ einen Nullstellensatz ableiten
kann. Dazu beschäftigen wir uns zunächst mit einer Verallgemeinerung der Begriffe

”Ideal“ und ”Radikal“. Die ”metamathematische“ Theorie der Ideale wurde von
Robinson [13] initiiert, vgl. [15]; unser Zugang ist jedoch nicht so allgemein.

8.6.1. Ideale und Radikale. Sei L′ eine Sprache der Logik erster Stufe,
K = Mod(Σ) eine Klasse von L′-Strukturen, die nur nicht-einelementige Strukturen
enthalte, Σ eine L′-Satzmenge, sowie ϕ(x1, . . . , xn) eine quantorenfreie L′-Formel;
setze x := (x1, . . . , xn). Ferner sei L ⊆ L′, A eine L-Struktur, M ⊆ An eine Teilmen-
ge, A′ eine L′-Struktur. Wir sagen, h : A → A′ sei ein (L-L′-) Homomorphismus,
falls h ein Homomorphismus A→ A′|L zwischen L-Strukturen ist; wie im Fall eines
L-L-Homomorphismus schreiben wir dann h : A → A′. Wir sagen, A sei eine (L-
L′-) Erweiterung von A′, i.Z. A′ ⊆ A, falls A′|L ⊆ A. Für jeden Homomorphimus
h : A→ A′ ist der ϕ-Kern von h definiert durch

kerϕ(h) :=
{

(a1, . . . , an) ∈ An : A′ |= ϕ
(
h(a1), . . . , h(an)

)}
.

Wir nennen M ein K-ϕ-Ideal, falls ein A′ ∈ K und ein Homomorphismus h : A→ A′

existiert mit M = kerϕ(h). Das K-ϕ-Radikal von M ist definiert als

radK,ϕ(M) = rad(M) :=
⋂{

I ⊆ An : I ⊇M K-ϕ-Ideal
}
.

(Dabei sei
⋂

∅ := An.) M heißt K-ϕ-radikal oder ein K-ϕ-Radikal, falls M =
radK,ϕ(M). Einfache Eigenschaften von Idealen und Radikalen:

(i) M ⊆ rad(M).
(ii) M ⊆M ′ ⇒ rad(M) ⊆ rad(M ′).
(iii) rad(rad(M)) = rad(M).
(iv) Jedes K-ϕ-Ideal ist K-ϕ-radikal.
(v) Ist ϕ eine Konjunktion atomarer Formeln und K abgeschlossen unter

direkten Produkten, so ist jedes K-ϕ-Radikal M ⊂ An ein K-ϕ-Ideal.

Beweis. (i)–(iv) sind klar. Zu (v): Sei J die Menge aller K-ϕ-Ideale I ⊇ M ;
es ist J 6= ∅ wegen M 6= An. Sei zu jedem I ∈ J eine L′-Struktur A′I und ein
Homomorphismus hI : A → A′I mit I = kerϕ(hI) gewählt. Sei A′ :=

∏
I∈J AI ∈ K

und h : A→ A′, a 7→
(
hI(a)

)
I∈J . Dann ist kerϕ(h) =

⋂
I∈J kerϕ(hI) = M , also M

ein K-ϕ-Ideal. �

Beispiele.

(i) Sei KR (I, Kö) die Klasse der kommutativen Ringe (Integritätsbereiche,
Körper) bzgl. der Sprache {0, 1,+,−, ·} und ϕ0(x) := (x = 0), sowie R ein
kommutativer Ring. Dann sind die KR-ϕ0-Ideale und KR-ϕ0-Radikale in
R die Ideale (im Sinne der Ringtheorie) von R, die I-ϕ0-Ideale und Kö-
ϕ0-Ideale in R die Primideale, und die I-ϕ0-Radikale und Kö-ϕ0-Radikale
in R sind die Radikalideale von R.

(ii) Sei K abgeschlossen unter homomorphen Bildern. Sei A ∈ K und sei
ϕ(x, y) := (x = y). Dann sind die K-ϕ-Ideale in A2 genau die Kongru-
enzrelationen von A, und für M ⊆ A2 ist radK,ϕ(M) die von M erzeugte
Kongruenzrelation.
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K-ϕ-Ideale und K-ϕ-Radikale können durch gewisse syntaktische Abschlußei-
genschaften beschrieben werden. Wir nennen hier eine L′-Formel ψ ϕ-speziell vom
Grad q und Rang r, falls ψ die Form

(8.6.47) ψ = ∀x∀y∀z

ψ′ ∧
q∧
i=1

ϕ[xi/x]→
r∨
j=1

ϕ[yj/x]


hat, wobei x = (x1, . . . ,xq), y = (y1, . . . ,yr) mit n-Tupeln xi, yj , z = (z1, . . . , zs)
und ψ′(x,y, z) eine Konjunktion atomarer L-Formeln ist. Ein L′-Satz ψ heißt K-
ϕ-speziell, falls ψ ϕ-speziell und K |= ϕ ist. Damit:

Satz 8.6.1. Sei A eine L-Struktur, M ⊂ An. Dann und nur dann ist M ein
K-ϕ-Ideal, wenn für alle K-ϕ-speziellen Sätze ψ von beliebigem Grad und Rang
der Form (8.6.47) und alle a1, . . . ,aq ∈ M , a := (a1, . . . ,aq), b1, . . . ,br ∈ An,
b := (b1, . . . ,br) und c ∈ As gilt:

A |= ψ′(a,b, c) ⇒ bj ∈M für ein j ∈ {1, . . . , r}

Beweis. Sei zunächst M = kerϕ(h) mit h : A → A′, A′ ∈ K, und seien
a,b, c, ψ, ψ′ wie im Satz. Dann gilt mit A |= ψ′(a,b, c) auch

(A′, A′) |= ψ′
[
h(a)/x, h(b)/y, h(c)/z

]
∧

q∧
i=1

ϕ
[
h(ai)/x

]
,

also nach Voraussetzung A′ |=
∨r
j=1 ϕ

[
h(bj)/x

]
, da A′ ∈ K und ψ K-ϕ-spezieller

Satz. Somit bj ∈ kerϕ(h) für ein j.— Umgekehrt sei die Bedingung an M erfüllt.
Betrachte die L′(A)-Satzmenge

Φ := Σ ∪DAt(A, A) ∪
{
ϕ[a/x] : a ∈M

}
∪
{
¬ϕ[b/x] : b ∈ An \M

}
.

Wir behaupten: Φ ist konsistent. Denn sonst liefert uns der Kompaktheitssatz
eine Konjunktion ψ′′(x,y, z) von atomaren Formeln über L sowie endlich viele
a1, . . . ,aq ∈ M , b1, . . . ,br ∈ An \M (q ∈ N0, r ∈ N) und c = (c1, . . . , cs) ∈ As,
c1, . . . , cs paarweise verschieden, so daß

Σ ∪
{
ψ′′[a/x,b/y, c/z]

}
∪
{
ϕ[ai/x] : 1 ≤ i ≤ q

}
∪
{
¬ϕ[bj/x] : 1 ≤ j ≤ r

}
bereits kein Modell besitzt, also

Σ |= ∀x∀y∀z

ψ′ ∧
q∧
i=1

ϕ[xi/x]→
r∨
j=1

ϕ[yj/x]


gilt, wobei ψ′ die Konjunktion von ψ′′ mit allen Gleichungen xij = xi′j′ für i, i′ ∈
{1, . . . , q}, j, j′ ∈ {1, . . . , n} mit aij = ai′j′ und ykl = yk′l′ für k, k′ ∈ {1, . . . , r},
l, l′ ∈ {1, . . . , n} mit bkl = bk′l′ sei. Nach Voraussetzung ist dann bj ∈ M für
ein j ∈ {1, . . . , r}, ein Widerspruch. Sei nun A′ ein Modell von Φ, und definiere
einen Homomorphismus h : A→ A′ durch h(a) := aA′ ; dann ist M = kerϕ(h) nach
Konstruktion. �

Satz 8.6.2. Sei A eine L-Struktur, M ⊆ An. Dann ist radK,ϕ(M) die Menge
aller b ∈ An, für die a1, . . . ,aq ∈ M , c ∈ As und ein K-ϕ-spezieller Satz ψ vom
Rang 1 und Grad q wie in (8.6.47) existiert, so daß A |= ψ′(a,b, c).
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Beweis. Sei S die im Satz angegebene Menge. Sind b ∈ S, a1, . . . ,aq ∈ M ,
c ∈ As, A |= ψ′(a,b, c), dann ist nach Satz 8.6.1 b ∈ I für jedes K-ϕ-Ideal I ⊇M ,
also b ∈ radK,ϕ(M); somit S ⊆ radK,ϕ(M). Umgekehrt sei b ∈ An \ S. Dann ist

Φ := Σ ∪DAt(A, A) ∪
{
ϕ[a/x] : a ∈M

}
∪
{
¬ϕ[b/x]

}
konsistent. Denn sonst gäbe es wie eben eine Konjunktion atomarer L-Formeln
ψ′(x,y, z) und a1, . . . ,aq ∈M , c ∈ As mit A |= ψ′(a,b, c) und

Σ |= ∀x∀y∀z

(
ψ′ ∧

q∧
i=1

ϕ[xi/x]→ ϕ[y/x]

)
.

Aber dann ist b ∈ S nach Definition von S, ein Widerspruch. Folglich gibt es ein
A′ |= Σ und einen Homomorphismus h : A → A′ mit b /∈ kerϕ(h). Somit ist b /∈ I
für mindestens ein K-ϕ-Ideal I mit M ⊆ I, d.h. es ist b /∈ radK,ϕ(M). �

Ein Spezialfall von Satz 8.6.2 wurde zuerst von Robinson [128] gefunden.—
Als Konsequenz erhalten wir, daß die Operation M 7→ radK,ϕ(M) von endlichem
Charakter ist:

Korollar 8.6.3. radK,ϕ(M) =
⋃{

radK,ϕ(M ′) : M ′ ⊆M endlich
}
. �

Ferner sehen wir, daß das K-ϕ-Radikal einer endlichen Menge M durch eine
L∞-Disjunktion % von positiv existentiellen Formeln definiert werden kann, welche
nur von K, ϕ und |M | = q, nicht aber von A abhängt; es ist dies

%K,ϕ,q(x,y) :=
∨{
∃z(ψ′) : ψ K-ϕ-speziell vom Grad q, Rang 1 wie in (8.6.47)

}
.

Korollar 8.6.4. Für jede L-Struktur A und jedes M = {a1, . . . ,aq} ⊆ An

gilt: radK,ϕ(M) =
{
b ∈ An : A |= %K,ϕ,q(a1, . . . ,aq,b)

}
. �

8.6.2. Der Nullstellensatz. Sei hier L eine Sprache der Logik erster Stufe,
K = Mod(Σ) eine elementare Klasse, welche keine einelementigen Strukturen ent-
halte, Σ eine L-Satzmenge. Sei K′ := ISP(K) die kleinste unter Isomorphismen,
Substruktur- und Produktbildung abgeschlossene Oberklasse von K. In K′ können
wir die freie Adjunktion A[X] von X := {X1, . . . , Xn} an A ∈ K bilden ([25],
Satz 1.4.19). Wir erinnern daran, daß jedes Element von A[X] als t(X,a) geschrie-
ben werden kann, wobei t(x,y) ein L-Term, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , ys),
a ∈ As ist. Ferner kann jede Abbildung h : X → A′, wobei A′ ∈ K die Struktur
A erweitere, zu einem eindeutig bestimmten Homomorphismus h : A[X] → A′ mit
h|A = idA fortgesetzt werden.

Sei nun K induktiv. Man betrachte folgendes Problem: Gegeben seien A |= Σ
und a ∈ As. Sei

µ(u) := ∀x

(
q∧
i=1

ϕ[ti1/x1, . . . , tik/xk]→ ϕ[t1/x1, . . . , tk/xk]

)
,

wobei hier tij(x,u), tj(x,u) L-Terme bezeichnen, x = (x1, . . . , xn), u = (u1, . . . , us)
und ϕ(x1, . . . , xk) eine L-Formel seien. Wann gilt µ(a) in allen existentiell abge-
schlossenen Erweiterungen von A in K? Unser Ziel ist es, einen Test für diese Ei-
genschaft in Form einer Beziehung zwischen den tij(X,a) und tj(X,a) in A[X] zu
finden. Zunächst bemerken wir:

Proposition 8.6.5. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:
(i) µ(a) gilt in allen Erweiterungen von A in K.
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(ii) µ(a) gilt in allen existentiell abgeschlossenen Erweiterungen von A in K.

Hat K zusätzlich die A.E., so ist ferner äquivalent hierzu:

(iii) µ(a) gilt in einer existentiell abgeschlossenen Erweiterung von A in K.

Beweis. (i) ⇒ (ii) ist trivial. Gelte (ii); ist B ⊇ A eine Erweiterung von A
in K, so wähle ein C ∈ E(K) 6= ∅ mit C ⊇ B ⊇ A; dann gilt C |= µ(a), und da
µ universell ist, folgt B |= µ(a).— Nun besitze K die A.E.; (ii) ⇒ (iii) ist klar
wegen E(K) 6= ∅. Umgekehrt sei B ∈ E(K) mit B ⊇ A, B |= µ(a) gemäß (iii); ist
dann C ∈ E(K) eine Erweiterung von A, so existiert nach der A.E. ein D ∈ K mit
g : B ↪→ D, h : C ↪→ D, g|A = h|A = idA. Da µ universell ist, folgt D |= µ(a), und
somit auch C |= µ(a). Dies zeigt (ii). �

Der angekündigte Nullstellensatz kann jetzt bewiesen werden:

Satz 8.6.6. (Weispfenning, [176]) Sei A ∈ K, ΣA := Σ ∪ D(A, A), KA :=
Mod(ΣA). Dann gilt µ(a) in allen existentiell abgeschlossenen Erweiterungen von
A in K genau dann, wenn(

t1(X,a), . . . , tk(X,a)
)
∈ radKA,ϕ

({
ti1(X,a), . . . , tik(X,a) : 1 ≤ i ≤ q

})
,

wobei radKA,ϕ in A[X] gebildet wird.

Beweis. Angenommen, B |= ¬µ(a) für ein B ⊇ A, B ∈ K. Wähle b ∈ Bn
mit

(B, B) |=

(
q∧
i=1

ϕ[ti1/x1, . . . , tik/xk] ∧ ¬ϕ[t1/x1, . . . , tk/xk]

)
[b/x,a/y].

Sei h : A[X]→ B der eindeutig bestimmte Homomorphismus über A mit Xi 7→ bi,
i = 1, . . . , n; setze I := kerϕ(h). I ist ein KA-ϕ-Ideal, welches t1(X,a), . . . , tq(X,a)
enthält (mit ti := (ti1, . . . , tik)), nicht jedoch t(X,a) (mit t := (t1, . . . , tk)). Also
ist auch t(X,a) /∈ radKA,ϕ

(
{t1(X,a), . . . , tq(X,a)}

)
.

Umgekehrt sei t(X,a) /∈ radKA,ϕ

(
{t1(X,a), . . . , tq(X,a)}

)
angenommen; dann

existiert ein Modell B von ΣA und ein Homomorphismus h : A[X]→ B mit

(B, B) |=

(
q∧
i=1

ϕ[ti/x] ∧ ¬ϕ[t/x]

)
[b/x,a/y],

wobei b :=
(
h(X1), . . . , h(Xn)

)
; also B |= ¬µ(a). Da B ∈ KA, ist h|A eine Einbet-

tung A ↪→ B; modulo einem Isomorphismus können wir also B ⊇ A und h|A = idA
annehmen. Sei C eine existentiell abgeschlossene Erweiterung von B; dann folgt
C |= ¬µ(a). �

In [176] findet man eine auf der Charakterisierung 8.6.2 von Radikalen basie-
rende ”syntaktischere“ Formulierung von Satz 8.6.6, ferner eine allgemeine Aussage
über die Existenz uniformer Schranken im Nullstellensatz, analog zu Satz 5.5.4.

Satz 8.6.6 kann nun in vielfältiger Weise angewendet werden. Wir demonstrieren
dies durch Herleitung eines Nullstellensatzes für von Neumann-reguläre kommutati-
ve Ringe (vgl. §7.6) und Divisionsalgebren. Sei RKR die Klasse der (nichttrivialen)
regulären Ringe (mit 1), SKR∗ deren Modellvervollständigung (Kor. 7.6.13), sowie
wie gehabt ϕ0(x) := (x = 0).
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Lemma 8.6.7. Sei R ein regulärer Ring, a ⊆ R[X1, . . . , Xn] ein echtes Ideal.
Genau dann ist

(8.6.48)
√

a = radRKRR,ϕ0(a),

wenn a ∩R = (0).

Beweis. Gelte zunächst (8.6.48). Wäre r 6= 0 aus a ∩ R ⊆
√
a, so gäbe es

wegen radRKRR,ϕ0(a) =
√

a 6= R[X1, . . . , Xn] einen regulären Ring R′ ⊇ R und
einen Homomorphismus ϕ : R[X1, . . . , Xn]→ R′, ϕ|R = idR, mit r ∈ a∩R ⊆ kerϕ,
ein Widerspruch. Umgekehrt sei jetzt a ∩ R = (0). Ist ϕ : R[X1, . . . , Xn] → R′ ein
Homomorphismus in einen regulären Ring R′ ⊇ R mit ϕ|R = idR, kerϕ = a, so folgt
für f ∈

√
a, also fk ∈ a für ein k ∈ N, daß ϕ(f)k = 0, wegen der Regularität von

R′ also ϕ(f) = 0; damit
√

a ⊆ radRKRR,ϕ0(a). Weiter sei R′ := R[X1, . . . , Xn]/
√

a;
es ist

√
a 6= R[X1, . . . , Xn], also R′ nicht trivial. Ferner

√
a ∩ R = (0), denn aus

f ∈
√

a ∩ R folgt fk ∈ a ∩ R = {0} für ein k ∈ N, also f = 0. Daher R ↪→ R′,
und
√

a ist der Kern der kanonischen Abbildung R[X1, . . . , Xn]� R′. Ferner ist R′

regulär. Damit ist radRKRR,ϕ0(a) ⊆
√

a. �

Unmittelbar aus 8.6.5–8.6.7 erhält man die folgende etwas speziellere Version
eines Satzes von Saracino-Weispfenning ([142], Thm. I.4.1):

Satz 8.6.8. Sei R ein regulärer Ring, R′ ∈ SKR∗, R ⊆ R′, a ⊆ R[X1, . . . , Xn]
ein endlich erzeugtes Ideal mit a ∩R = (0). Dann gilt

√
a = IR

(
VR′(a)

)
,

wobei

IR(M ′) :=
{
f ∈ R[X1, . . . , Xn] : f(x) = 0 für alle x ∈M ′},

VR′(M) :=
{
x ∈ R′n : f(x) = 0 für alle f ∈M

}
für M ′ ⊆ R′n, M ⊆ R[X1, . . . , Xn]. �

Bemerkung. Die Bedingung a ∩ R = {0} ist notwendig. Betrachte z.B. den
Fall n = 1, e ∈ B(R), e 6= 0, 1, und f := X1. Dann ist VR′(e) = ∅, also f ∈
IR(VR′(e)) = R[X1]; aber keine Potenz von f kann ein Vielfaches von e sein.—

Saracino-Weispfenning [142] verwenden Satz 8.6.8 zur Entwicklung der An-
fangsgründe einer algebraischen Geometrie über kommutativen regulären Ringen.

Sei k ein Körper. Wir betrachten die Sprache Lk der k-Vektorräume wie in
§7.8 und bilden L := Lk ∪ {1, ·}, wobei · ein zweistelliges Operationssymbol für
die Multiplikation und 1 ein Konstantensymbol für das bzgl. dieser Multiplikation
neutralen Elements bezeichne. Es sei Dk die Klasse der Divisionsalgebren über k
(bzgl. der Sprache L), d.h. derjenigen (nicht notwendig kommutativen) assoziati-
ven k-Algebren, in denen zu jedem von 0 verschiedenen Element ein multiplikativ
Inverses existiert. Es gilt:

Bemerkung. E(Dk) = A(Dk) ⊆ S(Dk).

Beweis. Wegen Satz 8.4.3 und seinem Korollar reicht es zu zeigen, daß in Dk

jede negiert atomare Formel zu einer positiv existentiellen Formel äquivalent ist.
Dies ist aber klar, denn ¬(t1 = t2), wobei t1, t2 Terme über L sind, ist in Dk zu
∃x
(
x · t1 = x · t2 + 1

)
gleichwertig. �
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Die Dk-ϕ0-Ideale in einer k-Algebra A sind genau diejenigen zweiseitigen Ideale
a ⊆ A, für die A/a über k mittels eines Algebrenhomomorphismus in eine Divisions-
algebra D eingebettet werden kann; man nennt sie d-prim. Das Radikal eines Ideals
a ist demnach der Durchschnitt aller a enthaltenden d-Primideale, das d-Radikal.
Die kleinste unter I, S und P abgeschlossene Oberklasse von Dk ist die Klasse Ak

der k-Algebren in der Sprache L. Für eine Divisionsalgebra D über k ist D[X] also
eine k-Algebra, seine Elemente sind Summen von Monomen der Form

d1Xi1d2Xi2d3 · · · dmXimdm+1 mit di ∈ D, 1 ≤ i1, . . . , im ≤ n, m ∈ N0.

(Die Elemente von k kommutieren mit den Unbestimmten X1, . . . , Xn. Der Leser
zeige als Übung, daß es sich bei D[X] um das Koprodukt D ∗ k〈X〉 von D mit der
von X frei erzeugten k-Algebra k〈X〉 in der Kategorie der k-Algebren handelt. Sind
D ⊆ D′ Divisionsalgebren, so ist D[X] ↪→ D′[X].) Man beachte, daß diese Definiti-
on nichtkommutativer Polynome zwei wesentliche Unterschiede zum kommutativen
Fall aufweist:

(i) Ein von Null verschiedenes Polynom kann die Nullfunktion definieren. So
ist etwa iXi+X ∈ CR[X] von Null verschieden (denn i kommutiert nicht
mit X), aber iXi+X definiert die Nullfunktion auf C.

(ii) Es kann nichtkonstante Polynome in D[X] geben, die in keiner Divisi-
onsalgebra über k eine Nullstelle besitzen können. Sei etwa k ein Körper,
dessen algebraischer Abschluß k keine rein inseparable Erweiterung von
k ist, also z.B. k 6= k, char k = 0. Sei α ∈ k \ k separabel. Dann hat
das Polynom αX − Xα − 1 ∈ k(α)k[X] keine Nullstelle in irgendeiner
Divisionsalgebra über k, die k(α) umfaßt. Denn wäre β eine solche, so
folgt mit p := Irr(α; k) ∈ k[X], etwa p =

∑m
i=0 aiX

i:

p(α)β − βp(α) =
m∑
i=1

ai
(
αiβ − βαi

)
=

m∑
i=1

aiα
i−1 = p′(α),

denn durch Induktion nach i = 1. . . . , n zeigt man leicht, daß αiβ−βαi =
iαi−1. Somit in k(α)

p′(α) = p(α)β − βp(α) = 0 · β − β · 0 = 0,

im Widerspruch dazu, daß α separabel über k ist.
Wir erhalten ohne Probleme aus Satz 8.6.6 folgende Abwandlung eines Satzes

von Amitsur und Procesi [42], [116]:

Satz 8.6.9. Sei D eine Divisionsalgebra über dem Körper k, f ∈ D[X], a ⊆
D[X] ein endlich erzeugtes Ideal. Genau dann ist f aus dem d-Radikal von a, wenn
jede Nullstelle von a in einer algebraisch abgeschlossenen Divisionsalgebra über k,
die D erweitert, auch eine Nullstelle von f ist. �

Eine algebraische Charakterisierung der d-Radikale findet man in [7], S. 229 ff.,
welches umfangreiches weiteres Material über die Modelltheorie der Schiefkörper
und Divisionsalgebren enthält.
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KAPITEL 9

Ultraprodukte

In diesem abschließenden Abschnitt beschäftigen wir uns mit einer algebraisch an-
mutenden Methode zur Konstruktion von Modellen, die der Ultraprodukte und Ul-
trapotenzen, die zum Standardwerkzeug des Modelltheoretikers gehört. Sie erlaubt
es oft, ”syntaktische“ Überlegungen durch elegantere ”semantische“ Argumente zu
ersetzen; insbesondere werden wir so zu einem Beweis des Kompaktheitssatzes ge-
langen, der nicht auf den Gödelschen Vollständigkeitssatz zurückgreift.

9.1. Filter und Ultrafilter

Wir gehen von folgendem bekannten Beispiel aus: Gegeben sei eine Familie {Gi}i∈N
additiv geschriebener abelscher Gruppen und G :=

∏
i∈N Gi deren direktes Pro-

dukt. Der Träger supp(g) eines Elements g = {g(i)}i∈N aus G ist die Menge
{i ∈ N : g(i) 6= 0}. Die Menge aller g ∈ G mit endlichem Träger bildet offenbar eine
Untergruppe von G, die wohlbekannte direkte Summe von {Gi}i∈N, geschrieben
als
⊕

i∈N Gi. Oft hat die Faktorgruppe G/
⊕

i∈N Gi eine interessante algebraische
Struktur. Zwei Elemente g +

⊕
Gi und h +

⊕
Gi dieser Faktorgruppe sind gleich

genau dann, wenn supp(g − h) endlich ist, d.h. wenn {i ∈ N : g(i) = h(i)} eine
koendliche Teilmenge von N ist, also eine Menge, deren Komplement in N end-
lich ist. Die Menge der koendlichen Teilmengen von N heißt der Fréchet-Filter auf
N.— Die Verallgemeinerung dieser Konstruktion wird uns zu den sog. reduzierten
Produkten als gewissen Faktorstrukturen direkter Produkte führen. Das ”Maß der
Identifizierung“ wird dabei durch Filter vorgegeben.

Definition 9.1.1. Sei X eine nichtleere Menge. Eine nichtleere Teilmenge F ⊆
2X heißt Filter auf X, falls folgende drei Bedingungen erfüllt sind:

(F1) ∅ /∈ F .
(F2) Wenn F1, F2 ∈ F , so F1 ∩ F2 ∈ F .
(F3) Wenn F1 ∈ F und F1 ⊆ F2 ⊆ X, so F2 ∈ F .

Maximale Filter auf X nennt man Ultrafilter.

Bemerkungen 9.1.2.

(i) Da F 6= ∅, folgt aus (F3) sofort X ∈ F .— Oft definiert man einen Filter
auf einer Menge X 6= ∅ als eine Teilmenge F von 2X , die neben (F2),
(F3) die Bedingung

(F1′) X ∈ F
erfüllt. Dann ist auch 2X ein Filter in diesem Sinn; F heißt echt,

falls F 6= 2X . Offensichtlich ist F genau dann ein echter Filter, wenn
F 6= ∅ und F die Axiome (F1)–(F3) erfüllt. Da wir hauptsächlich an
echten Filtern interessiert sind, haben wir die Def. 9.1.1 zugrundegelegt;
alle unsere Filter sind also von 2X verschieden.
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(ii) Der Begriff des Filters kann als Verallgemeinerung des Konzepts einer
konvergenten Folge in einem topologischen Raum angesehen werden; sagt
man nämlich, ein Filter F auf einem topologischen Raum (X,O) konver-
giert gegen einen Punkt a ∈ X, wenn jede Umgebung von a zu F gehört,
wenn also der Umgebungsfilter U(a) von a, d.h. die Menge aller Umge-
bungen von a, ganz in F enthalten ist, so gilt: Sei {xn}n∈N eine Folge
in X und F der Filter aller Teilmengen von X, in denen die Folge {xn}
schließlich bleibt. Dann konvergiert die Folge offenbar genau dann gegen
a, wenn der Filter F gegen a konvergiert.

(iii) Ist X eine unendliche Menge, so bilden die koendlichen Teilmengen von
X einen Filter auf X; dieser heißt, wie bereits einleitend erwähnt, der
Fréchet-Filter auf X.

Ultrafilter besitzen folgende bemerkenswerte Eigenschaft:

Proposition 9.1.3. Ein Filter F auf X ist genau dann ein Ultrafilter, wenn
für jede Teilmenge A ⊆ X gilt: Entweder A oder X \A gehört zu F .

Beweis. Sei F Ultrafilter, A ⊆ X. Es nicht zugleich A ∈ F und X \ A ∈ F ,
da sonst wegen (F2) ein Widerspruch zu (F1) folgen würde; ferner muß eine der
Mengen A, X \A alle Filtermengen treffen. O.B.d.A. treffe A alle Elemente von F .
Dann ist aber

{B ⊆ X : ∃F ∈ F : B ⊇ A ∩ F}
ein F ∪ {A} enthaltender Filter; aus der Maximalität von F folgt A ∈ F .

Sei umgekehrt F ein Filter auf X mit der genannten Eigenschaft, und E ⊃ F
ein weiterer Filter, etwa A ∈ E \F . Dann ist aber X \A ∈ F und also A,X \A ∈ E ,
im Widerspruch zu Axiom (F1). �

Definition 9.1.4. Sei B ⊆ X, B 6= ∅. Dann ist

F(B) := {F ⊆ X : B ⊆ F}

ein Filter auf X, der von B erzeugte Hauptfilter. Für F({b}) mit b ∈ X schreibt man
kurz auch F(b). Filter, die keine Hauptfilter sind, nennt man frei. Ein Ultrafilter,
der gleichzeitig Hauptfilter ist, heißt Hauptultrafilter.

Offenbar ist F(B) gleich dem Durchschnitt aller B enthaltenden Filter auf X,
ist also der kleinste B umfassende Filter auf X.

Beispiel. Ist card(X) ≥ 2, so ist {X} ein Filter, der kein Ultrafilter ist, ebenso
F({a, b}) für a 6= b aus X.

Übung. Sei X 6= ∅.
(i) Zeige: Die von Einermengen erzeugten Hauptfilter F(b), b ∈ X, sind

gerade alle Hauptultrafilter auf X.
(ii) Sei X unendlich und F der Fréchet-Filter auf X. Zeige: F ist frei und

kein Ultrafilter. Jeder freie Ultrafilter auf X enthält den Fréchet-Filter,
und jeder Ultrafilter, der den Fréchet-Filter enthält, ist frei. (Verwende
(i).)

Nicht jeder Filter ist also ein Ultrafilter. Aber jeder Filter ist in einem maxi-
malen Filter enthalten; wir zeigen dies allgemeiner und definieren zunächst:
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Definition 9.1.5. Sei X 6= ∅ eine Menge und F ⊆ 2X . Wir sagen, F habe die
endliche Durchschnittseigenschaft, falls F 6= ∅ und für endlich viele F1, . . . , Fn ∈ F
stets

⋂n
i=1 Fi 6= ∅.

Bemerkung. F hat die endliche Durchschnittseigenschaft genau dann, wenn
die Menge F ′ aller endlichen Durchschnitte von Mengen aus F die Filteraxiome
(F1) und (F2) erfüllt.

Damit können wir leicht zeigen [160]:

Lemma 9.1.6. Sei X eine nichtleere Menge, F ⊆ 2X mit endlicher Durch-
schnittseigenschaft. Dann gibt es einen F enthaltenden Ultrafilter U auf X. Falls⋂
F = ∅, so ist jeder Ultrafilter U ⊇ F frei.

Beweis. Sei F ′ die Menge aller endlichen Durchschnitte von Mengen aus F .
Man wendet das Zornsche Lemma auf die durch Inklusion induktiv geordnete nicht-
leere Menge aller F ′′ mit endlicher Durchschnittseigenschaft und F ′ ⊆ F ′′ ⊆ 2X an
und erhält eine maximale Erweiterung U von F mit endlicher Durchschnittseigen-
schaft. F(U) ist eine U umfassende Teilmenge von 2X mit endlicher Durchschnitts-
eigenschaft, also U = F(U) ein maximaler, F umfassender Filter.

Sei nun
⋂
F = ∅ und U ⊇ F Ultrafilter. Angenommen, U ist nicht frei; nach

Übung (i) existiert ein b ∈ X mit U = F(b), also b ∈
⋂
F = ∅, Widerspruch. �

Obiges Lemma ist auch unter dem Namen Boolesches Primidealtheorem be-
kannt; vgl. §9.5 und [8], §6.2. Man vergleiche auch die folgende Aussage mit der
definierenden Eigenschaft von Primidealen in der Ringtheorie:

Lemma 9.1.7. Sei F Filter auf X. F ist Ultrafilter genau dann, wenn für alle
n ∈ N und alle Teilmengen M1, . . . ,Mn von X gilt: Es ist M1 ∪ · · · ∪ Mn ∈ F
d.u.n.d., wenn Mj ∈ F für ein j ∈ {1, . . . , n}.

Beweis. Sei F Ultrafilter. Ist etwa Mj ∈ F für ein j ∈ {1, . . . , n}, so auch⋃n
i=1Mi ∈ F wegen Axiom (F3) der Filter. Angenommen nun, kein Mj liegt in F ;

also ist X \Mj ∈ F und somit
⋂n
j=1X \Mj ∈ F . Das heißt aber, daß

⋃n
j=1Mj /∈ F

sein muß.
Sei umgekehrt die angegebene Bedingung für den Filter F erfüllt. Angenom-

men, es existiert ein Filter G auf X mit F ⊂ G ⊂ 2X , etwa mit F ∈ G \ F . Also
X = F ∪ (X \ F ) ∈ F , wegen F /∈ F also X \ F ∈ F ⊆ G, im Widerspruch zu
(F1). �

Übung. Zeige den folgenden berühmten Satz von Tychonoff: Ist {Xi}i∈I ei-
ne Familie nichtleerer kompakter topologischer Räume (mit beliebiger Indexmenge
I 6= ∅), so ist auch der Produktraum X :=

∏
i∈I Xi kompakt. Anleitung: Zei-

ge zunächst, daß jede Überdeckung von X mit Mengen aus S := {π−1
i (Ui) : i ∈

I, Ui ⊆ Xi offen} eine endliche Teilüberdeckung besitzt. (Dabei sei πi : X → Xi

die i-te Projektion.) Beweise dann indirekt unter Ausnutzung dieser Eigenschaft,
daß jeder Ultrafilter auf X konvergiert (im Sinne von Bem. 9.1.2, (ii)). Angenom-
men nun, es gäbe eine offene Überdeckung {Uj}j∈J von X ohne endliche Teilüber-
deckung. Betrachte einen Ultrafilter, welcher {X \

⋃
j∈J′ Uj : J ′ ⊆ J endlich} um-

faßt, und führe einen Widerspruch herbei.
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9.2. Reduzierte Produkte, Ultraprodukte, Ultrapotenzen

Sei im folgenden wieder L eine Sprache der ersten Stufe. Gegeben sei ein direktes
Produkt A =

∏
i∈I Ai von L-Strukturen Ai über einer nichtleeren Indexmenge I.

(Das Auswahlaxiom garantiert uns A 6= ∅.) Für die i-ten Komponenten (für i ∈ I)
von a ∈ An, a = (a1, . . . , an) schreiben wir kurz a(i) := (a1(i), . . . , an(i)). Ist
ϕ(x1, . . . , xn) eine L-Formel, a ∈ An, so heißt

‖ϕ(a)‖ := {i ∈ I : Ai |= ϕ(a(i))}
die Boolesche Ausdehnung von ϕ(a). Ist F ein Filter auf I, so definiert man eine
Relation ∼

F
auf A vermöge

a1 ∼
F
a2 :⇔ ‖a1 = a2‖ ∈ F .

Wir sammeln Eigenschaften von ‖ · ‖ und ∼
F

:

Proposition 9.2.1. Seien ϕ(x1, . . . , xn), ψ(x1, . . . , xn) L-Formeln und a ∈
An.

(i) ‖ϕ(a) ∧ ψ(a)‖ = ‖ϕ(a)‖ ∩ ‖ψ(a)‖,
(ii) ‖ϕ(a) ∨ ψ(a)‖ = ‖ϕ(a)‖ ∪ ‖ψ(a)‖,
(iii) ‖¬ϕ(a)‖ = I \ ‖ϕ(a)‖
(iv) Ist ϕ = ∃x(%) mit %(x, x1, . . . , xn), so gilt für alle b ∈ A

‖%(b,a)‖ ⊆ ‖∃x(%(x,a))‖,
und es gibt stets ein b ∈ A mit

‖%(b,a)‖ = ‖∃x(%(x,a))‖.
(v) Die Relation ∼F ist eine Kongruenzrelation auf A.

Beweis. (i)–(iii) und der erste Teil von (iv) sind klar per definitionem. Für
den zweiten Teil von (iv) wähle b ∈ A wie folgt: Für i ∈ ‖ϕ(a)‖ = ‖∃x(%(x,a))‖
wähle ci ∈ Ai mit Ai |= %(ci,a(i)) und setze b(i) := ci; für i ∈ I \ ‖ϕ(a)‖ sei b(i)
beliebig aus Ai. Nach Konstruktion von b ist ‖%(b,a)‖ ⊇ ‖∃x(%(x,a))‖.

Zu (v): I ∈ F impliziert a ∼F a für alle a ∈ A; die Symmetrie von ∼F ist klar.
Sind a1, a2, a3 ∈ A mit a1 ∼F a2, a2 ∼F a3, so ‖a1 = a2‖, ‖a2 = a3‖ ∈ F , also mit
(i)

‖a1 = a3‖ ⊇ ‖a1 = a2 ∧ a2 = a3‖ = ‖a1 = a2‖ ∩ ‖a2 = a3‖ ∈ F ,
also ‖a1 = a3‖ ∈ F , d.h. a1 ∼F a3. Sei f ein n-stelliges Operationssymbol aus L,
n ∈ N, a1, . . . , an, a

′
1, . . . , a

′
n ∈ A mit ai ∼F a′i für i = 1, . . . , n; es folgt

‖fA(a1, . . . , an) = fA(a′1, . . . , a
′
n)‖ ⊇ ‖

n∧
i=1

ai = a′i‖ =
n⋂
i=1

‖ai = a′i‖,

und letztere Menge ist aus F , also folgt fA(a) ∼F fA(a′). �

Sei nun A′ := A/∼F die Quotientenstruktur von
∏
i∈I Ai bzgl. ∼F . Es bezeich-

ne a/F die Äquivalenzklasse von a ∈ A in A′; mit a = (a1, . . . , an) ∈ An schreiben
wir kurz a/F für (a1/F , . . . , an/F). Sei A′′ die L-Struktur, die man aus A′ erhält,
indem man die Interpretation der Relationssymbole in L wie folgt abändert: Für
ein n-stelliges Relationssymbol R und a = (a1, . . . , an) ∈ An sei

(a/F) ∈ RA′′ :⇔ ‖R(a)‖ ∈ F .
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Ähnlich wie mit den Argumenten im Beweis zu (vi) der obigen Proposition weist
man nach, daß RA′′ dadurch wohldefiniert ist. Vergleicht man die Definitionen von
RA′ und RA′′ , so sieht man leicht, daß RA′ ⊆ RA′′ , so daß idA′ einen Monomor-
phismus A′ → A′′ darstellt und damit idA′ ◦π einen Epimorphismus A � A′′ von∏
i∈I Ai auf A′′, wobei π : A� A/∼F der kanonische Epimorphismus sei.

Definition 9.2.2. (nach  Loś, [95]) Die eben konstruierte Struktur A′′ nennt
man das reduzierte Produkt der Familie {Ai}i∈I bzgl. F ; sie wird mit

∏
i∈I Ai/F

benannt, ihr Universum mit
∏
i∈I Ai/F . Insbesondere im Fall Ai := B für alle

i ∈ I (mit einer L-Struktur B) spricht man von BI/F als der reduzierten Potenz
von B bzgl. des Filters F auf I. Reduzierte Produkte bzgl. Ultrafiltern heißen
Ultraprodukte, reduzierte Potenzen bzgl. Ultrafiltern heißen Ultrapotenzen.

Beispiel. Die Faktorgruppe

∏
i∈I

Gi/
⊕
i∈I

Gi

einer unendlichen Familie {Gi}i∈I abelscher Gruppen ist das reduzierte Produkt
der Gi bzgl. des Fréchet-Filters.

Übung. Sei I 6= ∅, {Ai}i∈I eine Familie von L-Strukturen, F ein Filter auf
I. Dann ist

∏
i∈I Ai/F =

∏
i∈I Ai/∼F , wenn für jedes Relationssymbol R in L

entweder RAi = ∅ für alle i ∈ I oder RAi 6= ∅ für alle i ∈ I. (Insbesondere ist für
eine L-Struktur B stets BI/F = BI/∼F .) Zeige anhand von I = N, L = {R} mit
dem nullstelligen Relationssymbol R, daß die Umkehrung dieser Aussage i.a. falsch
ist.

Übung. Sei A eine L-Struktur, I 6= ∅, F ein Filter auf I. Zeige mittels a 7→
[a]/F , wobei [a](i) := a für alle i ∈ I:

Lemma 9.2.3. Ist F ein Filter auf einer Menge I 6= ∅, so kann jede L-Struktur
A kanonisch in ihre reduzierte Potenz AI/F bzgl. F eingebettet werden. �

Übung. Sei
∏
i∈I Ai/U Ultraprodukt einer Familie {Ai}i∈I von L-Struktu-

ren bzgl. eines Hauptultrafilters U auf I. Zeige: Es existiert ein j ∈ I mit Aj ∼=∏
i∈I Ai/U .

Lemma 9.2.4. Sei I eine nichtleere Menge, F ein Filter auf I, {Ai}i∈I eine Fa-
milie von L-Strukturen, und A :=

∏
i∈I Ai. Für eine atomare Formel ϕ(x1, . . . , xn)

in L mit freien Variablen x1, . . . , xn und a = (a1, . . . , an) ∈ An gilt

A/F |= ϕ(a/F) ⇔ ‖ϕ(a)‖ ∈ F .

Beweis. Sei A′ := A/∼F , A′′ := A/F . Seien t1(x1, . . . , xm), t2(x1, . . . , xn)
Terme in L, ai, a′j ∈ A. Dann hat man folgende Kette von Äquivalenzen (dabei sei
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π : A� A/∼F die kanonische Abbildung):

A′′ |= (t1(a1/F , . . . , am/F) = t2(a′1/F , . . . , a′n/F))⇔

tA
′

1 (π(a1), . . . , π(am)) = tA
′

2 (π(a′1), . . . , π(a′n))⇔
π(tA1 (a1, . . . , am)) = π(tA2 (a′1, . . . , a

′
n))⇔

‖tA1 (a1, . . . , am) = tA2 (a′1, . . . , a
′
n)‖ ∈ F ⇔{

i ∈ I : tAi
1 (a1(i), . . . , am(i)) = tAi

2 (a′1(i), . . . , a′n(i))
}
∈ F ⇔{

i ∈ I : Ai |= (t1(a1(i), . . . , am(i)) = t2(a′1(i), . . . , a′n(i)))
}
∈ F ⇔

‖t1(a1, . . . , am) = t2(a′1, . . . , a
′
n)‖ ∈ F

Für eine atomare Formel der Gestalt R(t1(x1), . . . , tn(xn)) mit irgendwelchen x1 =
(x1,1, . . . , x1,m1), . . . ,xn = (xn,1, . . . , xn,mn

) ist der Beweis ähnlich. �

Wir kommen nun zum Hauptsatz über Ultraprodukte.

Satz 9.2.5. ( Loś, [95]) Sei I 6= ∅, {Ai}i∈I eine Familie von L-Strukturen,
A :=

∏
i∈I Ai deren direktes Produkt und U ein Ultrafilter auf I. Dann gilt

A/U |= ϕ(a/U) ⇔ ‖ϕ(a)‖ ∈ U

für jede erweiterte L-Formel ϕ(x1, . . . , xn) und alle a ∈ An.

Beweis. Durch Induktion über den Aufbau von ϕ. (Wobei man keine All-
quantoren zu betrachten braucht.) Für atomare ϕ folgt die Behauptung aus dem
vorhergehenden Lemma. Seien also ψ,ψ1, ψ2, % L-Formeln, für die der Satz bereits
bewiesen ist. Sei a ∈ An.

(i) Sei ϕ = ¬ψ. Es gilt A/U |= ¬ψ(a/U) d.u.n.d. wenn A/U 6|= ψ(a/U), d.h.
wenn ‖ψ(a)‖ /∈ U , also genau dann, wenn I\‖ψ(a)‖ ∈ U nach Prop. 9.1.3.
Aber I \ ‖ψ(a)‖ = ‖¬ψ(a)‖.

(ii) Sei ϕ = ψ1 ∧ ψ2. Es gilt ja

A/U |= ψ1(a/U) ∧ ψ2(a/U) gdw. A/U |= ψ1(a/U) und A/U |= ψ2(a/U);

damit folgt die eine Richtung der Behauptung aus Prop. 9.2.1 (i) und
(F2), die andere aus (F3).

(iii) Sei ϕ = ∃x(%). Man hat

A/U |= ∃x(%(x,a/U))⇔

A/U |= %(b̃,a/U) für ein b̃ ∈ A/U ⇔
A/U |= %(b/U ,a/U) für ein b ∈ A⇔
‖%(b,a)‖ ∈ U für ein b ∈ A.

Nach Prop. 9.2.1 (v) ist dies aber gleichbedeutend mit ‖∃x(%(x,a))‖ ∈ U .

Dies vervollständigt den Induktionsschritt. �

Korollar 9.2.6. Sei U ein Ultrafilter auf I,
∏
i∈I Ai/U ein Ultraprodukt einer

Familie {Ai}i∈I von L-Strukturen und ϕ ein Satz in L. Dann gilt
∏
i∈I Ai/U |= ϕ

d.u.n.d., wenn ‖ϕ‖ ∈ U . Sind also alle Ai Modelle einer Satzmenge Σ, so auch∏
i∈I Ai/U . �
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Korollar 9.2.7. Sei U ein Ultrafilter auf I, AI/U Ultrapotenz einer L-Struktur
A. Dann ist die kanonische Einbettung j : A ↪→ AI/U , a 7→ [a]/U (vgl. Lemma 9.2.3)
eine elementare Einbettung.

Beweis. Nach Lemma 9.2.3 ist j eine Einbettung. Sei ϕ(x1, . . . , xn) eine For-
mel in L mit den freien Variablen x1, . . . , xn und a1, . . . , an ∈ A, so daß A |=
ϕ(a1, . . . , an). Dann ‖ϕ([a1], . . . , [an])‖ = I ∈ U , und somit mit dem Satz von  Loś
AI/U |= ϕ(j(a1), . . . , j(an)). �

Korollar 9.2.8. Sei h : A ↪→ B eine elementare Einbettung von A in B und
U ein Ultrafilter auf einer Menge I. Dann existiert eine elementare Einbettung
h̃ : AI/U ↪→ BI/U , so daß das Diagramm

A
h−−−−→ By y

AI/U ∃h̃−−−−→ BI/U

kommutativ wird. (Man schreibt h/U für h̃.)

Beweis. Setze h̃
(
(ai)i∈I/U

)
:=
(
h(ai)

)
i∈I/U für a ∈ AI . �

Das letzte Korollar zum Satz von  Loś würde uns nun direkt zur Deutung von
Ultraprodukten als Funktoren führen; der interessierte Leser kann sich darüber in
dem entsprechenden Artikel [74] in [19] näher informieren.

9.3. Beweis des Kompaktheitssatzes. Eigenschaften von
Ultraprodukten

Wir können nun den zentralen Satz der Modelltheorie rein ”algebraisch“ ohne Zuhil-
fenahme des für die Modelltheorie irrelevanten Kalkülbegriffs leicht beweisen (nach
Scott, [77]):

Kompaktheitssatz. Eine Menge Σ von L-Sätzen besitzt genau dann ein Mo-
dell, wenn jede endliche Teilmenge von Σ ein Modell besitzt.

Beweis. Sei o.B.d.A. Σ 6= ∅. Mit Σ besitzt auch jede endliche Teilmenge
von Σ ein Modell; diese Richtung ist also trivial. Sei also nun I die Menge aller
nichtleeren endlichen Teilmengen von Σ und zu jedem Φ ∈ I sei AΦ eine L-Struktur
mit AΦ |= Φ. Sei A das direkte Produkt der AΦ, Φ ∈ I. Setze für jedes Φ ∈ I

Φ∗ := {Ψ ∈ I : Φ ⊆ Ψ} und I∗ := {Φ∗ : Φ ∈ I}.
Offenbar ist I∗ gegen endliche Durchschnitte abgeschlossen, da Φ∗0∩Φ∗1 = (Φ0∪Φ1)∗

für Φ0,Φ1 ∈ I, weshalb sie nach Lemma 9.1.6 in einem Ultrafilter U auf I enthalten
ist. Wir zeigen A/U |= Σ. Sei dazu ϕ ∈ Σ. Dann ist {ϕ} ∈ I und

{ϕ}∗ = {Ψ ∈ I : ϕ ∈ Ψ} ⊆ {Ψ ∈ I : AΨ |= ϕ} = ‖ϕ‖.
Nach Konstruktion von U ist {ϕ}∗ ∈ U , also auch ‖ϕ‖ ∈ U , so daß mit dem Satz
von  Loś A/U |= ϕ folgt. �

Elementare Klassen sind nach Kor. 9.2.6 unter Ultraproduktbildung abgeschlos-
sen. Dies ermöglicht es des öfteren, nachzuweisen, daß eine bestimmte Klasse nicht
elementar ist:
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Beispiel. Sei L = {0,+} die Sprache der additiv geschriebenen abelschen
Gruppen. Die Klasse der abelschen Torsionsgruppen ist nicht elementar.

Beweis. Sei I := N und wähle U als einen freier Ultrafilter auf I, etwa durch
Erweiterung des Fréchet-Filters auf I zu einem Ultrafilter gemäß Lemma 9.1.6,
und definiere Gn := Z/(n + 1)Z, G :=

∏
n∈N Gn/U . Sei g ∈

∏
Gn definiert durch

g(n) := 1 ∈ Gn. Jedes g(n) hat Ordnung n + 1 in Gn. Für alle m ∈ N sei ϕm
definiert durch

ϕm(x) := (x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
m+ 1-mal

= 0).

Nach dem Satz von  Loś gilt G 6|= ϕm(g/U), da

‖ϕm(g)‖ =
{
n ∈ I : Gn |= ϕm(g(n))

}
endlich und also nach Übung (ii) im Anschluß an Def. 9.1.4 nicht in U enthalten
ist. Also ist g/U ein Element von unendlicher Ordnung in der abelschen Gruppe
G. �

Allgemein folgt:

Satz 9.3.1. Sei K eine beliebige Klasse von L-Strukturen. Dann gilt: K ist
elementar genau dann, wenn K abgeschlossen unter Ultraprodukten und elementarer
Äquivalenz ist.

Beweis. Daß die Elementarität von K Abgeschlossenheit unter Ultraproduk-
ten und elementarer Äquivalenz zur Folge hat, folgt aus Kor. 9.2.6 und der Defi-
nition einer elementaren Klasse. Sei also umgekehrt K eine unter Ultraprodukten
und elementarer Äquivalenz abgeschlossene Strukturklasse. Sei o.B.d.A. K 6= ∅ und
Σ :=

⋂
A∈K Th(A). Jedes A ∈ K ist Modell von Σ. Sei B ∈ Mod(Σ), I die Menge

aller nichtleeren endlichen Teilmengen von Th(B) =: Φ. Für jedes Ψ ∈ I existiert
ein Modell AΨ ∈ K, da sonst, falls etwa Ψ = {ψ1, . . . , ψn}, der Satz ¬(

∧n
i=1 ψi) zu

Σ gehören und in B richtig sein müßte. Wähle für jedes Ψ ∈ I ein solches Modell
AΨ ∈ K. Dem Beweis des Kompaktheitssatzes entnimmt man, daß ein Ultrafilter
U auf I mit

∏
Ψ∈I AΨ/U |= Φ existiert. Da K unter Ultraprodukten abgeschlossen

ist, ist
∏

Aψ/U ∈ K. Aber alle Modelle von Φ sind elementar äquivalent zu B, so
daß

∏
Aψ/U ≡ B, also B ∈ K. Damit Mod(Σ) = K. �

Bemerkung 9.3.2. Ein Beispiel einer nichtelementaren Klasse, die unter Ul-
traprodukten abgeschlossen ist, ist die in Satz 7.10.23 als nichtaxiomatisierbar
nachgewiesene Klasse aller Gruppen, die multiplikative Gruppen von Körpern sind
(Übung!). Aus Satz 9.3.1 folgt dann, daß es Gruppen G, H gibt, so daß G ≡ H
(bzgl. der Sprache {1, ·,−1} der Gruppen), aber G als multiplikative Gruppe eines
Körpers auftritt, H jedoch nicht.

Korollar 9.3.3. Genau dann ist eine Klasse von L-Strukturen K endlich axio-
matisierbar, wenn sowohl K als auch {K := {A : A /∈ K} unter Ultraproduktbildung
und elementarer Äquivalenz abgeschlossen sind.

Beweis. O.B.d.A. K, {K 6= ∅. Ist K endlich axiomatisierbar, o.B.d.A. K =
Mod(ϕ) mit einem L-Satz ϕ, so ist {K = Mod(¬ϕ), und sowohl K als auch {K
sind unter elementarer Äquivalenz und Ultraprodukten abgeschlossen. Umgekehrt:
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Erfüllen K, {K die beiden Abgeschlossenheitseigenschaften, so existiert eine Satz-
menge Σ mit K = Mod(Σ), nach Satz 9.3.1. Angenommen, K ist nicht endlich axio-
matisierbar. Sei I die Menge der nichtleeren endlichen Teilmengen von Σ. Für jedes
Ψ ∈ I existiert ein Modell AΨ ∈ {K, nach Annahme. Wie im Beweis des Kompakt-
heitssatzes sieht man wieder, daß ein Ultrafilter U auf I mit A :=

∏
Ψ∈I AΨ/U |= Σ

existiert. Also A ∈ K; aber nach Voraussetzung auch A ∈ {K wegen AΨ ∈ {K,
Widerspruch. �

Bemerkung 9.3.4. Kor. 9.3.3 kann man des öfteren verwenden, um die Unmög-
lichkeit einer endlichen Axiomatisierung gewisser Strukturklassen zu beweisen, z.B.:

Proposition 9.3.5. Die Klasse der reell abgeschlossenen Körper bzgl. der Spra-
che L = {0, 1,+,−, ·, <} ist nicht endlich axiomatisierbar.

Beweis. Sei n ≥ 2 eine natürliche Zahl. Wir zeigen zunächst: Es existiert ein
Körper Kn ⊆ R, so daß gilt:

(i) Kn ist formal reell.
(ii) Für alle α ∈ Kn ist

√
α ∈ Kn oder

√
−α ∈ Kn.

(iii) Alle Polynome f ∈ Kn[X] ungeraden Grades ≤ n haben eine Nullstelle
in Kn.

(iv) Kn ist nicht reell abgeschlossen.
Dazu definieren wir eine aufsteigende Folge F0 ⊆ F1 ⊆ · · · von Körpern wie folgt:
Es sei F0 := Q, und Fk+1 entstehe aus Fk durch Adjunktion aller Quadratwurzeln
(bzgl. R) positiver Zahlen aus Fk sowie aller reell algebraischen Zahlen ungeraden
Grades ≤ n über Fk. Setze Kn :=

⋃
k∈N0

Fk. Kn ⊆ R erfüllt offensichtlich (i)–
(iii). Wir beweisen: Für alle r ∈ N und α1, . . . , αr ∈ Kn ist [Q(α1, . . . , αr) : Q]
nicht durch Primzahlen p > n teilbar. Wir führen dazu Induktion nach k ∈ N0

und beweisen die Behauptung für alle r ∈ N, α1, . . . , αr ∈ Fk. Ist k = 0, also
αi ∈ Q, so ist alles klar. Ansonsten seien γ1, . . . , γs ∈ Fk−1, [Fk−1(γj) : Fk−1] ≤ n
für j = 1, . . . , s mit αi ∈ Q(γ1, . . . , γs) für alle i = 1, . . . , r gewählt. Dann teilt
[Q(α1, . . . , αr) : Q] die Zahl

[Q(α1, . . . , αr, γ1, . . . , γs) : Q] = [Q(γ1, . . . , γs) : Q]

wegen
Q(α1, . . . , αr, γ1, . . . , γs) ⊇ Q(α1, . . . , αr) ⊇ Q

und der Gradformel für endliche Körpererweiterungen. Wir können also von vorn-
herein [Fk−1(αi) : Fk−1] ≤ n annehmen, für alle i = 1, . . . , r. Seien nun β1, . . . , βt ∈
Fk−1 mit Irr(αi;Fk−1) ∈ Q(β1, . . . , βt)[X] für alle i = 1, . . . , r. Dann ist

[Q(α1, . . . , αi+1, β1, . . . , βt) : Q(α1, . . . , αi, β1, . . . , βt)] ≤ n

für alle i = 0, . . . , r − 1, ferner [Q(β1, . . . , βt) : Q] nach Induktionsvoraussetzung
nicht durch Primzahlen p > n teilbar, mithin also [Q(α1, . . . , αr, β1, . . . , βt) : Q] =:
m ein Produkt von Zahlen ≤ n. Nun ist aber m teilbar durch [Q(α1, . . . , αr) : Q]
wegen

Q(α1, . . . , αr, β1, . . . , βt) ⊇ Q(α1, . . . , αr) ⊇ Q,
und die Behauptung folgt.— Im Fall r = 1 bedeutet dies: Xp− 2, wobei p > n eine
Primzahl sei, kann keine Nullstelle in Kn besitzen, und Kn erfüllt deshalb auch (iv).
Sei nun U ein freier Ultrafilter auf N≥2 und K :=

∏
n≥2Kn/U . Mit dem Satz von

 Loś und wegen (i) ist auch K formal reell, und wegen (ii), (iii) reell abgeschlossen.
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Wir sehen, daß {RAK nicht unter Ultraprodukten abgeschlossen ist, RAK also
nicht endlich axiomatisiert werden kann. �

Ähnlich kann man im Fall der algebraisch abgeschlossenen Körper argumentie-
ren (vgl. [9], Ex. 2.16).

Wir wissen, daß L-Strukturen A, B mit isomorphen Ultrapotenzen AI/U ∼=
BI/U elementar äquivalent sind. (Kor. 9.2.7.) Wir kommen nicht umhin, den Leser
auf folgenden tiefliegenden Satz von Keisler-Shelah aufmerksam zu machen, der
zeigt, daß auch die Umkehrung dieser Aussage gilt:

Satz 9.3.6. (Keisler-Shelah’scher Ultrapotenzsatz, [148]) Seien A, B L-Struk-
turen. Dann sind äquivalent:

(i) A ≡ B.
(ii) Es gibt I, J und Ultrafilter U , V auf I bzw. J , so daß AI/U ∼= BJ/V.
(iii) Es gibt eine Menge I und einen Ultrafilter U auf I mit AI/U ∼= BI/U . �

(Vgl. auch Lemma 9.5.22.) Wir müssen auf einen Beweis dieses schönen Ergeb-
nisses leider verzichten; es sei nur angemerkt, daß uns (iii)⇒ (ii) klar und (ii)⇒ (i)
bekannt ist. Ein Beweis für (i) ⇒ (iii) findet sich z.B. in [2], [148]. Der Satz von
Keisler-Shelah zeigt also, daß elementare Äquivalenz ”in Wirklichkeit“ keine syn-
taktische Eigenschaft ist, sondern vollkommen ”algebraisch“ durch Isomorphie von
Ultrapotenzen charakterisiert werden kann; für eine weitere algebraische Charakte-
risierung elementarer Äquivalenz mittels sog. Ehrenfeucht-Fräıssé-Spiele s. [20].

In der nachfolgenden Übung untersuchen wir u.a. nochmals das Eingangsbei-
spiel der Faktorgruppenbildung.

Übung. Sei {Ki}i∈I eine Familie von Körpern, I 6= ∅. Bilde den Ring R :=∏
i∈I Ki. Ist U ein Ultrafilter auf I, so betrachte

MU :=
{
r ∈ R : ‖r = 0‖ ∈ U

}
.

Beweise:
(i) MU ist ein maximales Ideal in R.
(ii) Für jedes maximale Ideal m in R existiert ein Ultrafilter U über I mit

m = MU .
(iii) Es ist R/MU ∼=

∏
i∈I Ki/U .

Also sind Ultraprodukte von Körpern genau dasselbe wie Restklassenringe direk-
ter Produkte von Körpern nach maximalen Idealen. Zeige analog für Gruppen: Ist
{Gi}i∈I eine Familie von Gruppen, so ist

∏
i∈I Gi/U isomorph zu einer Faktorgrup-

pe des direkten Produkts der Gi. Die Umkehrung gilt in diesem Fall jedoch nicht:
Zeige, daß ein direktes Produkt unendlich vieler Gruppen und eine Faktorgruppe
desselben existiert, die kein reduziertes Produkt dieser Gruppen ist.

Wir beschäftigen uns nun mit der Erzeugung von Ultrapotenzen vorgeschrie-
bener Kardinalität: Ist U ein Ultrafilter auf I und A eine L-Struktur, so ist trivia-
lerweise card

(
AI/U

)
≤ card(A)card(I); unter welchen Voraussetzungen an A, I und

U gilt hier Gleichheit?

Definition 9.3.7. Sei U ein Ultrafilter auf I, κ eine Kardinalzahl.
(i) U heißt uniform, wenn für alle M ∈ U gilt: card(M) = card(I).
(ii) U heißt unvollständig, wenn es eine abzählbare Teilmenge V ⊆ U gibt mit⋂

V /∈ U .
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(iii) U heißt κ-regulär, wenn es eine Teilmenge V von U der Mächtigkeit κ
gibt, so daß jede abzählbare Folge {Mn}n∈N0 von paarweise verschiedenen
Mengen aus V leeren Durchschnitt besitzt, d.h.

⋂
n∈N0

Mn = ∅. (Das
bedeutet, daß jedes i ∈ I nur in endlich vielen Mengen von V liegt.)

(iv) U heißt regulär schlechthin, wenn U κ′-regulär für eine Kardinalzahl κ′

ist. (Es ist dann κ′ ≤ card(U).)

Bemerkung 9.3.8. Ein Ultrafilter ist ℵ0-regulär d.u.n.d., wenn er unvoll-
ständig ist.

Beweis. Sei U ein Ultrafilter auf I. Aus der ℵ0-Regularität von U folgt natür-
lich die Unvollständigkeit. Umgekehrt sei U unvollständig und V ⊆ U abzählbar
mit

⋂
V /∈ U gewählt. Sei I0 := I \

⋂
V; es ist I0 = {

⋂
V ∈ U nach der Ultrafilte-

reigenschaft. Sei {In}n∈N eine Abzählung von V. Sei Mn :=
⋂n
m=0 Im für n ∈ N0,

sowie W := {Mn : n ∈ N0}. Dann ist W ⊆ U , und für jede unendliche Teilmenge
W ′ ⊆ W ist

⋂
W ′ = ∅. �

Für Ultrafilter auf abzählbaren Mengen gilt nun:

Proposition 9.3.9. Sei U ein Ultrafilter auf der abzählbaren Menge I. Dann
sind äquivalent:

(i) U ist unvollständig.
(ii) U ist ℵ0-regulär.
(iii) U ist uniform.
(iv) U ist frei.

Beweis. Die Äquivalenz von (i) und (ii) wurde eben in Bem. 9.3.8 bewiesen.
Jeder uniforme Ultrafilter U auf abzählbarem I umfaßt den Fréchet-Filter auf I
und ist daher ℵ0-regulär; dies zeigt (iii) ⇒ (ii). Da Hauptultrafilter stets von einer
einelementigen Menge erzeugt werden (vgl. Übung nach Def. 9.1.4), muß jeder uni-
forme Ultrafilter über einer unendlichen Menge frei sein; es gilt also (iii)⇒ (iv). Ist
U frei, so kann keine endliche Menge in U liegen, denn wäre etwa M ∈ U endlich,
wobei |M | minimal mit dieser Eigenschaft gewählt wurde, und N ∈ U mit M 6⊆ N ,
so wäre M ∩ N ∈ U mit |M ∩ N | < |M |, ein Widerspruch; also würde im Wider-
spruch zur Annahme U = F(M) folgen, und da I nach Voraussetzung abzählbar
ist, haben wir (iv) ⇒ (iii). Trivialerweise gilt auch (i) ⇒ (iv). �

Für Mengen I höherer Mächtigkeit ist die Äquivalenz dieser Aussagen i.a. falsch
(vgl. [2]).— Die Existenz κ-regulärer Ultrafilter sichert:

Lemma 9.3.10. Zu jeder unendlichen Kardinalzahl κ gibt es eine Menge I der
Mächtigkeit κ und einen Ultrafilter U auf I, der κ-regulär ist.

Beweis. Sei I die Menge aller endlichen Teilmengen von κ und für α ∈ κ

〈α〉 :=
{
M ∈ I : α ∈M

}
.

Die Menge V := {〈α〉 : α ∈ κ} hat die endliche Durchschnittseigenschaft, denn
es gilt γ ∈ κ gdw. γ ⊆ κ, da κ insbesondere eine Ordinalzahl ist; sei U nach
Lemma 9.1.6 ein Ultrafilter auf I, der diese umfaßt. Es ist card(V) = κ, und ist
i ∈ I, so gibt es α1, . . . , αn ∈ κ, n ∈ N mit i = {α1, . . . , αn}. Also liegt i nur in den
Mengen 〈α1〉, . . . , 〈αn〉 aus V. U ist somit κ-regulär. �
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Unsere anfangs gestellte Frage nach der Erzeugung von Ultrapotenzen mit vor-
geschriebener Mächtigkeit beantwortet der folgende Satz. Wir erhalten eine hinrei-
chende Bedingung für card

(
AI/U

)
= card(A)card(I):

Satz 9.3.11. Sei U ein κ-regulärer Ultrafilter auf einer Menge I mit card(I) =
κ, wobei κ eine Kardinalzahl sei. Ist A eine unendliche L-Struktur, so ist

card
(
AI/U

)
= card(A)κ.

Beweis. Es bleibt nur noch card(A)κ ≤ card
(
AI/U

)
zu zeigen. Sei gemäß

Voraussetzung V ⊆ U so, daß card(V) = κ ist, und jedes i ∈ I lediglich in endlich
vielen M ∈ V vorkommt. Offenbar reicht es zu zeigen, daß eine injektive Abbildung
ι von AV in (A+)I/U existiert, wobei A+ :=

⋃
n∈N A

n ist. ((A+)I/U ist als das
Universum einer Ultrapotenz bzgl. der Sprache ∅ zu verstehen.) Nach dem Wohl-
ordnungssatz existiert eine Totalordnung ≤ auf V. Für jedes i ∈ I sei (M i

1, . . . ,M
i
ni

)
mit M i

1 < · · · < M i
ni

die endliche Folge derjenigen M ∈ V, die i enthalten (ni ∈ N).
Wir definieren ι(a) für a ∈ AV wie folgt: Sei a′ ∈ (A+)I mit

a′(i) :=
(
a(M i

1), . . . , a(M i
ni

)
)
∈ Ani ⊆ A+;

setze ι(a) := a′/U . Zu zeigen ist, daß für a, b ∈ AV , a 6= b folgt: ι(a) 6= ι(b). Sei
dazu M ∈ V mit a(M) 6= b(M) gewählt. Aber M kommt für jedes i ∈ M in der
Folge (M i

1, . . . ,M
i
ni

) vor, es ist also a′(i) 6= b′(i). Weil aber M ∈ U ist, folgt nach
der Definition der Ultrapotenz ι(a) = a′/U 6= b′/U = ι(b). �

Gewisse Ultraprodukte erfüllen eine Saturiertheitsbedingung. Wir sprechen da-
von, daß eine L-Struktur A ℵ1-saturiert ist, falls folgendes gilt: Für jede echt auf-
steigende Folge {rn}n∈N natürlicher Zahlen und alle Folgen {ϕn}n∈N von L-Formeln
ϕn(x1, . . . , xrn), für die

(9.3.49) A |= ∃x1 · · · ∃xrn

(
n∧
i=1

ϕi

)
für alle n ∈ N,

existiert eine Folge {an}n∈N in A, so daß

A |= ϕn(a1, . . . , arn
) für alle n ∈ N.

(Hierbei handelt es sich um einen Spezialfall eines wesentlich allgemeineren Be-
griffs, den man als Kristallisationspunkt der modernen ”abstrakten“ Modelltheorie
anzusehen hat; vgl. z.B. [8], §10, oder jedes andere Modelltheoriebuch.)

Satz 9.3.12. Sei U ein freier Ultrafilter auf N und {An}n∈N eine Familie von
L-Strukturen. Dann ist A :=

∏
n∈N An/U ℵ1-saturiert.

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir — mit den Bezeich-
nungen der Vorbemerkung — an, daß rn = n für alle n ∈ N. Angenommen, es gilt
(9.3.49). Dann ist also

Mn :=

{
m ∈ N : Am |= ∃x1 · · · ∃xn

(
n∧
i=1

ϕi

)}
∈ U

für jedes n ∈ N. Offensichtlich ist {Mn}n∈N eine absteigende Folge von Teilmengen
von N. Da U frei ist, ist stets M ′

n := Mn\{1, 2, . . . , n} ∈ U . {M ′
n}n∈N ist eine abstei-

gende Folge mit leerem Durchschnitt. Definiere nun {an}n∈N in
∏
Am wie folgt. Ist

m ∈M ′
n \M ′

n+1, so wähle a1m, . . . , anm ∈ Am mit Am |= (
∧n
i=1 ϕi) (a1m, . . . , anm);
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für jedes n ∈ N ist damit anm für alle m ∈ M ′
n definiert. Für m ∈ N \M ′

n wähle
anm ∈ Am beliebig. Nach dieser Definition ist für alle n ∈ N{

m ∈ N : Am |= ϕn(a1m, . . . , anm)
}
⊇

∞⋃
p=n

(
M ′
p \M ′

p+1

)
= M ′

n.

Der Satz von  Loś liefert nun A |= ϕn(a1/U , . . . , an/U) für alle n ∈ N und damit die
Behauptung. �

Zusammenfassung von Prop. 9.3.9, Lemma 9.3.10 und der Sätze 9.3.11 und
9.3.12 ergibt:

Korollar 9.3.13. Sei A eine unendliche L-Struktur. Dann existiert eine bzgl.
der Sprache L(A) ℵ1-saturierte, echte elementare Erweiterung von A der Form
AI/U , wobei U ein regulärer Ultrafilter auf der abzählbaren Menge I ist. �

Die nachfolgende Übung behandelt iterierte Ultrapotenzbildung.

Übung. Sei U1 Ultrafilter auf I1, U2 Ultrafilter auf I2 und

U1 × U2 :=
{
M ∈ 2I1×I2 :

{
i2 ∈ I2 :

{
i1 ∈ I1 : (i1, i2) ∈M

}
∈ U1

}
∈ U2

}
.

Man zeige:
(i) U1 × U2 ist ein Ultrafilter auf I1 × I2.
(ii) Für jede L-Struktur A ist

(
AI1/U1

)I2
/U2
∼= AI1×I2/U1 × U2.

9.4. Löwenheim-Skolem-Sätze und Kategorizität

Wir wenden uns nun dem Problem der Konstruktion möglichst kleiner und großer
elementarer Substrukturen bzw. Erweiterungen (vgl. auch Satz 9.3.11, Kor. 9.3.13)
zu.— Zunächst zum Kleinen: Angenommen, A ist eine L-Struktur, und C ⊆ A. Exi-
stieren dann ”kleine“ elementare Unterstrukturen B von A, die die Menge C ent-
halten? Wir wissen, daß es für C 6= ∅ oder im Falle, daß L eine Konstante enthält,
eine eindeutig bestimmte kleinste Substruktur von A gibt, die C umfaßt, nämlich
die von C in A erzeugte Unterstruktur 〈C〉A. Da jedes Element von B := 〈C〉A
durch einen konstanten Term in L(C) dargestellt werden kann, ist die Mächtigkeit
von C kleiner oder gleich der Mächtigkeit der Menge der konstanten L(C)-Terme,
also, wie man sich leicht überlegt, card(B) ≤ max(card(L), card(C)). Der Satz von
Löwenheim-Skolem in seiner ”Abwärts“-Variante [98], [151] besagt nun, daß es
stets eine elementare Substruktur B von A gibt mit C ⊆ B und dieser Kardina-
litätsbeschränkung. Jedoch gibt es keine kanonische Konstruktion von B in diesem
Fall: Wir haben nur einen reinen Existenzbeweis, basierend auf dem Auswahlaxiom.
(Der Kompaktheitssatz wird hier noch nicht benützt.)

Satz von Löwenheim-Skolem
”
abwärts“. Sei A eine L-Struktur, C ⊆ A.

Für jede Kardinalzahl κ mit max(card(L), card(C)) ≤ κ ≤ card(A) existiert eine
elementare Substruktur B von A mit B ⊇ C und card(B) = κ.

Beweis. Für jede Teilmenge D ⊆ A sei ΦD die Menge aller L(D)-Sätze der
Form ∃x(ϕ(x)) mit (A, D) |= ∃x(ϕ(x)). Zu jedem solchen Satz wähle per Auswahl-
axiom ein Element aϕ ∈ A mit (A, A) |= ϕ(aϕ). Sei D′ die Menge aller dieser
Elemente aϕ für ∃x(ϕ(x)) ∈ ΦD. Dann ist

card(D′) ≤ card(ΦD) ≤ max(card(L), card(D)).
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Für jedes d ∈ D ist der Satz ∃x(x = d) in ΦD und somit d = a(x=d) ∈ D′,
also D′ ⊇ D. Wähle nun C ′ als eine Menge der Mächtigkeit κ mit C ⊆ C ′ ⊆ A.
Wir definieren induktiv eine aufsteigende Folge {Ci}i∈N0 von Teilmengen von A
durch C0 := C ′, Ci+1 := (Ci)′. Dann ist für alle i ∈ N0 stets card(Ci) = κ, also
auch card(B) = κ für B :=

⋃
i∈N0

Ci. Um nachzuweisen, daß B Trägermenge einer
Substruktur B von A mit B ⊆ A ist, wenden wir Kor. 3.2.3 des Tarski-Vaught-
Tests an: Sei ∃x(ϕ(x)) ein L(B)-Satz und (A, B) |= ∃x(ϕ(x)). Da ϕ nur endlich
viele Namen von Elementen aus B enthält, ist ϕ in L(Cj) für ein j ∈ N0 und somit
∃x(ϕ(x)) ∈ ΦCj

. Also A |= ϕ(aϕ) und aϕ ∈ Cj+1 ⊆ B. �

Beispiel. Der Körper R als L-Struktur bzgl. L = {0, 1,+,−, ·} hat eine abzähl-
bare elementare Substruktur.

Das Gegenstück ”im Großen“ zu diesem Satz liefert uns die Anwendung des
Kompaktheitssatzes. (Oft auch: ”Satz von Löwenheim-Skolem-Tarski“, [164].)

Satz von Löwenheim-Skolem
”
aufwärts“. Sei A eine unendliche L-Struk-

tur und κ eine Kardinalzahl mit κ ≥ card(A)+card(L). Dann hat A eine elementare
Erweiterung B der Mächtigkeit κ.

Beweis. Erweitere die Sprache L(A) um eine Menge C ′ neuer Konstantensym-
bole mit card(C ′) = κ zu L(A∪C ′). Sei Σ die folgende Menge von L(A∪C ′)-Sätzen:

Σ := Th(A, A) ∪
{

(c1 6= c2) : c1, c2 ∈ C ′, c1 6= c2
}

Sei Σ′ ⊆ Σ endlich und c1, . . . , cn alle in Σ′ vorhandenen Konstantensymbole aus
C ′. Dann kann man offenbar (A, A) zu einem Modell A′ von Σ′ erweitern, indem
man die c1, . . . , cn durch verschiedene Elemente cA

′

i von A interpretiert (für i =
1, . . . , n). Nach dem Kompaktheitssatz hat Σ ein Modell D∗; sei D := D∗|L. Nach
Konstruktion ist card(D) ≥ κ, ferner nach isomorpher Korrektur A � D. Nach
Löwenheim-Skolem abwärts können wir eine elementare Substruktur B von D der
Kardinalität κ finden mit B ⊇ A. Da A � D, B � D, A ⊆ B, folgt A � B. �

Korollar 9.4.1. Sei Σ eine konsistente L-Satzmenge. Σ hat ein Modell mit
einer Mächtigkeit ≤ card(L). Hat Σ ein unendliches Modell, so auch eines in jeder
Mächtigkeit ≥ card(L).

Beweis. Wähle A |= Σ. Jedes endliche Modell von Σ hat eine Mächtigkeit
< card(L). Hat Σ nur unendliche Modelle, so wähle zunächst mit Löwenheim-
Skolem-Tarski eine L-Struktur B |= Σ mit card(B) = card(A) + card(L), alsdann
mit Löwenheim-Skolem ”abwärts“ eine elementare Substruktur von B der Mäch-
tigkeit card(L). Dies zeigt den ersten Teil der Behauptung; der zweite folgt daraus
mit Löwenheim-Skolem ”aufwärts“ wegen card(L) + card(L) = card(L). �

Übung. Sei A eine L-Struktur. Man zeige die Äquivalenz der folgenden beiden
Aussagen:

(i) Für alle B ≡ A gilt B ∼= A.
(ii) A ist endlich.

Folgere daraus, daß für eine vollständige Satzmenge Σ gilt: Σ hat genau dann ein
endliches Modell, wenn es bis auf Isomorphie nur ein Modell besitzt.

Der Satz von Löwenheim-Skolem aufwärts zeigt, daß es zu jeder unendlichen L-
Struktur A eine elementar äquivalente L-Struktur B gibt, die größere Mächtigkeit

224



als A besitzt und also nicht zu A isomorph sein kann. Betrachte etwa das System N0

der natürlichen Zahlen inklusive der Null. Es wird üblicherweise als eine Struktur
N0 = (N0, 0, s,+, ·) bzgl. der Sprache L = {0, s,+, ·} aus der Konstanten 0, dem
unären und den beiden binären Operationssymbolen s bzw. +, · definiert, die die
folgenden Axiome erfüllt:

(i) ∀x
(
s(x) 6= 0

)
(ii) ∀x∀y

(
s(x) = s(y)→ x = y

)
(iii) (Induktionsaxiom) Ist M eine Teilmenge von N0 mit den Eigenschaften

0 ∈M und ∀x
(
x ∈M → s(x) ∈M

)
, so M = N0.

(iv) ∀x(x+ 0 = 0)
(v) ∀x∀y

(
x+ s(y) = s(x+ y)

)
(vi) ∀x(x · 0 = 0)
(vii) ∀x∀y

(
x · s(y) = (x · y) + x

)
(Die Axiome (i)–(iii) sind die bekannten Peano-Axiome, (iv)–(vii) die rekursive De-
finition der Addition und Multiplikation.) Man weist in der Tat leicht nach, daß
diese Axiome (in der Tat schon die Peano-Axiome bzgl. der eingeschränkten Sprache
{0, s} allein) die gewohnte Struktur N0 der natürlichen Zahlen mit s als Nachfol-
gerfunktion und 0,+, · in ihrer gewohnten Bedeutung bis auf Isomorphie eindeutig
festlegen. Das Induktionsaxiom (iii), so wie es hier formuliert wurde, ist offensicht-
lich kein Satz der Logik erster Stufe, beinhaltet es doch eine Quantifizierung über
alle Teilmengen von N0. Wir könnten also versuchen, es durch eine Menge von
Sätzen erster Stufe zu ersetzen, welche nur die Teilmengen M von N0 betreffen, die
durch eine L-Formel ϕ(x) definiert werden können. Dies führt zur folgenden Menge
von Sätzen in L:

J :=
{(
ϕ(0) ∧ ∀x(ϕ(x)→ ϕ(s(x))))→ ∀x(ϕ(x)

)
: ϕ(x) ∈ FoL

}
Dann sind (i), (ii), (iv)–(vii) und das Induktionsschema J in Th(N0) enthalten;
man nennt PA :=

{
(i),(ii),(iv), . . . , (vii)

}
∪ J das Axiomensystem für die Peano-

Arithmetik und Th(N0) die volle Zahlentheorie erster Stufe. Mit dem Satz von
Löwenheim-Skolem aufwärts folgt nun, da das Standardmodell N0 von Th(N0) un-
endlich ist:

Korollar 9.4.2. (Skolem, [152]) Die volle Zahlentheorie erster Stufe — und
damit auch PA — besitzt Nichtstandard-Modelle, d.h. Modelle, die nicht isomorph
sind zum Standardmodell der natürlichen Zahlen. �

Dies zeigt, daß das System PA der Peano-Arithmetik echt schwächer ist als
das System (i)–(vii). Ferner zeigt das gleiche Argument, daß die Peano-Axiome
zusammen mit (iv)–(vii) nicht durch eine Menge von Sätzen erster Stufe in irgend-
einer Erweiterung L′ der Sprache L ersetzt werden können. Wir haben also ein
Beispiel eines Satzes zweiter Stufe, nämlich das Induktionsaxiom, der nicht durch
eine Menge von Sätzen in der ersten Stufe ersetzt werden kann.

Nachfolgende Übung kann als Ausgangspunkt der Nichtstandard-Analysis an-
gesehen werden ([11], Anhang I):

Übung. Sei L = {0, 1,+,−, ·, <} die Sprache der geordneten Ringe. Zeige, daß
es keine L-Satzmenge gibt, deren Modelle genau die archimedisch angeordneten
Körper sind.

Definition 9.4.3. Sei κ eine Kardinalzahl. Eine L-Theorie Σ heißt κ-katego-
risch, falls sie bis auf Isomorphie genau ein Modell der Mächtigkeit κ besitzt. Σ
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heißt schlechthin kategorisch, falls Σ bis auf Isomorphie überhaupt nur ein Modell
hat.

Beispiele.

(i) Die Theorie der linearen Ordnungen bzgl. {<} ist κ-kategorisch d.u.n.d.,
wenn κ endlich ist.

(ii) Die Theorie der elementar-abelschen p-Gruppen (p prim) ist κ-kategorisch
für alle Kardinalzahlen κ. (Eine abelsche Gruppe heißt dabei elementar,
wenn alle ihre Elemente quadratfreie Ordnung haben.)

(iii) Die Theorie der algebraisch abgeschlossenen Körper fester Charakteristik
ist κ-kategorisch für alle überabzählbaren Mächtigkeiten κ.

Beweis. Zu (i): In der Tat können zwei gleichmächtige lineare Ordnungen,
von denen die eine diskret, die andere dicht geordnet ist, nicht isomorph sein; für
beliebige unendliche Mächtigkeiten existieren solche nach dem Satz von Löwenheim-
Skolem ”aufwärts“.

Zu (ii): Wir stellen fest: Ist G eine elementar-abelsche p-Gruppe, so besitzt G
in natürlicher Weise die Struktur eines Vektorraums über dem Körper Fp: Die Vek-
toraddition ist die Addition in G, die Skalarmultiplikation die Vielfachenbildung.
Zwei elementar-abelsche p-Gruppen sind isomorph (als abelsche Gruppen) genau
dann, wenn sie als Fp-Vektorräume isomorph sind. Sind G, G′ elementar-abelsche
p-Gruppen gleicher endlicher Mächtigkeit, so ist also card(G) = pn, n := dimFp

G,
also auch card(G′) = pn und n = dimFp

G′, mithin G ∼= G′. Sind G, G′ elementar-
abelsche p-Gruppen gleicher unendlicher Mächtigkeit, so ist dimFp

G = cardG =
cardG′ = dimFp

G′, also wieder G ∼= G′.
(iii) schließlich ist der Satz von Steinitz (Satz 4.6.6). �

Aus dem Satz von Löwenheim-Skolem ”aufwärts“ und der dort anschliessenden
Übung folgt:

Proposition 9.4.4. Eine vollständige L-Theorie ist kategorisch genau dann,
wenn sie ein endliches Modell besitzt. (Theorien mit unendlichen Modellen sind
also nie kategorisch.) �

Wir erhalten ein weiteres Kriterium für Vollständigkeit (das aber nicht beson-
ders praktisch ist, da die Kategorizitätsbedingung nur selten erfüllt ist):

Satz 9.4.5. ( Loś-Vaught-Test, [93], [172]) Sei K eine elementare Klasse, Σ =
Th(K), κ ≥ card(L) eine Kardinalzahl. Ist Σ κ-kategorisch, so ist K vollständig
genau dann, wenn K nur unendliche Strukturen enthält.

Beweis. Sei K vollständig; wegen κ ≥ ℵ0 enthält K eine unendliche Struktur,
die aber zu keiner endlichen Struktur elementar äquivalent sein kann, so daß K

nur unendliche Strukturen enthält. Für die Umkehrung sei nun K ohne endliche
Strukturen, und seien A,B ∈ K. Wähle mit Löwenheim-Skolem-Tarski (Kor. 9.4.1)
Strukturen A′, B′ mit A′ ≡ A, B′ ≡ B und card(A′) = card(B′) = κ. Da K

elementar und Σ κ-kategorisch ist, folgt A′ ∼= B′, also insbesondere A ≡ A′ ≡ B′ ≡
B. �

Mit Satz 2.5.2 folgt sofort:

Korollar 9.4.6. Sei L abzählbar und effektiv gegeben. Ist Σ eine κ-kategori-
sche L-Theorie, die nur unendliche Modelle besitzt (κ eine Kardinalzahl ≥ card(L)),
und ist K rekursiv aufzählbar axiomatisierbar, so ist Σ entscheidbar. �
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Ein berühmtes Beispiel ist:

Satz 9.4.7. (Cantor) Die Theorie von DLO, der Klasse der dichten linearen
Ordnungen ohne Randpunkte, ist ℵ0-kategorisch bzgl. L = {<}.

Korollar 9.4.8. DLO ist vollständig und entscheidbar. �

Beweis (Satz 9.4.7). Seien A = (A,<A) und B = (B,<B) abzählbare dichte
unberandete lineare Ordnungen, etwa A = {ai}i∈N, B = {bi}i∈N. (Wir schreiben ab
jetzt < sowohl für <A als auch <B.) Wir verwenden die Beweismethode des ”Hin-
und-Her“ zur Konstruktion eines Isomorphismus A ∼= B. Man definiere sukzessive
Folgen {αi}i∈N in A, {βi}i∈N in B derart, daß {αi : i ∈ N} = A, {βi : i ∈ N} = B
und

(9.4.50) αi < αj ⇒ βi < βj

für alle i, j ∈ N. (Damit ist die durch αi 7→ βi definierte Abbildung ein Ordnungsi-
somorphismus von A auf B.)

Ist n = 1, so wählen wir α1, β1 beliebig aus A bzw. B. Seien nun für 1 ≤ i < n
die Teilfolgen (α1, . . . , αn−1) und (β1, . . . , βn−1) bereits wie gewünscht konstruiert,
d.h. daß (9.4.50) für alle 1 ≤ i, j < n gilt. Ist n gerade, so definiere αn als dasjenige
αj /∈ {α1, . . . , αn−1}mit kleinstem Index j. Da B dicht und unberandet ist, existiert
ein βn ∈ B mit

(
{α1, . . . , αn}, <

) ∼= ({β1, . . . , βn}, <
)
. Ist n ungerade, so wähle βn

als dasjenige bj /∈ {β1, . . . , βn−1} mit kleinstem Index j. Symmetrisch gibt es dann
ein αn ∈ A mit

(
{α1, . . . , αn}, <

) ∼= (
{β1, . . . , βn}, <

)
. Die so definierten Folgen

erfüllen offensichtlich (9.4.7) für alle i, j ∈ N. Dadurch erhält man also eine überall
definierte surjektive Abbildung A→ B, gegeben durch αi 7→ βi, die wegen (9.4.50)
ein Ordnungsisomorphismus ist. �

Mit Hilfes des Kategorizitätsbegriffs können wir ferner eine in Anwendungen
nützliche Bedingung für Modellvollständigkeit angeben:

Satz 9.4.9. (Lindströms Test, [90]) Sei K = Mod(Σ) eine induktive elementa-
re Klasse von L-Strukturen, Σ eine L-Theorie. Enthält K nur unendliche Modelle
von Σ und ist Σ κ-kategorisch (für eine Kardinalzahl κ ≥ card(L)), so ist K mo-
dellvollständig.

Beweis. Wir verwenden den Robinsonschen Test, Teil (ii). Seien A ⊆ B aus
K und ϕ(x) eine ∃1-Formel in L, a ein Tupel in A mit A |= ¬ϕ(a), B |= ϕ(a). Wie
im Beweis von Satz 8.3.2 definieren wir die Sprache LR und expandieren B zu einer
LR-Struktur BR durch RBR

:= A; sei Φ := Th(BR). Offenbar gilt:

(9.4.51) BR |= ∃x
(
ϕ(x) ∧ ¬ϕR(x)

)
,

denn für beliebige L-Formeln ψ(y) und zugehörige Tupel a′ aus A gilt

(9.4.52) RBR

|= ψR(a′) gdw. A |= ψ(a′),

wobei RBR

die Unterstruktur von BR mit Träger A = RBR

bezeichne. (Induktion
über den Formelaufbau von ψ.)

Wir zeigen nun, daß Φ ein Modell DR mit card(RDR

) ≥ κ besitzt. Dazu seien
{ci}i∈I paarweise verschiedene neue Konstanten für LR, wobei I eine Menge der
Mächtigkeit κ sei, und es bezeichne L′ die um diese Konstanten erweiterte Sprache
LR; sei Φ′ := Φ ∪ {Rci : i ∈ I} ∪ {ci 6= cj : i, j ∈ I, i 6= j}. Da A unendlich
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ist, ist Φ′ nach Kompaktheitssatz erfüllbar; sei E ein Modell von Φ′, DR := E|LR,
D := DR|L.

Da DR ≡ BR, existiert eine L-Struktur C mit C = RDR

, C ⊆ D; mit ei-
nem Analogon von (9.4.52) für D anstelle von B und C für A folgt C |= Σ.
Wegen dem Satz von Löwenheim-Skolem ”abwärts“ und κ ≥ card(L) können
wir o.B.d.A. card(C) = κ annehmen. Nun existiert eine existentiell abgeschlos-
sene Struktur der Mächtigkeit κ in K. (Ist C′ ⊇ C mit C′ ∈ E(K), so wähle mit
Löwenheim-Skolem ”abwärts“ C′′ � C′, card(C ′′) = κ; nach (G3′1) ist C′′ ∈ E(K);
ein solches C′ existiert wegen der Konfinalität von E(K) in K.) Es folgt C ∈ E(K)
wegen der vorausgesetzten κ-Kategorizität von Σ; für jedes Tupel c aus C gilt:
D |= ϕ(c) impliziert C |= ϕ(c). Dies widerspricht wegen DR ≡ BR der Tatsache
(9.4.51). �

Beispiel. Die Klasse der unendlichen elementar-abelschen p-Gruppen (p prim)
ist modellvollständig.

Weiteres über Kategorizität, insbesondere ℵ0-kategorische Theorien, findet sich
bei [8].

9.5. Topologisches zum Raum der Modelle

In diesem Abschnitt betrachten wir die Klasse aller Strukturen einer festen Spra-
che der Logik erster Stufe. Wir werden feststellen, daß diese in natürlicher Weise
topologisiert werden kann; insbesondere wird sich dann klären, was es mit der Be-
zeichnung ”Kompaktheitssatz“ auf sich hat.

Zunächst müssen wir uns eingehender mit Booleschen Algebren beschäftigen.
Wir verallgemeinern den Begriff des Filters von dem Spezialfall eines auf einer
Mengenalgebra definierten Filters, wie wir ihn bislang aufgefaßt haben, zu Filtern,
die auf beliebigen Booleschen Algebren definiert sind. Wir bezeichnen dabei die
kanonische Halbordnung auf einer Booleschen Algebra (B, 0, 1,u,t,∗ ) mit v, d.h.
es gelte a v b genau dann, wenn a t b = b, für alle a, b ∈ B. Alle Booleschen
Algebren seien hinfort nichttrivial, d.h. es gelte 0 6= 1.

Definition 9.5.1. Sei B eine Boolesche Algebra. Eine nichtleere Teilmenge
F ⊆ B heißt Filter auf B, falls folgende drei Bedingungen erfüllt sind:

(BF1) 0 /∈ F .
(BF2) Wenn a, b ∈ F , so a u b ∈ F .
(BF3) Wenn a ∈ F , b ∈ B und a v b, so b ∈ F .

Gelten für ∅ 6= F ⊆ B die Eigenschaften (BF2), (BF3), nicht aber (BF1), so heißt
F ein unechter Filter. Ist b 6= 0, so bezeichne

F(b) := {a ∈ B : b v a}
den von b erzeugten Hauptfilter von B. Filter, die keine Hauptfilter sind, heißen frei.
Ein Filter F von B ist ein Ultrafilter von B, falls entweder a ∈ F oder a∗ ∈ F für
alle a ∈ B. Ein Ultrafilter, der gleichzeitig Hauptfilter ist, heißt ein Hauptultrafilter.

Bemerkungen. Sei B eine Boolesche Algebra.
(i) Für jeden Filter F von B ist 1 ∈ F .
(ii) Erfüllt eine nichtleere Teilmenge F ⊆ B Axiom (BF3), so ist (BF1)

äquivalent mit F 6= B.

Dual zum Begriff des Filters ist der eines Ideals erklärt:
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Definition 9.5.2. Sei B eine Boolesche Algebra. Eine nichtleere Teilmenge
I ⊆ B heißt ein Ideal von B, falls folgende drei Bedingungen erfüllt sind:

(BI1) 1 /∈ I.
(BI2) Wenn a, b ∈ I, so a t b ∈ I.
(BI3) Wenn a ∈ B, b ∈ I und a v b, so a ∈ I.

Gelten für ∅ 6= I ⊆ B die Eigenschaften (BI2), (BI3), nicht aber (BI1), so heißt I
ein unechtes Ideal. Ist b 6= 1, so bezeichne

I(b) := {a ∈ B : b w a}
das von b erzeugte Hauptideal von B. Ideale, die keine Hauptideale sind, nennt man
frei. Ein Ideal I von B ist ein Primideal von B, falls entweder a ∈ I oder a∗ ∈ I
für alle a ∈ B.

Übung. Man zeige, daß man jede Boolesche Algebra B als kommutativen Ring
auffassen kann vermöge der Definition

a · b := a u b, a+ b := (a∗ u b) t (a u b∗), −a := a (a, b ∈ B).

Derart entstehende Ringe nennt man Boolesche Ringe. Zeige für eine nichtleere
Teilmenge I ⊆ B:

(i) I ist ein echtes Ideal im Ringsinn genau dann, wenn I ein Ideal im Sinne
der Booleschen Algebra ist.

(ii) I ist ein Primideal im Ringsinn genau dann, wenn I ein Primideal im
Sinne der Booleschen Algebra ist.

(iii) I ist ein Ideal (Primideal) genau dann, wenn I∗ := {a ∈ B : a∗ ∈ I} ein
Filter (Ultrafilter) ist.

Dies klärt formal den Zusammenhang z.B. zwischen den Lemmata 9.1.6, 9.1.7 und
den entsprechenden Aussagen der Ringtheorie.

Die in §9.1 bewiesenen Aussagen über Filter und Ultrafilter, v.a. Def. 9.1.5 und
Lemma 9.1.6 können mutatis mutandis auf den Fall beliebiger Boolescher Alge-
bren verallgemeinert werden, wie sich der Leser leicht überzeugt; durch Dualisie-
rung erhält man entsprechende Aussagen über Ideale und Primideale in Booleschen
Algebren.—

Stoneschen Räumen sind wir schon in §7.6 begegnet (vgl. Def. 7.6.3). Wir wer-
den nun zeigen, daß zwischen Stoneschen Räumen und Booleschen Algebren ein en-
ger Zusammenhang besteht, die sog. Stone-Dualität. Zu einem Stone-Raum (S,O)
sei B(S) ⊆ O die Boolesche Mengenalgebra der offen-abgeschlossenen Teilmengen
von S. Ist umgekehrt (B, 0, 1,u,t, ∗) eine Boolesche Algebra, so sei S(B) die Men-
ge aller Ultrafilter auf B; wir versehen S(B) mit einer Topologie, indem wir die
Mengen

〈a〉 := {p ∈ S(B) : a ∈ p} (a ∈ B)
als Basis offener Mengen zugrundelegen. (Es handelt sich tatsächlich um eine Basis,
da
⋃
a∈B〈a〉 = S(B) wegen 〈1〉 = S(B) und 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 〈a u b〉 für a, b ∈ B.) S(B)

heißt der Stonesche Raum von B, und dies zurecht [155]:

Stonescher Repräsentationssatz. Sei B eine Boolesche Algebra, S ein
Stonescher Raum.

(i) S(B) ist ein Stonescher Raum.
(ii) B(S) ist eine Boolesche Mengenalgebra.
(iii) Es ist B ∼= B(S(B)) unter der Abbildung b 7→ 〈b〉.
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(iv) Es ist S homöomorph zu S(B(S)) unter der Abbildung p 7→ F({p}).
(v) Genau dann ist B (bzw. B(S)) atomfrei, wenn S(B) (bzw. S) keine iso-

lierten Punkte besitzt.

(Wir haben F({p}) für die Menge {b ∈ B(S) : p ∈ b} geschrieben, auch wenn
{p} i.a. kein Element von B(S) ist.)

Beweis. (ii) ist trivial. Zu (i): Es ist S(B) 6= ∅, da B nichttrivial, nach der
Verallgemeinerung von Lemma 9.1.6. S(B) hat eine Basis von offen-abgeschlossenen
Mengen, da S(B) \ 〈b〉 = 〈b∗〉 für alle b ∈ B. Ferner ist S(B) Hausdorffsch, da es
für alle p 6= p′ aus S(B) ein b ∈ B gibt mit p ∈ 〈b〉 und p′ ∈ 〈b∗〉. Zum Nachweis der
Kompaktheit sei eine Überdeckung S(B) =

⋃
i∈I〈bi〉 von S(B) mit offenen Mengen

〈bi〉 gegeben. Nun ist aber

(9.5.53) ∅ = S(B) \
⋃
i∈I
〈bi〉 =

⋂
i∈I
S(B) \ 〈bi〉 =

⋂
i∈I
〈b∗i 〉.

Gibt es endlich viele i1, . . . , in ∈ I, so daß schon 〈b∗i1〉 ∩ · · · ∩ 〈b
∗
in
〉 = ∅, so sind wir

fertig. Ansonsten muß b∗i1 u· · ·ub
∗
in
6= ∅ sein für je endlich viele i1, . . . , in ∈ I, nach

der Verallgemeinerung von Lemma 9.1.6 existiert damit ein Ultrafilter p von B, der
alle b∗i mit i ∈ I enthält, also p ∈

⋂
i∈I〈b∗i 〉, im Widerspruch zu (9.5.53). Also ist

S(B) kompakt, und (i) ist bewiesen.
Zu (iii): Daß b 7→ 〈b〉 eine wohldefinierte Abbildung B → B(S(B)) ist, ist klar,

ebenso, daß sie einen Homomorphismus Boolescher Algebren darstellt. Ferner ist sie
surjektiv, denn ist M ⊆ S(B) offen-abgeschlossen, also M =

⋃
i∈I〈bi〉 für gewisse

bi ∈ B, so ist wegen der Abgeschlossenheit M auch kompakt, man kann also o.E. I
als endlich annehmen, so daß M = 〈

⊔
i∈I bi〉. Sie ist zudem injektiv: Denn sind

b 6= b′, o.B.d.A. b 6v b′, so wähle p ∈ 〈b u b′∗〉 gemäß Lemma 9.1.6; es ist p ∈ 〈b〉,
p /∈ 〈b′〉, also 〈b〉 6= 〈b′〉.

Zu (iv): Zunächst ist die Wohldefiniertheit von p 7→ F({p}) zu beweisen,
d.h. daß F({p}) ein Ultrafilter auf B(S) ist; dies ist aber unmittelbar einsichtig.
Zur Surjektivität sei U ein Ultrafilter auf B(S) und a :=

⋂
b∈U b. Es ist a 6= ∅, da

für je endlich viele der abgeschlossenen Mengen b1, . . . , bn ∈ U gilt b1∩ · · · ∩ bn 6= ∅
wegen der Filtereigenschaft von U , und S kompakt ist; zudem ist a einelementig,
weil S Hausdorffsch ist. Also a = {p} für ein p ∈ S und also U = F({p}). Ferner ist
die Zuordnung injektiv, wieder wegen der Hausdorff-Eigenschaft von S. Sie führt
offene Mengen in offene Mengen und abgeschlossene in abgeschlossene über, ist also
ein Homöomorphismus.

Zu (v): Sei B atomfrei, d.h. zu jedem b ∈ B, b 6= 0 existiere ein a ∈ B, a 6= 0
mit a 6= b, a v b. Angenommen, p ∈ S(B) sei ein isolierter Punkt, d.h. {p} offen
in S(B), also {p} = 〈b〉 für ein b ∈ B. Damit ist aber a ∈ P für alle a ∈ B mit
0 @ a @ b. (Denn es gibt nach 9.1.6 einen Ultrafilter auf B, der a enthält, und so
ein Ultrafilter enthält auch b und muß damit gleich p sein.) Wähle ein solches a
gemäß der Atomfreiheit von B. Damit ist auch 0 @ a∗ u b @ b, also a∗ u b ∈ p.
Andererseits ist aber a∗ u b @ a∗, und es folgt a∗ ∈ p, Widerspruch. Umgekehrt sei
S(B) ohne isolierte Punkte und b ∈ B\{0} ein Atom von B. Wähle einen Ultrafilter
p von B mit b ∈ p nach Lemma 9.1.6. Dann betrachte 〈b〉; ist p′ 6= p aus 〈b〉 und
o.B.d.A. p 6⊆ p′, etwa a ∈ p \ p′, a 6= 0, so ist wegen a u b v b entweder a u b = b,
also b v a und somit a ∈ p′, oder aber 0 = a u b ∈ p, beidesmal ein Widerspruch.
Damit ist {p} = 〈b〉, also p ein isolierter Punkt von S(B). �

230



Insbesondere besagt dieser Satz, daß jede Boolesche Algebra B isomorph ist zu
einer gewissen Mengenalgebra, nämlich B(S(B)) ist; diese wird das zweite Dual zu
B genannt.

Übung. Bilden B( · ) und S( · ) eine Galois-Verbindung?

Bemerkung. Für den mit der Kategorientheorie vertrauten Leser merken wir
an, daß sogar folgender weitergehende Zusammenhang zwischen Booleschen Alge-
bren und Stoneschen Räumen zutrifft: Bezeichnet man mit B die Kategorie der
Booleschen Algebren und ihrer Homomorphismen und mit S die Kategorie der Sto-
neschen Räume und stetigen Abbildungen zwischen ihnen, und definiert man für
einen Homomorphismus h : B → B′ Boolescher Algebren die Abbildung

S(h) : S(B′)→ S(B) durch p 7→ h−1(p)

und für eine stetige Abbildung f : S → S′ zwischen Stoneschen Räumen die Abbil-
dung

B(f) : B(S′)→ B(S) durch M 7→ f−1(M),

so erhält man wohldefinierte stetige Abbildungen S(h) und Homomorphismen B(f).
Damit sind S : B → S und B : S → B kontravariante Funktoren, und es gilt:
S : B→ S ist eine Dualität (auch Antiäquivalenz genannt) zwischen den Kategorien
B und S, m.a.W. es gilt:

(i) S ist volltreu, d.h. für jedes Paar von Objekten B, B′ aus B ist die
Abbildung

Hom(B,B′)→ Hom(S(B′),S(B)), h 7→ S(h)

bijektiv.
(ii) Jedes Objekt S aus S ist zu einem Objekt der Form S(B) mit B aus B

isomorph.
(Analog für B : S→ B.)

Wir erhalten jetzt auch leicht ein Beispiel für einen Cantorschen Raum C,
d.h. einen Stoneschen Raum ohne isolierte Punkte, wie wir ihn in §7.6 benötigten:
Man wähle einfach eine atomfreie Boolesche Algebra, etwa die von allen halboffenen
Intervallen [a; b[ mit 0 ≤ a ≤ b ≤ ∞ in Q≥0 erzeugte Boolesche Algebra B, und
setze C := S(B).

Wichtige Beispiele Boolescher Algebren sind in unserem Zusammenhang die
folgenden: Sei L eine Sprache der Prädikatenlogik, SaL die Menge der Sätze von L
und ∼ die Relation der logischen Äquivalenz auf SaL. ∼ ist eine Kongruenzrelation
auf der Struktur (SaL, 0, 1,∧,∨,¬), wobei 0 := ∃x(x 6= x) und 1 := ∀x(x = x).
Schreiben wir ϕ/∼ für die Äquivalenzklasse von ϕ ∈ SaL bzgl. ∼, so bildet al-
so BL := (SaL/∼, 0/∼, 1/∼,∧,∨,¬) als Quotientenstruktur von (SaL, 0, 1,∧,∨,¬)
nach ∼ eine Boolesche Algebra, die Lindenbaum-Tarski-Algebra von L. Es gilt of-
fenbar (vgl. §2.7):

Proposition 9.5.3. Die L-Theorien entsprechen genau den Filtern von BL,
die vollständigen L-Theorien genau den Ultrafiltern von BL. �

Wir sind nun in der Lage, eine topologische Formulierung des Kompaktheits-
satzes zu geben. Dazu betrachten wir auf syntaktischer Ebene den Stone-Raum SL
zu BL, also SL = S(BL), den man auch den Raum aller Interpretationen nennt. SL
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ist die Menge aller vollständigen L-Theorien und besitzt eine Basis von offen-abge-
schlossenen Mengen der Form 〈ϕ〉 = {Φ ∈ SL : ϕ ∈ Φ} mit ϕ ∈ SaL; die offenen
Mengen dieses Raums sind genau die der Form

⋃
ϕ∈Σ〈ϕ〉 für ein Σ ⊆ SaL, die ab-

geschlossenen Mengen sind umgekehrt genau die der Form
⋂
ϕ∈Σ〈ϕ〉 für Σ ⊆ SaL.

Ferner gilt:

Proposition 9.5.4. Die Zuordnung
⋂
ϕ∈Σ〈ϕ〉 7→ Σ|= = {ψ ∈ SaL : Σ |= ψ}

ist eine Bijektion zwischen den nichtleeren abgeschlossenen Teilmengen von SL und
den L-Theorien.

Beweis. Übung. �

Der Raum SL spiegelt also nicht nur die vollständigen, sondern alle L-Theorien
wider. Auf semantischer Ebene betrachten wir die Klasse ModL aller L-Strukturen.
Wir topologisieren sie, indem wir die elementaren Klassen Mod(ϕ) mit ϕ ∈ SaL als
offene Basisklassen deklarieren; diese sind auch abgeschlossen, da ja stets

ModL \Mod(ϕ) = Mod(¬ϕ) für ϕ ∈ SaL.

Die abgeschlossenen Klassen bzgl. dieser Topologie sind genau die elementaren
Klassen. Man nennt den so entstehenden nulldimensionalen topologischen Raum
den Raum der Modelle. Wir wollen festhalten, daß ModL kein Hausdorff-Raum ist:
Man betrachte zwei L-Strukturen A,B mit A ≡ B, aber A 6∼= B. (Solche existieren
stets nach dem Satz von Löwenheim-Skolem-Tarski.) Für alle L-Sätze ϕ gilt dann:
A ∈ Mod(ϕ) gdw. B ∈ Mod(ϕ). A und B können also nicht getrennt werden.

Den Zusammenhang zwischen den topologischen Räumen ModL und SL zeigt:

Lemma 9.5.5. Es ist SL ∼= ModL /≡.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung q : ModL → SL,A 7→ Th(A). Dann
gilt für jede abgeschlossene Teilmenge M =

⋂
ϕ∈Σ〈ϕ〉 von SL (Σ ⊆ SaL)

q−1(M) = {A : Th(A) ∈M} = {A : Σ ⊆ Th(A)} = Mod(Σ).

q ist also stetig, und es gilt q(A) = q(B) gdw. A ≡ B. Daraus folgt, daß SL ∼=
ModL /≡. �

Die Quotientenbildung nach ≡ läßt also gerade einen Hausdorff-Raum entste-
hen.—

Eine topologische Verkleidung des Kompaktheitssatzes lautet nun wie folgt.
(Nach Tarski, [166]; mit der Topologisierung der Aussagenlogik hatte sich Tarski
schon 1935 beschäftigt: [163]):

Satz 9.5.6. (Kompaktheitssatz, topologische Form) SL und ModL sind kom-
pakt.

Beweis. Für SL ist dies klar nach dem Stoneschen Repräsentationssatz; für
ModL folgt es unmittelbar aus Lemma 9.5.5. �

Formuliert man die Kompaktheit etwa von SL explizit aus, so sieht man, daß
sich genau die Aussage des landläufigen ”Kompaktheitssatzes“ (man sollte bes-
ser sagen: ”Endlichkeitssatzes“) ergibt; wir haben also den Kompaktheitssatz aus
der Stone-Dualität bewiesen. Umgekehrt zeigt man leicht, daß Satz 9.5.6 aus dem
Kompaktheitssatz folgt.
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Korollar 9.5.7. Die offen-abgeschlossenen Mengen von SL sind genau die der
Form 〈ϕ〉 für L-Sätze ϕ. Die offen-abgeschlossenen Klassen von ModL sind genau
die der Form Mod(ϕ) für L-Sätze ϕ. (Insbesondere ist eine elementare Klasse end-
lich axiomatisierbar d.u.n.d., wenn auch ihr Komplement in ModL axiomatisierbar
ist.)

Beweis. In jedem nulldimensionalen kompakten Raum (X,O) mit offen-ab-
geschlossenen Basismengen Oi (i ∈ I) gilt: Ist U ⊆ X offen-abgeschlossen, so
U =

⋃
j∈J Oj für ein J ⊆ I, und wegen der Kompaktheit von (X,O) ist U als abge-

schlosssene Menge auch kompakt, also U = Oj1∪· · ·∪Ojn für gewisse j1, . . . , jn ∈ J .
Da in unseren beiden Fällen das zugrundegelegte System der offen-abgeschlossenen
Basismengen jeweils unter endlicher Vereinigung abgeschlossen ist, folgt die Be-
hauptung. �

Übung. Man zeige, daß eine vollständige L-Theorie Φ genau dann endlich
axiomatisierbar ist, wenn sie als Punkt im Raum SL isoliert liegt.

Definition 9.5.8. Ein topologischer Raum (X,O) heißt normal, wenn er die
Alexandroff-Hopfschen Trennungsaxiome T1 und T4 erfüllt:

(T1) Jede einelementige Menge ist abgeschlossen.
(T4) Je zwei disjunkte abgeschlossene Mengen besitzen disjunkte offene Um-

gebungen.

Wir betrachten auch folgende stärkere Version von T4:
(T ′4) Je zwei disjunkte abgeschlossene Mengen besitzen disjunkte offen-abge-

schlossene Umgebungen.

Proposition 9.5.9. Jeder nulldimensionale kompakte Raum erfüllt T ′4 und also
T4. Jeder nulldimensionale Hausdorffraum (insbesondere also jeder Stoneraum) ist
T1 und T ′4, also normal.

Beweis. Sei (X,O) nulldimensional kompakt, und seien U, V ⊆ X disjunkte
abgeschlossene Mengen, o. E. beide nichtleer. Es ist {V offen, um jeden Punkt x ∈ U
existiert also eine offen-abgeschlossene Umgebung Ux ⊆ {V ; da U als abgeschlossene
Teilmenge des kompakten Raums X selbst kompakt ist, überdecken schon endlich
viele davon U , und wir erhalten eine offen-abgeschlossene Menge U ′ mit U ⊆ U ′ ⊆
{V , also in U ′ und V ′ := {U ′ die gesuchten trennenden Umgebungen. Ist (X,O)
darüber hinaus Hausdorffsch, so auch normal, da in jedem Hausdorffraum T1 gilt.

�

Korollar 9.5.10. ModL ist T4, aber nicht normal. SL ist normal. �

Mit Kor. 9.5.7 folgt ferner:

Korollar 9.5.11. (Trennungslemma) Sind K, K′ elementare Teilklassen der
Klasse ModL mit K ∩ K′ = ∅, so existiert ein L-Satz ϕ mit K ⊆ Mod(ϕ), K′ ⊆
Mod(¬ϕ). (ϕ trennt K und K′.) �

Lemma 9.5.12. Seien L ⊆ L+ Sprachen der Logik erster Stufe. Die Abbildung

π = πL
+

L : ModL+ → ModL, A 7→ A|L
ist stetig, ebenso

σ = σL
+

L : SL+ → SL, Φ 7→ Φ ∩ SaL.
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Beweis. Nur für π (für σ analog): Ist K = Mod(Σ) ⊆ ModL mit Σ ⊆ SaL, so
ist π−1(K) = Mod(Σ) ⊆ ModL+ , also abgeschlossen; π ist stetig. �

Proposition 9.5.13. Sei (X,O) ein kompakter Raum, (X ′,O′) ein Hausdorff-
raum, und f : X → X ′ eine stetige Abbildung. Dann ist f abgeschlossen.

Beweis. Sei A ⊆ X eine abgeschlossene Teilmenge; A ist kompakt, und da
Bilder kompakter Teilmengen unter stetigen Abbildungen wieder kompakt sind,
auch f(A). Da (X ′,O′) Hausdorffsch ist, sind alle kompakten Teilmengen von X ′

abgeschlossen. Also ist f(A) abgeschlossen in X ′. �

Korollar 9.5.14. Die Abbildungen σ aus Lemma 9.5.12 und q aus dem Beweis
von Lemma 9.5.5 sind stetig und abgeschlossen. �

Definition 9.5.15. Eine Klasse K von L-Strukturen heißt pseudoelementar,
falls eine Sprache L+ ⊇ L und eine elementare Klasse K+ von L+-Strukturen
existieren mit K = πL

+

L (K+).

Bemerkung 9.5.16. Strukturklassen kann man offenbar in kanonischer Weise
als Kategorien auffassen (mit den Homomorphismen der zugehörigen Sprache als
Morphismen). Damit induziert πL

+

L vermöge

Hom(A,B)→ Hom(A|L,B|L) = Hom(πL
+

L (A), πL
+

L (B)), f 7→ f

für A,B ∈ ModL+ einen (kovarianten) Funktor ModL+ → ModL, einen Vergiß-
funktor. K ist also pseudoelementar genau dann, wenn es Bild einer elementaren
Klasse unter einem Vergißfunktor ist.

Lemma 9.5.17. Pseudoelementare Klassen sind abgeschlossen unter Ultrapro-
dukten.

Beweis. Seien L, L+ Sprachen erster Stufe, K = πL
+

L (K+) mit K+ elementar.
Sei

∏
i∈I π

L+

L (Ai)/U ein Ultraprodukt in K, etwa I 6= ∅, U ein Ultrafilter auf
I, {Ai}i∈I eine Familie von L+-Strukturen aus K+. Man überprüft leicht, daß∏
i∈I π

L+

L (Ai)/U = πL
+

L

(∏
i∈I Ai/U

)
ist, und nach  Loś letzteres aus πL

+

L (K+). �

Korollar 9.5.18. Eine pseudoelementare Klasse ist elementar genau dann,
wenn sie unter elementarer Äquivalenz abgeschlossen ist. �

Beispiel. Die Klasse aller Gruppen, die multiplikative Gruppen von Körpern
sind, ist pseudoelementar, aber nicht elementar. (Bem. 9.3.2.)

Mehr über topologische Eigenschaften (etwa die Borelmengen) der Räume SL
und ModL findet sich in [4], §5. (Man sieht dort u.a., daß aus dem Satz von Ury-
sohn im Fall einer abzählbaren Sprache L sogar die Metrisierbarkeit des Raums der
Interpretationen folgt.) Wir wollen hier nur noch anfügen, wie man Berührpunkte
in SL und ModL charakterisieren kann. (Der Einfachheit halber beschränken wir
uns auf ModL.) Als Anwendung geben wir einen Beweis des Craigschen Interpola-
tionssatzes.
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Die abgeschlossene Hülle X einer Menge X können wir zunächst wie folgt
beschreiben: Sei X ⊆ ModL; dann gilt:

X =
⋂{

A : ModL ⊇ A ⊇ X, A abgeschlossen
}

=
⋂{

A : ModL ⊇ A ⊇ X, A offen-abgeschlossen
}

=
9.5.7

⋂{
Mod(ϕ) : X ⊆ Mod(ϕ), ϕ ∈ SaL

}
=

⋂{
Mod(ϕ) : ϕ ∈ SaL,A |= ϕ für alle A ∈ X

}
=

{
A ∈ ModL : A |= Th(X)

}
= Mod(Th(X)).

Lemma 9.5.19. Sei M = {Ai}i∈I eine nichtleere Familie von L-Strukturen
und B eine L-Struktur. Dann gilt B |= Th (

⋃
{Ai : i ∈ I}) genau dann, wenn ein

Ultrafilter U auf I existiert derart, daß B ≡
∏
i∈I Ai/U gilt.

Beweis. Nach Definition ist Th(M) =
{
ϕ ∈ SaL : Ai |= ϕ für alle i ∈ I

}
. Falls

B ≡
∏
i∈I Ai/U für einen Ultrafilter U auf I, dann folgt wegen Th(M) ⊆ Th(Ai)

für alle i ∈ I nach dem Satz von  Loś
∏
i∈I Ai/U |= Th(M), also B |= Th(M).

Umgekehrt sei jetzt B |= Th(M). Sei Th(B) = {ϕj : j ∈ J}. Für jedes j ∈ J
gilt Dj := {i ∈ I : Ai |= ϕj} 6= ∅, denn sonst wäre ¬ϕj in allen Ai gültig, also
¬ϕj ∈ Th(M), wegen B |= Th(M) also B |= ¬ϕj , im Widerspruch zu ϕj ∈ Th(B).
Die Menge {Dj : j ∈ J} hat die endliche Durchschnittseigenschaft: Es ist

Dj1 ∩Dj2 =
{
i ∈ I : Ai |= (ϕj1 ∧ ϕj2)

}
6= ∅,

denn sonst würde wie oben ¬(ϕj1 ∧ ϕj2) ∈ Th(M), also B |= ¬(ϕj1 ∧ ϕj2) folgen,
im Widerspruch zu B |= ϕj1 , B |= ϕj2 . Daher existiert ein Ultrafilter U auf I mit
Dj ∈ U für alle j ∈ J ; setze C :=

∏
i∈I Ai/U . Nach dem Satz von  Loś folgt C |= ϕj

für alle j ∈ J , also C |= Th(B), d.h. B ≡ C. �

Korollar 9.5.20. (Kochen, [86]) Sei X ⊆ ModL eine Menge. Dann gilt

X =

{
B : B ≡

∏
A∈X

A/U für einen Ultrafilter U auf X

}
.

(”Ultraprodukte von Elementen aus X sind gerade die Berührpunkte von X.“) �

Nun zum Satz von Craig. Wir zeigen allgemeiner:

Satz 9.5.21. Seien L1, L2 Sprachen der Logik erster Stufe, L := L1 ∩L2, und
seien Σ1 bzw. Σ2 Satzmengen in L1 bzw. L2 derart, daß Σ1∪Σ2 kein Modell besitzt.
Dann gibt es einen L-Satz ϕ mit Σ1 |= ϕ und Σ2 |= ¬ϕ.

Zum Beweis einige technische Vorbemerkungen. Schwächer als der Satz von
Keisler-Shelah ist:

Lemma 9.5.22. (Fraynesches Lemma, [77]) Zwei L-Strukturen A, B sind ele-
mentar äquivalent genau dann, wenn A elementar in eine Ultrapotenz von B ein-
gebettet werden kann.

Beweis. Die eine Richtung ist trivial. Umgekehrt seien A ≡ B. Setze F := BA.
Für f ∈ F bezeichne B(f) diejenige L(A)-Struktur, die man aus B durch Definition
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von aB(f) := f(a) für alle a ∈ A gewinnt; ferner sei für jedes n ∈ N0, L-Formeln
ϕ(x1, . . . , xn) und a ∈ An mit A |= ϕ(a)

Dϕ,a :=
{
f ∈ F : B |= ϕ(f(a))

}
.

Wegen A ≡ B sind alle Dϕ,a nichtleer; das System

D :=
{
Dϕ,a : n ∈ N0, ϕ(x1, . . . , xn) ∈ FoL,a ∈ An, ϕ[a/x] ∈ Th(A, A)

}
(x = (x1, . . . , xn)) ist zudem abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten. Sei
U ⊇ D ein Ultrafilter auf F . Nach Definition gilt nun∏

f∈F

B(f)/U |= Th(A, A),

m.a.W.: (A, A) kann in die L(A)-Struktur
∏
f∈F B(f)/U elementar eingebettet

werden. Dies trifft dann aber auch auf die L-Redukte A und

π
L(A)
L

∏
f∈F

B(f)/U

 =
∏
f∈F

π
L(A)
L

(
B(f)

)/
U = BI/U

zu. �

Lemma 9.5.23. Seien L1, L2, L Sprachen der Logik erster Stufe, L = L1 ∩L2,
und K1 bzw. K2 seien elementare Klassen von L1- bzw. L2-Strukturen. Seien πi :=
πLi

L : ModLi → ModL,A 7→ A|L die Vergißabbildungen (i = 1, 2). Dann gilt

q
(
π1(K1) ∩ π2(K2)

)
= q

(
π1(K1) ∩ π2(K2)

)
.

(Dabei sei q : ModL → SL,A 7→ Th(A).)

Beweis. Die Inklusion ”⊆“ ist trivial. Sei umgekehrt A eine L-Struktur, bis auf
elementare Äquivalenz aus π1(K1)∩π2(K2); also B0|L ≡ A ≡ C0|L für gewisse B0 ∈
K1, C0 ∈ K2. Unter alternierender Anwendung des Frayneschen Lemmas erhält man
induktiv zwei Folgen {Bn}n∈N0 , {Cn}n∈N0 von L1- bzw. L2-Strukturen mit Cn|L �
Bn+1|L � Cn+1|L für alle n ∈ N0 sowie elementare Einbettungen Bn ↪→ Bn+1,
Cn ↪→ Cn+1. Setze B :=

⋃
{Bn : n ∈ N} und C :=

⋃
{Cn : n ∈ N}. B ∈ ModL1

(bzw. C ∈ ModL2) können wir nun kanonisch zu einer (L1 ∪ L2)-Struktur D mit
D|L ≡ B|L ≡ C|L machen, indem wir C (bzw. B) als Muster verwenden. Modulo
isomorpher Identifizierung sind nun {Bn}n∈N0 , {Cn}n∈N0 elementare Ketten mit
Vereinigungen B bzw. C, so daß mit dem Satz über elementare Ketten D|L1 ∈ K1,
D|L2 ∈ K2 folgt, und A ≡ D|L ∈ π1(K1) ∩ π2(K2), wie gewünscht. �

Beweis (Satz 9.5.21). Sei K1 := Mod(Σ1), K2 := Mod(Σ2). Nach Voraus-
setzung ist π1(K1) ∩ π2(K2) = ∅, weil man sonst ein Modell von Σ1 ∪ Σ2 erhalten
könnte. Nach Lemma 9.5.23 folgt π1(K1)∩π2(K2) = ∅, und mit Kor. 9.5.11 finden
wir einen L-Satz ϕ, der π1(K1) und π2(K2) trennt, also

π1(K1) ⊆ Mod(ϕ), π2(K2) ⊆ Mod(¬ϕ);

somit auch K1 ⊆ Mod(ϕ), K2 ⊆ Mod(¬ϕ), d.h. Σ1 |= ϕ, Σ2 |= ¬ϕ. �

Wir erhalten nun unmittelbar:

Korollar 9.5.24. (Craigscher Interpolationssatz, [65]) Seien L1, L2 Sprachen
der Logik erster Stufe, ϕ und ψ Sätze aus L1 bzw. L2 mit ϕ |= ψ. Dann existiert
ein (L1 ∩ L2)-Satz χ mit ϕ |= χ und χ |= ψ.
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Beweis. Setze Σ1 := {ϕ}, Σ2 := {¬ψ}. �

Korollar 9.5.25. (Robinsonscher Modellverträglichkeitssatz, [125]) Seien L1,
L2 Sprachen der Logik erster Stufe, L := L1 ∩ L2, sowie Σ1 bzw. Σ2 Satzmengen
in L1 bzw. L2. ∆ ⊆ Σ1 ∩ Σ2 sei eine vollständige Theorie in L. Sind Σ1 und Σ2

konsistent, so auch Σ1 ∪ Σ2.

Beweis. Ist ϕ ein L-Satz mit Σ1 |= ϕ, so folgt wegen der Vollständigkeit von
∆ auch ∆ |= ϕ, also Σ2 |= ϕ, d.h. Σ2 6|= ¬ϕ. Mit Satz 9.5.21 folgt die Konsistenz
von Σ1 ∪ Σ2. �

Beispiel. Ist G eine endliche Gruppe, so sei KG die Klasse aller Körper K
(als L-Strukturen mit L = {0, 1,+,−, ·}) dergestalt, daß G ∼= Gal(K/k) für einen
Teilkörper k ⊆ K. Sei ∆ eine Vervollständigung der Körpertheorie und seien G,
H endliche Gruppen. Hat ∆ Modelle in KG und in KH , so auch in KG ∩ KH ;
denn es existieren Sprachen L1, L2 ⊇ L mit L = L1 ∩ L2 und elementare Klassen
K̃G, K̃H mit π1(K̃G) = KG, π2(K̃H) = KH (πi : ModLi

→ ModL,A 7→ A|L), also
Σ1 := Th(K̃G) ∩∆, Σ2 := Th(K̃H) ∩∆ konsistente L1- bzw. L2-Theorien. (Nach
einem Satz von Artin ist für einen Körper K und eine endliche Gruppe G von Auto-
morphismen von K die Erweiterung K/KG endlich galois’sch mit Gal(K/KG) = G,
wobei KG den Fixkörper von G in K bezeichne; [34], VI, Thm. 1.8.) Gibt es also
endlich galois’sche Körpererweiterungen K1/k1, K2/k2 mit K1,K2 ∈ Mod(∆), die
G bzw. H als Galoisgruppe haben, so existieren auch Körpererweiterungen K/k′1,
K/k′2 mit K ∈ Mod(∆), die G bzw. H als Galoisgruppen realisieren. (Die Fragestel-
lung, ob es zu jeder gegebenen endlichen Gruppe G eine endliche Galoiserweiterung
von Q gibt, die G als Galoisgruppe besitzt, heißt das Umkehrproblem der Galois-
theorie und ist bis heute ungelöst; [34], VI, S. 261 und §15.)

Schließlich erhalten wir als weiteres Korollar das Definierbarkeitslemma von
Beth. Wir definieren dazu für eine Sprache L der Logik erster Stufe: Sind R, R′

zwei n-stellige Relationssymbole (n ∈ N0), die nicht zu L gehören, so bezeichne
L(R) die Expansion von L, die durch Hinzufügen von R zum Alphabet von L
entsteht, entsprechend L(R′); ist Σ(R) eine Menge von L(R)-Sätzen, so sei Σ(R′)
die Menge aller L(R′)-Sätze, die man aus den Sätzen von Σ(R) durch Ersetzen
von R durch R′ erhält (analog für einzelne L(R)-Sätze ϕ(R)). R wird durch Σ(R)
implizit definiert, wenn

Σ(R) ∪ Σ(R′) |= ∀x1 · · · ∀xn
(
R(x1, . . . , xn)↔ R′(x1, . . . , xn)

)
.

R ist durch Σ(R) explizit definiert, wenn es eine L-Formel ϕ(x1, . . . , xn) gibt, so
daß

Σ(R) |= ∀x1 · · · ∀xn
(
R(x1, . . . , xn)↔ ϕ

)
.

Damit (vgl. auch[8], §6.6 und Exercise 2.6.6):

Korollar 9.5.26. (Definierbarkeitslemma von Beth, [53]) Σ(R) definiert R
explizit genau dann, wenn R von Σ(R) implizit definiert wird.

Beweis. Wenn Σ(R) explizit R definiert, so auch implizit. Umgekehrt seien
nun c1, . . . , cn paarweise verschiedene nicht in L vorkommende Konstanten. Dann
gilt

Σ(R) ∪ Σ(R′) |=
(
R→ R′

)
[c1/x1, . . . , cn/xn]
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nach Voraussetzung. Mit dem Kompaktheitssatz erhalten wir ϕ1, . . . , ϕm ∈ Σ(R)
mit

m∧
i=1

ϕi(R) ∧R[c1/x1, . . . , cn/xn] |=
m∧
i=1

ϕi(R′)→ R′[c1/x1, . . . , cn/xn].

Nach dem Satz von Craig gibt es eine L-Formel χ(x1, . . . , xn) mit

(9.5.54)
m∧
i=1

ϕi(R) ∧R[c1/x1, . . . , cn/xn] |= χ[c1/x1, . . . , cn/xn]

und

χ[c1/x1, . . . , cn/xn] |=
m∧
i=1

ϕi(R′)→ R′[c1/x1, . . . , cn/xn].

Da R nicht in χ[c1/x1, . . . , cn/xn] vorkommt, gilt auch

(9.5.55) χ[c1/x1, . . . , cn/xn] |=
m∧
i=1

ϕi(R)→ R[c1/x1, . . . , cn/xn].

Aus (9.5.54) und (9.5.55) erhalten wir
m∧
i=1

ϕi(R) |=
(
R↔ χ

)
[c1/x1, . . . , cn/xn]

und somit
Σ(R) |=

(
R↔ χ

)
[c1/x1, . . . , cn/xn].

Da c1, . . . , cn nicht in Σ(R) auftreten, haben wir (nach geeigneter Umbenennung
der gebundenen Variablen in χ)

Σ(R) |= ∀x1 · · · ∀xn
(
R(x1, . . . , xn)↔ χ(x1, . . . , xn)

)
,

und χ ist eine definierende Formel für R. �

9.6. Ein Beispiel eines Nichtstandardbeweises∗

Zum Abschluß dieses Skriptums wollen wir noch exemplarisch einen Ausblick auf
sog. Nichtstandardmethoden geben, wie sie v.a. in der Analysis, aber auch in der Al-
gebra verwendet werden. Wie so vieles in der Modelltheorie gehen sie auf Robinson
[127] zurück, der sie als erster auf die Analysis anwandte und die Nichtstandard-
analysis schuf. (Für eine Einführung vgl. [11], Anhang I, oder den Artikel von
Prestel in [184].) Als Beispiel und Höhepunkt geben wir die Charakterisierungen
Hilbertscher Körper nach Gilmore-Robinson und Weissauer wieder.

Die Grundidee der Nichtstandardbetrachtungsweise ist, mit Hilfe einer geeig-
neten (echten) elementaren Erweiterung ∗A einer Struktur A Eigenschaften über
A selbst zu beweisen. Diese Erweiterungen werden wir mittels Ultrapotenzen kon-
struieren. (Die in den vorhergehenden Paragraphen bewiesenen technischen Er-
gebnisse kommen uns hier zugute.) Will man einerseits auch Aussagen etwa über
Teilmengen einer Struktur machen, andererseits den formalen Rahmen der Logik
erster Stufe nicht verlassen, so muß man etwas weiter ausholen, als wir es hier tun.
(Vgl. [11], Anhang I, oder [5], §13.) Wir definieren einfach in Abweichung vom
üblichen Sprachgebrauch:
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Definition 9.6.1. Ist A eine L-Struktur und ∗A eine echte elementare Erwei-
terung von A, für die (∗A, A) ℵ1-saturiert ist, so wollen wir ∗A eine Vergrößerung
von A nennen.

Nach Kor. 9.3.13 existiert zu gegebener unendlicher L-Struktur A stets eine
Vergrößerung von A. Ferner gilt:

Proposition 9.6.2. Sei L abzählbar, A eine unendliche L-Struktur. Es existiert
eine Vergrößerung ∗A von A, so daß gilt:

(i) Es gibt eine abzählbare elementare Substruktur B � A mit Vergrößerung
∗B von B, so daß ∗B � ∗A.

(ii) Für alle unendlichen B ⊆ A existiert eine Vergrößerung ◦(∗A) von ∗A
und eine Vergrößerung ◦B von B mit ◦B ⊆ ◦(∗A).

Beweis. Wähle gemäß Kor. 9.3.13 ∗A = AI/U , wobei U ein regulärer Ultra-
filter auf der abzählbaren Menge I ist. Zu (i): Nach Löwenheim-Skolem ”abwärts“
existiert eine abzählbare elementare Substruktur B � A. Sei ∗B := BI/U ; ∗B
ist eine Vergrößerung von B. Nach Kor. 9.2.8 ist ∗B � ∗A. Zu (ii): Sei V ein
regulärer Ultrafilter auf einer abzählbaren Menge J ; setze ◦(∗A) := ∗AJ/V und
◦B := BJ/V. �

Eine Vergrößerung ∗A von A, die (i) und (ii) aus dieser Prop. erfüllt, wollen
wir geeignet nennen.

Sei K ein Körper und f1, . . . , fm Polynome in den Variablen X1, . . . , Xn mit
Koeffizienten aus dem rationalen Funktionenkörper K(T1, . . . , Tr), die im Ring
K(T)[X] irreduzibel sind; T := {T1, . . . , Tr}, X := {X1, . . . , Xn}. Ist g ∈ K[T]
ein Polynom ungleich Null, so schreibe

HK(f1, . . . , fm; g)

für die Menge aller r-Tupel a = (a1, . . . , ar) ∈ Kr, für die g(a) 6= 0 und alle
f1(a), . . . , fm(a) ∈ K[X] definiert und irreduzibel sind. Nenne HK(f1, . . . , fm; g)
eine Hilbertmenge von K. Ein Körper K ist Hilbertsch, wenn alle seine Hilbertmen-
gen nichtleer sind. Man überlegt sich leicht, daß Hilbertsche Körper stets unendlich
viele Elemente enthalten.

Hilbert hat im Zuge seiner Untersuchungen zum Umkehrproblem der Galois-
theorie gezeigt, daß Q Hilbertsch ist, ein Ergebnis, das man den Hilbertschen Irre-
duzibilitätssatz nennt (vgl. [5], §§11, 12). Hilbertsche Körper spielen in der Galois-
theorie und in der diophantischen Geometrie eine herausragende Rolle; [5] enthält
umfangreiches Material.

Um die Hilbert-Eigenschaft für einen Körper K nachzuweisen, kann man sich
auf bestimmte Hilbertmengen beschränken:

Lemma 9.6.3. Jede Hilbertmenge HK(f1, . . . , fm; g) ⊆ Kr enthält eine Hilbert-
menge HK(f ′1, . . . , f

′
m; g′), für die f ′1, . . . , f

′
m im Ring K[T,X] irreduzibel ist.

Beweis. Sei gi ∈ K[T] so, daß figi ∈ K[T][X] und di ∈ K[T] der größte
gemeinsame Teiler der Koeffizienten von figi; setze f ′i := figi/di, alles für i =
1, . . . ,m. Sei g′ := g · g1d1 · · · gmdm. Die f ′1, . . . , f

′
m sind irreduzibel in K[T][X], da

primitiv; also auch in K[T,X]. Es folgt die Behauptung. �

Korollar 9.6.4. Ist jede Hilbertmenge HK(f1, . . . , fm; g) zu irreduziblen Po-
lynomen f1, . . . , fm ∈ K[T,X] nichtleer, so ist K Hilbertsch.
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Beweis. Seien f1, . . . , fm ∈ K[T,X] mit T = {T1, . . . , Tr}, X = {X1, . . . , Xn}
inK[T,X] irreduzibel und g ∈ K[T1, . . . , Tr] ungleich Null. Nach Annahme existiert
ein a1 ∈ K mit fi(a1) ∈ K[T2, . . . , Tr,X] irreduzibel und g(a1) 6= 0 in K[T2, . . . , Tr].
Induktiv erhalten wir so a = (a1, . . . , ar) ∈ Kr mit fi(a) ∈ K[X] irreduzibel,
g(a) 6= 0, i = 1, . . . ,m. Nach dem vorhergehenden Lemma ist K Hilbertsch. �

Die Klasse der Hilbertschen Körper ist offensichtlich bzgl. der Sprache der Rin-
ge elementar axiomatisierbar; elementare Substrukturen und Erweiterungen Hil-
bertscher Körper sind also wieder Hilbertsch. Ist allgemein K ′ eine elementare
Erweiterung eines Körpers K, so ist K in K ′ relativ algebraisch abgeschlossen; je-
des Element t ∈ K ′ \ K ist daher transzendent über K und K(t) ein rationaler
Funktionenkörper über K.

Wir erhalten folgende elegante Charakterisierungen Hilbertscher Körper:

Satz 9.6.5. (Gilmore-Robinson, [78]) Sei K ein Körper und ∗K eine geeignete
Vergrößerung von K. K ist Hilbertsch genau dann, wenn ein t ∈ ∗K \K existiert,
so daß K(t) algebraisch abgeschlossen in ∗K ist.

Beweis. Sei zunächst K Hilbertsch. Wähle L � K abzählbar mit Vergröße-
rung ∗L � ∗K. Sind f1, . . . , fm ∈ L[T,X] irreduzible Polynome und g1, . . . , gm ∈
L[T ] \ {0}, so existiert ein a ∈ L mit fi(a) ∈ L[X] irreduzibel und gi(a) 6= 0 für
i = 1, . . . ,m. Da es nur abzählbar viele Paare (f, g) mit f ∈ L[T,X] irreduzibel,
X = {X1, . . . , Xn}, n ∈ N, g ∈ K[T ] \ {0} gibt, folgt aus der ℵ1-Saturiertheit von
(∗L,L) die Existenz eines t ∈ ∗L, so daß für jedes irreduzible f ∈ L[T,X] und
0 6= g ∈ L[T ] das Polynom f(t) ∈ L[X] irreduzibel in ∗L und g(t) 6= 0 ist. Damit
gilt wegen ∗L � ∗K auch in ∗K, daß f(t) ∈ K[X] irreduzibel in ∗K, g(t) 6= 0 für
alle irreduziblen f ∈ K[T,X] und 0 6= g ∈ K[T ]. Die zweite Bedingung impliziert
t /∈ K. Betrachte ein über K(t) algebraisches a ∈ ∗K, und sei f ∈ K[T,X] irre-
duzibel mit f(t, a) = 0. Da f(t) ∈ K[X] über ∗K irreduzibel ist, ist es notwendig
linear. Somit ist a ∈ K(t), und K(t) algebraisch abgeschlossen in ∗K.

Umgekehrt sei angenommen, es existiere ein t ∈ ∗K \K derart, daß E := K(t)
algebraisch abgeschlossen in ∗K ist. Seien f1, . . . , fm ∈ K[T,X] irreduzible Polyno-
me, 0 6= g ∈ K[T ]. Wäre ein fi(t) reduzibel über ∗K, so würden die Koeffizienten
seiner Faktoren in E ∩ ∗K = E liegen, also fi(t) reduzibel über E sein; da aber t
transzendent über K ist, würde dies bedeuten, daß fi ∈ K[T,X] über K reduzi-
bel ist, im Widerspruch zu unserer Annahme. Da nun ∗K elementare Erweiterung
von K ist, existiert ein a ∈ K mit g(a) 6= 0 und fi(a) irreduzibel über K, für
i = 1, . . . ,m. Also ist K Hilbertsch. �

Korollar 9.6.6. (Weissauer, [180]) Sei K ein Körper, ∗K eine geeignete Ver-
größerung von K. K ist Hilbertsch d.u.n.d., wenn ein Hilbertscher Zwischenkörper
Ω der Erweiterung ∗K/K existiert, der in ∗K algebraisch abgeschlossen ist.

Beweis. Ist K Hilbertsch, so erfüllt Ω := K die Behauptung. Umgekehrt sei
Ω ein Körper mit den geforderten Eigenschaften. Wähle eine Vergrößerung ◦(∗K)
von ∗K, welche eine Vergrößerung ◦Ω von Ω enthält. Da Ω Hilbertsch ist, existiert
nach dem Satz von Gilmore-Robinson ein t ∈ ◦Ω \ Ω derart, daß Ω(t) algebraisch
abgeschlossen in ◦Ω ist. Dabei ist K(t) algebraisch abgeschlossen in ◦(∗K), denn:
K ist algebraisch abgeschlossen in ∗K, also auch in Ω, somit K(t) algebraisch
abgeschlossen in Ω(t) ([31], IV, Thm. 22); Ω(t) ist algebraisch abgeschlossen in ◦Ω;
◦Ω ist algebraisch abgeschlossen in ◦(∗K), da Ω algebraisch abgeschlossen in ∗K
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ist. Da ◦(∗K) als Vergrößerung von ∗K auch Vergrößerung von K ist, folgt aus dem
Satz, daß K Hilbertsch ist. �

Die Hilbertschen Körper erfahren in [5], [9] und [133] weitere modelltheoreti-
sche Behandlung. Beispiele von Nichtstandardargumenten in der Algebra enthält
[8].
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