
Contents

Preface vii

Introduction 1

1 Basic components 15

1A The auxiliary games map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1A(1) Types . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1A(2) The rules of the game . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1B Generic runs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1C Pivots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1C(1) The game Apiv[x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1C(2) Constructing σpiv[�, x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1C(3) Properties of σpiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1D Mirror images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1E Sample application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1F Mixed pivots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

1F(1) The game . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

1F(2) The strategy σmix[�, x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

1F(3) Properties of σmix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2 Games of fixed countable length 51

2A General games and iteration games . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2B Limits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2B(1) The basic definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2B(2) I wins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2B(3) II wins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2B(4) The third case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2B(5) Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

2C Successors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

2D Limits again . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

2D(1) II wins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

2D(2) I wins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

2D(3) Determinacy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

2E Universally Baire sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3 Games of continuously coded length 87

3A Codes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3B First determinacy result, part I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3B(1) Names . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3B(2) The basic step . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93



x Contents

3B(3) I wins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

3B(4) Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

3B(5) Internal ultrapowers vs. copying . . . . . . . . . . . . . . . . 106

3C First determinacy result, part II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

3C(1) II wins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

3C(2) Determinacy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

3D A slight improvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

3D(1) �
0
2 functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

3D(2) �
0
1+α

functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

3E Variation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

3E(1) A sketch of the proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

4 Pullbacks 135

4A Codes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

4B Woodin’s extender algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

4C Names, part I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

4C(1) Removing obstructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

4C(2) Relative successors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

4C(3) Relative limits and records . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

4D Names, part II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

4D(1) Woodin limits of Woodin cardinals . . . . . . . . . . . . . . . 162

4D(2) Relative successors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

4D(3) Compositions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

4D(4) Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

4E Mirror images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

4E(1) Removing obstructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

4E(2) Mirrored successor game . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

4E(3) Relative limits and records . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

4E(4) Woodin limits of Woodin cardinals . . . . . . . . . . . . . . . 172

4E(5) Relative successors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

4E(6) Compositions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

4E(7) Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

5 When both players lose 175

5A Saturation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

5B Successors, basic step . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

5C Relative limits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

5C(1) Basic step . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

5C(2) Construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

5D Woodin limits of Woodin cardinals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

5D(1) Basic step . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

5D(2) Impossibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

5D(3) Another impossibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

5D(4) Construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201



Contents xi

5E Relative successors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

5F Compositions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

5G Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

6 Along a single branch 209

6A The game . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

6A(1) How to leap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

6A(2) The skipping game . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218

6B Successors, basic step . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220

6C Relative limits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221

6C(1) Finite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

6C(2) Infinite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

6C(3) Construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

6D Woodin limits of Woodin cardinals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235

6D(1) Hopeful . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235

6D(2) Not hopeful . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

6D(3) Combined . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242

6E Relative successors and compositions . . . . . . . . . . . . . . . . . 244

6F Skips . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248

6F(1) Routes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249

6F(2) Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

6F(3) Closing skips . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

6F(4) Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260

6F(5) Safe positions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262

6F(6) The strategy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264

6G Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266

7 Games which reach local cardinals 268

7A Shifted payoff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268

7B Layout . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270

7B(1) Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276

7C Basic step . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277

7C(1) Obstruction free . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280

7C(2) I-acceptably obstructed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281

7C(3) Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284

7D Construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285

7E The main theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289

7F Determinacy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292

A Extenders, generic extensions, and iterability 300

Bibliography 309

Index 313


