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FEUILLE D’EXERCICES 7

Exercice 1 (Axiomes du choix). On considére les trois énoncés suivants:

(AC) tout produit d’ensembles non vides est non vide,

(ACD) si R est une partie de X x X telle que, pour tout z € X, il existe y € X tel que
(xz,y) € R, alors il existe une suite (z,)necy d’éléments de X vérifiant (2, z,41) € R
pour tout n € N,

(ACDen) tout produit dénombrable d’ensembles non vides est non vide.

(AC) est appelé aziome du choiz, (ACD) est appelé aziome des choix dépendants et (ACden)
est appelé azxiome du choix dénombrable.

(1) Montrer que (ACD) implique (ACden).

(2) Montrer que (AC) implique (ACD).

(3) Montrer que toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Exercice 2. Montrer que pour tout ensemble «a il y a équivalence entre:
(1) a est transitif, (2) a C P(a),
(3) Ua C aq, (4) pour tout b, b Ca — Jb C a,
(5) P (a) est transitif, (6) U(a™) =a, ou a* =aU {a}.
Exercice 3. Soit a un ordinal. Vérifier:
(1) Ua< aet f < aentraine f < Ja.
(2) « successeur ssi @ admet un maximum ssi | Ja = max« ssi Ua € a ssi o = (|Ja)

(3) « limite ssi o n’admet pas de maximum ssi | Ja = « ssi pour tout ordinal 3, f < o —
BT < a.

+-

Exercice 4. On considére un univers I/ modéle de la théorie des ensembles ZF. On dit qu'un
ensemble a de U est héréditairement transitif si tout élément de at est transitif.

(1) Montrer que tout ordinal est héréditairement transitif.

(2) Soit a un ensemble transitif. Montrer que @ est un ordinal ssi tous les éléments de a sont
des ordinaux.

(3) Montrer que tout élément d’un ensemble héréditairement transitif est héréditairement
transitif.

(4) On suppose de plus que U satisfait 'axiome de fondation. Montrer que tout ensemble
héréditairement transitif est un ordinal.

Exercice 5. Soit # une classe fonctionnelle avec Dom (8) = Ord et Im (6) C Ord.

(1) Montrer que si 6 est strictement croissante alors pour tout ordinal « on a a < 6(a).

(2) Montrer que si @ est continue! et si pour tout ordinal v, f(a+1) > 6(a) (vesp. O(a+1) >
O(«)) alors 0 est croissante (resp. strictement croissante).

(3) Dorénavant on suppose que 6 est strictement croissante et continue. On veut montrer que
0 a un point fixe, plus précisément que pour tout ordinal « il existe un ordinal v > « tel
que () = . Expliquez pourquoi {6"(«) : n € w} est bien un ensemble.

(4) Soit 8 = sup{f™ () : n € w}. Montrer que si f(«) # « alors 3 est un ordinal limite. En
déduire que S répond a la question.

(5) Montrer que la collection des points fixes de 6 n’est pas un ensemble.
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1Si X est un ordinal limite, on dit que 6 est continue en X si elle vérifie B(A) = sup{f(v) : v < A}
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