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БИЕКТИВНОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ФОРМУЛЫ КРЮКОВ 
И ЕЕ АНАЛОГОВ 

И. М. П а к, А. В. С т о я и о в с к и й 
1. Основным результатом работы является биективное доказательст 

во мультииликативной формулы для размерности неприводимого пред 
ставлепия симметритеской группы, обычно называемой «||)ормулой крг<к 
1шв?>, а также формулы для ряда Пуанкаре дJrя кратности и\(»;|сдения 
изотипической компоненты в симм(»трич(;ской алгебре Л*( Г) (V -^€"} 
рассматриваемой как градуировапн1»п1 Л\гМод,уль. |] работе исиол1»зу1от 
ся классические комбинаторные интерпретации (см. [I. 21). ч терминах 
которых и устанавливается биекпря. 

2. Диаграммой Юнга Я==̂ (Хь Я.< . . .) называетен мноаачтво пар (^/)'^^ 
^1\ yлoBvЛeтвopяющиx условиям 1-./<-Л,; Ki^hi^^-., .^Ы. Вудем считать, 
что 1^ расположено на плоскости 'Ш'\ где первая координата / возрастав! 
сверху вниз, вторая координата / — слева направо. Будем изображать 
диаграмму А множеством клеток размера 1X1 с центрами в точках 
(/, /)вБЯ, Таблицей А формы % назовем функцию А: Я-^ Ы, изображаемую^ 
числами, вписанными в клетки диаграммы Я, строго возрастающими 
сверху вниз по столбцам и неубывающими слева направо не» строкам. 

ос 

Обозначим через \А\ сумму чисел в таблице Л; 1>.|:^^^ \ л,- Назовем 
1~\ 

таблицу А стапдаргной, если каждое из чисел 1 \К\ входит в А 
ровно один раз, ^1ерез Я'==(Я/, Яг', ..) обозначим диаграмму, транспо
нированную К' Я. 

Напомним, что классы эквивалентности [Гл] неприводимых представ
лений симметрической группы 5„ параметризуются диаграммами Я, |Я|=^ 
^п: dim Г>/=:А:Я-число стандартных таблиц формы Я. Рассмотрим Ж=^ 

:Ф^*™ пространство гармонических многочленов от п переменных 
д д Тп\ 

Q , . .*. , -х—- j как 5д-модуль и положим 
%к Щ ' ̂  2^ aini Нот (Тх, ЖЦ ^^ Тогда в Ж реализуется регулярное 

i 

представление Sn (см. [3]), причем K^t(О-производящая функция для 
числа стандартных таблиц формы Я>с данным зарядом (см. ниже). Ана
логично Рх (О :^2]***"^ ^^"^^^^"^^^^^^^^ Р^®"^ производящей функции 
ДЛЯ числа таблиц А формы Я с данной суммой \А1 (см. [I j) . 

п 

П 0 + < + . . . 4-<*-») 
Т е о р е м а 1. К;^(')= i^ « где h(i,})^ 

П (1 + м - . . . + <"<'• •'>1)/г"-1 
и, })ек 

^'к\-{-Х/ — i — / -|- / . 
п f 

С л е д с т в и е (формула крюков): Кх(t)™ К я ~ 

(т. е. обнуляемых С 

П h{hj) 



Биективное доказательство формулы крюков 

Теорем.-^ 2 'Fx{t) " П 1Л^ 

l\ i\ м i^ ч i\ н li i\ Маоючлотл Кк(1) играют на жну к» роль в теории 
ир<М( TjiiKioiimi ipyjim»! (iL(n).iia;i комилекспым и нош'чпымш нолями 
{гл\ \\\). (»ии инллются чостаы^:и глучаямш ипточттхпх ГСаждана— 
.1интя1а. Прои ии»ди1дал фуикг^ия i\ также хоротио 0:iBOCTiia как в ком= 
Гн1иатори1.и (сы II. ''ij). так « в теорий! предсталлевий |Г>-71; известен 

.'|. Дл11 до1аыатгль<1ка трорр.мы \ учупутптм бнекдмк» м(*жду следую 
mil \! If м mrnxvcf иа м и (Я фи кеирова но, j к \ ^ п)' 

I множество пар (стапдартпал таблица формы Л: функция /'Х--^ 
• , м\кая что (>vi —/')::: / о. /) > = (Я/ ™ () V {i, i) е Я); 

II мноллегтв(. бие1стмг$ных пааолнений диаграммы îv числами 
{t. 2 4̂̂  

Фиксируем затшлиеиие Л^\\. Колозким /^^0. Будем упорядочивать 
числа в Л. начиная с правот столона до левого, сни:)у вверх внутри 
столбца. Пусть ааполпение до клетки {и, /о) уже упорядочено, т, е. чис= 
-la возрастают по строкам н по етолбхдам во всех (?', / ) , таких что ;>/о 
либо /==̂ /о и i>io. Будем выполнять следующие действия: 

Г[оложим v-—H, I'^U^ w^'^A{iQ, /о), 
1) Пусть 

b^A(i, j ri) при /<X,. Ь-=-^пЛ \ при j'-^Ki\ 
c^-^A(i+\, j) при 1<л/, с^лН-.1 при l^k^. 

2) Если /^>6 и ОЬ, то Л {1, /+1) : - а , A(U i):^b; fU, j.)>4U. /o) + l, 
7:=/+l; перейти к 1). 

3) Если a>c и й>с, то Л(/-Ы, f)l^a, А-Ц, /):—с; поменять местами 
значения /(/, /п) и / ( /+1 , /и); /((i, /o.)*^/(i, /о)--1, «:===̂ г'Ы: перейти к 1), 

4) Если с>а и ?/>/?. то закончить работу. 
В результате мы, дгпгтгли таким образом, упорядочим всё ааполпе

ние (элемент множества Л ) и получим стандартную таблицу А и функ
цию / (т. е. элемент множества I). 

П р е д л о ж е н и е 1 Построченное отображение И~^1 является Cm 
епцией. 

Пусть (л>(Л) —перестановка чисел 1 , . . . , \%\, полученная в реаульта 
те прочтения таблицы А справа налево и сверху вниз, построчечио» По
ложим ind(l ) :=0; ind(/+t) :--ind(0 при со^Ч^+1)>й>~ЧО; in<J(i+1):^ 
^ ind (0 + 1 при to'^(Н 1)<со"Ч0. Зарядом стандартной таблицы А иа-

зовем число с(Л):=^2 у indfi). Определим градуировку на множестве J 

как с (Л) + У /(«./) и перенесем ее с помощью биекции на мно-

шест во П. 
П р е д л о ж е н и е 2. Полученная градуировка эквивалентна^ стан-

дартной zpothjupoHKe на мн^ожестве Sn по числу инверсий (см» f9J) 
(в смы^'лг роогигтва числа -элементов с данной градуировкой). 

Иа нредл(>жепий 1 и 2 выводим 
п 

Ш,Щ П (Ц- ^ + ... + М̂1, ;)^i)/fV'"^ П (1 + ^ + ^ ^ -!= ^''^% 

откуда немодленио следует теорема 1. 
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Для доказательства теоремы 2 установим биекцию меичду следя го 
щимй двумя бескопемными храдуироваиньши множествами: 

III -множество пар (стандартная таблица Л формы К: рааби(*ние 
j |4^(f i i> . . .^jLi„), п^^\к\). где градуирогиш определяется как c ( / 1 ) 4 | j i | ; 

,1V ~~ множество таблиц В формы А с градуировкой \В\, 
Построим явное отображение ffl-^IV. Пусть I{I, /)—irid (.4 (/, / } ) : 

l){i^ /)-^fin4i-4(^ л* (^ / ) ^ ^ . Легко видеть, что / - т а б л и ц а формгл 'К, 
| / |=^с(.4); О ™ заполнение, неубываюндее по строкам и по столбцам, 
|/>>|-=|р|. Теперь положим B{i, j):-^/{l, j) \~D(j\ / ) ; ;)то искомая таблица 
формы к; \B\-^c(A) + \ii\, т. е. нанк^ отображение сохраняет градуировку 

П р е д л о ж е н и е Л. Построенное выше отображение 111 - - 1 \ ^ яв.т-
егся Степцией, 

Итак, iia нредложепия 3 и теоремы 1 1Н)лучаем 

Е'"" rid-r, п T4UT^ 

/ I ' ' . 

что и д(иса;»ывает теорему Z, 
Л а м е м а и и г. Последняя биекция является ь'омбииаторным анало 

ЮМ раллпжении Костанта (см. \'Л\) S{V)^:4^M, 1де л# —алгебра ин 
вариантов относительно действия группы Вейля (в папизм случа» -
симметрических многочле1М)в), 
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ИНВАРИАНТНЫЕ ПОЛУЛИНЕЙНЫЕ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 

НА МНОГООБРАЗИИ ПОСТОЯННОЙ ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ КРИВИЗНЫ 

А. Л. П а о к о в 

0. В настоящее время нолучеп ряд результатов о разрешямоети по 
лулиггейных эллиптических уравнений вида Л^*^/(а) в Ш'"' (см, | 1 , 2L 
где ил1еется «одроГнган библиография), НодоГциле уравнения представ 
ляют интерес и на нроинвольных гшлиых римаяовых мооюобралнях, 

0 А А ll.jiiir^^u. pja;>' 
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