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индексе дефекта d(M) минимального симметрического интегрального онера-
тора А, являющегося замыканием в L^(M) оператора 

Ао/{х)= G{x,y)fiy)dy, В{Ао) = С^{Щ, a = const>0, 
J х — а 

С эрмитовым ядром G{x^y)^ непрерывным в полосе |х — у| ^ а и неограни­
ченным на бесконечности. Такие операторы возникают в некоторых задачах, 
связанных с одномерным волновым уравнением [4, 5]. Простые рассуждения, ис­
пользующие квазианалитические векторы симметрических операторов, приводят 
к выводу, что d(M) = О, если 

G(x, у) = 0 ( |х |^ ) , |х| ^ ос, |х — у | ^ а , (4) 

при некотором р ^ 1. Замечая, что оператор А с ядром G(x, у) = ху унитарно 
эквивалентен минимальному оператору —{d/dx){2x~^smax){d/dx) в L^(M) 
(это свойство устанавливается с помощью преобразования Фурье), и применяя 
теорему 2, получаем пример оператора А с ядром, удовлетворяющим оценке (4) 
с р = 2, имеющего индекс дефекта d (М) = ос. 

5. Автор благодарен У. Н. Эвериту, обратившему его внимание на тесную 
связь теоремы 2 с результатами, полученными в статье [6], и М. Ш. Бирману за 
полезные замечания, относящиеся к этой теореме. 
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1. В работе [1] приведен метод построения резольвент, «материализующих» 
классические формулы для б'̂ г-модулей. В данной работе найдена новая резоль­
вента. В частном случае она «материализует» известную в комбинаторике тео­
рему о том, что значение инверсионного многочлена fn{t) для деревьев с п + 1 
вершинами при t = — 1 равно числу up-down-перестановок (см. [2, 3]). 
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Пусть Ад{п) = Ад := C ( x i , Х2, . . . , x^)/(xiXj — qxjXi^i < j) — алгебра 
функций на квантовом пространстве, которая имеет естественную градуировку: 
Ад = А^ 0 Aj 0 А^ 0 . . . . Группа кос Вг (п), порожденная образующими 
51, 52, . . . , Sn-1 И соотношениями SiSi-^iSi = Si-^iSiSi-^i, SiSj = SjSi при \i—j\ ^ 
2, действует на Ад следующим образом: 

^ . f r y ^ b l ^ b i bi + 1 ЬггЛ ^ b i bi bi + i Ъгг 
^iK-^l - - - ̂ i ^i-\-l . . . ^ ^ ; .— ^ 1 . . . ^i_^l^i . . . e^^ . 

Легко видеть, что при g = ± 1 выполняется также соотношение sf = id, т.е. 
алгебра A±i есть градуированный б'̂ ^-модуль. Далее мы будем рассматривать 
случай q = —1. 

Пусть а = (a i , . . . , а^) , где О ^ ai ^ . . . ^ а^, \а\ := ai + • • • + а^. 
Рассмотрим подмодуль Та С А _ 1 , порожденный одночленами ^J'd) • • -^Лп)^ 
где О ^ bi ^ а^, i = 1 , . . . , п , сг G 5*71. Модуль Та также градуирован: 

Построим теперь косую диаграмму 9 (а) С Z ^ , 9 (а) = {^i, . . . , ^ ^ } , такую, 
что ^1 = (1,п) и, если ^/_1 = {ijj)j то /̂ = {i^j — 1) при четном а/ и 
/̂ = (̂  + 1̂  i ) при нечетном а/. Очевидно, что полученная диаграмма 9 = 9{а) 

является косым крюком (см. [4, 5]). 
Напомним, что каждой косой диаграмме 7^ ITI = ^^ отвечает представление 

7г̂  симметрической группы Sn, являющееся неприводимым, если 7 — обычная 
диаграмма Юнга (см. [4, 5]). 

Т Е О Р Е М А . Пусть 9 = 9{а). Существует естественная резольвента 

О ^ т О ^ т ^ ^ - . 

0 ^ г 0 ^ г 1 ^ •. 

.•^т1<*1 ^ 7 Г < ? ^ 0 , 

• • ^ г И ^ О , 

есд'г/ ai четно, и 

если ai нечетно. 

Приравнивая к нулю характеристику Эйлера-Пуанкаре, мы получаем формулу 
для характеров 

,i.i_,,w-. + ... + ,_i)iV = ( f ' "'"""*'• (1) 
1̂  и, ai нечетно, 

где х^ — характер представления т^, а Хб» — характер представления тго. 
Авторы нашли также чисто комбинаторное доказательство формулы (1), осно­

ванное на построении инволюции на таблицах специального вида. Доказатель­
ство теоремы и конструкция инволюции будут опубликованы позднее. 

В оставшейся части статьи мы рассмотрим некоторые примеры и следствия 
этой теоремы, а также продолжим изучение градуированного б'̂ ^-модуля A _ i . 

2. Пусть Sn действует на У = С"̂  перестановкой координат. Рассмотрим 
алгебру Вейля E{V) = S{V) (g) A{V) = 0 5 ' ^ ( У ) (g) A^{V) как градуированный 
б'тг-модуль, где градуировка на компоненте S^{V) (8) A^(V) равна 2к-\-1. Можно 
показать, что A_i изоморфна E(V) как градуированный б'̂ ^-модуль. Отсюда, 
используя результаты работы [6] о разложении биградуированного б'̂ ^-модуля 
E{V), сразу получаем 

к=0 {i,j)eX 
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где А С Z ^ — диаграмма Юнга, |А| = п и h{i^j) — длина крюка в клетке 
(г, Я (см. [4, 5]). 

3. Пусть а = (О, 1, . . . , п - 1) и Д(^) := ^ [ ^ ^ dimT^^t(2)-^ . Известно, что 
/^(1) = dim Та = (п + 1)"^"^ — число отмеченных деревьев с п + 1 вершинами, 
fn{l + t) = t~^ ̂  Cnkt^ , где Спк — число связных графов с п + 1 вершинами и 
к ребрами, fn{t) — инверсионный многочлен для деревьев с п + 1 вершинами 
(см. [2, 3]). 

Мы покажем, что из сформулированной теоремы следует равенство /^(—1) = 
ud^, где ud^ — число up-down-перестановок, а именно 

ud^ := \{а е Sn I (т{1) < а{2) > а{3) < . . . } ! • 

Действительно, в этом случае диаграмма 9 = 9(a) имеет ступенчатый вид: 
9 = ( n , n , n — 1,п — 2 , . . . ) \ ( п — 1,п — 2 , п — 3 , . . . ) . Отсюда, рассматривая 
(1) как тождество для размерностей, сразу получаем /^(—1) = dim^ = ud^. 
Отметим, что "^"^^Q^dnt^/nl = t g t + sect (см. [2, 3]). 

4. Пусть а = (О, /с, 2А:, . . . , (п — 1)/с). Этот случай является естественным 
обобп];ением п. 3 на /с-мерные деревья (см. [7]). В этом случае dimTa = 
{кп + 1)"^"^, d im^(a) = ud^, если к нечетно, и dim^(a) = 1, если к четно. 

5. Пусть а = (аг, ... ,ап), аг = ••• = an = к, Тпк '= Га, gnk{t) := 
^ dimr^t^. Можно показать, что gnk{t) = (1+^Н \-t^)^ . Для 5*71-инвариантов 
справедлива формула 

где правая часть состоит из к сомножителей. Так как Щ^т^^. = A'^_i{n) при 
/с ^ ос, то из (3) следует, что 

Y^duniAU{n))4^z- = П -YT^^ • (4) 
i,n i=0 

С другой стороны, из (2) для л = (п) получаем 
(l + i ) ( l + « 3 ) . . . ( l + i 2 n - l ) 

Суммируя правую часть (5) по всем п и сравнивая с правой частью (4), получаем 
известное тождество Эйлера (см. [2]) 

V ^̂  ТТ ^ = ТТ ^ 
^ 1 1 l _ t 2 i 11 \-zt^^ ' 
n=0 г=0 г=0 

В СВЯЗИ С ЭТИМ отметим, что 5*71-инварианты алгебры А-\[п) порождены 
многочленами ei[x\, . . . , х^) и р2г-1 (^i ^ • • • ̂  ^п) -, ̂  = 1, . . . , п , где е̂  — эле­
ментарные, а р/ — степенные симметрические многочлены (см., например, [4]). 
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Для любого ПОЛЯ к кольцо регулярных функций на квантовой алгебре ма­
триц Mq{n^ К) определяется через порождающие элементы и отношения между 
ними [1, 2]. Это кольцо является ii^-алгеброй и порождается как ii^-алгебра эле­
ментами {aij I 1 ^ i, j ^ п} и K[q^ Q~^]- Переменная q перестановочна с a^j, 
и матричные элементы связаны следующими соотношениями: aijaik = q~^aik(iij 
для j <к, аыатг = q~^amiaki для к <т, aijakm = CLkmdij для i < к, j > т 
и aijakm - akmaij = (g"^ - q)aimakj для i < к, j < т. Кольцо регулярных 
функций на квантовой алгебре матриц Мд(п^ К) обозначим через К[Мд(п^ К)] 
или ^q. Для любого S Е К^ £: ^ О, алгебра ^q содержит идеал Sq{q — s) ^ и 
можно определить специализацию ^^ = Sq/Sq{q — е). В дальнейшем мы будем 
пользоваться одним символом ^q для обозначения обоих колец ^q и S'g, огова­
ривая при его использовании, является q переменной или элементом поля К. 

Для подстановки а через 1{а) обозначим число инверсий в перестановке 
сг(1), . . . , сг(п). Квантовый определитель det^ — это элемент алгебры ^q, рав­
ный сумме Х1(~^)~^ ^^1сг(1) • • • ^ncr(n) по всем подстановкам а Е Sn-B случае 
q общего вида (т.е. q — или переменная, или принадлежит ii^, но не является 
корнем из единицы) квантовый определитель порождает центр кольца ^q [1]. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1 [2, 3, 5]. Кольцо ^q является нётеровым и не содерэюит 
делителей нуля. 

Кольцо K[GLq(n)] регулярных функций на квантовой группе GLq(n^ К) 
определяется как локализация кольца ^q по мультипликативному подмножеству, 
порожденному элементом det^. Кольцо K[GLq{n)] также является нётеровым 
кольцом без делителей нуля. Такое кольцо имеет тело частных [4, теорема 3.6.12]. 
Тела частных колец K[GLq{n)] и ^q совпадают. 


