ŚđčĲăéľĲăł ľńđ Śňďęćę§ĲàĺåŸ

cfl 1993 ŽăŸ ńđď Ĳććđďăąã ŽćéľľŸ

Ćăáďďđł Ň. ŃęľőęŹáąđł ąŸă ĎąŻæľĲăł ŇĲŋâćđ

ŚĘŃĎĹŮŚĎĹŚ ŚŠĘ ŚŞŇŐŁŐĞĎŮŘĹĂ

ĆĹĂŇŇĘŚ Ň. ŃŐŚŢŐĄĂĽĘŚ

Department of Mathematics University of California, Los Angeles

ĎĽČŐŚĎĹŚ ŇĎŤĎŁĘ

Ă§ãďŸ, 1993

ĂŋăĲĺàčâďę ľńđ čďãčđ ńęň Ňåąęň Ľĺăńăąęç

ŔŘŐŁŐĆŐŚ

ŔĲĺå ńåďęł ğĺæąĲăńŸă. Ę ĞĲàĺåŸ Śňďæćàď ĲåďŸă čăŸ ľňďŸĺğŸľńăąã, İàďńŸďã čŸ§đčŸńăąã §ĲàĺåŸ, čĲ ńăł Żăąâł ńđł ŹŸľăąâł âďďęăĲł, §ĲčĲćăŸąá ŸğęńĲćâľčŸńŸ ąŸă ğĺęŹćãčŸńŸ, ąŸă čĲ ľđčŸďńăąâł ĲŋŸĺčęŽâł ľĲ áććĲł čŸ§đčŸńăąâł §ĲàĺåĲł. ŊâőàĺŸ Ÿğ’ Ÿňńá, đ ĂěăàčŸńăąã Śňďęćę§ĲàĺåŸ §ĲàĺĲåńŸă Ÿğæ ğęććęçł àł §ĲčĲćåàľđ ńàď čŸ§đčŸńăąéď: ĲăąáİĲńŸă æńă æćŸ ńŸ čŸ§đčŸńăąá ŸďńăąĲåčĲďŸ ĲåďŸă ğĺáŽčŸńă ľçďęćŸ, ąŸă æńă ęă ăŻăæńđńâł ńęňł ĲåďŸă ğęĺåľčŸńŸ ńàď ćăńéď, ąęčŕéď Ÿěăàčáńàď ŽăŸ ńŸ ľçďęćŸ. ŠåğęńŸ ńæľę Ÿğćęäąæ ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă đ ğćãĺđł Ÿćã§ĲăŸ, Ÿććá ęğàľŻãğęńĲ, ľńŸ ľçŽőĺęďŸ čŸ§đčŸńăąá ńę ţďŸ ŸğęľŸŋđďåľĲăłű ąáğęăŸ âďďęăŸ ĲåďŸă ľňďéďňčę čĲ ńę ţďŸ ńđď ęĺåľĲăł ľńđ ľňďęćę§ĲàĺåŸű. Ę §ĲàĺåŸ ľňďæćàď ĲåďŸă đ Ĳğåľđčđ ŽćéľľŸ ńàď čŸ§đčŸńăąéď, æğàł ńŸ čŸ§đčŸńăąá ĲåďŸă đ Ĳğåľđčđ ŽćéľľŸ ńđł Ĳğăľńãčđł.

ŚŸď æćęňł ńęňł ľňŽŽĺŸŋĲåł ĲăľŸŽàŽăąéď, ğĺéńàď ŹăŹćåàď ŽăŸ ńŸ ľçďęćŸ, âőà ąă ĲŽé ğĺęľğŸ§ãľĲă ďŸ ĲěđŽãľà ąŸă ńăł Żçę Ÿňńâł ŸğæŕĲăł ńęň ąćáŻęň.

Ăğæ ńđď ţąŸ§Ÿĺãű §ĲàĺåŸ ľňďæćàď, ęă ŚđčĲăéľĲăł Ÿňńâł ąŸćçğńęňď ńŸ ŹŸľăąá ŸğęńĲćâľčŸńŸ ŽăŸ ţŸŋđĺđčâďŸ ľçďęćŸű, ńę ĂěåàčŸ ĎğăćęŽãł, ňğĲĺğĲğĲĺŸľčâďđ ŸďŸŻĺęčã, ğćđ§ăąęçł ąŸă ŻăŸńŸąńăąęçł Ÿĺă§čęçł. ŁăŽæńĲĺę ľňďđ§ăľčâďę ĲåďŸă ńę ĽĲŋáćŸăę 10 ŽăŸ ţľđčĲăęľçďęćŸű, ğęň ğĲĺăâőĲă ŸğęńĲćâľčŸńŸ čĲ ĲŋŸĺčęŽâł ľńđď Ăďáćňľđ ąŸă ĲăľáŽĲă ńęď ŸďŸŽďéľńđ ľńę ŔĺæŹćđčŸ ńęň ŚňďĲőęçł, ąĲďńĺăąã Ĳĺéńđľđ ńđł ľňďęćę§ĲàĺåŸł Ÿğæ ńŸ ğĺéńŸ ńđł ŹãčŸńŸ. ŞğáĺőĲă ąŸă ąáğęăŸ ąŸăďęńęčåŸ ľńđď Ÿďáğńňěđ ńđł §ĲàĺåŸł ğćđ§Ÿĺå§čàď, ğęň ĲăľáŽęďńŸă ďàĺåł (ąŸńá ńęď Cantor Ÿććá ćåŽę ğęďđĺá), âńľă éľńĲ ęă ŹŸľăąęå ńçğęă ńđł ğćđ§ăąãł Ÿĺă§čđńăąãł ďŸ čğęĺęçď ďŸ ŻăŻŸő§ęçď æľę ğăę ŽĺãŽęĺŸ ŽåďĲńŸă. Šę ŔŸĺáĺńđčŸ A ĲěđŽĲå ńđď ţąŸńŸľąĲňãű ńàď ğĺŸŽčŸńăąéď Ÿĺă§čéď ĲąńĲďâľńĲĺŸ Ÿğ’ æ,ńă ľňďđ§åİĲńŸă ľńđď Ĳğęőã čŸł ąŸă čĲ ąáğęăĲł ąŸăďęńęčåĲł ľńđď ğĺæľŹŸľđ ńęň ğĺęŹćãčŸńęł ąŸă ľĲ čĲĺăąâł Ÿğæ ńăł ćĲğńęčâĺĲăĲł. Šę ńĲćĲňńŸåę ŔŸĺáĺńđčŸ B ŸğęńĲćĲå čăŸ ąáğàł ĲąąĲďńĺăąã ĲăľŸŽàŽã ľńđ čŸ§đčŸńăąã §ĲàĺåŸ ŋňľăąéď ğĺęńçğàď ŻăŸŋæĺàď Ÿĺőéď ńđł ľňďęćę§ĲàĺåŸł, čĲńŸěç ńàď ęğęåàď ąŸă đ Ăĺőã Ăďńă§ĲčĲćåàľđł ńęň Aczel. ČĲď ŸğŸăńĲå Žďéľđ ńđł ŁęŽăąãł, Ÿććá ę ľęŹŸĺæł ŸďŸŽďéľńđł ńęň ľåŽęňĺŸ §’ ŸğęŋŸľåľĲă æńă ğĺâğĲă ďŸ čá§Ĳă ŁęŽăąã.

îľęď Ÿŋęĺá ńđ ľňďęćę§ĲàĺåŸ àł §ĲčĲćåàľđ ńàď čŸ§đčŸńăąéď, ęă ŚđčĲăéľĲăł Ÿňńâł ŻăŸŋâĺęňď Ÿğæ ńŸ ľňďđ§ăľčâďŸ čĲ Żçę ńĺæğęňł. ĽŸńŸĺőãď âőà ğáĺĲă ľńŸ ľęŹŸĺá Ÿňńæ ńę ţąá§Ĳ čŸ§đčŸńăąæ ŸďńăąĲåčĲďę ĲåďŸă ľçďęćęű (ğęň ŹâŹŸăŸ

ŚđčĲăéľĲăł ľńđ Śňďęćę§ĲàĺåŸ

ŻĲď ĲåďŸă), ąă âőà ğĺęľğŸ§ãľĲă ďŸ ńęň Żéľà ďæđčŸ čĲ ńđď âďďęăŸ ńđł ğăľńãł ŸğĲăąæďăľđł čŸ§đčŸńăąéď ŸďńăąĲăčâďàď Ÿğæ ŻęčđčâďŸ ľçďęćŸ. Ę ăŻâŸ ĲåďŸă ğŸćăá, Ÿććá åľàł Ÿňńæ ďŸ ĲåďŸă ńę ğĺéńę ĲăľŸŽàŽăąæ ŹăŹćåę ğęň ńđď ŸğęŻâőĲńŸă, ğĺęľğŸ§Ĳå ďŸ ńđď ĲěđŽãľĲă ąŸă ńđ őĺđľăčęğęăĲå čĲ ľňďâğĲăŸ. Őă ŋåćęă ńđł §ĲàĺåŸł ąŸńđŽęĺăéď §Ÿ ŸďŸŽďàĺåľęňď čĲĺăąâł Ÿğæ ńăł ŹŸľăąâł âďďęăâł ńđł, ěĲŻăáďńĺęğŸ ğĲĺăńňćăŽčâďĲł Ÿğæ čăŸ ğŸĺŸŻęľăŸąã, ąŸ§Ÿĺá ľňďęćę§Ĳàĺđńăąã ğĺæľŹŸľđ ľńę ğĺæŹćđčŸ §ĲčĲćåàľđł æğęň ţąŸńđŽęĺåĲłű ŻĲď ŸďŸŋâĺęďńŸă ğęň§Ĳďá. ĽŸă ąŸńá ŻĲçńĲĺę ćæŽę, đ §ĲàĺåŸ ňğęćęŽăľčęç §ĲàĺĲåńŸă čâĺęł ńàď čŸ§đčŸńăąéď ğęň ţőĺãİęňď §ĲčĲćåàľđłű, ąŸă ńŸ ľőĲńăąá ľňďęćę§Ĳàĺđńăąá ŸğęńĲćâľčŸńŸ ąŸćçğńęďńŸă, čŸİå čĲ ğęććá ğŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ. Ę ŋăćęŻęěåŸ ńęň ŹăŹćåęň ĲåďŸă ďŸ ĲěđŽãľĲă æ,ńă ŽăŸ ńŸ ľçďęćŸ ğĺâğĲă ďŸ čá§Ĳă ąá§Ĳ ľęŹŸĺæł ŋęăńđńãł ąŸă ŋęăńãńĺăŸ ńàď čŸ§đčŸńăąéď ã ńđł §Ĳàĺđńăąãł ğćđĺęŋęĺăąãł.

Şğáĺőęňď ğęććá ăľńęĺăąá ľőæćăŸ ąŸă ğĲĺăąęğâł ğęň ľĲ čĲĺăąá čâĺđ Żåďęňď ľńăł ŚđčĲăéľĲăł čăŸ ţćæŽăŸű ňŋã ğęň ŻĲď ńęňł ŸěåİĲă. îćĲł ęă ğĲĺăąęğâł ąŸă ęă ğĲĺăľľæńĲĺĲł ğŸĺŸńđĺãľĲăł ĲåďŸă Ÿğæ ńăł Ĳěãł Żçę ğęćçńăčĲł ľňććęŽâł ĲĺŽŸľăéď, ğęň ăŻŸďăąá §Ÿ ğĺâğĲă ďŸ ĲåďŸă ľńđ Żăá§Ĳľđ ńęň ŸďŸŽďéľńđ.

Georg Cantor, Contributions to the founding of the theory of transfinite numbers, čĲńŸŋĺŸľčâďę ľńŸ ŸŽŽćăąá ąŸă čĲ ĎăľŸŽàŽã Ÿğæ ńęď Philip E. B. Jourdain, Dover Publications, New York.

Jean van Heijenoort, From Frege to Gödel, Harvard University Press, Cambridge, 1967.

ŐŻđŽåĲł őĺãľđł. ŔĲĺåğęň ńę čăľæ ŹăŹćåę čğęĺĲå ďŸ ąŸćňŋ§Ĳå ľ’ âďŸ Šĺåčđďę (ŻâąŸ ŹŻęčáŻĲł), ąáğàł ğĲĺăľľæńĲĺę ľ’ âďŸ ğćãĺĲł Ďěáčđďę. ŠŸ ĽĲŋáćŸăŸ 1 - 6 ąŸćçğńęňď ńŸ ŹŸľăąá ąŸă ğĲĺăâőęňď ŸĺąĲńâł ćĲğńęčâĺĲăĲł, âńľă éľńĲ ę ľęŹŸĺæł ŋęăńđńãł ďŸ čğęĺĲå ďŸ ńŸ ŻăŸŹáľĲă čæďęł ńęň, čĲ ćåŽđ Źęã§ĲăŸ. ĆăŸ ńđď Ĳğăńňőã őĺãľđ Ÿňńéď ńàď ŚđčĲăéľĲàď ľĲ čá§đčŸ ĲåďŸă ŸğŸĺŸåńđńę Ÿňńá ńŸ ŹŸľăąá ďŸ ěĲğĲĺŸľńęçď ŽĺãŽęĺŸ: ďŸ ğŸĺŸćĲăŋ§Ĳå ńę ĽĲŋáćŸăę 1, ğęň ğĲĺăâőĲă ąňĺåàł ľňčŹęćăľčęçłõğĲĺåğęň čăŸ ŹŻęčáŻŸ ŽăŸ ńę ĽĲŋáćŸăę 2, ğęň ĲěđŽĲå ńăł §ĲčĲćăŸąâł ăŻâĲł ńęň CantorõąŸă čĲńá ţŹãčŸ ńĺęőáŻđďű čâľŸ Ÿğæ ńŸ ĽĲŋáćŸăŸ 3 - 6, âńľă éľńĲ ďŸ ŋńáľĲă ńę čá§đčŸ ľńđ §ĲàĺåŸ ąŸćá ŻăŸńĲńŸŽčâďàď ľňďæćàď ńęň ĽĲŋŸćŸåęň 7 ńę ğęćç ńđď âąńđ, Ÿď ĲåďŸă ŻňďŸńæď ńđď ğâčğńđ ŹŻęčáŻŸ. Ăğæ ńę ĽĲŋáćŸăę 7 ąŸă čĲńá, ńŸ §ĲàĺãčŸńŸ ŽåďęďńŸă ŻňľąęćæńĲĺŸ ąŸă đ ğŸĺęňľåŸľã ńęňł ğăę ľňďęğńăąã. ŔæľŸ Ÿğæ ńđď ţğĺŸŽčŸńăąãű ľňďęćę§ĲàĺåŸ ľńŸ ĽĲŋáćŸăŸ 7 - 12 čğęĺĲå ąŸďĲåł ďŸ ąŸćçŕĲă, ĲěŸĺńáńŸă ŹâŹŸăŸ Ÿğæ ńęňł ŋęăńđńâł, ńę čãąęł ńęň čŸ§ãčŸńęł, ąŸă ğæľŸ §Ÿ ğŸĺŸćĲăŋ§ęçď. Ăď ęă ŋęăńđńâł ĲåďŸă ąňĺåàł ńđł ğćđĺęŋęĺăąãł, ńæńĲ ńę ĽĲŋáćŸăę 6 ŽăŸ ŚńŸ§Ĳĺá ŚđčĲåŸ ğĺâğĲă ďŸ čĲćĲńđ§Ĳå ğćãĺàł, čĲ ńŸ ğĺęŹćãčŸńá ńęň, Ÿććá ńę ĽĲŋáćŸăę 10 ŽăŸ ńę őéĺę Baire åľàł ğĺâğĲă ďŸ ŸŋĲ§Ĳå, æľę ąă Ÿď ĲåďŸă ąĺåčŸ. ĆăŸ ŋăćæŻęěęňł ŸďŸćçľńĲł, ľńę áććę áąĺę, ńę ĽĲŋáćŸăę 6 ğĺâğĲă ďŸ ğĲĺăąęğĲå čĲńá ńę 6.26 (ğęň ąă Ÿňńæ ĲåďŸă ąĺåčŸ), Ÿććá ńęňćáőăľńęď čăŸ ğĺęľğá§ĲăŸ ğĺâğĲă ďŸ ŽåďĲă ďŸ ąŸćňŋ§Ĳå čâĺęł ńęň 10.

ŔĺæćęŽęł

Śńđď ŸďáŽąđ, čğęĺęçď ďŸ ğŸĺŸćĲăŋ§ęçď ęă ćĲğńęčâĺĲăĲł ŽăŸ ńăł Ÿĺă§čđńăąâł ğĺáěĲăł ľńę ĽĲŋáćŸăę 5, àł Ĳğåľđł ąŸă čĲĺăąá Ÿğæ ńŸ ĲăŻăąæńĲĺŸ ğęĺåľčŸńŸ ńęň ĂěăéčŸńęł ĎğăćęŽãł ľńę 9. Ľáğàł Ÿğå§Ÿďę ďŸ ŹĺĲ§Ĳå őĺæďęł ľĲ ąŸďęďăąæ čá§đčŸ ŽăŸ ńŸ ŔŸĺŸĺńãčŸńŸ (ĲŽé ŸŋăĲĺéďà čæďę čăŸ ŻăáćĲěđ ŽăŸ ńđď ąŸńŸľąĲňã ńàď ğĺŸŽčŸńăąéď Ÿĺă§čéď), Ÿććá Ĳćğåİà æńă åľàł ĲåďŸă őĺãľăčŸ ŽăŸ ŚĲčăďáĺăŸ ã Ÿńęčăąã čĲćâńđ.

Ďŋæľęď čŸ§ãčŸńŸ ľňďęćę§ĲàĺåŸł ŻĲď ŻăŻáľąęďńŸă ľňőďá ąŸă ľğáďăŸ ąŸćçğńęňď æľŸ ğĺâğĲă, ğĺęľğá§đľŸ ăŻăŸåńĲĺŸ ďŸ Žĺáŕà Ÿňńâł ńăł ŚđčĲăéľĲăł âńľă ğęň ďŸ ĲåďŸă ąŸńáććđćĲł ŽăŸ Ÿńęčăąã čĲćâńđ, Ÿğæ ńęď ăąŸďæ ąŸă ľęŹŸĺæ ŋęăńđńã. Şğáĺőęňď ğęććâł, Ÿğćâł ĂľąãľĲăł, ğęň ĲćâŽőęňď ńđď ąŸńŸďæđľđ ąŸăďęçĺăàď Ĳďďęăéď Ÿčâľàł čĲńá ńđď ĲăľŸŽàŽã ńęňł. Śńę čá§đčŸ ğŸĺęňľăáİà čĲĺăąâł Ÿğ’ Ÿňńâł, ŽăŸ ğŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ, ąŸă ŸďŸ§âńà ńăł ňğæćęăğĲł ľńęňł ŋęăńđńâł. ŠŸ Ŕĺę- ŹćãčŸńŸ ľńę ńâćęł ąá§Ĳ ąĲŋŸćŸåęň ĲåďŸă ğęăąåćđł ŻňľąęćåŸł, ąŸă čĲĺăąá Ÿğ’ Ÿňńá ąŸćçğńęňď Ĳğăğĺæľ§Ĳńđ çćđ. îğàł ľňďđ§åİĲńŸă, ńŸ ğăę ŻçľąęćŸ Ÿğæ ńŸ ğĺęŹćãčŸńŸ ľđčŸŻĲçęďńŸă č’ âďŸď^�.

ĎňőŸĺăľńåĲł. ĎňőŸĺăľńé ńę ŃŸ§đčŸńăąæ ŠčãčŸ ńęň ŔŸďĲğăľńđčåęň Ă§đďéď ŽăŸ ńđď ĲňąŸăĺåŸ ğęň čęň âŻàľĲ ďŸ ŻăŻáěà Śňďęćę§ĲàĺåŸ ľńđď Ă§ãďŸ ńę ŢĲăčéďŸ ńęň 1990õńđ ČãčđńĺŸ Ľåńľăęň ąŸă ńęď Śńĺáńę Ŕáľőę ŽăŸ ńđď ğáćđ ńęňł čĲ Żăáŋęĺęňł ňğęćęŽăľńâł ąŸă Ĳąńňğàńâł ńęň ŔęćňńĲőďĲåęň ńę 1990 æńŸď ńňğéľŸčĲ ńđď ğĺéńđ ğĺęąŸńŸĺąńăąã âąŻęľđõąŸă ăŻăŸåńĲĺŸ ńęď ĞŸďáľđ ŠľŸĺğŸćăá ğęň ľňďã§àł ŻăŻáľąĲă ńę čá§đčŸ Śňďęćę§ĲàĺåŸł ľńę ŔŸďĲğăľńãčăę, ğęň őĺđľăčęğęåđľĲ ńđ ŻĲçńĲĺđ ğĺęąŸńŸĺąńăąã âąŻęľđ Ÿňńéď ńàď ŚđčĲăéľĲàď ńę ŢĲăčéďŸ ńęň 1992 ąŸă ğęň čęň ğĺæľŋĲĺĲ ğćđ§éĺŸ őĺãľăčàď ľňčŹęňćéď ŽăŸ ńę ğĲĺăĲőæčĲďę, ńăł ŸľąãľĲăł ąŸă ńđď Ĳććđďăąã ęĺęćęŽåŸ. ĎåčŸă ĲňŽďéčàď ľńęňł ľňďŸŻâćŋęňł ąŸă ŋåćęňł ľńę UCLA ąŸă ńę Caltech (ąâďńĺŸ âĺĲňďŸł ľńđ ľňďęćę- §ĲàĺåŸ) Ÿğæ ńęňł ęğęåęňł âőà čá§Ĳă æ,ńă ěâĺà ŽăŸ ńęď ąćáŻę. ĽŸă ĲåčŸă ăŻăŸåńĲĺŸ ĲňŽďéčàď ľńđ ŽňďŸåąŸ čęň Joan Rand Moschovakis ąŸă ńę ŋęăńđńã čęň Darren Kessner ğęň ŻăáŹŸľŸď čĲŽáćŸ čâĺđ Ÿğæ ńę ąĲåčĲďę, âćňľŸď ńŸ ğĲĺăľľæńĲĺŸ ŔĺęŹćãčŸńŸ ąŸă Żăæĺ§àľŸď ğęććá Ÿğæ ńŸ ćá§đ čęň.

Šę ŹăŹćåę ŽĺáŋđąĲ ľőĲŻæď ńŸňńæőĺęďŸ ľńŸ Ĳććđďăąá ąŸă ľńŸ ŸŽŽćăąá, čĲ ńđ čŸŽĲåŸ ńęň ŻåŽćàľľęň LaTEX^1 ąŸă ľŸď ŸąĺăŹãł ŸďńăąŸńęğńĺăľčæł ńđł ğĺęľàğăąãł čęň čęåĺŸł. Šę ŸŋăĲĺéďà ľńęď ŸĲåčďđľńę ĽŸ§đŽđńã Ňåąę Ľĺăńăąæ ŽăŸ ńŸ ŸěâőŸľńŸ ŸğęŽĲçčŸńŸ ğęň ğâĺŸľŸ čŸİå ńęň ńę ŢĲăčéďŸ ąŸă ńđď êďęăěđ ńęň 1973 ğĺęľğŸ§éďńŸł ďŸ čá§à čĲ ńđď ğęćçńăčđ Źęã§Ĳăá ńęň ğéł ďŸ čăćé ąŸă ďŸ Žĺáŋà čŸ§đčŸńăąá ľńđ čđńĺăąã čęň ŽćéľľŸ. ŁåŽĲł éĺĲł čĲ ńę Ňåąę Ľĺăńăąæ,

1Őă ëććđďĲł čŸ§đčŸńăąęå âőęňčĲ čĲŽáćđ ňğęőĺâàľđ ľńęď Silvio Levy, ğęň ğĺęŽĺŸččáńăľĲ ńæľę æčęĺŋŸ ńŸ Ďććđďăąá ţŸğćáű ľńę METAFONT âńľă ğęň ďŸ čğęĺęçčĲ ďŸ őĺđľăčęğęăęçčĲ ńę TEX ńęň Knuth ąŸă ńę LaTEX ńęň Lamport ŽăŸ ńđ ľńęăőĲăę§âńđľđ Ĳććđďăąéď čŸ§đčŸńăąéď ąĲăčâďàď. îľęă ĲďŻăŸŋâĺęďńŸă ŽăŸ ńę ğŸąâńę (Żđčęľåàď, ĲćĲç§Ĳĺàď) ğĺęŽĺŸččáńàď čĲ ńę ęğęåę ľńęăőĲăę§âńđľŸ ńđď Ĳććđďăąã âąŻęľđ Ÿňńęç ńęň ŹăŹćåęň čğęĺęçď ďŸ čęň Žĺáŕęňď ŽăŸ ğĲĺăľľæńĲĺĲł ğćđĺęŋęĺåĲł, Ÿď ŽåďĲńŸă đćĲąńĺęďăąá, ľńđ ŻăĲç§ňďľđ ynm@math.ucla.edu.

ŚđčĲăéľĲăł ľńđ Śňďęćę§ĲàĺåŸ

ďŸ ąŸńĲŹáİĲă ńŸ ŁĲěăąá (Ÿğæ ńŸ ŽĲĺčŸďăąá ľńŸ Ĳććđďăąá, Ÿğæ ńŸ ćŸńăďăąá ľńŸ ŽĲĺčŸďăąá) ŽăŸ ďŸ ŹĺĲă ŸąĺăŹéł ńđď ńâćĲăŸ čĲńáŋĺŸľđ ąáğęăęň æĺęň, ľęň čá§ŸăďŸď ğĲĺăľľæńĲĺŸ ŽăŸ ńđď ŸŽáğđ ńđł Ĳğăľńãčđł ąŸă ńđł ŽćéľľŸł Ÿğ’ æ,ńă őĺæďăŸ ńňğăąéď čĲńŸğńňőăŸąéď ľğęňŻéď. Ğâćà Ĳğåľđł ďŸ Ĳąŋĺáľà ńăł ŹŸ§çńŸńĲł ĲňőŸĺăľńåĲł čęň ľńę ŋåćę Šáąđ Ľęňŋæğęňćę, ğęň ŻăáŹŸľĲ ğĺęľĲąńăąá ąŸă ąĺăńăąá ńđď ğĺęąŸńŸĺąńăąã âąŻęľđ Ÿňńęç ńęň ŹăŹćåęň, Żăæĺ§àľĲ ńŸ őĲăĺæńĲĺŸ Žćàľľăąá čęň ŸčŸĺńãčŸńŸ ąŸă ğĺæńĲăďĲ čăŸ ľĲăĺá ŸććŸŽéď ğęň ŹĲćńåàľŸď ľđčŸďńăąá ńę ńĲćĲăàčâďę âĺŽę.

Santa Monica, California ĹŸďęňáĺăęł 1993

ŔĎŘĹĎŢŐŃĎŇĂ

1. ĎăľŸŽàŽã 1

2. Ĺľęğćđ§ăąæńđńŸ 7

2.10. ĂğŸĺă§čđńã âďàľđ ŸğŸĺă§čđńéď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9 2.14. Őă ğĺŸŽčŸńăąęå Ÿĺă§čęå ŸďŸğŸĺå§čđńęă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12 2.21. A <_c P(A) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15 2.24. ĞĲéĺđčŸ Schr-oder-Bernstein : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17

3. ŔŸĺáŻęěŸ ąŸă ŸěăéčŸńŸ 21

3.5. Šę ğŸĺáŻęěę ńęň Russell : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24 3.7. ĂěăéčŸńŸ (I) - (VI) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27 3.18. ĂěăéčŸńŸ ŽăŸ ęĺăľńăąâł ľňď§ãąĲł ąŸă ńĲćĲľńâł : : : : : : : : : : : : : : : 30 3.19. ĽćáľĲăł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31

4. ŠŸ ğáďńŸ ľçďęćŸ; 37

4.4. ČăŸńĲńŸŽčâďŸ İĲçŽđ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 39 4.7. Ŋâďđ âďàľđ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 40 4.9. ŚőâľĲăł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 41 4.12. ŚőâľĲăł ăľęŻňďŸčåŸł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 42 4.16. ŚňďŸĺńãľĲăł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 44 4.21. Ŕćđ§ăąęå Ÿĺă§čęå : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47 4.26. ČęčđčâďŸ ľçďęćŸ, őéĺęă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 50

5. Őă ŋňľăąęå Ÿĺă§čęå 59

5.3. ïğŸĺěđ Ťňľăąéď Ăĺă§čéď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 60 5.4. ŃęďŸŻăąæńđńŸ Ťňľăąéď Ăĺă§čéď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 60 5.6. ĞĲéĺđčŸ ĂďŸŻĺęčãł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 61

ŚđčĲăéľĲăł ľńđ Śňďęćę§ĲàĺåŸ

5.11. Ŕĺæľ§Ĳľđ ąŸă ğęććŸğćŸľăŸľčæł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 65 5.25. Ăĺőã ńęň ŔĲĺăľńĲĺĲéďŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71 5.29. ŁâěĲăł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 74 5.32. Šę ľňďĲőâł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 76

6. ŚńŸ§Ĳĺá ŚđčĲåŸ 81

6.1. ŃĲĺăąá ŻăŸńĲńŸŽčâďęă őéĺęă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 81 6.7. ŃĲĺăąâł ľňďŸĺńãľĲăł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 84 6.10. ĎğŸŽàŽăąęå őéĺęă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 85 6.21. ŚňďĲőâł ĞĲéĺđčŸ Ďćáőăľńęň ŚńŸ§Ĳĺęç ŚđčĲåęň : : : : : : : : : : : : : 87 6.26. ŔĲĺå ńęğęćęŽåŸł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 90 6.33. ĆĺŸŋãčŸńŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 94 6.36. ŘĲçčŸńŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 97 6.39. Ę ńęğęćęŽåŸ ńęň Scott : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 100 6.40. ĽŸńĲň§ňďæčĲďŸ ğćãĺĲăł őéĺęă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 101

7. ĽŸćá ŻăŸńĲńŸŽčâďęă őéĺęă 103

7.22. ŞğĲĺğĲğĲĺŸľčâďđ ĲğŸŽàŽã : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 109 7.24. ŞğĲĺğĲğĲĺŸľčâďđ ŸďŸŻĺęčã : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 110 7.25. ŁãččŸ ĎğŸďáćđŕđł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 111 7.31. ŚňŽąĺăľăčæńđńŸ ąŸćá ŻăŸńĲńŸŽčâďàď őéĺàď : : : : : : : : : : : : : : : : : 115 7.33. ĽŸćã §ĲčĲćåàľđ ńęň ≤_o : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 116 7.34. ĞĲéĺđčŸ Hartogs : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 117 7.35. ĞĲéĺđčŸ ŚńŸ§Ĳĺęç ŚđčĲåęň : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 119 7.36. ĞĲéĺđčŸ Ďćáőăľńęň ŚńŸ§Ĳĺęç ŚđčĲåęň : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 120

8. ĎğăćęŽâł 129

8.1. ĂěåàčŸ ĎğăćęŽãł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 129 8.9. ĹľęŻçďŸčŸ ńęň AC : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 133 8.11. Ăĺőã ĂğŸĺă§čđńãł ĎğăćęŽãł, AC_N : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 135 8.12. ĂěåàčŸ (VI) ĎěŸĺńđčâďàď ĎğăćęŽéď, DC : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 135 8.19. Őă ŸěăàčŸńăąâł §ĲàĺåĲł ZDC, ZAC : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 138 8.20. ĂğęńĲćâľčŸńŸ ľňďâğĲăŸł ąŸă ŸďĲěŸĺńđľåŸł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 138

9. ĎğăćęŽãł ĲğæčĲďŸ 143

9.3. ČâďńĺŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 144 9.7. ŁãččŸ ńęň K-onig : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 145

ŔĲĺăĲőæčĲďŸ

9.9. ĞĲéĺđčŸ ĄĲďńáćăŸł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 146 9.10. ĽŸćã ĞĲčĲćåàľđ ńęň ≤_c : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 147 9.13. êĺăľńĲł ŻăŸńáěĲăł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 148 9.16. ĽŸďæďĲł Ÿğęĺĺæŋđľđł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 150 9.21. ĞĲéĺđčŸ ńęň K-onig : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 152 9.23. ŐčęńĲćăąæńđńŸ, ąŸďęďăąęå ğćđ§áĺă§čęă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 154

10. Ő őéĺęł Baire 161

10.8. Ŕćđ§ăąæńđńŸ ńâćĲăàď ľđčĲăęľňďæćàď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 165 10.9. ĞĲéĺđčŸ Cantor-Bendixson : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 165 10.10. ĹŻăæńđńŸ P : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 167 10.12. ĂďŸćňńăąá ľđčĲăęľçďęćŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 167 10.18. ĞĲéĺđčŸ ŠâćĲăęň Śňďæćęň : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 171 10.23. ŚçďęćŸ Borel : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 175 10.26. ĂďńăğŸĺáŻĲăŽčŸ ŽăŸ ńđ ŽĲďăąã ăŻăæńđńŸ P : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 177 10.27. ĂğęńĲćâľčŸńŸ ľňďâğĲăŸł ąŸă ŸďĲěŸĺńđľåŸł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 179 10.34. Borel ăľęčęĺŋăľčęå : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 182

11. ĂďńăąŸńáľńŸľđ ąŸă áććŸ ŸěăéčŸńŸ 185

11.1. ĂěåàčŸ ĂďńăąŸńáľńŸľđł (VIII) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 186 11.2. Őă ŸěăàčŸńăąâł §ĲàĺåĲł ZFDC, ZFAC : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 186 11.5. ĞĲéĺđčŸ ĎŻĺŸăàčâďđł ĂďŸŻĺęčãł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 188 11.8. ŃĲńŸŹŸńăąâł ąćáľĲăł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 190 11.15. ĄŸľăąæ ŁãččŸ ĽćĲăľńæńđńŸł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 192 11.18. Ľćđĺęďęčăąá ğĲğĲĺŸľčâďŸ ľçďęćŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 193 11.19. Ľæľčęă ńęň Zermelo : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 194 11.25. Ő Ĳćáőăľńęł ąæľčęł ńęň Zermelo : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 196 11.26. ĎŻĺŸăàčâďŸ ľçďęćŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 197 11.29. Ăĺőã ĞĲčĲćåàľđł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 198 11.31. Ę ŸěăàčŸńăąã §ĲàĺåŸ Zemelo-Fraenkel, ZFC : : : : : : : : : : : : : : : : : 199 11.33. Z-F ąæľčęă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 201 11.34. Ę ąćáľđ V ńęň von Neumann : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 201 11.36. ŁãččŸ ŚňčğåĲľđł ńęň Mostowski : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 201 11.37. ĂğęńĲćâľčŸńŸ ľňďâğĲăŸł ąŸă ŸďĲěŸĺńđľåŸł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 202

12. ČăŸńŸąńăąęå Ÿĺă§čęå 207

12.8. ŢŸĺŸąńđĺăľčæł ńęň ČăŸńŸąńăąęç ŠĲćĲľńã : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 212 12.9. ŢŸĺŸąńđĺăľčæł ńàď ŻăŸńŸąńăąéď Ÿĺă§čéď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 213

ŚđčĲăéľĲăł ľńđ Śňďęćę§ĲàĺåŸ

12.14. ĂďŸŻĺęčã ľńđď ąćáľđ ON : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 216 12.15. ČăŸńŸąńăąã ğĺæľ§Ĳľđ ąŸă ğęććŸğćŸľăŸľčæł : : : : : : : : : : : : : : : : : : 216 12.16. Ŕćđ§áĺă§čęă ńęň von Neumann : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 217 12.20. Ő ńĲćĲľńãł @_α : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 220 12.23. Ę ľňľľàĺĲňčâďđ ăĲĺŸĺőåŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 220 x12.13. Ő ńĲćĲľńãł i_α : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 224 12.28. Ĺľőňĺá Ÿğĺæľăńęă ğćđ§áĺă§čęă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 226 12.29. Ŕćđ§áĺă§čęă ąŸńá ńęď Frege : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 226 x12.22. ŔđćåąŸ ľňď§đąéď ăľęŻňďŸčåŸł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 227

A. Őă ğĺŸŽčŸńăąęå Ÿĺă§čęå 229

A.1. ŚőâľĲăł ęčęăæńđńŸł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 229 A.4. ŚéčŸńŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 231 A.8. ČăŸńĲńŸŽčâďŸ ľéčŸńŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 233 A.14. ŃęďŸŻăąæńđńŸ ńàď ĺđńéď Ÿĺă§čéď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 234 A.16. ïğŸĺěđ ńàď ĺđńéď Ÿĺă§čéď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 236 A.22. Ăĺă§čãľăčęă, ğňąďęå, ŽĺŸččăąęå őéĺęă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 240 A.25. ĹŻăæńđńŸ ńęň ĂĺőđčãŻđ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 243 A.40. Ăĺőã ńęň ĽăŹàńăľčęç : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 247 A.45. Šęčâł Dedekind : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 251 A.48. ïğŸĺěđ ńàď ğĺŸŽčŸńăąéď Ÿĺă§čéď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 253 A.52. ŃęďŸŻăąæńđńŸ ńàď ğĺŸŽčŸńăąéď Ÿĺă§čéď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 256

B. ĂěăéčŸńŸ ąŸă ğĺæńňğŸ 261

B.3. Ľæľčęă ľňďæćàď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 264 B.4. ŔĺęńáľĲăł ąŸă ľőĲńăąęğęăãľĲăł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 265 B.10. Ľæľčęă ńęň Rieger : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 270 B.11. ĞĲéĺđčŸ ńęň Rieger : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 270 B.19. Ăĺőã Ăďńă§ĲčĲćåàľđł, AFA : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 277 B.24. ŔĺęľęčęăéľĲăł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 279 B.31. Ő Ÿďńă§ĲčĲćăàčâďęł ąæľčęł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 282 B.32. ĞĲéĺđčŸ ńęň Aczel : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 283

ČĲåąńđł 291