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ÓÕÌÂÏËÉÓÌÏÉ

Ó' áõôÝò ôéò óçìåéþóåéò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óõóôçìáôéêÜ (ùò óõíôïìåý-
óåéò) ôïõò åîÞò âáóéêïýò óõìâïëéóìïýò áðü ôç ëïãéêÞ êáé ôç óõíïëïèåùñßá:

& : êáé; ∨ : Þ; ¬ : ü÷é; =⇒ : óõíåðÜãåôáé; ⇐⇒ : ôüôå êáé ìüíïí áí;
∀ : ãéá êÜèå; ∃ : õðÜñ÷åé; ∃! : õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá

x ∈ A ⇐⇒ ôï óôïé÷åßï x áíÞêåé óôï óýíïëï A
A ⊆ B ⇐⇒ êÜèå ìÝëïò ôïõ A åßíáé ìÝëïò ôïõ B

⇐⇒ (∀x)[x ∈ A=⇒x ∈ B]
A = B ⇐⇒ ôá óýíïëá A êáé B Ý÷ïõí áêñéâþò ôá ßäéá ìÝëç

⇐⇒ A ⊆ B & B ⊆ A
f : A→ B ⇐⇒ ç f åßíáé óõíÜñôçóç ìå ðåäßï åéóüäïõ (ïñéóìïý)

ôï óýíïëï A êáé ðåäßï åîüäïõ (ôéìþí) ôï óýíïëï B
f : A ½ B ⇐⇒ ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò (Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç)
f : A½→B ⇐⇒ ç f åßíáé áíôéóôïé÷ßá (óõíÜñôçóç Ýíá-ðñïò-Ýíá êáé åðß)

{x | P (x)} = ôï óýíïëï üëùí ôùí x ðïõ Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá P (x)
{x ∈ A | P (x)} = {x | x ∈ A êáé P (x)}

A×B = {(a; b) | a ∈ A êáé b ∈ B}
= ôï óýíïëï ôùí æåõãþí (a; b) ìå a ∈ A; b ∈ B

A×B × C = {(a; b; c) | a ∈ A; b ∈ B; c ∈ C}
= ôï óýíïëï ôùí ôñéÜäùí (a; b; c) ìå a ∈ A; b ∈ B; c ∈ C

f : A×B → C
⇐⇒ ç f åßíáé óõíÜñôçóç äýï ìåôáâëçôþí, óôï A êáé óôï Â

Ï êáëýôåñïò ôñüðïò íá åîïéêåéùèåß ï áíáãíþóôçò ì' áõôïýò ôïõò óõìâï-
ëéóìïýò åßíáé (óôçí áñ÷Þ) íá ôïõò £ìåôáöñÜæåé¤ êáé íá êáôáóêåõÜæåé £ðáñá-
öñÜóåéò¤ ôïõò óôç öõóéêÞ ãëþóóá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõìâïëéêÞ Ýêöñáóç

v



vi Óõìâïëéóìïß

ôçò Áñ÷Þò ÅðáãùãÞò óôï åäÜöéï 1A.1 ìðïñåß íá åêöñáóôåß óôç öõóéêÞ
ãëþóóá ùò åîÞò:

ÊÜèå óýíïëï A öõóéêþí áñéèìþí Ý÷åé ôçí åîÞò éäéüôçôá: áí ôï A
ðåñéÝ÷åé ôïí áñéèìü 0, êáé áí ãéá êÜèå ìÝëïò n ôïõ A, ï åðüìåíïò
áñéèìüò n+1 åßíáé åðßóçò ìÝëïò ôïõ A, ôüôå üëïé ïé öõóéêïß áñéèìïß
åßíáé ìÝëç ôïõ A.

ÌåôÜ áðü ìåñéêÝò ôÝôïéåò áóêÞóåéò, ü÷é ìüíï ìáèáßíåôáé ï ôñüðïò áíÜãíù-
óçò áõôþí ôùí óõìâïëéóìþí, áëëÜ êáé ãßíåôáé ðåíôáêÜèáñï ôï ãéáôß ç ÷ñÞóç
ôïõò åßíáé áðáñáßôçôç ó' áõôü ôïí êëÜäï.

Õðåíèõìßæïõìå åðßóçò, üôé óå ìáèçìáôéêÜ êåßìåíá óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå
ôï ßäéï ãñÜììá óå äéáöïñåôéêÜ áëöÜâçôá Þ äéáöïñåôéêÝò ãñáììáôïóåéñÝò
ãéá íá ïíïìÜóïõìå äéáöïñåôéêÜ áíôéêåßìåíá: Ýôóé ôï `f ' ðñÝðåé íá èåùñåßôáé
äéáöïñåôéêü áðü ôï `ö', êáé (áêüìç ÷åéñüôåñá), óôï åäÜöéï 2B, óõóôçìáôéêÜ,
ôï `x' ïíïìÜæåé êÜðïéá £óõíôáêôéêÞ ìåôáâëçôÞ¤ ðïõ öÝñåé ùò ôéìÞ ôï öõóéêü
áñéèìü `x'.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 1

ÐÑÙÔÏÃÅÍÇÓ ÊÁÉ ÅËÁ×ÉÓÔÉÊÇ ÁÍÁÄÑÏÌÇ

Ó' áõôü ôï êåöÜëáéï èá åéóáãÜãïõìå áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò, êáé èá ìå-
ëåôÞóïõìå äýï óçìáíôéêÝò êëÜóåéò óõíáñôÞóåùí óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò,
ôéò ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò êáé ôéò åëá÷éóôéêÜ áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò.

1A. Áíáäñïìéêïß ïñéóìïß êáé åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò

Ï ìåãÜëïò ìáèçìáôéêüò ôïõ 19ïõ áéþíá Leopold Kronecker öÝñåôáé íá
åßðå üôé

ï Èåüò ìáò Ýäùóå ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, üëá ôá Üëëá åßíáé
áíèñþðéíá êáôáóêåõÜóìáôá.

Ãéá íá êÜíïõìå ÷ñÞóç ôùí áñéèìþí üìùò, ï Èåüò ìÜëëïí ìáò Ýäùóå ìáæß
ôïõò êáé ôçí åîÞò èåìåëéáêÞ

1A.1. Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò. Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôïõ óõíüëïõ ôùí
(öõóéêþí) áñéèìþí

N = {0; 1; 2; : : : }
åßíáé üôé êÜèå óýíïëï A ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï 0 êáé åßíáé êëåéóôü ãéá ôçí ðñÜîç
ôïõ åðüìåíïõ n 7→ n+ 1, ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò áñéèìïýò, óõìâïëéêÜ[

0 ∈ A & (∀n)[n ∈ A=⇒n+ 1 ∈ A]
]

=⇒N ⊆ A:

ÔõðéêÜ åðéêáëïýìáóôå ôçí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé üëïé
ïé öõóéêïß áñéèìïß Ý÷ïõí êÜðïéá éäéüôçôá P (n), äåß÷íïíôáò îå÷ùñéóôÜ üôé

P (0) êáé (ãéá êÜèå n)[P (n) =⇒P (n+ 1)]·
áð' áõôÝò ôéò ðñïôÜóåéò êáé ôçí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò, Ýðåôáé üôé ôï óýíïëï
A = {n ∈ N | P (n)} ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò áñéèìïýò, äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï
(∀n)P (n).

Ç áñ÷Þ åðáãùãÞò äéêáéïëïãåß åðßóçò áðïäåßîåéò ìå ðëÞñç åðáãùãÞ, óôéò
ïðïßåò óõìðåñáßíïõìå üôé üëïé ïé öõóéêïß áñéèìïß Ý÷ïõí êÜðïéá éäéüôçôá
P (n), äåß÷íïíôáò áðëÜ üôé ãéá êÜèå n,

(∀i < n)P (i) =⇒P (n)·

1



2 1. ÐñùôïãåíÞò êáé åëá÷éóôéêÞ áíáäñïìÞ

0 1 2 3 : : :

6

w0

w1

w2

w3

1

s

3
s

h h h

: : :

¾
h

Ó÷Þìá 1. Áíáäñïìéêüò ïñéóìüò.

åðåéäÞ áí èÝóïõìå

A = {n ∈ N | (∀i < n)P (i)};
ôüôå, ðñïöáíþò 0 ∈ A (åðåéäÞ äåí õðÜñ÷ïõí áñéèìïß i < 0, êáé åðïìÝíùò ç
ðñüôáóç

ãéá êÜèå i < 0 éó÷ýåé ç P (i)

áëçèåýåé ôåôñéììÝíá), êáé ç áðáéôïýìåíç óõíåðáãùãÞ n ∈ A=⇒n + 1 ∈ A
óõíÜãåôáé áìÝóùò áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé ôçí éóïäõíáìßá

(∀i < n+ 1)P (i) ⇐⇒ (∀i < n)P (i) êáé P (n):

Ç Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò ðçãÜæåé áðü ôç âáóéêÞ äéáßóèçóç üôé èá öôÜóïõìå êÜèå
öõóéêü áñéèìü áí îåêéíÞóïõìå áðü ôï 0 êáé åðáíáëÜâïõìå £åð' áüñéóôïí¤ ôçí
ðñÜîç ôïõ åðüìåíïõ. Ç ßäéá äéáßóèçóç ïäçãåß êáé óôï åîÞò èåìåëéáêü áðïôÝ-
ëåóìá, ðïõ äéêáéþíåé áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò óõíáñôÞóåùí óôï óýíïëï ôùí
öõóéêþí:

1A.2. ËÞììá (Âáóéêü ËÞììá ÁíáäñïìÞò). Ãéá üëá ôá óýíïëá X;W
êáé äïóìÝíåò óõíáñôÞóåéò g : X → W; h : W × N × X → W , õðÜñ÷åé
áêñéâþò ìéá óõíÜñôçóç f : N×X →W ôÝôïéá ðïõ

f(0; x) = g(x);
f(n+ 1; x) = h(f(n; x); n; x):(1)

Åéäéêüôåñá, ÷ùñßò ôçí ðáñÜìåôñï x, ãéá êÜèå w0 ∈ W êáé êÜèå óõíÜñ-
ôçóç h : W × N → W , õðÜñ÷åé áêñéâþò ìéá óõíÜñôçóç f : N → W ðïõ
éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò

f(0) = w0; f(n+ 1) = h(f(n); n):(2)

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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1A. Áíáäñïìéêïß ïñéóìïß êáé åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò 3

Ôï Ó÷Þìá 1 áðåéêïíßæåé Ýíáí áíáäñïìéêü ïñéóìü óôçí áðëïýóôáôç ðå-
ñßðôùóç, ðïõ ç äïóìÝíç óõíÜñôçóç h : W → W äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí
ìåôáâëçôÞ áíáäñïìÞò n Þ êÜðïéá ðáñÜìåôñï x, üôáí äçëáäÞ ç æçôïýìåíç f
éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò

f(0) = w0; f(n+ 1) = h(f(n)):

ÓõíÞèùò ôï Âáóéêü ËÞììá ÁíáäñïìÞò áðïäåß÷íåôáé áðü ôçí Áñ÷Þ ôçò
ÅðáãùãÞò (ðïõ åßíáé êáé ï ëüãïò ðïõ êáëåßôáé ËÞììá), ¢óêçóç x1A.1∗·
áëëÜ êáé ç Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò åðßóçò óõíÜãåôáé áðü ôï Âáóéêü ËÞììá Áíá-
äñïìÞò, ¢óêçóç x1A.2∗, Ýôóé ðïõ ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ïé äýï áõôÝò áñ÷Ýò
åêöñÜæïõí éóïäýíáìá ôçí ßäéá, ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôùí öõóéêþí áñéè-
ìþí.

1A.3. Áíáäñïìéêïß ïñéóìïß. Áðü ôçí êáèáñÜ ìáèçìáôéêÞ óêïðéÜ, ôï
Âáóéêü ËÞììá ÁíáäñïìÞò 1A.2 åßíáé êëáóéêü ðáñÜäåéãìá èåùñÞìáôïò ýðáñ-
îçò êáé ìïíáäéêüôçôáò ëýóçò ãéá Ýíá óýóôçìá åîéóþóåùí (1), üðïõ ï £Üãíù-
óôïò¤ ãé' áõôÜ ôá óõóôÞìáôá åßíáé óõíÜñôçóç. ÊÜèå èåþñçìá ýðáñîçò êáé
ìïíáäéêüôçôáò ëýóçò áðïöÝñåé êáé ìéá ìÝèïäï ïñéóìïý, ôïõ ìïíáäéêïý áíôé-
êåéìÝíïõ ôïõ ïðïßïõ ôï èåþñçìá åããõÜôáé ôçí ýðáñîç· ç éäéáßôåñç óçìáóßá
ôïõ Âáóéêïý ËÞììáôïò ÁíáäñïìÞò ðçãÜæåé áðü ôéò åîÞò ôñåéò èåìåëéáêÝò
éäéüôçôåò áíáäñïìéêþí ïñéóìþí:

(I) Ïé ðåñéóóüôåñåò óõíáñôÞóåéò ðïõ áíáêýðôïõí óôç èåùñßá áñéèìþí
êáé óôçí ðëçñïöïñéêÞ ïñßæïíôáé |Þ ìðïñïýí íá ïñéóôïýí| áíáäñïìéêÜ.

Óôï åðüìåíï åäÜöéï 1B èá ðÜñïõìå ìéá éäÝá ôïõ ðëïýôïõ ôïõ óõíüëïõ
£ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí¤.

(II) Ï áíáäñïìéêüò ïñéóìüò (1) ðáñÜãåé õðïëïãßóéìåò óõíáñôÞóåéò áðü
äïóìÝíåò õðïëïãßóéìåò g êáé h.

Áõôü èá ôï äéáôõðþóïõìå áõóôçñÜ êáé èá ôï áðïäåßîïõìå óôï åäÜöéï 2B,
áëëÜ åßíáé êáé êÜðùò ðñïöáíÝò: áí Ý÷ïõìå £áëãïñßèìïõò¤ ðïõ õðïëïãßæïõí
ôéò g êáé h, ôüôå ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ìéá ôõ÷áßá ôéìÞ f(n; x) èÝôïíôáò
äéáäï÷éêÜ

f(0; x) = g(x) = w0

f(1; x) = h(w0; 0; x) = w1

...
f(n− 1; x) = h(wn−2; n− 2; x) = wn−1

f(n; x) = h(wn−1; n− 1; x):

(III) Ç ìïñöÞ ôïõ áíáäñïìéêïý ïñéóìïý (1) ïäçãåß ìå öõóéêü ôñüðï óå
åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò éäéïôÞôùí ôçò óõíÜñôçóçò f(n; x).

Ãåíéêüôåñá, ç óõó÷Ýôéóç

áíáäñïìéêüò ïñéóìüò { åðáãùãéêÞ áðüäåéîç
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åßíáé áðü ôéò ðëÝïí èåìåëéáêÝò óôá ìáèçìáôéêÜ êáé ôç èåùñçôéêÞ ðëçñïöï-
ñéêÞ, êáé èá ôç äéåñåõíÞóïõìå óå âÜèïò. Åäþ èá ðåñéïñéóôïýìå óå äýï ðáñá-
äåßãìáôá, îåêéíþíôáò ìå ôçí êëáóéêÞ áðüäåéîç ôçò áíôéìåôáèåôéêüôçôáò ôçò
ðñüóèåóçò, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ôç ìÝèïäï ôçò £äéðëÞò åðáãùãÞò¤. ÃñÜöïõìå
f(x; y) áíôß ãéá x + y ó' áõôü ôï ðáñÜäåéãìá, êáé âáóßæïõìå ôçí áðüäåéîç
ìüíï óôïí áíáäñïìéêü ïñéóìü ôçò f(x; y).

1A.4. Ðñüôáóç. Äåßîôå üôé ç óõíÜñôçóç f(x; y) óôïõò áñéèìïýò ðïõ
ïñßæåôáé ìå ôéò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò

f(0; y) = y
f(x+ 1; y) = f(x; y) + 1

åßíáé áíôéìåôáèåôéêÞ, äçëáäÞ, ãéá üëïõò ôïõò x; y

f(x; y) = f(y; x):

Ëýóç. Äåß÷íïõìå ìå åðáãùãÞ,

(ãéá êÜèå x ∈ N)(∀y)[f(x; y) = f(y; x)]:(3)

ÂÜóç, x = 0; (∀y)[f(0; y) = f(y; 0)]. Ç áðüäåéîç áõôÞò ôçò ðñüôáóçò åß-
íáé ðÜëé ìå åðáãùãÞ óôï y, ðïõ êáëåßôáé âïçèçôéêÞ ôçò £êýñéáò¤ åðáãùãéêÞò
áðüäåéîçò ôçò (3).

ÂïçèçôéêÞ ÂÜóç, y = 0; f(0; 0) = f(0; 0), ôåôñéììÝíá.
Âïçèçôéêü Åðáãùãéêü ÂÞìá. Äå÷üìáóôå ôç ÂïçèçôéêÞ ÅðáãùãéêÞ Õðü-

èåóç

f(0; y) = f(y; 0)(ÂÅÕ)

êáé äåß÷íïõìå áð' áõôÞ üôé

f(0; y + 1) = f(y + 1; 0)

ìå ôïí áðëü õðïëïãéóìü:

f(y + 1; 0) = f(y; 0) + 1 (Ïñéóìüò)
= f(0; y) + 1 (ÂÅÕ)
= y + 1 (Ïñéóìüò)
= f(0; y + 1) (Ïñéóìüò):

Ó' áõôü ôï óçìåßï Ý÷ïõìå óõìðëçñþóåé ôç ÂïçèçôéêÞ ÅðáãùãÞ ãéá ôç ÂÜóç
ôçò êýñéáò åðáãùãÞò.

Åðáãùãéêü ÂÞìá. Äå÷üìáóôå ôçí ÅðáãùãéêÞ Õðüèåóç

(∀y)[f(x; y) = f(y; x)](ÅÕ)

êáé äåß÷íïõìå, ðÜëé ìå ÂïçèçôéêÞ ÅðáãùãÞ üôé

(∀y)[f(x+ 1; y) = f(y; x+ 1)]:
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ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
23 Éïõíßïõ, 2012, 12:49. 4



1A. Áíáäñïìéêïß ïñéóìïß êáé åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò 5

ÂïçèçôéêÞ ÂÜóç, f(x+1; 0) = f(0; x+1). Áõôü Ýðåôáé áðü ôçí áðüäåéîç
ôçò ÂÜóçò, üðïõ äåßîáìå üôé ãéá êÜèå y, f(y; 0) = f(0; y).

Âïçèçôéêü Åðáãùãéêü ÂÞìá. Äå÷üìáóôå ôç ÂïçèçôéêÞ ÅðáãùãéêÞ Õðü-
èåóç

f(x+ 1; y) = f(y; x+ 1)(ÂÅÕ)

êáé äåß÷íïõìå ôï æçôïýìåíï

f(x+ 1; y + 1) = f(y + 1; x+ 1)

ìå ôïí åîÞò õðïëïãéóìü:

f(x+ 1; y + 1) = f(x; y + 1) + 1 (Ïñéóìüò)
= f(y + 1; x) + 1 (ÅÕ)
= (f(y; x) + 1) + 1 (Ïñéóìüò)
= (f(x; y) + 1) + 1 (ÅÕ)
= f(x+ 1; y) + 1 (Ïñéóìüò)
= f(y; x+ 1) + 1 (ÂÅÕ)
= f(y + 1; x+ 1) (Ïñéóìüò): a

1A.5. ÐáñáôÞñçóç. Ç ìÝèïäïò áðüäåéîçò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá ôçí
áðüäåéîç ôçò Ðñüôáóçò 1A.4 êáëåßôáé äéðëÞ åðáãùãÞ, åðåéäÞ ÷ñåéÜóôçêáí
äéáöïñåôéêÝò, (âïçèçôéêÝò) åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò ôçò ÂÜóçò êáé ôïõ Åðá-
ãùãéêïý ÂÞìáôïò ôçò £êýñéáò¤ åðáãùãÞò ôçò áðüäåéîçò. Áõôü åßíáé ÷á-
ñáêôçñéóôéêü åðáãùãéêþí áðïäåßîåùí ãéá ðñïôÜóåéò ôçò ìïñöÞò

(ãéá êÜèå x)(∀y)P (x; y);

üðùò åßíáé ç (3). Ï ëüãïò ðïõ áõôü åßíáé áðáñáßôçôï ãßíåôáé ðñïöáíÞò áí
ðñïóðáèÞóïõìå íá áðïäåßîïõìå êáôåõèåßáí ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç

(ãéá êÜèå x)[f(x; 17) = f(17; x)];

ìå åðáãùãÞ óôï x.
Ðñïóï÷Þ: ç Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôçí áðüäåéîç

ðñïôÜóåùí ôçò ìïñöÞò

(ãéá êÜèå n ∈ N)P (n);(4)

êáé ìüíï ãéá ðñïôÜóåéò áõôÞò ôçò ìïñöÞò· ãéá íá áðïäåßîïõìå ìå åðá-
ãùãÞ êÜðïéá ðñüôáóç ôçò ìïñöÞò

(∀n)(∀m)Q(n;m);
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ãéá ðáñÜäåéãìá, ðñÝðåé íá åðéëÝîïõìå ðïéá P (n) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå, ð.÷.,
P (n) ⇐⇒ Q(n; y) (ãéá óõãêåêñéìÝíï, óôáèåñü y);
P (n) ⇐⇒ Q(x; n) (ãéá óõãêåêñéìÝíï, óôáèåñü x);
P (n) ⇐⇒ (∀y)Q(n; y);
P (n) ⇐⇒ (∀x)Q(x; n);

Þ áêüìç êáé êÜðïéá ðéï ðåñßðëïêç ðñüôáóç (∀n)P (n) ãéá ôçí ïðïßá ìðïñïýìå
íá áðïäåßîïõìå áíåîÜñôçôá üôé

(∀n)P (n) =⇒ (∀x)(∀y)Q(x; y):
Óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò ôï ðéï äýóêïëï ìÝñïò ìéáò åðáãùãéêÞò áðüäåéîçò
åßíáé áêñéâþò ç åðéëïãÞ ôçò êáôÜëëçëçò ðñüôáóçò ôçò ìïñöÞò (4) ðïõ äåß-
÷íåôáé åýêïëá, êáé óõíåðÜãåôáé ôçí ðñüôáóç ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé.

Ãéá äåýôåñï ðáñÜäåéãìá èåùñïýìå ìéá óõíÜñôçóç ëéãüôåñï ïéêåßá áðü ôçí
ðñüóèåóç, áëëÜ ìå åîßóïõ åíäéáöÝñïõóåò éäéüôçôåò êáé ðïëëÝò åöáñìïãÝò.

1A.6. Ç óõíÜñôçóç ôïõ Ackermann ïñßæåôáé ìå ôç ëåãüìåíç äéðëÞ
áíáäñïìÞ 




A(0; x) = x+ 1
A(n+ 1; 0) = A(n; 1)

A(n+ 1; x+ 1) = A(n;A(n+ 1; x))·
(5)

êáé ãéá êÜèå n, ç £ôïìÞ¤ An : N → N (ôçò óõíÜñôçóçò) ôïõ Ackermann
ïñßæåôáé ìå ôçí åîßóùóç

An(x) = A(n; x):(6)

Ãéá ðáñÜäåéãìá,
A0(x) = x+ 1

äçëáäÞ ç A0 åßíáé ç óõíÜñôçóç S ôïõ åðüìåíïõ óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò.

Ï ïñéóìüò ðñÝðåé íá äéêáéïëïãçèåß, êáé ç áðüäåéîç Ý÷åé áíåîÜñôçôï åíäéá-
öÝñïí åðåéäÞ áðáéôåß åðßêëçóç ôïõ Âáóéêïý ËÞììáôïò ÁíáäñïìÞò ãéá ôïí
ïñéóìü óõíÜñôçóçò f : N→W üðïõ W 6= N:

1A.7. ËÞììá. Ôï óýóôçìá óõíáñôçóéáêþí åîéóþóåùí (5) Ý÷åé áêñéâþò
ìéá ëýóç, äçëáäÞ éêáíïðïéåßôáé áðü áêñéâþò ìßá äéìåëÞ óõíÜñôçóç.

Áðüäåéîç. ¸óôùW ôï óýíïëï üëùí ôùí ìïíïìåëþí óõíáñôÞóåùí óôïõò
öõóéêïýò, äçëáäÞ

p ∈W ⇐⇒ ç p åßíáé óõíÜñôçóç; p : N→ N:
Ïñßæïõìå ìéá óõíÜñôçóç f : N → W ìå åðßêëçóç ôïõ Âáóéêïý ËÞììáôïò
ÁíáäñïìÞò, ùò åîÞò:

f(0) = S;
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äçëáäÞ ç ôéìÞ f(0) åßíáé ç óõíÜñôçóç ôïõ åðüìåíïõ, S(x) = x+ 1· êáé

f(n+ 1) = h(f(n));

üðïõ ç ôéìÞ gp = h(p) ôçò óõíÜñôçóçò h : W → W ïñßæåôáé ãéá êÜèå
p : N→ N ìå ôçí åîÞò áíáäñïìÞ:

gp(0) = p(1)
gp(x+ 1) = p(gp(x)):

Áí èÝóïõìå

An = f(n);

ôüôå ïé óõíáñôÞóåéò An éêáíïðïéïýí ôéò åîÞò åîéóþóåéò:

A0(x) = S(x) = x+ 1
An+1(x) = h(An)(x)

Ýôóé ðïõ

An+1(0) = h(An)(0) = An(1);
An+1(x+ 1) = An(h(An)(x))

= An(An+1(x)):

ÔåëéêÜ èÝôïõìå

A(n; x) = An(x)

êáé îáíáãñÜöïõìå áõôÝò ôéò åîéóþóåéò,

A(0; x) = A0(x) = x+ 1
A(n+ 1; 0) = An+1(0) = An(1) = A(n; 1)

A(n+ 1; x+ 1) = An+1(x+ 1) = An(An+1(x)) = A(n;A(n+ 1; x));

Ýôóé ðïõ åßíáé áêñéâþò ïé åîéóþóåéò, ãéá ôéò ïðïßåò Ýðñåðå íá äåßîïõìå üôé
Ý÷ïõí ëýóç.

Ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò äåß÷íåôáé ìå (äéðëÞ) åðáãùãÞ óôï n, Þ ìå ôçí
ðñïóåêôéêÞ åöáñìïãÞ ôïõ Âáóéêïý ËÞììáôïò, ðïõ åããõÜôáé ôç ìïíáäéêü-
ôçôá ôçò óõíÜñôçóçò f(n) = An, ¢óêçóç x1A.7. a

Ç Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò êáé ôï Âáóéêü ËÞììá ÁíáäñïìÞò åßíáé âáóéêÜ £áîéþ-
ìáôá¤ ãéá ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ðïõ äåí ìðïñïýí íá áðïäåé÷ôïýí, ðáñÜ
ìüíïí áí Ý÷ïõìå êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï ïñéóìü ôùí áñéèìþí óôï ðëáßóéï ìéáò
ãåíéêüôåñçò èåùñßáò, ð.÷., ôçò èåùñßáò óõíüëùí.
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1A. ÁóêÞóåéò

x1A.1∗. Áðïäåßîôå ôï Âáóéêü ËÞììá ÁíáäñïìÞò 1A.2 áðü ôçí Áñ÷Þ
ÅðáãùãÞò. Õðüäåéîç: Ãéá ôçí ýðáñîç ôçò f : N×X →W , èÝôïõìå

Wn = {(w0; : : : ; wn−1) | w0; : : : ; wn−1 ∈W} (n ∈ N);
P (n; x; w) ⇐⇒ w = (w0; : : : ; wn) ∈Wn+1

& w0 = g(x) & (∀i < n)[wi+1 = h(wi; i; x)]

êáé äåß÷íïõìå ìå åðáãùãÞ ôçí ðñüôáóç

(∀n)(∃!w)P (n; x; w):

Ãéá ôá ôõ÷áßá n; x, w = w(n; x) = (w0(n; x); : : : ; wn(n; x)) åßíáé ç ìïíáäéêÞ
áêïëïõèßá (ìÞêïõò n+ 1) ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé ç P (n; x; w), èÝôïõìå

f(n; x) = s ⇐⇒ s = wn(n; x):

x1A.2∗. Äå÷èåßôå ôï Âáóéêü ËÞììá ÁíáäñïìÞò 1A.2 ùò áîßùìá, êáé
äåßîôå áð' áõôü ôçí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò.

x1A.3. Äåßîôå (áðü ôçí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò) üôé êÜèå ìç-êåíü óýíïëï öõ-
óéêþí X ⊆ N Ý÷åé åëÜ÷éóôï ìÝëïò.

x1A.4. Äåßîôå üôé ãéá äýï ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò � ≥ 0, � > 0, õðÜñ÷åé
áêñéâþò Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò q, ôÝôïéïò ðïõ ãéá êÜðïéïí (ðñáãìáôéêü) r,

� = �q + r; 0 ≤ r < �:

¸ðåôáé üôé êáé ôï r åßíáé ìïíáäéêü, åöüóïí r = � − �q. Ïé áñéèìïß q êáé
r åßíáé ôï ðçëßêï (quotient) êáé ôï õðüëïéðï (remainder) ôçò äéáßñåóçò ôïõ
� äéá ôïõ �, êáé ôïõò óõìâïëßæïõìå

quot(�; �) = q; rm(�; �) = r

áðü ôïõò Áããëéêïýò üñïõò. Åðßóçò åßíáé âïëéêü èá èÝóïõìå

quot(�; 0) = 0; rm(�; 0) = �;

Ýôóé ðïõ ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò åßíáé ïñéóìÝíåò ãéá üëá ôá �; � êáé éêáíï-
ðïéïýí ðÜíôá ôçí åîßóùóç � = � quot(�; �) + rm(�; �).

x1A.5. ÄéêáéïëïãÞóôå áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò ôçò ìïñöÞò

f(0; x) = g1(x);
f(1; x) = g2(x);

f(n+ 2; x) = h(f(n; x); f(n+ 1; x); n; x);
(7)

üðïõ ïé g1; g2; h åßíáé äïóìÝíåò óõíáñôÞóåéò óôïõò áñéèìïýò.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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x1A.6. Ç áêïëïõèßá Fibonacci ïñßæåôáé ìå ôçí áíáäñïìÞ

a0 = 0; a1 = 1; an+2 = an + an+1:(8)

(a) Õðïëïãßóôå ôçí ôéìÞ a9.
(b) Äåßîôå üôé ãéá êÜèå n,

an+2 ≥ �n; üðïõ � =
1 +

√
5

2
:

Ç âáóéêÞ ðáñáôÞñçóç åßíáé üôé ï � åßíáé ìßá áðü ôéò ñßæåò ôçò äåõôåñïâÜèìéáò
åîßóùóçò

x2 = x+ 1:(9)

Äåßîôå åðßóçò üôé áí ï � = 1−√5
2 åßíáé ç Üëëç ñßæá ôçò (9), ôüôå, ãéá êÜèå n

an =
�n − �n√

5
:

x1A.7. Äåßîôå üôé ôï ðïëý ìßá óõíÜñôçóç éêáíïðïéåß ôï óýóôçìá (5).

x1A.8. Õðïëïãßóôå ôçí ôéìÞ A(3; 2).

x1A.9. Ãéá ôéò ôïìÝò ôïõ Ackermann, äåßîôå üôé

A1(x) = x+ 2;
A2(x) = 2x+ 3:

x1A.10. Âñåßôå Ýíá £êëåéóôü¤ ôýðï ãéá ôçí A3(x).

x1A.11. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå n êáé x, An(x) ≥ 1.

x1A.12. Äåßîôå üôé êÜèå ôïìÞ An ôçò óõíÜñôçóçò ôïõ Ackermann åßíáé
áõóôçñÜ áýîïõóá, äçëáäÞ

x < y=⇒An(x) < An(y);

áðü ôï ïðïßï Ýðåôáé üôé An(x) ≥ x. Õðüäåéîç: Äåßîôå ìå £äéðëÞ åðáãùãÞ¤
üôé An(x) < An(x+ 1).

x1A.13. Äåßîôå üôé ãéá üëá ôá n;m êáé x,

n < m=⇒An(x) < Am(x):

Õðüäåéîç: Äåßîôå ìå £äéðëÞ åðáãùãÞ¤ üôé An(x) < An+1(x).

x1A.14. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå n êáé x,

An(An(x)) < An+2(x):

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
23 Éïõíßïõ, 2012, 12:49. 9
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1B. Ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò

1B.1. Ïñéóìüò. ¸íá óýíïëï F ðëåéïìåëþí1 óõíáñôÞóåùí óôïõò öõóé-
êïýò åßíáé ðñùôïãåíþò êëåéóôü áí:

(a) Ç óõíÜñôçóç S(x) = x+ 1 ôïõ åðüìåíïõ áíÞêåé óôï F .
(b) Ãéá êÜèå n êáé q, ç óôáèåñÞ óõíÜñôçóç n ìåôáâëçôþí

Cnq (x1; : : : ; xn) = q

áíÞêåé óôï F . Áí n = 0, ôüôå (óõìâáôéêÜ) C0
q = q, äçëáäÞ ôáõôßæïõìå ôç

óõíÜñôçóç £0 ìåôáâëçôþí¤ ìå ôç (ìïíáäéêÞ) ôéìÞ ôçò.
(c) Ãéá êÜèå n êáé i, 1 ≤ i ≤ n, ç ðñïâïëÞ

Pni (x1; : : : ; xn) = xi
áíÞêåé óôï F . Ðáñáôçñïýìå üôé ç P 1

1 åßíáé ç ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç óôï N,
P 1

1 (x) = x.
(d) Êëåéóôüôçôá ãéá óýíèåóç. Áí ç m-ìåëÞò g(u1; : : : ; um) êáé ïé m,

n-ìåëåßò óõíáñôÞóåéò
h1(~x); : : : ; hm(~x)

áíÞêïõí óôï F , ìå ~x = (x1; : : : ; xn), ôüôå êáé ç

f(~x) = g(h1(~x); : : : ; hm(~x))(10)

áíÞêåé óôï F .
(e) Êëåéóôüôçôá ãéá ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ. Áí ç n-ìåëÞò g êáé ç

(n + 2)-ìåëÞò h áíÞêïõí óôï F , êáé áí ç (n + 1)-ìåëÞò f ïñßæåôáé áðü ôéò
åîéóþóåéò

{
f(0; ~x) = g(~x)

f(y + 1; ~x) = h(f(y; ~x); y; ~x);(11)

ôüôå êáé ç f áíÞêåé óôï F . ÓõìâáôéêÜ ðåñéëáìâÜíïõìå ó' áõôü ôï ó÷Þìá
ôçí ðåñßðôùóç n = 0, ïðüôå ôï ó÷Þìá ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

{
f(0) = q (= C0

q )
f(y + 1) = h(f(y); y):

1ÐëåéïìåëÞò óõíÜñôçóç (function of several variables) óôï óýíïëï M åßíáé ç ôõ÷áßá
óõíÜñôçóç

f : Mn →M

ìéáò Þ ðåñéóóïôÝñùí ìåôáâëçôþí óôï M , êáé ç ðëåéïìÝëåéá (arity) ôçò f åßíáé ï áñéèìüò
n ôùí ìåôáâëçôþí ôçò. Ç ôáõôü÷ñïíç ìåëÝôç üëùí ôùí ðëåéïìåëþí óõíáñôÞóåùí óå
Ýíá äïóìÝíï óýíïëï îå÷ùñßæåé ôç ëïãéêÞ áðü Üëëïõò êëÜäïõò ôùí ìáèçìáôéêþí üðïõ,
ôõðéêÜ, ìåëåôïýìå îå÷ùñéóôÜ ôéò óõíáñôÞóåéò ìéáò, Þ äýï, : : : , Þ n ìåôáâëçôþí | êáé
ßóùò ãé' áõôü íá ìçí õðÜñ÷åé êáèéåñùìÝíïò üñïò ãéá ôçí Ýííïéá. Ç ðñüôáóç ãéá ôïõò
üñïõò £ðëåéïìÝëåéá¤ êáé £ðëåéïìåëÞò¤ ïöåßëåôáé óôçí Á. Ãñáéêéþôç.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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Ç óõíÜñôçóç f åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ (primitive recursive) áí
áíÞêåé óå êÜèå ðñùôïãåíþò êëåéóôü óýíïëï óõíáñôÞóåùí, êáé ðñùôïãåíþò
áíáäñïìéêÞ óôï Ψ, ãéá ôõ÷áßï óýíïëï Ψ £äïóìÝíùí¤ ðëåéïìåëþí óõíáñ-
ôÞóåùí, áí áíÞêåé óå êÜèå ðñùôïãåíþò êëåéóôü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï Ψ.
×ñçóéìïðïéïýìå ôïõò óõìâïëéóìïýò:

Rp = {f | ç f åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ};
Rp(Ψ) = {f | ç f åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óôï Ψ};

Ýôóé ðïõ

Rp = Rp(∅):
Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ðñüóèåóç

s(x; y) = x+ y

åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ åðåéäÞ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò

s(0; y) = P 1
1 (y) = y;

s(x+ 1; y) = h(s(x; y); x; y) = s(x; y) + 1;(12)

üðïõ ç óõíÜñôçóç h(w; x; y) = S(w) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ åðåéäÞ
ïñßæåôáé ìå ôç óýíèåóç

h(w; x; y) = S(P 3
1 (w; x; y)):(13)

Ìå ðáñüìïéá ÷ñÞóç ðñïâïëþí ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé ôï óýíïëï Rp(Ψ)
åßíáé êëåéóôü ãéá £ñçôïýò ïñéóìïýò¤ ðÜóçò öýóåùò. Ð.÷., áí

f(x; y) = h(x; g1(y; x+ 1); g2(y; y));

ôüôå ç f åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óôéò h; g1; g2 (äçëáäÞ óôï óýíïëï
Rp(h; g1; g2)), åðåéäÞ

f(x; y) = h(P 2
1 (x; y); g∗1(x; y); g∗2(x; y));(14)

üðïõ

S∗(x; y) = S(P 2
1 (x; y)) = x+ 1(15)

g∗1(x; y) = g1(P 2
2 (x; y); S∗(x; y)) = g1(y; x+ 1)(16)

g∗2(x; y) = g2(P 2
2 (x; y); P 2

2 (x; y))(17)

Ýôóé ðïõ ç f ïñßæåôáé áðü ôéò äïóìÝíåò óõíáñôÞóåéò ìå äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò
óýíèåóçò.

Ç åðüìåíç ðñüôáóç åßíáé ôåôñéììÝíç, áëëÜ ÷ñÞóéìç:

1B.2. Ðñüôáóç. Ôï óýíïëï Rp(Ψ) ôùí ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêþí óõ-
íáñôÞóåùí óôï Ψ ðåñéÝ÷åé ôï Ψ êáé åßíáé ðñùôïãåíþò êëåéóôü.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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Áðüäåéîç. Áí, ð.÷., ç f ïñßæåôáé ìå ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ áðü ôéò g; h ∈
Rp(Ψ), ôüôå, g; h ∈ F ãéá êÜèå ðñùôïãåíþò êëåéóôü F ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï
Ψ· Üñá, f ∈ F , ãéá êÜèå ðñùôïãåíþò êëåéóôü F ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï Ψ· Üñá
f ∈ Rp(Ψ). a

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé óõíáñôÞóåéò

g(w; y) = w + y
h(w; x; y) = g(P 3

1 (w; x; y); P 3
3 (w; x; y))= w + y

åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò, êáé åðïìÝíùò, áí èÝóïõìå

f(0; y) = 0 = C1
0 (y)

f(x+ 1; y) = h(f(x; y); x; y) = f(x; y) + y;(18)

ôüôå êáé ç f(x; y) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ· áëëÜ, ðñïöáíþò (ìå åðá-
ãùãÞ óôï x, áí äåí öáßíåôáé ðñïöáíÝò!), f(x; y) = x · y, Üñá êáé ï ðïë-
ëáðëáóéáóìüò åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç. Óôï ìÝëëïí èá
åöáñìüóïõìå ôçí 1B.2 £óéùðçëÜ¤.

1B.3. Ðñüôáóç. Ç ðñüóèåóç x + y, ï ðïëëáðëáóéáóìüò x · y êáé ïé
åðüìåíåò óõíáñôÞóåéò åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò.
#1. x! = 1 · 2 · · ·x 0! = 1

(x+ 1)! = x!(x+ 1)

#2. Pd(x) = áí (x = 0) ôüôå 0 áëëéþò x− 1 Pd(0) = 0
Pd(x+ 1) = x

#3. x−· y = áí (x < y) ôüôå 0 áëëéþò x− y x−· 0 = x
x−· (y + 1) = Pd(x−· y)

#4. min(x; y) min(x; y) = x−· (x−· y)

#5. max(x; y) max(x; y) = (x+ y)−· min(x; y)

#6. |x− y| |x− y| = (x−· y) + (y−· x)

#7. xy x0 = 1
xy+1 = xy · x

Ïé áðïäåßîåéò ôùí ðåñéóóïôÝñùí áðü ôéò ðñïôÜóåéò ó' áõôü ôï åäÜöéï åßíáé
áðëÝò, êáé èá ôéò áöÞóïõìå ãéá áóêÞóåéò.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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1B.4. Ïñéóìüò. Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ìéáò ó÷Ýóçò P (~x) åß-
íáé ç

�P (~x) =

{
1; áí P (~x);
0; áëëéþò;

(19)

êáé ç ó÷Ýóç P (~x) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ áí ç �P (~x) åßíáé ðñùôï-
ãåíþò áíáäñïìéêÞ. Ôï ßäéï ãéá óýíïëá: ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ
A ⊆ N åßíáé ç

�A(x) =

{
1; áí x ∈ A;
0; áëëéþò;

(20)

êáé ôï A åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêü áí ç �A åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñï-
ìéêÞ.

1B.5. Ðñüôáóç. Áí ç P (~x) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç, ïé
g(~x) êáé h(~x) ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé ç f(~x) ïñßæåôáé
áð' áõôÝò ìå ðåñéðôþóåéò,

f(~x) =

{
g(~x); áí P (~x);
h(~x); áëëéþò;

ôüôå êáé ç f(~x) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.

Áðüäåéîç. f(~x) = �P (~x)g(~x) + (1−· �P (~x))h(~x). a
Ìå äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò áõôÞò ôçò ðñüôáóçò äåß÷íïõìå üôé ôï óýíïëï

ôùí ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí åßíáé êëåéóôü ãéá ïñéóìïýò ìå
n ðåñéðôþóåéò, ãéá êÜèå n ≥ 2.

1B.6. Ðñüôáóç. (a) Ïé åîÞò óõíáñôÞóåéò êáé ó÷Ýóåéò åßíáé ðñùôïãåíþò
áíáäñïìéêÝò:

#8. x = y �=(x; y) = 1−· |x− y|

#9. x ≤ y; x < y �≤(x; y) = 1−· (x−· y)
�<(x; y) = �≤(x+ 1; y)

#10. rm(x; y) rm(0; y) = 0

rm(x+ 1; y) =





x+ 1; áí y = 0;
rm(x; y) + 1;

áëëéþò, áí rm(x; y) + 1 < y;
0; áëëéþò

#11. x | y (ï x äéáéñåß ôïí y) �|(x; y) = 1−· rm(y; x)

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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#12. quot(x; y) quot(0; y) = 0

quot(x+ 1; y) =





0; áí y = 0;
quot(x; y) + 1;

áëëéþò, áí rm(x+ 1; y) = 0;
quot(x; y); áëëéþò

(b) Ôï óýíïëï ôùí ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí åßíáé êëåéóôü ãéá
ôïõò ðñïôáóéáêïýò ôåëåóôÝò ¬;∨;&; =⇒ , ð.÷., áí

P (~x) ⇐⇒ Q(~x) & R(~x)

êáé ïé Q, R åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò, ôüôå êáé ç P åßíáé ðñùôïãåíþò
áíáäñïìéêÞ.

(c) Áí ç ó÷Ýóç Q(~y) êáé ïé óõíáñôÞóåéò f1(~x); : : : ; fm(~x) åßíáé ðñùôïãå-
íþò áíáäñïìéêÝò, ôüôå êáé ç ó÷Ýóç

P (~x) ⇐⇒ Q(f1(~x); : : : ; fm(~x))

åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.
(d) Áí ç P (i; ~x) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ êáé

Q(z; ~x) ⇐⇒ (∃i ≤ z)P (i; ~x)
R(z; ~x) ⇐⇒ (∀i ≤ z)P (i; ~x);

ôüôå êáé ïé Q(z; ~x), R(z; ~x) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò.

Ãéá ôéò áðïäåßîåéò ðáñáðÝìðïõìå ðÜëé óôéò áóêÞóåéò.

1B.7. Ðüñéóìá. Áí ç ó÷Ýóç P (i; ~x) êáé ç óõíÜñôçóç f(~x) åßíáé ðñùôï-
ãåíþò áíáäñïìéêÝò, ôüôå ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò åßíáé êáé ïé ó÷Ýóåéò

Q(~x) ⇐⇒ (∃i ≤ f(~x))P (i; ~x)
R(~x) ⇐⇒ (∀i ≤ f(~x))P (i; ~x);

êáé ôï ßäéï ìå < óôç èÝóç ôïõ ≤. ¸ðåôáé üôé ç ó÷Ýóç

Prime(x) ⇐⇒ ï x åßíáé ðñþôïò áñéèìüò

åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.

1B.8. Ï ôåëåóôÞò öñáãìÝíçò åëá÷éóôïðïßçóçò ïñßæåôáé ùò

(�i ≤ z)R(i; ~x) =

{
ï åëÜ÷éóôïò i ≤ z ôÝôïéïò ðïõ R(i; ~x); áí (∃i ≤ z)R(i; ~x);
z + 1 áëëéþò:

1B.9. Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç R(i; ~x), ç óõ-
íÜñôçóç

f(z; ~x) = (�i ≤ z)R(i; ~x)

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
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åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ. ¸ðåôáé üôé áí ç g(~x) åßíáé åðßóçò ðñùôïãå-
íþò áíáäñïìéêÞ, ôüôå ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ åßíáé êáé ç óõíÜñôçóç

h(~x) = (�i ≤ g(~x))R(i; ~x) (= f(g(~x); ~x)):

Áðüäåéîç óôçí ¢óêçóç x1B.10. a
1B.10. Ðüñéóìá. Ç óõíÜñôçóç

pi = o i'ïóôüò ðñþôïò áñéèìüò

åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.

Áðüäåéîç. Ç pi ïñßæåôáé ìå ôçí ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ

p0 = 2
pi+1 = (�t ≤ pi! + 1)[pi < t & Prime(t)];

åðåéäÞ (åýêïëá, x1B.9) ãéá êÜèå k, õðÜñ÷åé ðñþôïò áñéèìüò p ôÝôïéïò ðïõ
k < p ≤ k! + 1. a

1B.11. Êùäéêïðïßçóç áêïëïõèéþí. ÃåíéêÜ, êùäéêïðïßçóç åíüò óõ-
íüëïõ A óå Ýíá óýíïëï C åßíáé ç ôõ÷áßá Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç c : A ½ C,
ðïõ (èåùñçôéêÜ) ìáò åðéôñÝðåé íá £áíáêôÞóïõìå¤ Ýíá ôõ÷áßï óôïé÷åßï x ∈ A
áðü ôï êùäéêü ôïõ c(x)· ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñôçóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óå
êÜèå åíÞëéêï Ýëëçíá ôïí áñéèìü ôçò ôáõôüôçôÜò ôïõ. Óôç óõíÝ÷åéá, èá
êùäéêïðïéÞóïõìå ðïëëÜ óýíïëá óôï óýíïëï N, ó÷åäüí ðÜíôá ÷ñçóéìïðïéþ-
íôáò ùò âáóéêü åñãáëåßï êÜðïéá áðëÞ êùäéêïðïßçóç ôïõ óõíüëïõ N∗ ôùí
(ðåðåñáóìÝíùí) áêïëïõèéþí áðü áñéèìïýò, ìå ÷ñÞóéìåò éäéüôçôåò, ùò åîÞò.

Ç ôõ÷áßá êùäéêïðïßçóç
〈 〉 : N∗ ½ N

ôïõ N∗ åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ, áí ãéá êÜèå áêïëïõèßá öõóéêþí
áñéèìþí u0; : : : ; un−1,

ui < 〈u0; : : : ; un−1〉 (i < n)·(21)

ç ó÷Ýóç

Seq(u) ⇐⇒ u = 〈u0; : : : ; un−1〉 ãéá êÜðïéá u0; : : : ; un−1(22)

åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ· ãéá êÜèå n, ç n-ìåëÞò óõíÜñôçóç

fn(u0; : : : ; un−1) = 〈u0; : : : ; un−1〉(23)

åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ· êáé õðÜñ÷ïõí ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõ-
íáñôÞóåéò ðïõ éêáíïðïéïýí ôá åîÞò:

lh(〈u0; : : : ; un−1〉) = n
proj(〈u0; : : : ; un−1〉; i) = (〈u0; : : : ; un−1〉)i = ui (i < n)

append(〈u0; : : : ; un−1〉; y) = 〈u0; : : : ; un−1; y〉:
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Åðßóçò åßíáé (ôå÷íéêÜ) ÷ñÞóéìï íá áðáéôÞóïõìå

[¬Seq(u) ∨ i ≥ lh(u)] =⇒ lh(u) = (u)i = 0;

áí êáé ïé ôéìÝò lh(u), (u)i åßíáé Üíåõ óçìáóßáò üôáí ï u äåí åßíáé êùäéêüò
áêïëïõèßáò Þ ôï i åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï ìÞêïò ôçò ó÷åôéêÞò áêïëïõ-
èßáò. Ðáñáôçñïýìå üôé ìå ôçí (21), ïé áðáéôÞóåéò áõôÝò óõíåðÜãïíôáé ôçí
áíéóüôçôá

u > 0 =⇒ (u)i < u:(24)

Ïé óõìâïëéóìïß Seq(u); lh(u) êáé proj(u; i) ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôïõò Áããëé-
êïýò üñïõò sequence (áêïëïõèßá), length (ìÞêïò) êáé projection (ðñïâïëÞ).

1B.12. Ðñüôáóç. ÕðÜñ÷åé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç ôïõ
N∗, óõãêåêñéìÝíá ç £êëáóéêÞ¤ êùäéêïðïßçóç

〈u0; : : : ; un−1〉 = pu0+1
0 · pu1+1

1 · · · pun−1+1
n−1(25)

ìå 〈 〉 = 1.

Áðüäåéîç óôçí ¢óêçóç x1B.13. a
Ç êëáóéêÞ êùäéêïðïßçóç ôïõ N∗ äåí åßíáé £áðïôåëåóìáôéêÞ¤, êáé óôéò

áóêÞóåéò èá äéåñåõíÞóïõìå ðéï ñåáëéóôéêÝò êùäéêïðïéÞóåéò ðïõ ÷ñçóéìï-
ðïéïýíôáé óå ìåëÝôåò ðïëõðëïêüôçôáò, áëëÜ áðü ôçí Üðïøç ôçò õðïëïãé-
óéìüôçôáò ðïõ åßíáé ôï êýñéï èÝìá ìáò, üëåò ïé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò
êùäéêïðïéÞóåéò ôïõ N∗ åßíáé éóïäýíáìåò, x1B.24.

Áðü äù êáé ðÝñá óôáèåñïðïéïýìå ìéá óõãêåêñéìÝíç ðñùôïãåíþò áíáäñï-
ìéêÞ êùäéêïðïßçóç 〈 〉 : N∗ ½ N, ðéèáíüí ü÷é ôçí êëáóéêÞ.

1B.13. Ðñüôáóç. ÕðÜñ÷ïõí ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò u ¹ i
êáé u ∗ v, ôÝôïéåò ðïõ

〈u0; : : : ; un−1〉 ∗ 〈v0; : : : ; vm−1〉 = 〈u0; : : : ; un−1; v0; : : : ; vm−1〉
〈u0; : : : ; un−1〉 ¹ i = 〈u0; : : : ; ui−1〉 (i ≤ n):

Áðüäåéîç óôçí ¢óêçóç x1B.14. a
1B.14. Ðñüôáóç (Áìïéâáßá ðñùôïãåíÞò áíáäñïìÞ). Áí ïé g1, g2, h1

êáé h2 åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò, ôüôå ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò åßíáé
êáé ïé f1 êáé f2 ðïõ ïñßæïíôáé ìå ôéò åîéóþóåéò:

f1(0; ~x) = g1(~x)
f1(y + 1; ~x) = h1(f1(y; ~x); f2(y; ~x); y; ~x)

f2(0; ~x) = g2(~x)
f2(y + 1; ~x) = h2(f1(y; ~x); f2(y; ~x); y; ~x):

Áðüäåéîç óôçí ¢óêçóç x1B.15. a
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1B.15. Ðñüôáóç (ÐëÞñçò ðñùôïãåíÞò áíáäñïìÞ). Áí ç h åßíáé ðñù-
ôïãåíþò áíáäñïìéêÞ, ôüôå ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ åßíáé êáé ç f ðïõ ïñßæå-
ôáé ìå ôçí åîßóùóç

f(y; ~x) = h(〈f(0; ~x); : : : ; f(y−· 1; ~x)〉; y; ~x)
(Ýôóé ðïõ f(0; ~x) = h(〈 〉; 0; ~x), f(1; ~x) = h(〈f(0; ~x)〉; 1; ~x), ê.ëð.).

Áðüäåéîç. Ðñþôá ïñßæïõìå ìå ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ ôçí

g(0; ~x) = 〈 〉;
g(y + 1; ~x) = g(y; ~x) ∗ 〈h(g(y; ~x); y; ~x)〉;

êáé ìåôÜ åðáëçèåýïõìå üôé ç

f(y; ~x) = (g(y + 1; ~x))y

éêáíïðïéåß ôçí áðáéôïýìåíç åîßóùóç· ôåëéêÜ äåß÷íïõìå ìå ðëÞñç åðáãùãÞ
óôï y üôé ìüíï ìéá óõíÜñôçóç éêáíïðïéåß ôçí áðáéôïýìåíç åîßóùóç. a

1B. ÁóêÞóåéò

1B.16. ÐñùôïãåíÝò áíáäñïìéêü ðñüãñáììá åßíáé ç ôõ÷áßá áêïëïõèßá
ðëåéïìåëþí óõíáñôÞóåùí

E = (f0; f1; : : : ; fn)

ôÝôïéá ðïõ ãéá êÜèå j ≤ n áëçèåýåé Ýíá áðü ôá åîÞò:
(1) Ç fj åßíáé ìéá áðü ôéò âáóéêÝò ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò

S; Pni ; Cnq .
(2) Ç fj ïñßæåôáé ìå óýíèåóç (10), üðïõ ïé g; h1; : : : ; hm åßíáé âáóéêÝò

ðñùôïãåíþò áíäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíáñôÞóåéò Þ åìöáíßæïíôáé óôçí áêï-
ëïõèßá f0; : : : ; fj−1.

(3) Ç fj ïñßæåôáé ìå ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ (11), üðïõ ïé g; h åßíáé âáóé-
êÝò ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò Þ åìöáíßæïíôáé óôçí áêïëïõèßá
f0; : : : ; fj−1.

x1B.1. Äåßîôå üôé ç ôõ÷áßá f : Nk → N åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ áí
êáé ìüíïí áí f = fn åßíáé ãéá êÜðïéï ðñùôïãåíÝò áíáäñïìéêü ðñüãñáììá
(f0; f1; : : : ; fn).

x1B.2. Äåßîôå (êáôåõèåßáí, áðü ôïõò ïñéóìïýò) üôé áí

f(x; y) = h(g1(y); g2(y; x); y)

êáé ïé h; g1; g2 åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò, ôüôå êáé ç f åßíáé ðñùôïãåíþò
áíáäñïìéêÞ.
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x1B.3. Äåßîôå üôé áí ç g : N2 → N åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ, ôüôå
ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ åßíáé êáé ç

f(x; y) = g(y; x):

x1B.4. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå n ≥ 3, ïé n-ìåëåßò óõíáñôÞóåéò
minn(x1; : : : ; xn) = ï åëÜ÷éóôïò ôùí x1; : : : ; xn
maxn(x1; : : : ; xn) = ï ìÝãéóôïò ôùí x1; : : : ; xn

åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò.

x1B.5. Äåßîôå üôé ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç f(x; y) = xy (ìå 00 = 1) åßíáé
ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.

x1B.6. Äåßîôå üôé ïé äéìåëåßò ó÷Ýóåéò x ≤ y, x < y åßíáé ðñùôïãåíþò
áíáäñïìéêÝò.

x1B.7. Äåßîôå üôé áí ç Q(i; y; x) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ, êáé
P (y; x) ⇐⇒ (∀i < y)Q(i; y; x);

ôüôå êáé ç P (y; x) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.

x1B.8. Äåßîôå üôé ïé óõíáñôÞóåéò quot(m;n) êáé rm(m;n) ôïõ ðçëßêïõ
êáé õðüëïéðïõ åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò.

x1B.9. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå n, õðÜñ÷åé ðñþôïò áñéèìüò p ôÝôïéïò ðïõ
n < p < n! + 1. (¸íá áðü ôá ðïñßóìáôá åßíáé ôï ðùò õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé ôï
ðëÞèïò ðñþôïé áñéèìïß, ôï ëåãüìåíï Èåþñçìá ôïõ Åõêëåßäç.) Õðüäåéîç:
Áí ï n! + 1 äåí åßíáé ðñþôïò, ôüôå êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò p | n! + 1.

x1B.10. Äåßîôå üôé áí ç äéìåëÞò ó÷Ýóç R(x; y) êáé ç óõíÜñôçóç g(x)
åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò, ôüôå ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ åßíáé êáé ç
óõíÜñôçóç

f(x) = (�y ≤ g(x))R(x; y):

Ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò äýï áñéèìþí x; y ≥ 1 åßíáé (öõóéêÜ!) ï
ìåãáëýôåñïò áñéèìüò ðïõ äéáéñåß êáé ôïõò äýï, êáé ãéá ôçí ðëçñüôçôá ôïõ
ïñéóìïý èÝôïõìå

gcd(x; y) =





0; áí x = 0 Þ y = 0;
ï ìåãáëýôåñïò m ôÝôïéïò ðïõ

m | x êáé m | y; áëëéþò:
(26)

x1B.11. Äåßîôå üôé ç óõíÜñôçóç gcd(x; y) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.

x1B.12. Ãéáôß äåí ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôçí Ýííïéá £ðñùôïãåíþò áíá-
äñïìéêÞò êùäéêïðïßçóçò ôïõ N∗¤ ìå ôï áðëü

1-1, ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç 〈 〉 : N∗ ½ N
áíôß ãéá ôéò ðåñßðëïêåò (êáé ðïëëÝò) óõíèÞêåò óôéò ïðïßåò âáóßóáìå ôïí
ïñéóìü;
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x1B.13. Äåßîôå üôé ç £êëáóéêÞ êùäéêïðïßçóç¤ ôïõ N∗ óôçí Ðñüôáóç 1B.12
åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.

x1B.14. Äåßîôå üôé ïé åîÞò äýï óõíáñôÞóåéò åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìé-
êÝò:

u¹i =

{
〈u0; : : : ; ui−1〉 áí u = 〈u0; : : : ; un−1〉 ìå i ≤ n;
0; áëëéþò;

u ∗ v =





〈u0; : : : ; un−1; v0; : : : ; vm−1〉; áí u = 〈u0; : : : ; un−1〉;
v = 〈v0; : : : ; vm−1〉;

0; áëëéþò:

x1B.15. Äåßîôå ôçí Ðñüôáóç 1B.14.

x1B.16. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç g(x), ç
óõíÜñôçóç

f(x) =
∏
y<xg(y)

åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.

x1B.17 (ÐëÞñçò ðñùôïãåíÞò áíáäñïìÞ ãéá ó÷Ýóåéò). Äåßîôå üôé áí
ç ó÷Ýóç H(w; ~x) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ êáé ç P (y; ~x) éêáíïðïéåß ôçí
éóïäõíáìßá

P (y; ~x) ⇐⇒ H(〈�P (0; ~x); : : : ; �P (y−· 1; ~x)〉; y; ~x);
ôüôå êáé ç P (y; ~x) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.

x1B.18∗ (ÖùëéáóìÝíç ðñùôïãåíÞò áíáäñïìÞ, nested recursion). Äåß-
îôå üôé ãéá êÜèå ôñåéò óõíáñôÞóåéò g(x), h(w; x; y) êáé �(x; y), õðÜñ÷åé áêñé-
âþò ìéá óõíÜñôçóç f(x; y) ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò

f(0; y) = g(y)
f(x+ 1; y) = h(f(x; �(x; y)); x; y)·

êáé áí ïé äïóìÝíåò óõíáñôÞóåéò åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò, ôüôå ðñùôï-
ãåíþò áíáäñïìéêÞ åßíáé êáé ç f(x; y).

x1B.19. Äåßîôå üôé õðÜñ÷åé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ, Ýíá-ðñïò-Ýíá óõ-
íÜñôçóç g : N× N→ N, ôÝôïéá ðïõ

g(x; y) ≤ (x+ y + 1)2:

Ãåíéêüôåñá, äåßîôå üôé ãéá êÜèå n ≥ 2, õðÜñ÷åé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ,
Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç gn : Nn → N, ôÝôïéá ðïõ

gn(x1; : : : ; xn) ≤ Pn(x1; : : : ; xn);(27)

üðïõ ôï Pn(x1; : : : ; xn) åßíáé ðïëõþíõìï âáèìïý n.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
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x1B.20. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå n ≥ 2, äåí õðÜñ÷åé Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç
g : Nn → N ðïõ íá éêáíïðïéåß ôçí (27) ìå ðïëõþíõìï âáèìïý ≤ n− 1.

x1B.21. Äåßîôå üôé õðÜñ÷åé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç áêï-
ëïõèéþí, ôÝôïéá ðïõ ãéá êÜèå n, êáé üëá ôá x1; : : : ; xn,

〈x1; : : : ; xn〉 ≤ 2nPn(x1; : : : ; xn);
üðïõ ôï ðïëõþíõìï Pn åßíáé âáèìïý n.

x1B.22. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå êùäéêïðïßçóç 〈 〉 : N∗ ½ N ôùí áêïëïõèéþí
áðü ôï N,

max{〈x1; : : : ; xn〉 | x1; : : : ; xn ≤ k} ≥ 2n (k; n ≥ 2)

x1B.23∗. (a) Äåßîôå üôé êÜèå ôïìÞ An(x) ôçò óõíÜñôçóçò ôïõ Acker-
mann åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.

(b) Äåßîôå üôé ãéá êÜèå ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f(x1; : : : ; xn),
õðÜñ÷åé êÜðïéï m ôÝôïéï ðïõ

f(x1; : : : ; xn) < Am(max(x1; : : : ; xn)) (x; : : : ; xn ∈ N):(28)

(c) Äåßîôå üôé ç óõíÜñôçóç ôïõ Ackermann A(n; x) äåí åßíáé ðñùôïãåíþò
áíáäñïìéêÞ. Õðüäåéîç: Äåßîôå üôé ôï óýíïëï ôùí A-öñáãìÝíùí óõíáñôÞ-
óåùí (äçëáäÞ ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí (28) ìå êÜðïéï m) åßíáé
ðñùôïãåíþò êëåéóôü. Ïé áóêÞóåéò x1A.11 { x1A.14 ðáñÝ÷ïõí ôá áðáñáßôçôá
ËÞììáôá.

x1B.24. Äåßîôå üôé áí ïé óõíáñôÞóåéò
〈 〉1; 〈 〉2 : N∗ ½ N

åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò êùäéêïðïéÞóåéò, ôüôå õðÜñ÷åé ðñùôïãåíþò
áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç � : N→ N, ôÝôïéá ðïõ

�(〈~x〉1) = 〈~x〉2 (~x ∈ N∗):

1C. Åëá÷éóôéêÜ áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò

Ï áñéèìüò x êáëåßôáé äßäõìïò ðñþôïò áí åßíáé ðñþôïò, êáé ï x + 2 åßíáé
åðßóçò ðñþôïò· ãéá ðáñÜäåéãìá, ï 5 åßíáé äßäõìïò ðñþôïò, áëëÜ ï 7 äåí
åßíáé. ÕðÜñ÷ïõí áêñéâþò ôñéÜíôá ðÝíôå äßäõìïé ðñþôïé ìéêñüôåñïé ôïõ 1000,
ïé åîÞò, ï êáèÝíáò æåõãáñùìÝíïò ìå ôïí £åðüìåíï ðñþôï¤ ðïõ ôïí áêïëïõèåß:

3:5 5:7 11:13 17:19 29:31
41:43 59:61 71:73 101:103 107:109

137:139 149:151 179:181 191:193 197:199
227:229 239:241 269:271 281:283 311:313
347:349 419:421 431:433 461:463 521:523
569:571 599:601 617:619 641:643 659:661
809:811 821:823 827:829 857:859 881:883
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Ç åéêáóßá üôé õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé ôï ðëÞèïò äßäõìïé ðñþôïé åßíáé Ýíá áðü ôá
áñ÷áéüôåñá áíïéêôÜ ðñïâëÞìáôá ôçò áñéèìïèåùñßáò, êáé (üðùò ìáò ëÝíå ïé
áñéèìïèåùñïß) äåí õðÜñ÷åé ñåáëéóôéêÞ ðñïóäïêßá üôé èá áðïäåé÷ôåß óýíôïìá.
Áò õðïèÝóïõìå üôé ðñÜãìáôé éó÷ýåé, êáé áò ïñßóïõìå ôç óõíÜñôçóç

p�i = ï i-ïóôüò äßäõìïò ðñþôïò áñéèìüò;

Ýôóé ðïõ (áðü ôïí ðßíáêá),

p�0 = 3; p�9 = 107; p�34 = 881:

Ç óõíÜñôçóç p�i ðñïöáíþò éêáíïðïéåß ôçí áíáäñïìéêÞ åîßóùóç

p�0 = 3;
p�i+1 = h(p�i + 1);

üðïõ

(29) h(w) = ï ìéêñüôåñïò äßäõìïò ðñþôïò x ≥ w:

= (�y ≥ w)Prime�(y);

êáé ç ó÷Ýóç

Prime�(x) ⇐⇒ o x åßíáé äßäõìïò ðñþôïò

åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ. Áõôü üìùò äåí óõíåðÜãåôáé üôé ç p�i åßíáé
ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ (üðùò óôçí áðüäåéîç ôçò áíÜëïãçò Ðñüôáóçò 1B.10
ãéá ôç óõíÜñôçóç pi), åðåéäÞ äåí ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé ç h(w) åßíáé ðñù-
ôïãåíþò áíáäñïìéêÞ | êé áõôü åðåéäÞ äåí îÝñïõìå êÜðïéï öñÜãìá ãéá ôïí
£åðüìåíï äßäõìï ðñþôï¤. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç h(w) ìðïñåß íá õðïëïãé-
óôåß ìå ôçí ðñïöáíÞ £âëáêþäç áíáæÞôçóç¤ (dumb search), üðïõ äéáäï÷éêÜ
åëÝã÷ïõìå ôéò óõíèÞêåò

Prime�(w + 1); Prime�(w + 2); Prime�(w + 3); : : : ;

ìÝ÷ñéò üôïõ âñïýìå êÜðïéï w + 1 + i ðïõ åßíáé, ðñÜãìáôé, äßäõìïò ðñþôïò.
Ãéá ðáñÜäåéãìá,

h(6) = h(7) åðåéäÞ ¬Prime�(6)

= h(8) åðåéäÞ ¬Prime�(7)

= h(9) åðåéäÞ ¬Prime�(8)

= h(10)åðåéäÞ ¬Prime�(9)

= h(11)åðåéäÞ ¬Prime�(10)

= 11 åðåéäÞ Prime�(11)·
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Üñá êáé ç p�i õðïëïãßæåôáé ùò óõíÞèùò,2

p�0 = 3; p�1 = h(p�0 + 1); : : : ; p�i = h(p�i−1 + 1):

ÐáñÜ ôçí õðïôéìçôéêÞ ôçò ïíïìáóßá, ç äéáäéêáóßá ôçò âëáêþäïõò áíá-
æÞôçóçò åßíáé ßóùò ôï âáóéêüôåñï óõóôáôéêü óôçí êáôáóêåõÞ áëãïñßèìùí
óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò. ÅêöñÜæåôáé áðü ôïí ôåëåóôÞ áðåñéüñéóôçò (ìç-
öñáãìÝíçò) åëá÷éóôïðïßçóçò ðïõ (êáô' áñ÷Þí) åöáñìüæåôáé óå ìéá ó÷Ýóç,
üðùò áõôüò ôçò öñáãìÝíçò åëá÷éóôïðïßçóçò 1B.8:

(30) (�i ≥ y)R(i; ~x)
= ï ìéêñüôåñïò i ≥ y (áí õðÜñ÷åé) ôÝôïéïò ðïõ R(i; ~x);

êáé êÜðùò áðëïýóôåñá, ãéá âëáêþäç áíáæÞôçóç ðïõ áñ÷ßæåé áðü ôï 0,

�iR(i; ~x) = (�i ≥ 0)R(i; ~x):

Ç åöáñìïãÞ ôçò üìùò ïäçãåß öõóéêÜ óôçí åéóáãùãÞ £ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí¤
ðïõ äåí áðïäßäïõí ðÜíôá ôéìÞ, êáé èá ôçí ïñßóïõìå áõóôçñÜ ó' áõôü ôï
åõñýôåñï ðëáßóéï.

1C.1. Ïñéóìüò. ÌåñéêÞ óõíÜñôçóç (partial function) (áðü ôï ðåäßï
åéóüäïõ A óôï ðåäßï ôéìþí Þ åîüäïõ B)

f : A * B

åßíáé ç ôõ÷áßá óõíÜñôçóç

f : A0 → B (A0 = Domain(f) ⊆ A);

üðïõ ôï A0 êáëåßôáé ôï ðåäßï óýãêëéóçò (domain of convergence) ôçò f ·
éóïäýíáìá, ç ôõ÷áßá óõíÜñôçóç

f : A→ B ∪ {⊥}

üðïõ ⊥ (ðÜôïò, bottom) åßíáé êÜðïéï (óõìâáôéêÜ åðéëåãìÝíï) áíôéêåßìåíï
ðïõ äåí áíÞêåé óôï B. Åñìçíåýïõìå ôçí £ôéìÞ¤ f(x) = ⊥ ùò x =∈ Domain(f),
êáé ëÝìå üôé ç f áðïêëßíåé óôï x áí f(x) = ⊥, åíþ áí f(x) ∈ B, ôüôå ç f

2Åäþ ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ôï ðñüãñáììá ðïõ äçìéïýñãçóå ôïí ðßíáêá ôùí
äéäýìùí ðñþôùí óôçí áñ÷Þ áõôïý ôïõ åäáößïõ âáóßæåôáé óôïí ðïëý áðïôåëåóìáôéêüôåñï
áëãüñéèìï ôïõ £êüóêéíïõ ôïõ ÅñáôïóèÝíç¤.
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óõãêëßíåé óôï x.3 ÓõìâïëéêÜ, èÝôïõìå

f(x)↓ ⇐⇒ x ∈ Domain(f) ⇐⇒ f(x) ∈ B;
f(x)↑ ⇐⇒ x =∈ Domain(f) ⇐⇒ f(x) = ⊥;

êáé åéäéêÜ ãéá n-ìåëåßò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò f; g : Nn * N óôïõò öõóéêïýò
áñéèìïýò,

f(~x) > 0 ⇐⇒ f(~x)↓ & f(~x) > 0;
f(~x) < g(~y) ⇐⇒ f(~x)↓ & g(~y)↓ & f(~x) < g(~y);

ê.ëð. Ç áêñáßá ðåñßðôùóç ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò åßíáé ç

"(x) = ⊥ (x ∈ A)(31)

ìå Domain(f) = ∅ ðïõ áðïêëßíåé ãéá êÜèå åßóïäï (!), åíþ êÜèå (óõíÞèçò,
£ïëéêÞ¤) óõíÜñôçóç f : A→ B åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñôçóç, ìå Domain(f) = A.

Ãéá äýï n-ìåëåßò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò f; g : A * B, èÝôïõìå

f v g ⇐⇒ (∀~x)[f(~x)↓ =⇒ f(~x) = g(~x)]:(32)

Ç ó÷Ýóç f v g åßíáé (åýêïëá, x1C.2) ìåñéêÞ äéÜôáîç óôï óýíïëï

(A * B) = {f | f : A * B}
üëùí ôùí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí ìå ðåäßï åéóüäïõ Á êáé ðåäßï ôéìþí B,
äçëáäÞ

f v f; [f v g & g v h] =⇒ f v h; [f v g & g v f ] =⇒ f = g:

1C.2. Óýíèåóç êáé ðñùôïãåíÞò áíáäñïìÞ. Áõôïß ïé ôåëåóôÝò åñìç-
íåýïíôáé ãéá ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò ìå ôï öõóéêü ôñüðï ôïõ õðïëïãéóìïý ôïõò:
áí, ð.÷., g; h : A * B êáé f : B2 * C, ôüôå ãéá üëá ôá x ∈ A;w ∈ C,

f(g(x); h(x)) = w ⇐⇒ (∃u; v ∈ B)[g(x) = u & h(x) = v & f(u; v) = w]·

êáé áí

f(0; ~x) = g(~x)
f(y + 1; ~x) = h(f(y; ~x); y; ~x)

3Ï Dana Scott ðïõ åéóÞãáãå áõôü ôïí åíáëëáêôéêü ïñéóìü ôùí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí
áíáöÝñåôáé óôï áíôéêåßìåíï⊥ ùò ìéá £áíôéêåéìåíïðïßçóç ôçò áðüêëéóçò¤. Ãéá ðáñÜäåéãìá,
èá ìðïñïýóáìå íá èÝóïõìå ãé' áõôÝò ôéò Óçìåéþóåéò

⊥ = Ëõêáâçôôüò;

ïðüôå ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : N* N åßíáé ç ôõ÷áßá (ïëéêÞ) óõíÜñôçóç

f : N→ N ∪ {Ëõêáâçôôüò};
êáé üðïõ åñìçíåýïõìå ôçí ôéìÞ f(3) = Ëõêáâçôôüò ùò f(3)↑, åðåéäÞ ï Ëõêáâçôôüò äåí
åßíáé áñéèìüò (åßíáé ëüöïò).
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êáé ïé g; h åßíáé ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò óôï óýíïëï ôùí áñéèìþí N, ôüôå, ãéá
üëá ôá y; ~x;w ∈ N,

f(y; ~x) = w ⇐⇒ (∃w0; : : : ; wy ∈ N)(33)
[w0 = g(~x)
& (∀i; 0 < i ≤ y)[wi = h(wi−· 1; i−· 1; ~x)]
& wy = w]:

Ðüñéóìá áõôïý ôïõ ïñéóìïý åßíáé üôé

g(~x)↑=⇒ (∀y)[f(y; ~x)↑];
åðåéäÞ, ãéá êÜèå y, ï õðïëïãéóìüò ôçò ôéìÞò f(y; ~x) £áíÜãåôáé¤ ôåëéêÜ óôïí
õðïëïãéóìü ôçò f(0; ~x) = g(~x).

Ç éóïäõíáìßá (33) áðïäßäåé Ýíá ñçôü ïñéóìü ãéá ôç óõíÜñôçóç f(y; ~x) ðïõ
ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ, êáé êáëåßôáé êáôÜ Dedekind áíÜëõóç ôçò áíáäñïìÞò.
Ðáñáôçñïýìå üôé ï ñçôüò ïñéóìüò ôçò f(y; ~x) ÷ñçóéìïðïéåß ôïí ðïóïäåßêôç
(∃w0; : : : ; wy ∈ N) ðÜíù óå ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò öõóéêþí áñéèìþí.

Ìå áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò, ìðïñïýìå íá åðåêôåßíïõìå ôïí ïñéóìü ôïõ óõ-
íüëïõ Rp(Ψ) ôùí Ψ-ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí óôçí ðåñßðôùóç
ðïõ ôï Ψ ðåñéÝ÷åé ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ç Ýííïéá äåí Ý÷åé éäéáßôåñï åíäéá-
öÝñïí, áëëÜ ÷ñåéÜæåôáé ãéá ôï âáóéêü ïñéóìü 1C.4.

1C.3. Ïñéóìüò. Ç åëá÷éóôïðïßçóç ôçò ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò g(i; ~x) åß-
íáé ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

f(y; ~x) = (�i ≥ y)[g(i; ~x) = 0](34)
= ï åëÜ÷éóôïò w ≥ y, ôÝôïéïò ðïõ

g(w; ~x) = 0 & (∀i)[y ≤ i < w=⇒ g(i; ~x) > 0];

üðïõ, õðåíèõìßæïõìå,

g(i; ~x) > 0 ⇐⇒ ãéá êÜðïéï z; g(i; ~x) = z + 1:

Ãéá ðáñÜäåéãìá,

g(1)↑=⇒ (�i ≥ 1)[g(i) = 0]↑;
áêüìç êéáí g(2) = 0.

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò, üôé áí ç g(i; ~x) åßíáé ïëéêÞ óõíÜñôçóç êáé èÝóïõìå

R(i; ~x) ⇐⇒ g(i; ~x) = 0;

ôüôå (�i ≥ y)[g(i; ~x) = 0] = (�i ≥ y)R(i; ~x) óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü (30).

1C.4. Ïñéóìüò. Ç ôõ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : Nn * N åßíáé åëá-
÷éóôéêÜ áíáäñïìéêÞ (Þ �-áíáäñïìéêÞ, �-recursive) óôï óýíïëï ìåñéêþí
óõíáñôÞóåùí Ψ, áí ç f áíÞêåé óå êÜèå óýíïëï ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ
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ðåñéÝ÷åé ôï Ψ êáé åßíáé ðñùôïãåíþò êëåéóôü êáé êëåéóôü ãéá åëá÷éóôïðïßçóç.
ÓõìâïëéêÜ:

R�(Ψ) = {f | ç f åßíáé �-áíáäñïìéêÞ óôï Ψ};
R� =R�(∅):

Ç ôõ÷áßá ó÷Ýóç R(~x) åßíáé åëá÷éóôéêÜ áíáäñïìéêÞ áí ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôçò
óõíÜñôçóç åßíáé åëá÷éóôéêÜ áíáäñïìéêÞ.

Ôï óýíïëï R�(Ψ) ôùí Ψ-åëá÷éóôéêÜ áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí
åßíáé êëåéóôü ãéá ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ áðü ôïí ïñéóìü ôïõ, Üñá

Rp(Ψ) ⊆ R�(Ψ)·
ç áíôßóôñïöç óõìðåñßëçøç äåí éó÷ýåé, üðùò èá äïýìå, áëëÜ áõôü äåí åßíáé
ðñïöáíÝò ôþñá. Ìðïñïýìå üìùò íá äåßîïõìå áìÝóùò ôçí êëåéóôüôçôá ôïõ
R�(Ψ) ãéá ôïí ôåëåóôÞ ôçò £äéáêëÜäùóçò¤, ðïõ åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêüò
óôéò åöáñìïãÝò ôïõ óå ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò:

1C.5. Ïñéóìüò. Ç äéáêëÜäùóç ôñéþí, äïóìÝíùí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí
c(~x), g(~x), h(~x), åßíáé ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

f(~x) = áí (c(~x) = 0) ôüôå g(~x) áëëéþò h(~x)(35)

=





g(~x); áí c(~x) = 0;
h(~x); áí c(~x)↓ & c(~x) 6= 0;
⊥; áí c(~x) = ⊥;

ìå ôç óõíèÞêç óýãêëéóçò
f(~x)↓ ⇐⇒ [c(~x) = 0 & g(~x)↓ ] ∨ [c(~x)↓ & c(~x) > 0 & h(~x)↓ ]:

Ðáñáôçñïýìå üôé ç óýãêëéóç ôçò äéáêëÜäùóçò áðáéôåß ôç óýãêëéóç ôïõ ôåóô
c(~x) áëëÜ äåí áðáéôåß ôç óýãêëéóç êáé ôùí äýï ôéìþí g(~x) êáé h(~x): ãéá
ðáñÜäåéãìá,

áí (0 = 0) ôüôå x áëëéþò ⊥ = x:

1C.6. Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå óýíïëï ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí Ψ, ôá Rp(Ψ)
êáé R�(Ψ) åßíáé êëåéóôÜ ãéá äéáêëÜäùóç.

Áðüäåéîç. Ãéá ôï äïóìÝíï ïñéóìü
f(~x) = áí (c(~x) = 0) ôüôå g(~x) áëëéþò h(~x);

ï ðñþôïò ðåéñáóìüò åßíáé íá èÝóïõìå, ìå ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ,
f1(0; ~x) = g(~x);

f1(i+ 1; ~x) = h(~x);
êáé íá ðñïóðáèÞóïõìå íá äåßîïõìå üôé

f(~x) = f1(c(~x); ~x);(36)
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Ýôóé ðïõ áí c; g; h ∈ Rp(Ψ), ôüôå f ∈ Rp(Ψ) ⊆ R�(Ψ). Áõôü äå äïõëåýåé,
¢óêçóç x1C.5, êáé áíô' áõôïý èÝôïõìå, äéáäï÷éêÜ,

'0(0; u; v) = v;
'0(i+ 1; u; v) = u;

'g(0; ~x) = 0;
'g(i+ 1; ~x) = g(~x);

'h(0; ~x) = 0;
'h(i+ 1; ~x) = h(~x);

f1(i; ~x) = '0(1−· i; 'g(1−· i; ~x); 'h(1−· (1−· i); ~x));
êáé ôþñá ç (36) Ýðåôáé åýêïëá, ¢óêçóç x1C.5. a

1C.7. ÁíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò. Ç óõíÜñôçóç ôïõ Ackermann (1A.6) äåí
åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ, êáé äåí åßíáé ðñïöáíÝò (ôþñá) áí åßíáé åëá÷é-
óôéêÜ áíáäñïìéêÞ· êáé ç ¢óêçóç x1B.18∗ ðñïóöÝñåé Ýíá áêüìç ðáñÜäåéãìá
óõíÜñôçóçò ãéá ôçí ïðïßá äåí åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå üôé åßíáé ðñùôïãå-
íþò (Þ åëá÷éóôéêÜ) áíáäñïìéêÞ. Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò, üìùò, åßíáé £õðï-
ëïãßóéìåò¤, åðåéäÞ ïé áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò ðïõ ôéò êáèïñßæïõí áðïäßäïõí
áëãïñßèìïõò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí ôéìþí ôïõò, ð.÷., óôéò ÁóêÞóåéò x1A.6
êáé x1A.8. Ç åðüìåíç Ðñüôáóç äßíåé áêüìç Ýíá |êÜðùò éäéüôõðï| ôÝôïéï
ðáñÜäåéãìá.

1C.8. Ðñüôáóç. Ç åëá÷éóôïðïßçóç

f(y; ~x) = (�i ≥ y)[g(i; ~x) = 0]

ôõ÷áßáò ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò g åßíáé ç v-åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò áíáäñïìéêÞò
åîßóùóçò

p(y; ~x) = áí (g(y; ~x) = 0) ôüôå y áëëéþò p(y + 1; ~x);(37)

äçëáäÞ:
(a) Ç (37) éó÷ýåé ãéá üëá ôá y; ~x áí èÝóïõìå p := f .
(b) Áí ç (37) éó÷ýåé ãéá üëá ôá y; ~x ìå êÜðïéá p, ôüôå f v p.

Áðüäåéîç. (a) ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ãéá üëá ôá y; ~x,

f(y; ~x) = áí (g(y; ~x) = 0) ôüôå y áëëéþò f(y + 1; ~x);(38)

êáé èåùñïýìå ôéò ôñåéò ðåñéðôþóåéò,

g(y; ~x)↑; g(y; ~x) = 0; g(y; ~x) > 0

Ç áëÞèåéá ôçò (38) åßíáé ðñïöáíÞò óôéò äýï ðñþôåò áð' áõôÝò. Óôçí ôñßôç
ðåñßðôùóç, áí

(∀i ≥ y)[g(i; ~x)↑∨ g(i; ~x) > 0];
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ôüôå, ðñïöáíþò,

f(y; ~x) = ⊥ = f(y + 1; ~x);

Ýôóé ðïõ ðÜëé Ý÷ïõìå éóüôçôá. ÔåëéêÜ, áí, ãéá êÜðïéï w > y,

g(w; ~x) = 0 & (∀i ≥ y)[i < w=⇒ g(i; ~x) > 0];

ôüôå f(y; ~x) = f(y + 1; ~x) = w, êáé Ý÷ïõìå ðÜëé éóüôçôá.

(b) ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé áí ãéá üëá ôá ~x; y,

p(y; ~x) = áí (g(y; ~x) = 0) ôüôå y áëëéþò p(y + 1; ~x);(39)

ôüôå, ãéá êÜèå ~x êáé üëá ôá y êáé w ≥ y,

f(y; ~x) = w=⇒ p(y; ~x) = w·

÷ñçóéìïðïéïýìå åðáãùãÞ óôç äéáöïñÜ w − y.

Óôç ÂÜóç, w = y, êáé áìÝóùò, áðü ôïí ïñéóìü ôçò f êáé ôçí (39),

f(y; ~x) = y = p(y; ~x):

Óôï Åðáãùãéêü ÂÞìá, w > y êáé g(y; ~x) > 0, Ýôóé ðïõ

w = f(y; ~x) = f(y + 1; ~x) (áðü ôçí (38))
= p(y + 1; ~x) (åð. õðïè.,

áöïý w − (y + 1) = (w − y)− 1);
= p(y; ~x) (áðü ôçí (39)): a

Áõôü ôï ðáñÜäåéãìá åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêü, áöïý äåß÷íåé üôé ç åîß-
óùóç (37) ðïõ ìïéÜæåé íá ïñßæåé ôçí ôéìÞ p(y; ~x) áðü ôçí åðüìåíç p(y+1; ~x)
(!) óôçí ðñáãìáôéêüôçôá åêöñÜæåé ôïí âáóéêü áëãüñéèìï ôçò £âëáêþäïõò
áíáæÞôçóçò¤: ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôçí ôéìÞ p(2; ~x), åöáñ-
ìüæïõìå ôçí åîßóùóç åðáíåéëçììÝíá,

p(2; ~x) = p(3; ~x) = · · · = p(m;~x) = m;

ìÝ÷ñéò üôïõ (ßóùò) âñïýìå êÜðïéï m ôÝôïéï ðïõ g(m;~x) = 0, ïðüôå îÝñïõìå
üôé p(2; ~x) = m. Ôï ðáñÜäåéãìá äåß÷íåé üôé ç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôçí £áíá-
äñïìÞ¤ êáé ôïí £õðïëïãéóìü¤ ðïõ õðïäåßîáìå óôï (II) ôïõ 1A.3, åöáñìüæåôáé
ðïëý åõñýôåñá áðü ôçí êëáóéêÞ ðåñßðôùóç ôçò ðñùôïãåíïýò áíáäñïìÞò, êáé
åßíáé ôï êëåéäß ãéá ôïí ïñéóìü ôçò èåìåëéáêÞò êëÜóçò ôùí (ãåíéêþí, ìåñé-
êþí) áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ èá äþóïõìå óôï åðüìåíï êåöÜëáéï.
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1C. ÁóêÞóåéò

x1C.1. Äåßîôå üôé ãéá üëåò ôéò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò f; g : A * B,

f = g=⇒ (∀x ∈ A)[f(x)↓ ⇐⇒ g(x)↓ ](a)

êáé

f = g ⇐⇒ (∀x ∈ A;w ∈ B)[f(x) = w ⇐⇒ g(x) = w]:(b)

x1C.2. Äåßîôå üôé ãéá üëåò ôéò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò f; g; h : A * B,

f v f; [f v g & g v h] =⇒ f v h; [f v g & g v f ] =⇒ f = g:

x1C.3. Èåùñïýìå ôïõò ïñéóìïýò

g(x; y; z) = áí (x = 0) ôüôå y áëëéþò z;
f1(t) = g(t; h(t); t);
f2(t) = áí (t = 0) ôüôå h(t) áëëéþò t

üðïõ ç h(t) åßíáé êÜðïéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç. Áëçèåýåé ç åîßóùóç

f1(t) = f2(t)

ãéá êÜèå t; (Äþóôå áðüäåéîç Þ áíôéðáñÜäåéãìá.)

x1C.4. Äåßîôå üôé áí ç ó÷Ýóç R(i; ~x) åßíáé åëá÷éóôéêÜ áíáäñïìéêÞ, ôüôå
êáé ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

f(y; ~x) = (�i ≥ y)R(i; ~x)

åßíáé åðßóçò åëá÷éóôéêÜ áíáäñïìéêÞ.

x1C.5. ÅîçãÞóôå ãéáôß ç ðñþôç éäÝá ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò 1C.6 äå äïõ-
ëåýåé, êáé äþóôå ôéò ëåðôïìÝñåéåò ôçò óùóôÞò áðüäåéîçò.

x1C.6. Äåßîôå üôé ïé êëÜóåéò Rp(Ψ) êáé R�(Ψ) åßíáé êëåéóôÝò ãéá ïñé-
óìïýò ìå k + 1 ðåñéðôþóåéò, ôçò ìïñöÞò

f(~x =





g1(~x); áí c1(~x) = 0;
g2(~x); áí c1(~x) > 0 & c2(~x) = 0;
· · ·
gk(~x); áí c1(~x) > 0; : : : ; ck−1(~x) > 0; ck(~x) = 0;
gk+1(~x) áí c1(~x) > 0; : : : ; ck−1(~x) > 0; ck(~x) > 0:

x1C.7∗. (a) Äåßîôå üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò ìéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç p(x; y)
ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò

p(0; y) = y;
p(x+ 1; 0) = 2x+ 1;

p(x+ 1; y + 1) = 3p(x; y) + p(y; x) + 2;
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êáé õðïëïãßóôå ôçí ôéìÞ p(3; 2) ãé' áõôÞ ôçí p.
(b) Äåßîôå üôé ç ìïíáäéêÞ ëýóç áõôïý ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé ðñùôïãåíþò

áíáäñïìéêÞ (Þ åëá÷éóôéêÜ áíáäñïìéêÞ, áí áõôü åßíáé åõêïëüôåñï).

x1C.8. Ãéá ôõ÷áßåò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò g(~x), h(w; y; ~x), äåßîôå üôé ç
áíáäñïìéêÞ åîßóùóç

p(y; ~x) = áí (y = 0) ôüôå g(~x) áëëéþò h(p(y−· 1; ~x); y−· 1; ~x)(40)
Ý÷åé áêñéâþò ìéá ëýóç, óõãêåêñéìÝíá ôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f ðïõ ïñßæåôáé
ìå ôçí ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ

f(0; ~x) = g(~x);
f(y + 1; ~x) = h(f(y; ~x); y; ~x)):

x1C.9 (Ï áëãüñéèìïò ôïõ Åõêëåßäç). Äåßîôå üôé ç åîÞò áíáäñïìéêÞ
åîßóùóç Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç, ôç óõíÜñôçóç p(x; y) = gcd(x; y):

p(x; y) =





0; áí x = 0 Þ y = 0;
p(y; x); áëëéþò, áí x < y;
y; áëëéþò, áí y | x;
p(y; rm(x; y)); áëëéþò:

(41)

x1C.10. Äþóôå ðáñáäåßãìáôá ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí g(y; ~x) ôÝôïéùí ðïõ
ç åîßóùóç (37) íá åðéäÝ÷åôáé:
(1) Ôç êåíÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç " ùò ìüíç ëýóç.
(2) Ìüíï ìßá ëýóç, ðïõ íá åßíáé ïëéêÞ óõíÜñôçóç.
(3) ¢ðåéñåò ôï ðëÞèïò ëýóåéò.

x1C.11∗. Äåßîôå üôé äåí õðÜñ÷åé ìåñéêÞ óõíÜñôçóç g(y; ~x) ôÝôïéá ðïõ ç
åîßóùóç (37) íá Ý÷åé áêñéâþò äýï ëýóåéò.

x1C.12∗. (a) Äåßîôå üôé ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóç
p(x; y) = áí (x = 0) ôüôå 1 áëëéþò p(x−· 1; p(x; y))(∗)

Ý÷åé åëÜ÷éóôç ëýóç p, êáé äþóôå Ýíáí ôýðï ãé' áõôÞ ôç ëýóç.
(b) Äåßîôå üôé õðÜñ÷åé ìüíï ìéá ïëéêÞ óõíÜñôçóç f ðïõ éêáíïðïéåß ôçí (∗),

êáé áõôÞ ç óõíÜñôçóç äåí åßíáé ç åëÜ÷éóôç ëýóç.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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ÃÅÍÉÊÇ ÁÍÁÄÑÏÌÇ

Ï ðñþôïò áõóôçñüò ïñéóìüò ôùí (ãåíéêÜ) áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí
óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò äüèçêå áðü ôïí G�odel ôï 1934, ìå âÜóç ìéá éäÝá
ôïõ Herbrand, êáé ôá èåìåëéáêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ôéò áíáäñïìéêÝò óõíáñ-
ôÞóåéò áðïäåß÷ôçêáí áðü ôïí Kleene óôç äåêáåôßá ôïõ 30. Ó' áõôü ôï êåöÜ-
ëáéï èá åêèÝóïõìå ìéá ãåíßêåõóç óå £ìåñéêÝò Üëãåâñåò¤ ìéáò ðïëý áðëÞò êáé
êïìøÞò åêäï÷Þò ôïõ ïñéóìïý ôïõ G�odel ðïõ ïöåßëåôáé óôïí John McCarthy
(1963), êáé ðïõ öáíåñþíåé ðéï êáèáñÜ ôç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôçí áíáäñïìÞ
êáé ôïí õðïëïãéóìü. ÁõôÞ ç ðñüóâáóç óôç èåùñßá áíáäñïìÞò âáóßæåôáé óå
éäÝåò áðü ôç ëïãéêÞ êáé ôïí ðñïãñáììáôéóìü, êáé óôï ðñþôï åäÜöéï ôïõ
êåöáëáßïõ èá ðñïåôïéìÜóïõìå ôï Ýäáöïò, åêèÝôïíôáò (ðåñéëçðôéêÜ) ôá áðá-
ñáßôçôá ðñïáðáéôïýìåíá.

2A. ÌåñéêÝò Üëãåâñåò

×áñáêôçñéóôéêü |êáé ãéá ìáò, êýñéï| ðáñÜäåéãìá ìåñéêÞò Üëãåâñáò åß-
íáé ç âáóéêÞ äïìÞ ôçò áñéèìçôéêÞò

N0 = (N; 0; 1; S;Pd);(42)

üðïõ S êáé Pd åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò ôïõ åðüìåíïõ êáé ôïõ ðñïçãïýìåíïõ
óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, êáé üðïõ Ý÷ïõìå ðñïâÜëëåé ôï 0 êáé ôï 1 åðåéäÞ ôá
÷ñçóéìïðïéïýìå êáé ùò áëçèïôéìÝò, üðùò Þäç êÜíáìå óôï ðñþôï êåöÜëáéï.
Ãåíéêüôåñá:

2A.1. Ïñéóìüò. ÌåñéêÞ Üëãåâñá åßíáé ç ôõ÷áßá äïìÞ

M = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK);

üðïõ ôï Ì åßíáé óýíïëï· 0; 1 ∈M êáé 0 6= 1· êáé ãéá i = 1; : : : ;K, ç

fi : Mni *M

åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ðëåéïìÝëåéáò ni. Åäþ åðéôñÝðïõìå ni = 0, ïðüôå ç
fi åßíáé 0-ìåëÞò ìåñéêÞ óõíÜñôçóç óôï M , äçëáäÞ óôáèåñÜ, êÜðïéï ìÝëïò
ôïõ M Þ ï ðÜôïò ⊥.

31



32 2. ÃåíéêÞ áíáäñïìÞ

Ïé ìïíáäéêÝò ìåñéêÝò Üëãåâñåò ðïõ èá ÷ñåéáóôïýìå ó' áõôÝò ôéò Óçìåéþ-
óåéò åßíáé ç N0, ðïõ åßíáé ïëéêÞ (åðåéäÞ ôá äïóìÝíá S;Pd åßíáé ïëéêÝò
óõíáñôÞóåéò), êáé åðåêôÜóåéò ôçò N0, äçëáäÞ ìåñéêÝò Üëãåâñåò ôçò ìïñöÞò

(N0; f1; : : : ; fm) = (N; 0; 1; S;Pd ; f1; : : : ; fm);

üðïõ ïé f1; : : : ; fm åßíáé ðëåéïìåëåßò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò óôïõò öõóéêïýò
áñéèìïýò. ÌåñéêÝò Üëãåâñåò åßíáé êáé ïé

(Z; 0; 1;+;−; ·); (Q; 0; 1;+;−; ·;÷);

üðïõ Z = {0; 1;−1; 2;−2; : : : } åßíáé ïé (èåôéêïß êáé áñíçôéêïß) áêÝñáéïé áñéè-
ìïß, êáé

Q =
{x
y
| x; y ∈ Z; y 6= 0

}

åßíáé ôï óýíïëï ôùí ñçôþí. Ç äéáßñåóç r ÷ s ó' áõôÞ ôçí Üëãåâñá åßíáé
ìåñéêÞ óõíÜñôçóç, áöïý äåí óõãêëßíåé üôáí s = 0.4

2A.2. Ç ôõðéêÞ ãëþóóá R(M): óýíôáîç. Ìå êÜèå ìåñéêÞ Üëãåâñá
Ì óõó÷åôßæïõìå ôçí ôõðéêÞ ãëþóóá R = R(M), ôçò ïðïßáò ôï áëöÜâçôï
áðïôåëåßôáé áðü ôá åîÞò óýìâïëá:

ïé áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò: v0; v1; : : : ;

ïé áôïìéêÝò óôáèåñÝò (ôá ìÝëç ôïõ M): x (x ∈M)

ïé óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò: f1; : : : ; fK (arity(fi) = ni)

ôá óýìâïëá ãéá ôç äéáêëÜäùóç: áí ôüôå áëëéþò

ôá óçìåßá óôßîåùò: ; ( )

êáé ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò: =

Áð' áõôÜ ôá óýìâïëá îå÷ùñßæïõìå ôï ëåîéëüãéï (vocabulary)

(f1; : : : ; fK) (arity(fi) = ni)(43)

ðïõ ðáñÝ÷åé óõìâïëéóìü ãéá ôéò äïóìÝíåò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò ôçò M, åíþ
ôá õðüëïéðá óýìâïëá åßíáé êïéíÜ ãéá üëåò ôéò ìåñéêÝò Üëãåâñåò óôï óýíïëï
Ì . Ãéá ôç ãëþóóá ôçò N0, âÝâáéá, ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ëåîéëüãéï (S;Pd).

4Óôç ëïãéêÞ èåùñïýìå äïìÝò

M = (M; c1; : : : ; cN ; R1; : : : ; RL; f1; : : : ; fK);

üðïõ ôá £äïóìÝíá¤ åßíáé äéáêåêñéìÝíá óôïé÷åßá ôïõ M , ó÷Ýóåéò, êáé (ïëéêÝò) óõíáñôÞóåéò
óôï Ì . Ïé ìåñéêÝò Üëãåâñåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå åäþ åßíáé öáéíïìåíéêÜ åéäéêüôåñåò,
åðåéäÞ äåí åðéôñÝðïõìå äéáêåêñéìÝíá óôïé÷åßá Þ ó÷Ýóåéò· áëëÜ ôá óôïé÷åßá ìðïñïýí íá
áðåéêïíéóôïýí áðü 0-ìåëåßò óõíáñôÞóåéò, êáé ïé ó÷Ýóåéò áðåéêïíßæïíôáé áðü ôéò ÷áñá-
êôçñéóôéêÝò ôïõò óõíáñôÞóåéò. ¸ôóé ïé ìåñéêÝò Üëãåâñåò åßíáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá
ãåíéêüôåñåò áðü ôéò äïìÝò ôçò ðñùôïâÜèìéáò ëïãéêÞò, åðåéäÞ åðéôñÝðïõìå ìåñéêÝò (ü÷é
áðáñáßôçôá ïëéêÝò) óõíáñôÞóåéò f1; : : : ; fK . Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé óôïí ïñéóìü ôùí
üñùí ðéï êÜôù, åðéôñÝðïõìå äéáêëáäþóåéò.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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ËÝîåéò óôï ôõ÷áßï óýíïëï Σ åßíáé ïé ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò áðü óôïé-
÷åßá (Þ óýìâïëá) ôïõ Σ, ãéá ðáñÜäåéãìá ïé

0=(0v3f2 Pd01x1x3áí=áëëéþò

óôï áëöÜâçôï ôçò R. ¼ðùò óôá ðáñáäåßãìáôá, èá ãñÜöïõìå ëÝîåéò áðëÜ
áñáäéÜæïíôáò ôá óýìâïëá óôç óåéñÜ, ÷ùñßò êüììáôá. Ç ðáñÜèåóç äýï ëÝ-
îåùí óõìâïëßæåôáé (êõñéïëåêôéêÜ) ìå ôçí ðáñÜèåóç ôùí óõìâüëùí ôïõò, Ýôóé
ðïõ ãéá ôéò äõï ëÝîåéò óôá ðáñáäåßãìáôá, ç ðáñÜèåóÞ ôïõò åßíáé ç ëÝîç

0=(0v3f2Pd01x1x3áí=áëëéþò

×ñçóéìïðïéïýìå ôï óýìâïëï `≡' ãéá ôç ó÷Ýóç ôçò éóüôçôáò ëÝîåùí, Ýôóé
ðïõ

f2=(0f1 ≡ f2=(0f1 áëëÜ f2=(0f2 6≡ f2=(1f2
Ï ðñïöáíÞò ëüãïò ãé' áõôü åßíáé üôé ôï `=' åßíáé óýìâïëï (ôïõ áëöÜâçôïõ
ôçò R), êáé áí ôï ÷ñçóéìïðïéïýóáìå ãéá ôçí éóüôçôá áíÜìåóá óå ëÝîåéò èá
ðñïêáëïýóå óýã÷õóç. Óõ÷íÜ èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ãñÜììáôá áðü ôï åëëçíéêü
áëöÜâçôï ãéá íá ïíïìÜæïõìå óýìâïëá êáé ëÝîåéò,

� ≡ �0�1 · · ·�m
Ç êåíÞ ëÝîç óõìâïëßæåôáé ìå `ë', Ýôóé ðïõ ãéá êÜèå ëÝîç �,

ë� ≡ �ë ≡ �

Ïé £óõíôáêôéêÜ óùóôÝò¤ åêöñÜóåéò ôçò R åßíáé ëÝîåéò áðü ôï áëöÜâçôï
êáé äéá÷ùñßæïíôáé óôïõò üñïõò êáé ôéò åîéóþóåéò üñùí, äçëáäÞ ëÝîåéò ôçò
ìïñöÞò

A = B

üðïõ ïé A êáé B åßíáé üñïé.
Ïé üñïé (terms) ôçò R áðïôåëïýí ôï åëÜ÷éóôï óýíïëï ëÝîåùí Ïñïé ìå

ôéò åîÞò éäéüôçôåò:
(T1) ÊÜèå x ∈M (êáé éäéáßôåñá ôá 0 êáé 1) êáé êÜèå áôïìéêÞ ìåôáâëçôÞ vi

åßíáé üñïé.
(T2) Áí ïé ëÝîåéò A1, : : : ,Ani åßíáé üñïé, ôüôå üñïò åßíáé êáé ç ëÝîç

fi(A1; : : : ; Ani)

(T3) Áí ïé ëÝîåéò A1; A2; A3 åßíáé üñïé, ôüôå üñïò åßíáé êáé ç ëÝîç

(áí (A1 = 0) ôüôå A2 áëëéþò A3)

Ï ïñéóìüò áõôüò åêöñÜæåôáé óõíïðôéêÜ êáé ìå ôçí £éóïäõíáìßá¤

A :≡ x | vi | fi(A1; : : : ; Ani) | (áí (A1 = 0) ôüôå A2 áëëéþò A3)(44)

ðïõ äéáâÜæåôáé

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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ç ëÝîç A åßíáé üñïò áí åßíáé ìÝëïò ôïõ M , Þ áôïìéêÞ ìåôáâëçôÞ, Þ
áí åßíáé ôçò ìïñöÞò fi(A1; : : : ; Ani) üðïõ ïé A1; : : : ; Ani åßíáé üñïé,
Þ áí åßíáé ôçò ìïñöÞò (áí (A1 = 0) ôüôå A2 áëëéþò A3), üðïõ ïé
A1; A2; A3 åßíáé üñïé.

Ðáñáôçñïýìå üôé ç êåíÞ ëÝîç ë äåí åßíáé üñïò.
Ï üñïò A åßíáé êëåéóôüò áí êáìßá áôïìéêÞ ìåôáâëçôÞ äåí åìöáíßæåôáé

óôïí A, êáé áãíüò áí ïé ìüíåò áôïìéêÝò óôáèåñÝò ðïõ (ßóùò) åìöáíßæïíôáé
óôïí A åßíáé ôï 0 Þ ôï 1. Ðáñáäåßãìáôá óôçí R(N0):

S(0) : êëåéóôüò, áãíüò; S(13) : êëåéóôüò, ü÷é áãíüò;
Pd(v1) : áãíüò, ü÷é êëåéóôüò;

(áí (v1 = 0) ôüôå 3 áëëéþò 1) : ïýôå êëåéóôüò ïýôå áãíüò

Ï áíáäñïìéêüò ïñéóìüò ôùí üñùí äéêáéïëïãåß åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò éäéï-
ôÞôùí ôùí üñùí:

2A.3. ËÞììá (ÅðáãùãÞ óôïõò üñïõò). ¸óôù Σ óýíïëï ëÝîåùí áðü ôï
áëöÜâçôï ôçò R(M) ôÝôïéï ðïõ

A1; : : : ; Ani ∈ Σ =⇒ fi(A1; : : : ; Ani) ∈ Σ;
A;B;C ∈ Σ =⇒ (áí (A = 0) ôüôå B áëëéþò C) ∈ Σ:

(a) Áí ôï Σ ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò áôïìéêÝò óôáèåñÝò êáé ìåôáâëçôÝò, ôüôå
ôï Σ ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò üñïõò.

(b) Áí ôï Σ ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò áôïìéêÝò óôáèåñÝò, ôüôå ôï Σ ðåñéÝ÷åé
üëïõò ôïõò êëåéóôïýò üñïõò.

(b) Áí ôï Σ ðåñéÝ÷åé ôï 0, ôï 1 êáé üëåò ôéò áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò, ôüôå
ôï Σ ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò áãíïýò üñïõò.

Áðüäåéîç. (a) Ôï Σ éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò (Ô1) { (Ô3) áðü ôçí õðü-
èåóç, êáé åðïìÝíùò ðåñéÝ÷åé ôï åëÜ÷éóôï óýíïëï Ïñïé ðïõ éêáíïðïéåß áõôÝò
ôéò óõíèÞêåò.

ÁöÞíïõìå ôá (b) êáé (c) ãéá ôçí ¢óêçóç x2A.1. a
Ðùò ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé ç ëÝîç (S(1) äåí åßíáé üñïò; Ç áõóôçñÞ

áðüäåéîç âáóßæåôáé óôï åðüìåíï ôå÷íéêü áëëÜ óçìáíôéêü ËÞììá, üðïõ ç
ëÝîç � åßíáé ãíÞóéï áñ÷éêü ôìÞìá ôçò ëÝîçò � áí

� ≡ � ìå � 6≡ ë;  6≡ ë

2A.4. ËÞììá (ÌïíáäéêÞ áíáãíùóéìüôçôá üñùí). (a) Ãéá êÜèå üñï Á,
ï áñéèìüò åìöáíßóåùí ôçò áñéóôåñÞò ðáñÝíèåóçò ` (' óôïí A åßíáé ßóïò ìå
ôïí áñéèìü åìöáíßóåùí ôçò äåîéÜò ðáñÝíèåóçò ` )' óôïí A.

(b) ÊáíÝíá ãíÞóéï áñ÷éêü ôìÞìá üñïõ äåí åßíáé üñïò.
(c) Áí ç ëÝîç A ≡ �1 · · ·�m åßíáé üñïò, ôüôå éó÷ýåé áêñéâþò ìéá áðü ôéò

ðåñéðôþóåéò (T1), (T2) Þ (T3) óôïí ïñéóìü ôùí üñùí.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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Áðüäåéîç óôçí ¢óêçóç x2A.2. a
Ðñïöáíþò ôþñá, ç ëÝîç (S(1) äåí åßíáé üñïò, åöüóïí Ý÷åé ðåñéóóüôåñåò

áñéóôåñÝò áðü äåîéÝò ðáñåíèÝóåéò.
Ôï ËÞììá 2A.4 åðßóçò äéêáéïëïãåß áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò óõíáñôÞóåùí

óôïõò üñïõò.

2A.5. ËÞììá (ÁíáäñïìÞ óôïõò üñïõò). Ãéá êÜèå óýíïëï W êáé äïóìÝ-
íåò óõíáñôÞóåéò Φ1;Φi2 (i = 1; : : : ;K), Φ3, õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ óõíÜñôçóç

Φ : Ïñïé →W

ôÝôïéá ðïõ

ãéá x ∈M;Φ(x) = Φ1(x); Φ(vi) = Φ1(vi);
Φ(fi(A1; : : : ; Ani)) = Φi2(Φ(A1); : : : ;Φ(Ani));

Φ(áí (A = 0) ôüôå B áëëéþò C) = Φ3(Φ(A);Φ(B);Φ(C)):

Áðüäåéîç óôçí ¢óêçóç x2A.4. a
ÁíÜëïãá áðïôåëÝóìáôá éó÷ýïõí ðïõ äéêáéïëïãïýí áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò

óôá óýíïëá ôùí êëåéóôþí êáé ôùí áãíþí üñùí, ¢óêçóç x2A.5.
Ðáñáôçñïýìå üôé ç óýíôáîç ôçò R(M) ðñïóäéïñßæåôáé ðëÞñùò áðü ôï óý-

íïëï M êáé ôï ëåîéëüãéï (f1; : : : ; fK), äçëáäÞ äåí åîáñôÜôáé áðü ôéò åñìç-
íåßåò f1; : : : ; fK áõôþí ôùí óôáèåñþí óôçí M. Ïé åñìçíåßåò ôùí f1; : : : ; fK
õðåéóÝñ÷ïíôáé óôç óçìáóéïëïãßá ôçò R(M), ùò åîÞò.

2A.6. Ç ôõðéêÞ ãëþóóá R(M): äçëùôéêÞ óçìáóéïëïãßá (1). Ç
ôéìÞ (value) valM (A) ôïõ ôõ÷áßïõ êëåéóôïý üñïõ A óôç ìåñéêÞ Üëãåâñá M
ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ áðü ôéò åîÞò óõíèÞêåò, ìå åðßêëçóç ôïõ ËÞììáôïò 2A.5
ãéá êëåéóôïýò üñïõò:

(DT1) valM(x) = x, ãéá x ∈M .
(DT2) Áí valM(Aj) = wj ãéá j = 1; : : : ; ni, ôüôå

valM(fi(A1; : : : ; Ani)) = fi(w1; : : : ; wni).
(DT3) Áí valM(A) = a;valM(B) = b êáé valM(C) = c, ôüôå

valM(áí (A = 0) ôüôå B áëëéþò C) = áí (a = 0) ôüôå b áëëéþò c.

Ðáñáôçñïýìå üôé ï ïñéóìüò ìðïñåß íá áðïäþóåé valM(A)↑, åöüóïí ôá
£äïóìÝíá¤ ôçò Üëãåâñáò M åðéôñÝðåôáé íá åßíáé ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò: áí
f1(1)↑, ôüôå valM(f1(1)) = f1(1) = ⊥, äçëáäÞ valM(f1(1))↑.

Ãéá ôï åðüìåíï ËÞììá ÷ñåéáæüìáóôå ôçí Ýííïéá ôçò ôõðéêÞò áíôéêáôÜ-
óôáóçò.

2A.7. ÁíôéêáôÜóôáóç üñùí. Ãéá êÜèå üñï A, êÜèå áôïìéêÞ ìåôáâëçôÞ
x, êáé êÜèå üñï B, èÝôïõìå

A{x :≡ B} ≡ ôï áðïôÝëåóìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò ôçò x ìå B óôïí üñï Á;
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êáé ãåíéêüôåñá, ãéá ~x = x1; : : : ; xm, ~B = B1; : : : ; Bm,

A{~x :≡ ~B} ≡ A{x1 :≡ B1} · · · {xm :≡ Bm}:(45)

Ãéá ðáñÜäåéãìá,

f1(v5; v1){v1 :≡ B} ≡ f1(v5; B); f2(v5; v1){v1 :≡ B; v5 :≡ C} ≡ f2(C;B)

2A.8. ËÞììá. (a) Áí ç x åßíáé ç ìüíç áôïìéêÞ ìåôáâëçôÞ ðïõ åìöáíßæå-
ôáé óôïí üñï A êáé o B åßíáé êëåéóôüò üñïò ôÝôïéïò ðïõ valM (B) = w ∈M ,
ôüôå

valM(A{x :≡ B}) = valM(A{x :≡ w}):
(b) Ãåíéêüôåñá, áí üëåò ïé áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôïí

üñï A åßíáé óôç ëßóôá x1; : : : ; xn êáé ïé B1; : : : ; Bn åßíáé êëåéóôïß üñïé
ôÝôïéïé ðïõ

valM(B1) = w1 ∈M; : : : ;valM(Bn) = wn;

ôüôå

valM(Á{x1 :≡ B1; : : : ; xn :≡ Bn}) = valM(Á{x1 :≡ w1; : : : ; xn :≡ wn})
Áðüäåéîç. Åýêïëç, ìå åðáãùãÞ óôïí üñï A, ¢óêçóç x2A.6. a
2A.9. Ç ôõðéêÞ ãëþóóá R(M): äçëùôéêÞ óçìáóéïëïãßá (2). Áðï-

ôßìçóç (valuation, assignment) óôï M åßíáé ç ôõ÷áßá óõíÜñôçóç

� : {v0; v1; : : : ; } →M

ðïõ áíáèÝôåé óå êÜèå áôïìéêÞ ìåôáâëçôÞ ìéá ôéìÞ �(vi) óôï M · êáé áí
üëåò ïé áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôïí üñï A åßíáé óôç ëßóôá
x1; : : : ; xn, èÝôïõìå

valM (A; �) = valM(A{x1 :≡ �(x1); : : : ; xn :≡ �(xn)}):(46)

Ìå ôïí êëáóéêü óõìâïëéóìü êáé ôçí ïñïëïãßá ôçò ëïãéêÞò,

M; � |= A = B ⇐⇒ valM(A; �) = valM(B; �)
⇐⇒ ç M éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç A = B ãéá ôçí �;

Ýôóé ðïõ, ðéï áíáëõôéêÜ,

M; � |= A = B ⇐⇒
[
valM(A; �)↑ êáé valM(B; �)↑

]

Þ
[
valM(A; �) = w ∈M êáé valM(B; �) = w

]
:

Åðßóçò èÝôïõìå,

M |= A = B ⇐⇒ (ãéá êÜèå �) M; � |= A = B
⇐⇒ ç åîßóùóç A = B åßíáé Ýãêõñç óôçí M:

(Áí M |= A = B, ëÝìå åðßóçò üôé ç M éêáíïðïéåß ôçí ôáõôüôçôá A = B.)
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2A.10. ÁðëïõóôåõìÝíïé óõìâïëéóìïß. ¼ðùò óõíçèßæåôáé óôç ëïãéêÞ,
óðÜíéá ãñÜöïõìå £ãñáììáôéêÜ óùóôïýò¤ üñïõò êáé åîéóþóåéò. Óôçí ðñÜîç
÷ñçóéìïðïéïýìå ôá óõíçèéóìÝíá ìáèçìáôéêÜ óýìâïëá áíôß ãéá ôá ôõðéêÜ
ôïõò éóïäýíáìá, ð.÷., x; y; : : : ãéá áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò áíôß ãéá v1; v2; : : : ,
f; g;+; ·; p; : : : ãéá óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò áíôß ãéá f1; : : : , ê.ëð. Åðßóçò
ðáñáëåßðïõìå Þ åéóÜãïõìå ðåñéóóüôåñåò ðáñåíèÝóåéò êáé £êåíïýò ÷þñïõò¤
áí áõôü äéåõêïëýíåé ôçí áíÜãíùóç, êáé ãñÜöïõìå (ãéá ðáñÜäåéãìá)

(x+ y) · z áíôß ãéá · (+(x; y); z)
Ç £ãñáììáôéêÜ óùóôÞ¤ Ýêöñáóç ôçò (37) (ìå ôï êáôÜëëçëï ëåîéëüãéï) åßíáé

p(v1; v2; : : : ; vn+1)

= (áí (f1(v1; v2; : : : ; vn+1) = 0) ôüôå v1 áëëéþò p(S(v1); v2; : : : ; vn+1))

åíþ ç áðëïõóôåõìÝíç ôõðïðïßçóÞ ôçò óôçí R(N0; g; p) åßíáé
p(y; ~x) = áí (g(y; ~x) = 0) ôüôå y áëëéþò p(S(y); ~x);(47)

ðïõ ïðùóäÞðïôå åßíáé ðéï åõáíÜãíùóôç.

2A. ÁóêÞóåéò

x2A.1. Äåßîôå ôá ìÝñç (b) êáé (c) ôïõ ËÞììáôïò 2A.3.

x2A.2. Äåßîôå ôï ËÞììá ÌïíáäéêÞò Áíáãíùóéìüôçôáò ¼ñùí 2A.4.

x2A.3 (ÌïíáäéêÞ áíáãíùóéìüôçôá ãéá åîéóþóåéò). Äåßîôå üôé áí ïéA1; B1,
A2; B2 åßíáé üñïé ôçò R(M) êáé

A1 = B1 ≡ A2 = B2

ôüôå A1 ≡ A2 êáé B1 ≡ B2.

x2A.4. Äåßîôå ôï ËÞììá 2A.5.

x2A.5. Äéáôõðþóôå êáé äåßîôå ËÞììáôá áíÜëïãá ôïõ 2A.5 ðïõ äéêáéï-
ëïãïýí ïñéóìïýò óôïõò êëåéóôïýò êáé ôïõò áãíïýò üñïõò.

x2A.6. Äåßîôå ôï ËÞììá 2A.8.

x2A.7. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå üñï A, áí ç ëßóôá x1; : : : ; xn ðåñéÝ÷åé üëåò
ôéò áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôïí A, ôüôå

�(x1) = �(x1); : : : ; �(xn) = �(xn) =⇒valM(A; �) = valM(A; �):

x2A.8. Äåßîôå üôé ãéá üëïõò ôïõò üñïõò A;B;C, êÜèå ìåôáâëçôÞ x, êáé
êÜèå áðïôßìçóç �,

áí valM(B; �) = valM(C; �);
ôüôå valM(A{x :≡ B}; �) = valM(A{x :≡ C}; �):
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x2A.9∗. ¸óôù B êáé C üñïé ôÝôïéïé ðïõ ãéá êÜèå áðïôßìçóç � óôç
ìåñéêÞ Üëãåâñá M,

valM(B; �) = valM(C; �):

Äåßîôå üôé ãéá êÜèå üñï A, êÜèå ìåôáâëçôÞ x êáé êÜèå áðïôßìçóç �,

áí valM(A; �)↓ ; ôüôå valM(B{x :≡ A}; �) = valM(C{x :≡ A}; �):

Äåßîôå åðßóçò (ìå áíôéðáñÜäåéãìá) üôé áõôü äåí éó÷ýåé ðÜíôá áí valM(A; �)↑.
x2A.10. Áí üëåò ïé áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôïí üñï A

åßíáé óôç ëßóôá x1; : : : ; xn, ç � åßíáé áðïôßìçóç óôçí M êáé ïé B1; : : : ; Bn
åßíáé üñïé, ôÝôïéïé ðïõ

valM(B1; �) = w1 ∈M; : : : ;valM(Bn; �) = wn ∈ B;
ôüôå

valM(A{x1 :≡ B1; : : : ; xn :≡ Bn}; �)

= valM(A{x1 :≡ w1; : : : ; xn :≡ wn}; �):

2B. ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóìüò

Ó' áõôü ôï åäÜöéï èá åéóáãÜãïõìå ôçí õðïëïãéóôéêÞ óçìáóéïëïãßá
ôçò ãëþóóáò R(M), ðïõ óõó÷åôßæåé £êáíïíéêÝò¤ (åëÜ÷éóôåò) ëýóåéò ìå êÜèå
óýóôçìá áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí, óôç ìåñéêÞ Üëãåâñá M êáé áðïäßäåé áëãï-
ñßèìïõò ãéá ôïí õðïëïãéóìü áõôþí ôùí ëýóåùí. Âáóéêüò ìáò óôü÷ïò åßíáé
íá ïñßóïõìå ôç èåìåëéáêÞ êëÜóç ôùí (ãåíéêÜ) áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõ-
íáñôÞóåùí óôçí ôõ÷áßá ìåñéêÞ Üëãåâñá M, êáé éäéáßôåñá, âÝâáéá, ôçí N0,
êáé íá áðïäåßîïõìå ôéò âáóéêÝò ôçò éäéüôçôåò.

2B.1. Ç ðñïãñáììáôéêÞ ãëþóóá R(M): óýíôáîç. Ãéá íá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå ôçí R(M) ùò ðñïãñáììáôéêÞ ãëþóóá, êáôáñ÷Þí ôçí åìðëïõôß-
æïõìå ìå óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò

æn0 ; æ
n
1 ; : : : (n = 0; 1; : : : ; arity(æni ) = n);

Üðåéñåò ôï ðëÞèïò ãéá êÜèå äõíáôÞ ðëåéïìÝëåéá n. Áðü ôç óõíôáêôéêÞ Üðïøç,
ïé óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò äåí îå÷ùñßæïõí áðü ôéò óõíáñôçóéáêÝò óôáèå-
ñÝò f1; : : : ; fK ðïõ ïíïìÜæïõí ôéò äïóìÝíåò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò f1; : : : ; fK
ôçò M: ïé üñïé ïñßæïíôáé ìå ôçí áíáäñïìÞ

A :≡ x | vi | fi(A1; : : : ; Ani) | æni (A1; : : : ; An)
| (áí (A1 = 0) ôüôå A2 áëëéþò A3)

êáé Ý÷ïõí üëåò ôéò éäéüôçôåò ðïõ Ý÷ïõìå áðïäåßîåé|ìïíáäéêÞ áíáãíùóéìü-
ôçôá, ê.ëð. ¼ðùò êáé ðñéí, ï üñïò A åßíáé áãíüò áí ïé ìüíåò áôïìéêÝò
óôáèåñÝò ðïõ (ßóùò) åìöáíßæïíôáé óôïí A åßíáé ôï 0 Þ ôï 1.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
23 Éïõíßïõ, 2012, 12:49. 38



2B. ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóìüò 39

ÔõðéêÞ áíáäñïìéêÞ åîßóùóç åßíáé ç ôõ÷áßá åîßóùóç üñùí

æ(x1; : : : ; xn) = A;

óôï ëåîéëüãéï (f1; : : : ; fK ; æn0 ; æ
n
1 ; : : : ) üðïõ ç æ åßíáé óõíáñôçóéáêÞ ìåôá-

âëçôÞ· ïé x1; : : : ; xn åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò·
êáé ï A åßíáé áãíüò üñïò ôçò R(M) óôïí ïðïßï äåí åìöáíßæïíôáé áôïìéêÝò
ìåôáâëçôÝò Üëëåò áðü ôéò x1; : : : ; xn. Ç åîßóùóç êáëåßôáé ñçôÞ áí êáìßá
óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ äåí åìöáíßæåôáé óôïí üñï A.

Ãéá ðáñÜäåéãìá (êáé ìå áðëïðïéçìÝíï óõìâïëéóìü) ç

æ(x) = áí (x = 0) ôüôå 1 áëëéþò 0

åßíáé ñçôÞ åîßóùóç óå êÜèå ìåñéêÞ Üëãåâñá· ç

æ(x) = áí (x = 0) ôüôå 0 áëëéþò S(æ(Pd(x)))

åßíáé áíáäñïìéêÞ (áëëÜ ü÷é ñçôÞ) åîßóùóç ôçò N0· êáé ç

æ(x) = S(y)

äåí åßíáé áíáäñïìéêÞ åîßóùóç, åðåéäÞ ç ìåôáâëçôÞ y åìöáíßæåôáé óôá äåîéÜ
êáé ü÷é óôá áñéóôåñÜ.

ÔåëéêÜ, áíáäñïìéêü ðñüãñáììá ôçò ìåñéêÞò Üëãåâñáò M åßíáé ôï ôõ-
÷áßï óýóôçìá áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí

(e0) æ0(~x0) = Å0

...
(ek) æk(~xk) = Åk

(E)

üðïõ ïé óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò æ0; : : : ; æk åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò
êáé åßíáé ïé ìüíåò óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôïõò üñïõò
E0; : : : ; Ek. Ïé åîéóþóåéò ôïõ Å êáëïýíôáé (áíáäñïìéêïß) ïñéóìïß ôùí
óõíáñôçóéáêþí ìåôáâëçôþí æ0; : : : ; æk.

Ç âáóéêÞ éäÝá ôçò õðïëïãéóôéêÞò óçìáóéïëïãßáò ôçò R(M) åßíáé üôé êÜèå
ðñüãñáììá E áíôéóôïé÷ßæåé (êáé õðïëïãßæåé) ìéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

æi : Mki *M (áí arity(æi) = ki)

óå êÜèå óýìâïëï æi ðïõ ïñßæåôáé áð' áõôü, Ýôóé ðïõ ïé æ0; : : : ; æk ôï éêáíï-
ðïéïýí, äçëáäÞ

(M; æ0; : : : ; æk) |= æi(~xi) = Åi (i = 0; : : : ; k):

Ðñéí ïñßóïõìå áõóôçñÜ ôçí áíôéóôïé÷ßá

E 7→ (æ0; : : : ; æk)

èåùñïýìå ìåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá.
Ï ïñéóìüò

æ(x; y) = S(y)(E1)
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åßíáé áðü ìüíïò ôïõ ðñüãñáììá ôçò N0, ðïõ ïñßæåé (ñçôÜ) ôç äéìåëÞ óõíáñ-
ôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ æ. Ç óçìáóéïëïãßá, ðñïöáíþò èá ðñÝðåé íá ìáò äþóåé

æ(x; y) = valN0(S(y)) = y + 1:

Ç åîßóùóç

æ(y; ~x) = áí (g(y; ~x) = 0) ôüôå y áëëéþò æ(S(y); x)(E2)

åßíáé ðñüãñáììá ôçò (N0; g) üðïõ g : Nn+1 * N, êáé õðÜñ÷ïõí ðáñá-
äåßãìáôá g ãéá ôéò ïðïßåò ç åîßóùóç (E2) ìðïñåß íá Ý÷åé ðïëëÝò ëýóåéò,
¢óêçóç x1C.10· üìùò ãéá êÜèå g, õðÜñ÷åé åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò (E2) áðü ôçí
Ðñüôáóç 1C.8, ç

æ(y; ~x) = (�i ≥ y)[g(i; ~x) = 0];

êáé áõôÞ åßíáé ç ëýóç æ ðïõ èá áíôéóôïé÷ßóåé óôï óýìâïëï æ ç õðïëïãéóôéêÞ
óçìáóéïëïãßá ôçò R(N0; g).

ÔåëéêÜ, èåùñïýìå êáé ôï åîÞò ôåôñéììÝíï ðáñÜäåéãìá ðñïãñÜììáôïò, ìå
ôï ìïíáäéêü ïñéóìü

æ(x) = æ(x):(E3)

Ç åîßóùóç (E3) éêáíïðïéåßôáé áðü üëåò ôéò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò· ç õðïëïãé-
óôéêÞ óçìáóéïëïãßá èá áðïäþóåé ôçí êåíÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

æ(x) = "(x) = ⊥;
äçëáäÞ ðÜëé ôçí åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò (E3), üðùò êáé óôï ðáñÜäåéãìá (E2).

ÌåôÜ áðü áõôÜ ôá ðñïêáôáñêôéêÜ, ðñï÷ùñïýìå óôïí áõóôçñü ïñéóìü ôçò
õðïëïãéóôéêÞò óçìáóéïëïãßáò ôçò R(M). Ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé íá áíôéóôïé-
÷ßóïõìå óå êÜèå áíáäñïìéêü ðñüãñáììá E êáé êÜèå ìåôáâëçôÞ æi ôïõ Å ìéá
ìç÷áíÞ, ðïõ íá õðïëïãßæåé êÜðïéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç æi, êáé ðñÝðåé ðñþôá
íá ïñßóïõìå ôé åííïïýìå ìå £ìç÷áíÞ¤. Èá äþóïõìå ôïí áõóôçñü ïñéóìü óå
äýï óôÜäéá.

2B.2. Ïñéóìüò. Óýóôçìá ìåôáâÜóåùí (transition system) åßíáé ç ôõ-
÷áßá ôñéÜäá

T = (S;→; T );

üðïõ:
(a) Ôï S åßíáé ìç-êåíü óýíïëï, ïé êáôáóôÜóåéò (states) ôïõ T .
(b) Ôï → åßíáé ìéá äéìåëÞò ó÷Ýóç ìåôÜâáóçò (transition relation) óôï S.
(c) Ôï T ⊆ S åßíáé ôï óýíïëï ôùí ôåñìáôéêþí (terminal) êáôáóôÜóåùí,

êáé ãéá êÜèå ôåñìáôéêÞ êáôÜóôáóç,

s ∈ T =⇒ (∀s′)[s 6→ s′]:(48)
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Ìéá êáôÜóôáóç ðïõ éêáíïðïéåß ôçí (48) áëëÜ äåí åßíáé ôåñìáôéêÞ êáëåßôáé
Üãïíç. ¸ðåôáé üôé ïé êáôáóôÜóåéò ôáîéíïìïýíôáé óå ôñåéò êáôçãïñßåò: ôéò
ôåñìáôéêÝò, ôéò Üãïíåò, êáé ôéò ãüíéìåò, äçëáäÞ áõôÝò ðïõ Ý÷ïõí ôïõëÜ÷é-
óôïí ìßá \åðüìåíç" êáôÜóôáóç. Ôï T åßíáé áéôéïêñáôéêü (íôåôåñìéíéóôéêü,
deterministic), áí êÜèå êáôÜóôáóç s Ý÷åé ôï ðïëý ìßá åðüìåíç, äçëáäÞ

[s→ s′ & s→ s′′] =⇒ s′ = s′′:(49)

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù

m→1 n ⇐⇒ m > n; m→2 n ⇐⇒ m = n+ 1·(50)

ôï óýóôçìá (N;→1; {0}) åßíáé áíáéôéïêñáôéêü, åíþ ôï óýóôçìá (N;→2; {0})
åßíáé áéôéïêñáôéêü.

2B.3. Õðïëïãéóìïß. Ìåñéêüò õðïëïãéóìüò ôïõ óõóôÞìáôïò ìåôáâÜóåùí
T åßíáé êÜèå ðåðåñáóìÝíï ìïíïðÜôé (áêïëïõèßá)

Y = (s0 → s1 → · · · → sn)(51)

óôï ãñÜöçìá (S;→)· ï Y åßíáé ôåñìáôéêüò áí ç ôåëåõôáßá êáôÜóôáóç sn
åßíáé ôåñìáôéêÞ, êáé Üãïíïò áí ç sn åßíáé Üãïíç. ¢ðåéñïò (áðïêëßíùí,
divergent) õðïëïãéóìüò åßíáé êÜèå Üðåéñï ìïíïðÜôé

Y = (s0 → s1 → · · · ):

Ôï ìÞêïò åíüò ðåðåñáóìÝíïõ, ìåñéêïý õðïëïãéóìïý üðùò óôçí (51) åßíáé
n+ 1.

Ôï óýóôçìá ìåôÜâáóçò T õðïëïãßæåé ôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç � : S * T áí,
ãéá üëá ôá s ∈ S, t ∈ T ,

�(s) = t ⇐⇒ (∃(s0; : : : ; sn) ∈ C(T ))[s0 = s & sn = t];(52)

üðïõ

C(T ) = ôï óýíïëï ôùí ôåñìáôéêþí õðïëïãéóìþí ôïõ T :(53)

¸ðåôáé üôé

�(s)↓ ⇐⇒ (∃(s0; : : : ; sn) ∈ C(T ))[s0 = s]:

ÊÜèå áéôéïêñáôéêü óýóôçìá ìåôáâÜóåùí õðïëïãßæåé áêñéâþò ìéá ìåñéêÞ
óõíÜñôçóç � : S * T ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí (52). ÅðéðëÝïí, áí ôï T åßíáé
áéôéïêñáôéêü, ôüôå ãéá êÜèå êáôÜóôáóç s õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíáò ôåñìáôéêüò,
Üãïíïò Þ Üðåéñïò (ðëÞñçò) õðïëïãéóìüò

comp(s) = compT (s) = (s→ s1 → s2 → · · · )(54)

ðïõ äåí ìðïñåß íá åðåêôáèåß, êáé ðïõ ïñßæåôáé ìå ôçí áíáäñïìÞ

s0 = s;

sn+1 =

{
ç ìïíáäéêÞ s′ ôÝôïéá ðïõ sn → s′; áí õðÜñ÷åé;
⊥; áëëéþò:
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A

S

T
B- -

*

q

input
s

output

s′′

s′

Ó÷Þìá 2. ÁöçñçìÝíç ìç÷áíÞ.

Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ìéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : A * B ìå êÜðïéï óýóôçìá
ìåôáâÜóåùí T , ðñÝðåé íá åìðëïõôßóïõìå ôï T ìå êÜðïéï ôñüðï åéóáãùãÞò
óôïé÷åßùí áðü ôï A êáé åîáãùãÞò ôéìþí óôï B.

2B.4. Ïñéóìüò. ÁöçñçìÝíç ìç÷áíÞ (sequential machine) ìå ðåäßï åé-
óüäïõ ôï óýíïëï A êáé ðåäßï ôéìþí Þ åîüäïõ ôï óýíïëï B åßíáé ç ôõ÷áßá
ðåíôÜäá

M = T (input; output) = (S;→; T; input; output);
üðïõ ôï T = (S;→; T ) åßíáé óýóôçìá ìåôáâÜóåùí, êáé åðéðëÝïí:
(d) input : A→ S, åßíáé óõíÜñôçóç åéóüäïõ (input function).
(e) output : T → B, åßíáé óõíÜñôçóç åîüäïõ (output function).

Ç T (input; output) õðïëïãßæåé ôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : A * B áí, ãéá üëá
ôá x ∈ A, w ∈ B,

(55) f(x) = w
⇐⇒ (∃(s0; : : : ; sn) ∈ C(S;→; T ))[s0 = input(x) & output(sn) = w]:

Ç ìç÷áíÞ êáëåßôáé áéôéïêñáôéêÞ áí ôï T åßíáé áéôéïêñáôéêü, êáé ó' áõôÞ ôçí
ðåñßðôùóç õðïëïãßæåé ôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : A * B ðïõ ïñßæåôáé áðü
ôçí (55) | åíþ ìéá áíáéôéïêñáôéêÞ ìç÷áíÞ ìðïñåß íá ìçí õðïëïãßæåé êáìßá
ìåñéêÞ óõíÜñôçóç.

2B.5. ÁíáäñïìéêÝò ìç÷áíÝò. Ãéá êÜèå ðñüãñáììá E ôçò R(M), ïñß-
æïõìå Ýíá óýóôçìá ìåôáâÜóåùí T (E) = T (E;M) ùò åîÞò:

(a) Ïé êáôáóôÜóåéò ôïõ T (E) åßíáé üëåò ïé ëÝîåéò s ôçò ìïñöÞò
�0 : : : �m−1 : �0 : : : �n−1

üðïõ ôá óôïé÷åßá �0; : : : ; �m1 ; �0; : : : ; �n−1 ôçò s éêáíïðïéïýí ôéò åîÞò óõí-
èÞêåò:
• êÜèå �i åßíáé óõíáñôçóéáêü óýìâïëï (óôáèåñü Þ ìåôáâëçôÞ), Þ êëåé-

óôüò üñïò, Þ ôï åéäéêü óýìâïëï ?, êáé
• êÜèå �j åßíáé áôïìéêÞ óôáèåñÜ (äçëáäÞ �j ∈M).
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(pass) � x : � → � : x � (x ∈M)

(e-call), ãåíéêÜ � fi : ~x � → � : fi(~x) �

(e-call), ãéá ôçí N0 � S : x � → � : x+ 1 �
� Pd : x � → � : x−· 1 �

(i-call) � æi : ~x � → � Ei{~xi :≡ ~x} : �

(comp) � h(A1; : : : ; An) : � → � h A1 · · · An : �
(br) � áí (A = 0) ôüôå B áëëéþò C : � → � B C ? A : �
(br0) � B C ? : 0 � → � B : �
(br1) � B C ? : y � → � C : � (y 6= 0)

• Ïé õðïãåãñáììÝíåò ëÝîåéò åßíáé áõôÝò ðïõ áëëÜæïõí óå êÜèå ìåôÜâáóç.
• ~x = x1; : : : ; xn åßíáé n-Üäá áôïìéêþí óôáèåñþí.
• Óôçí åîùôåñéêÞ êëÞóç (e-call), f = fi åßíáé äïóìÝíç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

ôçò M ìå arity(fi) = ni = n.
• Óôçí åóùôåñéêÞ êëÞóç (i-call), ç æi åßíáé n-ìåëÞò óõíáñôçóéáêÞ ìåôá-

âëçôÞ ôïõ ðñïãñÜììáôïò E ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí åîßóùóç æi(~x) = Ei.
• Óôç ìåôÜâáóç óýíèåóçò (comp) ç h åßíáé óõíáñôçóéáêü óýìâïëï (óôá-

èåñÜ Þ ìåôáâëçôÞ) ìå arity(h) = n.

Ðßíáêáò 1. ÌåôáâÜóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò T (E;M).

Õðåíèõìßæïõìå üôé Ýíáò üñïò A åßíáé êëåéóôüò áí äåí ðåñéÝ÷åé áôïìéêÝò
ìåôáâëçôÝò, êáé ðáñáôçñïýìå óå êÜèå êáôÜóôáóç ôï åéäéêü óýìâïëï `:' Ý÷åé
áêñéâþò ìéá åìöÜíéóç. Ïé êáôáóôÜóåéò ôùí T (E;M) åßíáé ïé ßäéåò ãéá üëá
ôá ðñïãñÜììáôá ôçò ìåñéêÞò Üëãåâñáò M, ãé' áõôü êáé ôéò êáëïýìå êáé
êáôáóôÜóåéò ôçò M.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ëÝîç

æ2
1 3 S(3) 1 áí ? : 3 0 1
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åßíáé êáôÜóôáóç ôçò N0, üðùò êáôáóôÜóåéò ôçò N0 åßíáé êáé ïé

Pd 1 3 æ2
1(S(2)) : : 0 23

Þ áêüìç êáé ç áðëïýóôáôç

:

(b) Ïé ôåñìáôéêÝò êáôáóôÜóåéò ôïõ T (E) åßíáé ïé ëÝîåéò ôçò ìïñöÞò

: w

äçëáäÞ áõôÝò ðïõ äåí Ý÷ïõí óýìâïëá óôá áñéóôåñÜ ôïõ `:' êáé ìüíï ìßá
óôáèåñÜ óôá äåîéÜ. ¼ëåò ïé ìç÷áíÝò ðïõ èá óôçñßæïíôáé óôï T (E) èá
Ý÷ïõí ôçí êïéíÞ óõíÜñôçóç åîüäïõ ðïõ áðëÜ áðïäßäåé áõôü ôïí áñéèìü,

output( : w) = w:

(c) Ç ó÷Ýóç ìåôÜâáóçò ôïõ T (E) ïñßæåôáé óå åðôÜ ðåñéðôþóåéò áðü ôïí
Ðßíáêá ÌåôáâÜóåùí 1, äçëáäÞ ç s → s′ éó÷ýåé áí åßíáé åéäéêÞ ðåñßðôùóç
êÜðïéáò ãñáììÞò ôïõ Ðßíáêá. Ðáñáôçñïýìå üôé ïé ìåôáâÜóåéò (e-call) åßíáé
ïé ìüíåò ðïõ £êáëïýí¤ ôá äïóìÝíá ôçò M, êáé Ýôóé åîáñôþíôáé áðü ôçí M,
åíþ ïé ìåôáâÜóåéò (i-call) åßíáé ïé ìüíåò ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôï óõãêåêñéìÝíï
ðñüãñáììá E.

Ôï óýóôçìá T (E) åßíáé ðñïöáíþò áéôéïêñáôéêü.
Ãéá êÜèå n-ìåëÞ óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ ôïõ E, ç áíáäñïìéêÞ ìç÷áíÞ

T (E; æ) ðáñÜãåôáé áðü ôï óýóôçìá ìåôáâÜóåùí T (E) ìå ôçí ðñïóèÞêç ôçò
óõíÜñôçóçò åéóüäïõ

input(~x) ≡ æ : ~x

êáé õðïëïãßæåé ôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç æ = æÅ : Mn *M , üðïõ

æÅ(~x) = w ⇐⇒ æ : ~x→ s1 → · · · → : w:(56)

Åðßóçò ÷ñÞóéìïò åßíáé êáé ï óõìâïëéóìüò

M; E ` æ(~x) = w ⇐⇒ æE(~x) = w(57)

ðïõ öáíåñþíåé ôçí åîÜñôçóç ôçò æ áðü ôç ìåñéêÞ Üëãåâñá M. Óôçí ðñÜîç
áíáöåñüìáóôå áðëÜ óôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç æ, üôáí ôï óõãêåêñéìÝíï ðñü-
ãñáììá E êáé ç M åßíáé ðñïöáíÞ áðü ôá óõìöñáæüìåíá.

Ôï êýñéï óýìâïëï ôïõ ðñïãñÜììáôïò E åßíáé ç óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ
æ0 ðïõ ïñßæåôáé óôçí ðñþôç åîßóùóç ôïõ E, êáé ôï E õðïëïãßæåé ôçí æ0
óôçí M.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí ìéá áðü ôéò åîéóþóåéò ôïõ E óôçí N0 åßíáé ç ñçôÞ

æ(x) = S(S(x));
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ôüôå ï õðïëïãéóìüò ôïõ T (E)

æ : x → S(S(x)) : → S S(x) : → S S x :
→ S S : x→ S : x+ 1 → : x+ 2

äåß÷íåé üôé ãéá êÜèå x, æ(x) = x+ 2.
Ãéá Ýíá ðéï åíäéáöÝñïí ðáñÜäåéãìá, ðáñáôçñïýìå üôé ç ðñüóèåóç ïñßæåôáé

áíáäñïìéêÜ óôçí N0 áðü ôï ðñüãñáììá ìå ôç ìïíáäéêÞ åîßóùóç

æ(i; x) = áí (i = 0) ôüôå x áëëéþò S(æ(Pd(i); x)):

Óôï Ó÷Þìá 3 äåß÷íïõìå ôïí õðïëïãéóìü ôçò ôéìÞò æ(2; 3) = 5.

2B.6. Ïñéóìüò. M-áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò, ó÷Ýóåéò êáé
óýíïëá. H n-ìåëÞò ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : Ìn * Ì åßíáé áíáäñïìéêÞ
(recursive) óôç ìåñéêÞ Üëãåâñá M (Þ M-áíáäñïìéêÞ) áí f = æ ãéá êÜðïéï
ðñüãñáììá E ôçò M êáé êÜðïéá óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ æ ôïõ E, äçëáäÞ
áí

f(~x) = w ⇐⇒ M; E ` æ(~x) = w

ìå ôï óõìâïëéóìü ôçò (57). Åöüóïí ç óåéñÜ ìå ôçí ïðïßá áðáñéèìïýìå ôéò
åîéóþóåéò åíüò ðñïãñÜììáôïò äåí áëëÜæåé ôïí ïñéóìü ôùí ìåñéêþí óõíáñ-
ôÞóåùí æ, ç ôõ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : Mn * M åßíáé M-áíáäñïìéêÞ
áí êáé ìüíïí áí õðïëïãßæåôáé áðü êÜðïéï áíáäñïìéêü ðñüãñáììá ôçò M,
äçëáäÞ áí f(~x) = æ0(~x) ìå æ0 ôï êýñéï óýìâïëï ôïõ E, ¢óêçóç x2B.2.
ÈÝôïõìå

R(M) = {f : Mn *M | ç f åßíáé M-áíáäñïìéêÞ}:
Ç ôõ÷áßá ó÷Ýóç P (~x) óôï M åßíáé M-áíáäñïìéêÞ áí ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ

ôçò óõíÜñôçóç (19) åßíáé M-áíáäñïìéêÞ, êáé ôï ôõ÷áßï óýíïëï A ⊆ M
åßíáé M-áíáäñïìéêü áí ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôïõ óõíÜñôçóç (20) åßíáé M-
áíáäñïìéêÞ.

Ãéá ôçí Üëãåâñá N0 êáé ôéò åðåêôÜóåéò ôçò ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí éäéáßôåñá,
èá ãñÜöïõìå

R = R(N; 0; 1; S;Pd) = {f : Nn * N | ç f åßíáé N0-áíáäñïìéêÞ};
êáé ãéá êÜèå óýíïëï ðëåéïìåëþí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí óôï N,

(58) R(Ψ) = {f : Nn * N | ç f åßíáé (N0; f1; : : : ; fK)-áíáäñïìéêÞ
ãéá êÜðïéåò f1; : : : ; fK ∈ Ψ};

Ýôóé ðïõ R = R(∅).
Ãéá ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò, ó÷Ýóåéò êáé óýíïëá óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò

äåí áíáöÝñïõìå ñçôÜ ôçí Üëãåâñá N0, äçëáäÞ ìå £áíáäñïìÞ¤ åííïïýìå £N0-
áíáäñïìÞ¤.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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æ : 2 3 (i-call)
áí (2 = 0) ôüôå 3 áëëéþò S(æ(Pd(2); 3)) : (br)

3 S(æ(Pd(2); 3)) ? 2 : (pass)
3 S(æ(Pd(2); 3)) ? : 2 (br1)

S(æ(Pd(2); 3)) : (comp)
S æ(Pd(2); 3) : (comp)
S æ Pd(2) 3 : (pass)
S æ Pd(2) : 3 (comp)
S æ Pd 2 : 3 (pass)
S æ Pd : 2 3 (Pd1)

S æ : 1 3 (i-call)
S áí (1 = 0) ôüôå 3 áëëéþò S(æ(Pd(1); 3)) : (br)

S 3 S(æ(Pd(1); 3)) ? 1 : (pass)
S 3 S(æ(Pd(1); 3)) ? : 1 (br1)

S S(æ(Pd(1); 3)) : (comp)
S S æ(Pd(1); 3) : (comp)
S S æ Pd(1) 3 : (pass)
S S æ Pd(1) : 3 (comp)
S S æ Pd 1 : 3 (pass)
S S æ Pd : 1 3 (Pd1)

S S æ : 0 3 (i-call)
S S áí (0 = 0) ôüôå 3 áëëéþò S(æ(Pd(0); 3)) : (br)

S S 3 S(æ(Pd(0); 3)) ? 0 : (pass)
S S 3 S(æ(Pd(0); 3)) ? : 0 (br0)

S S 3 : (pass)
S S : 3 (S)
S : 4 (S)

: 5

Ó÷Þìá 3. Ï õðïëïãéóìüò ôïõ 2 + 3 áðü ôï ðñüãñáììá
æ(i; x) = áí (i = 0) ôüôå x áëëéþò S(æ(Pd(i); x)).

2B. ÁóêÞóåéò

x2B.1. Ôé ìåñéêïýò õðïëïãéóìïýò Ý÷ïõí ôá óõóôÞìáôá ìåôáâÜóåùí (50),
êáé ðïéåò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò õðïëïãßæïõí;

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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x2B.2. Äåßîôå üôé ç ôõ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(~x) åßíáé M-áíáäñïìéêÞ
áí êáé ìüíïí áí õðïëïãßæåôáé áðü êÜðïéï áíáäñïìéêü ðñüãñáììá ôçò M.

x2B.3. Ãéá ôá ôñßá áíáäñïìéêÜ ðñïãñÜììáôá óôçí N0:
æ(x) = S(æ(x))(E1)

æ(x) = æ(�(x))(E2)
�(x) = x;

æ(x; y) = æ1(æ(x; y); y):(E3)
æ1(x; y) = x;

(1) Ðïéåò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò ôá éêáíïðïéïýí;
(2) Ðïéåò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò õðïëïãßæïõí, êáé óå ôé äéáöÝñïõí ïé õðïëï-

ãéóìïß ôïõò;

x2B.4∗. (1) Äåßîôå üôé ãéá êÜèå ðñüãñáììá E óå ìéá ïëéêÞ Üëãåâñá
M, êáé êÜèå n-ìåëÞ óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ æ ðïõ åìöáíßæåôáé óôï E, äåí
õðÜñ÷åé Üãïíïò õðïëïãéóìüò (2B.3) ôçò ìïñöÞò

æ : x1; : : : ; xn → s1 → · · · → sm:(*)

(2) Äåßîôå üôé áí ç M åßíáé ìåñéêÞ Üëãåâñá, ç æ åßíáé n-ìåëÞò, óõíáñ-
ôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ êÜðïéïõ ðñïãñÜììáôïò E óôçí M êáé ï ðåðåñáóìÝíïò
õðïëïãéóìüò (*) åßíáé Üãïíïò, ôüôå ç ôåëåõôáßá êáôÜóôáóÞ ôïõ åßíáé ôçò
ìïñöÞò

� fi : y1; : : : ; yni �
üðïõ ç fi åßíáé ìéá áðü ôéò äïóìÝíåò, ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò ôçò M, êáé
fi(y1; : : : ; yni)↑.

x2B.5. Ïñßóôå Ýíá áíáäñïìéêü ðñüãñáììá ðïõ íá õðïëïãßæåé ôç óõíÜñ-
ôçóç ôïõ Ackermann 1A.6.

x2B.6. Ïñßóôå Ýíá áíáäñïìéêü ðñüãñáììá ðïõ íá õðïëïãßæåé ôç óõíÜñ-
ôçóç p(x; y) óôçí ¢óêçóç x1C.7∗.

x2B.7. Ïñßóôå Ýíá áíáäñïìéêü ðñüãñáììá E óôçí åðÝêôáóç (N0; g; h; �)
ôçò N0 ðïõ íá õðïëïãßæåé ôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f ðïõ ïñßæåôáé áðü ôéò g; h; �
ìå öùëéáóìÝíç áíáäñïìÞ, x1B.18∗.

x2B.8∗. Äåßîôå üôé ç £åîßóùóç¤

f(x) =

{
0; áí g(x)↑;
g(x) + 1; áëëéþò:

äåí ìðïñåß íá ôõðïðïéçèåß óôçí R, áöïý ðñþôá åîçãÞóåôå ôé ðñÝðåé íá áðï-
äåé÷ôåß.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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x2B.9. Áðïäåßîôå Þ äþóôå áíôéðáñáäåßãìáôá ãéá ôéò åîÞò äýï ðñïôÜóåéò:
(a) Ãéá êÜèå ìåñéêÞ Üëãåâñá M êáé êÜèå x0 ∈M , ç óôáèåñÞ, ìïíïìåëÞò

óõíÜñôçóç f(x) = x0 åßíáé M-áíáäñïìéêÞ.
(b) Ãéá êÜèå áñéèìü x0 ∈ N, ç ç óôáèåñÞ, ìïíïìåëÞò óõíÜñôçóç f(x) = x0

óôïõò öõóéêïýò åßíáé áíáäñïìéêÞ.

2B.7. Ïñéóìüò. (a) Ôï ôõ÷áßï óýíïëï X ⊆ M åßíáé êëåéóôü ãéá ôá
äïóìÝíá ôçò ìåñéêÞò Üëãåâñáò M Þ M-êëåéóôü áí 0; 1 ∈ X, êáé
[x1; : : : ; xni ∈ X êáé fi(x1; : : : ; xni) = w] =⇒w ∈ X; (i = 1; : : : ;K):

(b) Ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜ

A(0)
= A ∪ {0; 1};

A(k+1)
= A(k) ∪ {fi(x1; : : : ; xni) | x1; : : : ; xni ∈ A

(k); i = 1; : : : ;K}:
Ç Ýíùóç A =

⋃∞
k=0A

(k) åßíáé ôï óýíïëï ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï A óôçí M.

x2B.10. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå ìåñéêÞ Üëãåâñá M êáé A ⊆M , ôï A åßíáé ôï
åëÜ÷éóôï M-êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ M ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï A, äçëáäÞ: A ⊆ A,
ôï A åßíáé M-êëåéóôü, êáé ãéá êÜèå X ⊆ M , áí A ⊆ X êáé ôï X åßíáé
M-êëåéóôü, ôüôå A ⊆ X.

x2B.11∗. Äåßîôå üôé áí A ⊆ M êáé ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : Mn * M
åßíáé M-áíáäñïìéêÞ, ôüôå ôï óýíïëï A ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï A åßíáé êëåéóôü
ãéá ôçí f , äçëáäÞ

[x1; : : : ; xn ∈ A; f(x1; : : : ; xn) = w] =⇒w ∈ A:

2C. Åãêõñüôçôá êáé åëÜ÷éóôåò ëýóåéò

Óôá åðüìåíá äýï, èåìåëéáêÜ èåùñÞìáôá äßíïõìå Ýíá £äïìéêü¤ ÷áñáêôçñé-
óìü ôùí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ õðïëïãßæïíôáé áðü ôá óõóôÞìáôá ìåôá-
âÜóåùí T (E;M), ðïõ èá ìáò äþóoõí ôéò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôùí M-áíáäñï-
ìéêþí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí. Óôï ôÝëïò ôïõ åäáößïõ èá óõëëÝîïõìå áõôÝò
ôéò éäéüôçôåò ãéá ôá ó÷åôéêÜ óýíïëá R êáé R(Ψ) óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò.

Êëåéäß ãéá ôéò áðïäåßîåéò åßíáé ôï åîÞò, áðëü

2C.1. ËÞììá. Ãéá êÜèå ìåñéêü õðïëïãéóìü
�0 : �0 → �1 : �1 → · · · → �m : �m

óôï óýóôçìá T (E;M) êáé ëÝîåéò �∗, �∗ ôÝôïéåò ðïõ ç
�∗ �0 : �0 �∗

íá åßíáé êáôÜóôáóç, ï
�∗ �0 : �0 �∗ → �∗ �1 : �1 �∗;→ · · · → �∗ �m : �m �∗

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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åßíáé åðßóçò ìåñéêüò õðïëïãéóìüò ôïõ T (E;M).
¸ðåôáé üôé áí ï

�0 : �0 → �1 : �1 → · · ·
åßíáé áðïêëßíùí õðïëïãéóìüò êáé ç �∗ �0 : �0 �∗ åßíáé êáôÜóôáóç, ôüôå
áðïêëßíùí õðïëïãéóìüò åßíáé êáé ï

�∗ �0 : �0 �∗ → �∗ �1 : �1 �∗ → · · ·
Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï m ≥ 0, ôï ËÞììá åßíáé ôåôñéììÝíï óôç âÜóç

m = 0, áðü ôçí õðüèåóç. Óôï åðáãùãéêü âÞìá, äå÷üìáóôå üôé ç áêïëïõèßá
�∗ �0 : �0 �∗ → �∗ �1 : �1 �∗ → · · · → �∗ �m : �m �∗

åßíáé ìåñéêüò õðïëïãéóìüò, åîåôÜæïõìå îå÷ùñéóôÜ ôéò åðôÜ ðåñéðôþóåéò ðïõ
äéêáéïëïãïýí ôç ìåôÜâáóç

�m : �m → �m+1 : �m+1

êáé åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç ßäéá ãñáììÞ áðü ôïí Ðßíáêá 1 åðßóçò äéêáéïëïãåß
ôç ìåôÜâáóç

�∗ �m : �m �∗ → �∗ �m+1 : �m+1 �∗

Ôï äåýôåñï óõìðÝñáóìá óõíÜãåôáé ìå åöáñìïãÞ ôïõ ðñþôïõ óôïõò ìåñé-
êïýò õðïëïãéóìïýò

�0 : �0 → �1 : �1 → · · · → �m : �m (m ∈ N) a

2C.2. Èåþñçìá (ÕðïëïãéóôéêÞ Åãêõñüôçôá ôçò R(M)). Ãéá ôõ÷áßï
áíáäñïìéêü ðñüãñáììá E óôçí M = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK) ìå óõíáñôçóéá-
êÝò ìåôáâëçôÝò æ0; : : : ; æk, èÝôïõìå

M = (M; æ0; : : : ; æk) = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK ; æ0; : : : ; æk):
¸ðåôáé üôé ãéá êÜèå êëåéóôü üñï A óôï ëåîéëüãéï f1; : : : ; fK , æ0; : : : ; æk:

(a) Áí valM(A)↑, ôüôå ï õðïëïãéóìüò compT (A : ) ôïõ T (E;M) ìå
áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç A : åßíáé Üðåéñïò Þ Üãïíïò (Üñá êáé áðïêëßíåé), êáé

(b) áí valM(A) = w, ôüôå ï õðïëïãéóìüò compT (A : ) ôïõ T (E;M) ìå
áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç A : óõãêëßíåé ìå ôåñìáôéêÞ êáôÜóôáóç : w.
ÅðïìÝíùò:

(c) Ïé ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò æ0; : : : ; æk éêáíïðïéïýí ôï óýóôçìá E óôç
ìåñéêÞ Üëãåâñá M, êáé (åéäéêüôåñá) ôï E Ý÷åé ëýóåéò óôçí M.

Áðüäåéîç. Ãéá ôá (a) êáé (b) ÷ñçóéìïðïéïýìå åðáãùãÞ óôïí äïóìÝíï,
êëåéóôü üñï A. Èåùñïýìå ðåñéðôþóåéò:

(1) Áí A ≡ x ∈M , ôüôå valM(A) = x, êáé ï õðïëïãéóìüò
x : (pass)

: x

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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áðïäßäåé ôç óùóôÞ ôéìÞ.
(2) Áí A ≡ fi(A1; : : : ; Ani) ãéá êÜðïéá äïóìÝíç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç fi ôçò

M. ôüôå ï õðïëïãéóìüò comp(A : ) áñ÷ßæåé ìå ôç ìåôÜâáóç

fi(A1; : : : ; Ani) : (comp)
fi A1 : : : Ani :

Èåùñïýìå ôñåéò ðåñéðôþóåéò:
(2a) Ãéá êÜðïéï j, valM(Aj)↑, ïðüôå êáé valM(A)↑. Áí ôï j åßíáé ôï

ìÝãéóôï ≤ ni ìå áõôÞ ôçí éäéüôçôá, ôüôå (ìå åðßêëçóç ôçò åðáãùãéêÞò
õðüèåóçò) ï õðïëïãéóìüò comp(A : ) áñ÷ßæåé ìå ôá âÞìáôá

fi(A1; : : : ; Ani) : (comp)
fi A1 : : : Ani : (åðáã. õð.)

...
fi A1 : : : Ani−1 : wni (åðáã. õð.)

...
fi A1 : : : Aj : wj+1 · · · wni

Áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç ðÜëé, ï õðïëïãéóìüò

comp(Aj : ) = Aj : → �1 : �1 → · · ·
åßíáé Üðåéñïò, åöüóïí valM(Aj)↑, êáé áðü ôï ËÞììá 2C.1, Üðåéñïò åßíáé êáé
ï õðïëïãéóìüò

fi A1 : : : Aj−1 Aj : wj+1 · · · wni → fi A1 : : : Aj−1 �1 : �1 wj+1 · · · wni → · · ·
ðïõ óõíåðÜãåôáé üôé ï comp(A : ) åßíáé Üðåéñïò.

(2b) ÕðÜñ÷ïõí óôïé÷åßá w1; : : : ; wni óôï M ôÝôïéá ðïõ valM(Aj) = wj
ãéá j = 1; : : : ; ni, áëëÜ fi(w1; : : : ; wni)↑. Ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, áðü ôçí
åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé ìå åðßêëçóç ðÜëé ôïõ ËÞììáôïò 2C.1 ï õðïëïãéóìüò
comp(A : ) áñ÷ßæåé ìå ôá âÞìáôá

fi(A1; : : : ; Ani) : (comp)
fi A1 : : : Ani : (åðáã. õð.)

...
fi A1 : : : Ani−1 : wni (åðáã. õð.)

...
fi : w1 w2 · · · wni

êáé åäþ ï õðïëïãéóìüò óôáìáôÜ (Üãïíá) åöüóïí fi(w1; : : : ; wni)↑.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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(2c) valM(fi(A1; : : : ; Ani)) = w, Ýôóé ðïõ õðÜñ÷ïõí óôïé÷åßá w1; : : : ; wni
óôï M ìå valM(Aj) = wj ãéá j = 1; : : : ; ni êáé fi(w1; : : : ; wni) = w. Áðü
ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé ìå åðßêëçóç ôïõ ËÞììáôïò 2C.1, ï õðïëïãéóìüò
comp(A : ) ôþñá åßíáé ï åîÞò:

fi(A1; : : : ; Ani) : (comp)
fi A1 : : : Ani : (åðáã. õð.)

...
fi A1 : : : Ani−1 : wni (åðáã. õð.)

...
fi : w1 w2 · · · wni

: fi(w1; : : : ; wni)

ðïõ åßíáé ôï æçôïýìåíï.

(3) Áí A ≡ æi(A1; : : : ; Ani) ãéá êÜðïéá n-ìåëÞ óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ
æi ôïõ E, ôüôå ï õðïëïãéóìüò comp(A : ) áñ÷ßæåé ìå ôç ìåôÜâáóç

æi(A1; : : : ; Ani) : (comp)
æi A1 : : : Ani :

Èåùñïýìå ôñåéò ðåñéðôþóåéò üðùò êáé óôçí (2):

(3a) Ãéá êÜðïéï j, valM(Aj)↑, ïðüôå êáé valM(A)↑.

(3b) ÕðÜñ÷ïõí óôïé÷åßá w1; : : : ; wn óôï M ôÝôïéá ðïõ valM(Aj) = wj
ãéá j = 1; : : : ; n, áëëÜ æi(w1; : : : ; wn)↑.

(3c) valM(æi(A1; : : : ; An)) = w, ðïõ óçìáßíåé üôé õðÜñ÷ïõí w1; : : : ; wn
óôï M ôÝôïéá ðïõ valM(Aj) = wj ãéá j = 1; : : : ; n êáé æi(w1; : : : ; wn) = w.

Ãéá ôçí (3a) ç áðüäåéîç åßíáé áêñéâþò ç ßäéá ìå áõôÞí ôçò (2a). Ãéá ôéò
(3b) êáé (3c), ïé áðïäåßîåéò åßíáé ìéêñÝò ðáñáëëáãÝò áõôþí ôùí (2b) êáé
(2c) ðïõ óôçñßæïíôáé óôïí ïñéóìü ôçò æi. ÓõãêåêñéìÝíá ãéá ôçí (3c), áðü
ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé ìå åðßêëçóç ôïõ ËÞììáôïò 2C.1, ï õðïëïãéóìüò

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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comp(A : ) åßíáé ï åîÞò:

æi(A1; : : : ; An) : (comp)
æi A1 : : : An : (åðáã. õð.)

...
æi A1 : : : An−1 : wn (åðáã. õð.)

...
æi : w1 w2 · · · wn (ïñéóìüò ôçò æi)

...
: æi(w1; : : : ; wn)

ðïõ åßíáé ôï æçôïýìåíï.
(c) Áðü ôïí ïñéóìü ôçò áíáäñïìéêÞò ìç÷áíÞò,

æi(~x) = w ⇐⇒ õðÜñ÷åé ôåñìáôéêüò õðïëïãéóìüò
Ei{~x :≡ ~x} : → s1 → · · · → : w;

åðåéäÞ ï õðïëïãéóìüò ôçò æi(~x) áñ÷ßæåé ìå ôá âÞìáôá

æi : ~x (i-call)
Ei{~x :≡ ~x} :

Ôá (a) êáé (b) ôþñá óõíåðÜãïíôáé üôé

Ei{~x :≡ ~x} : → s1 → · · · → : w ⇐⇒ valM(Ei{~x :≡ ~x}) = w;

Ýôóé ðïõ

æi(~x) = w ⇐⇒ valM(Ei{~x :≡ ~x}) = w

ðïõ åßíáé ôï æçôïýìåíï. a
2C.3. Ðüñéóìá. Ôï óýíïëï ôùí M-áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí

ðåñéëáìâÜíåé ôéò äïóìÝíåò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò f1; : : : ; fK ôçò M, ôéò ðñï-
âïëÝò

Pni (x1; : : : ; xn) = xi (i = 1; : : : ; n)

êáé ôéò óôáèåñÝò C0(~x) = 0 êáé C1(~x) = 1, êáé åßíáé êëåéóôü ãéá óýíèåóç
êáé äéáêëÜäùóç.

Áðüäåéîç. Ãéá ôéò äïóìÝíåò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò, ðáñáôçñïýìå üôé ãéá
ôï ðñüãñáììá

æ(x1; : : : ; xni) = fi(x1; : : : ; xni)(Efi)

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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ðñïöáíþò, æ(~xi) = f(~xi), åöüóïí ç æ éêáíïðïéåß ôï Efi . Ãéá ôéò ðñïâïëÝò êáé
ôéò óôáèåñÝò óõíáñôÞóåéò 0 êáé 1 ÷ñçóéìïðïéïýìå ôá ðñïöáíÞ ðñïãñÜììáôá
ìå ìßá ìüíï åîßóùóç,

æ(~x) = xi; æ(~x) = 0; æ(~x) = 1:

Ãéá ôç äéáêëÜäùóç, ç õðüèåóç ìáò äßíåé ðñïãñÜììáôá Ec, Eg êáé Eh
ôçò M êáé óõãêåêñéìÝíåò óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò c, g êáé h ó' áõôÜ ôá
ðñïãñÜììáôá, êáé ðñÝðåé íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá íÝï ðñüãñáììá E ðïõ íá
ïñßæåé êÜðïéá £öñÝóêéá¤ ìåôáâëçôÞ æ, Ýôóé ðïõ

æE(~x) = áí (cEc(~x) = 0) ôüôå gEg (~x) áëëéþò hEh(~x);

üðïõ ïé äåßêôåò öáíåñþíïõí ôá ðñïãñÜììáôá ðïõ õðïëïãßæïõí ôéò cEc gEg
êáé hEh . ÊÜíïíôáò ìåñéêÝò áëöáâçôéêÝò áëëáãÝò óôéò óõíáñôçóéáêÝò ìåôá-
âëçôÝò ôùí Ec; Eg; Eh, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé áõôÜ ôá ðñïãñÜììáôá
äåí Ý÷ïõí êïéíÝò óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò, êáé èÝôïõìå

E = Ec + Eg + Eh + {æ(~x) = áí (c(~x) = 0) ôüôå g(~x) áëëéþò h(~x)};
üðïõ ìå \+" åííïïýìå ôç óõëëïãÞ üëùí ôùí ïñéóìþí óôá äïóìÝíá ðñï-
ãñÜììáôá. Ôï E åßíáé ðñüãñáììá, åöüóïí êÜèå óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ
ïñßæåôáé áêñéâþò ìéá öïñÜ. Ðáñáôçñïýìå üôé

cE(~x) = cEc(~x);

áðëÜ åðåéäÞ êÜèå õðïëïãéóìüò

compEc(c : ~x) = c : ~x→ �1 : �1 → · · ·
ôïõ Ec åßíáé êáé õðïëïãéóìüò ôïõ E, êáé åðïìÝíùò (áðü ôçí áéôéïêñáôßá
ôùí ðñïãñáììÜôùí) åßíáé ï ìüíïò õðïëïãéóìüò óôï E ðïõ áñ÷ßæåé ìå ôçí
êáôÜóôáóç c : ~x, äçëáäÞ

compEc(c : ~x) = compE(c : ~x)·

Üñá cE = cEc , êáé ôï ßäéï, âÝâáéá, éó÷ýåé êáé ãéá ôá óýìâïëá g êáé h.
ÔåëéêÜ, áðü ôï Èåþñçìá 2C.2, ç æE éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç ðïõ ôçí ïñßæåé
óôï E, êáé Ýôóé

æ(~x) = áí (cE(~x) = 0) ôüôå gE(~x) áëëéþò hE(~x)
= áí (cEc(~x) = 0) ôüôå gEg (~x) áëëéþò hEh(~x):

Ç áðüäåéîç ãéá ôç óýíèåóç åßíáé ðáñüìïéá, ¢óêçóç x2C.1. a
2C.4. Ðüñéóìá. Ãéá êÜèå ìåñéêÞ Üëãåâñá M = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK)

êáé ôõ÷áßåò g : Mn *M , f : Mm *M ,

[g ∈ R(M) & f ∈ R(M; g)] =⇒ f ∈ R(M);

üðïõ (M; g) = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK ; g) åßíáé ç åðÝêôáóç ôçò M ìå ôçí g.

Áðüäåéîç. ¢óêçóç x2C.2. a

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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Ôï åðüìåíï èåþñçìá ÷áñáêôçñßæåé ôéò £êáíïíéêÝò¤ ëýóåéò åíüò ðñïãñÜì-
ìáôïò E ðïõ õðïëïãßæïíôáé áðü ôçí áíáäñïìéêÞ ìç÷áíÞ:

2C.5. Èåþñçìá (Åëá÷ßóôùí Óôáèåñþí Óçìåßùí). Ãéá êÜèå ðñüãñáììá
E óôç ìåñéêÞ Üëãåâñá M ìå óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò æ0; : : : ; æk, ïé ìå-
ñéêÝò óõíáñôÞóåéò æ0; : : : ; æk ðïõ õðïëïãßæïíôáé áðü ôï T (E) åßíáé ïé v-
åëÜ÷éóôåò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò åîéóþóåéò ôïõ Å.

Áðüäåéîç. Ïé æ0; : : : ; æk éêáíïðïéïýí ôï óýóôçìá E áðü ôï Èåþñçìá
2C.2, Üñá áñêåß íá äåßîïõìå üôé áí ïé ôõ÷áßåò æ′0; : : : ; æ′k éêáíïðïéïýí ôéò
åîéóþóåéò ôïõ E, ôüôå

æi(~x) = w=⇒ æ′i(~x) = w (i = 0; : : : ; k):
ÕðïèÝôïõìå üôé ïé æ′0; : : : ; æ′k éêáíïðïéïýí ôéò åîéóþóåéò ôïõ E, êáé èåù-

ñïýìå ôéò äïìÝò

M = (M; æ0; : : : ; æk); M′ = (M; æ′0; : : : ; æ
′
k):

Áðü ôï Èåþñçìá 2C.2, îÝñïõìå üôé ãéá êÜèå êëåéóôü üñï A óôï ëåîéëüãéï
(f1; : : : ; fK ; æ0; : : : ; æk), áí valM(A) = w, ôüôå ï õðïëïãéóìüò comp(A : )
ôçò T (E) åßíáé ôåñìáôéêüò ìå ôåëåõôáßá êáôÜóôáóç ôçí : w. Èá äåßîïõìå
ìå åðáãùãÞ óôï m, üôé ãéá êÜèå A êáé ãéá êÜèå w,

áí A : → �1 : �1 → · · ·�m−1 : �m−1 → : w; ôüôå valM′(A) = w:(59)

Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç A ≡ æi(x1; : : : ; xn), áõôü áðïäßäåé

æi(~x) = w=⇒valM′(æi(~x)) = w=⇒ æ′i(~x) = w;
ðïõ åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò (59) åîåôÜæïõìå ôç ìïñöÞ ôïõ Á, êáé ôï åðé÷åßñçìá
åßíáé ôåôñéììÝíï (üðùò óôçí áðüäåéîç ôïõ 2C.2) óå üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò
åêôüò áðü ôçí

æi(A1; : : : ; An);
ãéá ôçí ïðïßá ï õðïëïãéóìüò Ý÷åé ôç ìïñöÞ

æi(A1; : : : ; An) :
æi A1 · · · An :

...
æi A1 · · · An−1 : wn

...
æi : w1 · · · wn

Ei{~x :≡ ~w} :
...
: w

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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Ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç ôþñá óõíåðÜãåôáé üôé

valM′(A1) = w1; : : : ;valM′(An) = wn;valM′(Ei{~x :≡ ~w}) = w

åðåéäÞ ïé õðïëïãéóìïß ðïõ áíôéóôïé÷ïýí ó' áõôÝò ôéò ôéìÝò Ý÷ïõí ìéêñüôåñï
ìÞêïò. ¢ñá

valM′(æi(A1; : : : ; An)) = æ′i(valM′(A1); : : : ;valM′(An))
= æ′i(w1; : : : ; wn)
= valM′(Ei{~x :≡ ~w}) = w;

üðïõ ç ôåëåõôáßá åîßóùóç åêöñÜæåé áêñéâþò ôçí õðüèåóç

M′ |= æi(~x) = Ei: a

2C. ÁóêÞóåéò

x2C.1. Äåßîôå üôé ç óýíèåóç (10) M-áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí
åßíáé M-áíáäñïìéêÞ.

x2C.2. Ãéá êÜèå ìåñéêÞ Üëãåâñá M = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK) êáé ôõ÷áßåò
g : Mn *M , f : Mm *M ,

[g ∈ R(M) & f ∈ R(M; g)] =⇒ f ∈ R(M);

üðïõ (M; g) = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK ; g) åßíáé ç åðÝêôáóç ôçò M ìå ôçí g.

x2C.3. Äåßîôå üôé áí ïé P (~x) êáé Q(~x) åßíáé áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò óôç
ìåñéêÞ Üëãåâñá M, ôüôå M-áíáäñïìéêÝò åßíáé êáé ïé ó÷Ýóåéò

R1(~x) ⇐⇒ ¬P (~x)
R2(~x) ⇐⇒ P (~x) & Q(~x);
R3(~x) ⇐⇒ P (~x) ∨Q(~x):

x2C.4. Äåßîôå üôé ç Ýíùóç A ∪B, ç ôïìÞ A ∩B, êáé ç äéáöïñÜ

A \B = {x ∈ A | x =∈ B}
äýï M-áíáäñïìéêþí óõíüëùí åßíáé áíáäñïìéêÜ óýíïëá.

Äåßîôå åðßóçò üôé ôï ìïíïóýíïëï {0} åßíáé M-áíáäñïìéêü óå êÜèå ìåñéêÞ
Üëãåâñá M, åíþ óå êÜðïéá ìåñéêÞ Üëãåâñá, ôï ìïíïóýíïëï {1} äåí åßíáé
áíáäñïìéêü.

2C.6. Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå f : M * M , ç åðáíÜëçøç f : N ×M * M
ôçò f ïñßæåôáé ìå ôçí áíáäñïìÞ

f0(x) = x; fn+1(x) = f(fn(x)):

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
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x2C.5∗. Äåßîôå üôé áí ïé g; h : M * M åßíáé M-áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò
óõíáñôÞóåéò, ôüôå M-áíáäñïìéêÞ åßíáé êáé ç

f(x) = gm(x) üðïõ m = (�n ≥ 1)[hn(x) = 0]:

2D. ÁíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò óôïõò öõóéêïýò

Õðåíèõìßæïõìå ôïí ïñéóìü (58)

R(Ψ) = {f : Nn * N | ç f åßíáé (N0; f1; : : : ; fK)-áíáäñïìéêÞ
ãéá êÜðïéåò f1; : : : ; fK ∈ Ψ}

ôùí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ åßíáé áíáäñïìéêÝò óôï ôõ÷áßï óýíïëï Ψ
ðëåéïìåëþí, ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí óôïõò öõóéêïýò, êáé óõëëÝãïõìå óå Ýíá
èåþñçìá ôéò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ R(Ψ) ðïõ óõíÜãïíôáé áðü ôá ãåíéêÜ
èåùñÞìáôá óôá äýï ðñïçãïýìåíá åäÜöéá. ÁõôÝò éó÷ýïõí, âÝâáéá, êáé ãéá ôï
óýíïëï

R = R(∅) = R(N0)

ôùí (áðüëõôá) áíáäñïìéêþí, ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí óôï N.

2D.1. Èåþñçìá. Ôï óýíïëï R(Ψ) åßíáé ðñùôïãåíþò êëåéóôü êáé êëåé-
óôü ãéá åëá÷éóôïðïßçóç, Ýôóé ðïõ

R�(Ψ) ⊆ R(Ψ);

êáé, éäéáßôåñá, êÜèå åëá÷éóôéêÜ áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé áíá-
äñïìéêÞ.

Áðüäåéîç. Ôï óýíïëï R(Ψ) ðåñéÝ÷åé ôéò ðñïâïëÝò, ôéò óôáèåñÝò 0 êáé
1 êáé ôéò äïóìÝíåò S(x) êáé Pd(x) åðåéäÞ êÜèå R(N0; 0; 1; f1; : : : ; fk) ìå
f1; : : : ; fk ∈ Ψ Ý÷åé áõôÝò ôéò éäéüôçôåò áðü ôï Ðüñéóìá 2C.3.

Ôçí ðñùôïãåíÞ êëåéóôüôçôá ôïõ R(Ψ) ôçí áöÞíïõìå ãéá Üóêçóç, x2D.1.
Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ôï óýíïëï R(Ψ) ôùí áíáäñïìéêþí óôï Ψ ìåñéêþí

óõíáñôÞóåùí åßíáé êëåéóôü ãéá åëá÷éóôïðïßçóç, äçëáäÞ áí g ∈ R(Ψ) êáé

f(y; ~x) = (�i ≥ y)[g(i; ~x) = 0];

ôüôå f ∈ R(Ψ). Áðü ôçí Ðñüôáóç 1C.8, ç f åßíáé ç åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò
áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò

f(y; ~x) = áí (g(y; ~x) = 0) ôüôå y áëëéþò f(y + 1; ~x);

ðïõ (áðü ìüíç ôçò) åßíáé ðñüãñáììá, Üñá (áðü ôï Èåþñçìá 2C.5), ç f
õðïëïãßæåôáé áð' áõôü ôï ðñüãñáììá êáé f ∈ R(Ψ∪{g})· áëëÜ áí g ∈ R(Ψ),
ôüôå R(Ψ ∪ {g}) = R(Ψ) áðü ôï 2C.4. a

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
23 Éïõíßïõ, 2012, 12:49. 56



2D. ÁíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò óôïõò öõóéêïýò 57

2D. ÁóêÞóåéò

x2D.1. Äåßîôå üôé áí ïé g(~x) êáé h(w; y; ~x) åßíáé áíáäñïìéêÝò óôï Ψ êáé
ç f(y; ~x) ïñßæåôáé áð' áõôÝò ìå ôçí ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ (11), ôüôå êáé ç
f(y; ~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ óôï Ψ.

Ç ôáýôéóç ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ìå ôéò
N0-áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò õðáéíßóóåôáé (ìå êÜðïéï ôñüðï) üôé ïé èåìåëéá-
êÝò óõíáñôÞóåéò óôïõ öõóéêïýò åßíáé ïé S êáé Pd . Áõôü äåí áëçèåýåé üôáí
(üðùò óõíçèßæåôáé) ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç äõáäéêÞ áíÜðôõîç ôùí öõóéêþí,

x = x0 + x12 + x222 + · · ·+ xk2k (xi ≤ 1);
ïðüôå ç öõóéêÞ ìåñéêÞ Üëãåâñá Ý÷åé äéáöïñåôéêÜ äïóìÝíá. ÈÝôïõìå

Nb = (N; 0; 1;Parity; iq2; em2; om2);(60)

üðïõ Parity(x) åßíáé 0 Þ 1 áíÜëïãá, áí ï x åßíáé Üñôéïò Þ ðåñéôôüò, êáé
iq2(x) = quot(x; 2); em2(x) = 2x; om2(x) = 2x+ 1:

x2D.2. Äåßîôå üôé R = R(Nb), äçëáäÞ ïé áíáäñïìéêÝò, ìåñéêÝò óõíáñ-
ôÞóåéò óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáé áêñéâþò ïé ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ
õðïëïãßæïíôáé áðü ðñïãñÜììáôá ôçò R(Nb).

x2D.3∗. Äåßîôå üôé ç ìïíáäéêÞ ïëéêÞ ëýóç ôçò åîßóùóçò (∗) óôçí Üóêçóç
x1C.12∗ åßíáé áíáäñïìéêÞ, áëëÜ ç (∗) Ý÷åé êáé ëýóåéò ðïõ äåí åßíáé áíáäñï-
ìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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ÕÐÏËÏÃÉÓÉÌÏÔÇÔÁ ÊÁÉ ÁÍÁÐÏÊÑÉÓÉÌÏÔÇÔÁ

Áðü ôá êåíôñéêÜ áðïôåëÝóìáôá ó' áõôü ôï ÊåöÜëáéï ðçãÜæïõí ïé óçìáíôé-
êüôåñåò åöáñìïãÝò ôçò èåùñßáò áíáäñïìÞò óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ðïõ
èá åêèÝóïõìå óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï. Åäþ èá èÝóïõìå ôéò áðáñáßôçôåò ìá-
èçìáôéêÝò âÜóåéò ãé' áõôÝò ôéò åöáñìïãÝò, êáé èá èåìåëéþóïõìå ôç ó÷Ýóç
áíÜìåóá óôçí £áíáäñïìÞ¤ êáé ôçí £õðïëïãéóéìüôçôá¤ | ôï ðåñßöçìï Áßôçìá
Church-Turing.

3A. ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ êáé áðáñßèìçóç

Ó' áõôü ôï åäÜöéï èá äåßîïõìå ôï åîÞò âáóéêü èåþñçìá, ðïõ åßíáé èåìå-
ëéáêü ãéá ôï èÝìá ìáò.

3A.1. Èåþñçìá ÊáíïíéêÞò ÌïñöÞò êáé Áðáñßèìçóçò [Kleene]. ÕðÜñ-
÷åé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç U(y), êáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò
ó÷Ýóåéò Tn(e; x1; : : : ; xn; y) (n ≥ 1) êáé óõíáñôÞóåéò Smn (e; z1; : : : ; zm)
(n;m ≥ 1), ãéá ôéò ïðïßåò éó÷ýïõí ôá åîÞò:

(a) Ç ôõ÷áßá, n-ìåëÞò ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(~x) óôïõò öõóéêïýò åßíáé áíá-
äñïìéêÞ áí êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åé êÜðïéïò áñéèìüò e ôÝôïéïò ðïõ

f(~x) = U(�yTn(e; ~x; y)) (~x = x1; : : : ; xn ∈ N):(61)

(b) Ãéá üëá ôá e, y, ~z = z1; : : : ; zm êáé ~x = x1; : : : ; xn,

U(�yTm+n(e; ~z; ~x; y)) = U(�yTn(Smn (e; ~z); ~x; y)):(62)

ÅðéðëÝïí, ïé óõíáñôÞóåéò Smn (e; ~z) åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá.

Áðü ôçí êáíïíéêÞ ìïñöÞ (61) óõíÜãåôáé üôé êÜèå áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõ-
íÜñôçóç £ðáñÜãåôáé¤ áðü ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò ìå (ìüíï)
ìßá âëáêþäç áíáæÞôçóç, êáé åéäéêüôåñá, üôé êÜèå áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ-
ôçóç åßíáé åëá÷éóôéêÜ áíáäñïìéêÞ. Åðßóçò, áí èÝóïõìå

'ne (~x) = U(�yTn(e; ~x; y));(63)
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ôüôå ç åîßóùóç (61) óõíåðÜãåôáé üôé, ãéá êÜèå n, ç áêïëïõèßá

'n0 ; '
n
1 ; : : : ;

áðáñéèìåß üëåò ôéò n-ìåëåßò áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò, ìå ôÝôïéï
ôñüðï ðïõ ç (n+ 1)-ìåëÞò ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

'n(e; ~x) = 'ne (~x) = U(�yTn(e; ~x; y))

íá åßíáé áíáäñïìéêÞ. Ï áñéèìüò e êáëåßôáé êùäéêüò ôçò ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò
'ne , êáé åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé êÜèå áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç Ý÷åé
ðïëëïýò êùäéêïýò, ¢óêçóç x3A.2.

Ç âáóéêÞ éäÝá ãéá ôçí áðüäåéîç åßíáé íá êùäéêïðïéÞóïõìå ìå áñéèìïýò
(üðùò óôï 1B.11) ôá áíáäñïìéêÜ ðñïãñÜììáôá ôçò N0 êáé ôïõò ôåñìáôéêïýò
õðïëïãéóìïýò ôùí áíáäñïìéêþí ìç÷áíþí, Ýôóé ðïõ ç ó÷Ýóç

Tn(e; x1; : : : ; xn; y) ⇐⇒ ï e åßíáé êùäéêüò êÜðïéïõ(64)
áíáäñïìéêïý ðñïãñÜììáôïò E,
êáé ï y åßíáé êùäéêüò
ôåñìáôéêïý õðïëïãéóìïý ôïõ E
óôçí åßóïäï æ0 : x1; : : : ; xn

íá åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ, êáé íá õðÜñ÷åé ìéá ðñùôïãåíþò áíáäñï-
ìéêÞ óõíÜñôçóç U(y), ôÝôïéá ðïõ áí ï y åßíáé êùäéêüò ôåñìáôéêïý õðïëïãé-
óìïý, ôüôå

U(y) = ç ôéìÞ åîüäïõ áðü ôïí (ôåñìáôéêü) õðïëïãéóìü y:(65)

Áð' áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò óõíÜãåôáé áìÝóùò ôï (a) êáé äéåõêñéíßæåôáé ôï
íüçìÜ ôïõ. Ç óçìáóßá ôïõ êÜðùò ôå÷íéêüôåñïõ (b) èá åîçãçèåß óôç ðïñåßá.

Óôïõò õðïëïãéóìïýò ðïõ ðñÝðåé íá êÜíïõìå èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åðá-
íåéëçììÝíá êùäéêïýò áêïëïõèéþí (1B.11). Ãéá ôçí áðëïýóôåõóç ïñéóìÝíùí
ôýðùí, èÝôïõìå

(u)i;j = ((u)i)j ; (u)i;j;k = ((u)i)j)k; ê.ëð.;
�rst(u) = (u)0; last(u) = (u)lh(u)−· 1;

Ýôóé ðïõ

�rst(〈u0; : : : ; un−1〉) = u0 = ôï ðñþôï óôïé÷åßï ôçò u0; : : : ; un−1;
last(〈u0; : : : ; un−1〉) = un−1 = ôï ôåëåõôáßï óôïé÷åßï ôçò u0; : : : ; un−1;

êáé

(〈〈0; 2〉; 〈1; 0〉〉)0;1 = 2; (〈〈0; 2〉; 〈1; 0〉〉)1;0 = 1:

Åðßóçò èá ÷ñåéáóôïýìå ìåñéêÝò ôå÷íéêÝò éäéüôçôåò ôùí êùäéêþí áêïëïõèéþí:

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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3A.2. ËÞììá. Ãéá ôçí êëáóéêÞ êùäéêïðïßçóç (1B.12), ïé åîÞò óõíáñ-
ôÞóåéò åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò:

maxseq(n) = max{〈u0; : : : ; um−1〉 | m;u0; : : : ; um−1 ≤ n}(66)

(67) seg(u; i; j)

=

{
〈(u)i; (u)i+1; : : : ; (u)j−· 1〉; áí Seq(u) & 0 ≤ i < j ≤ lh(u);
0; áëëéþò.

ÅðéðëÝïí, ãéá üëá ôá u; i; j,

seg(u; i; j) ≤ u;

êáé áí i > 0 Þ j < lh(u), ôüôå seg(u; i; j) < u.

Áðüäåéîç óôçí ¢óêçóç x3A.1. a
Áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3A.1. Ç óåéñÜ ïñéóìþí ðïõ áêïëïõèåß

êùäéêïðïéåß ôá âáóéêÜ óýíïëá áíôéêåéìÝíùí ðïõ áíáêýðôïõí óôç èåùñßá ôçò
ðñïãñáììáôéêÞò ãëþóóáò R. ×ñçóéìïðïéïýìå ôçí êëáóéêÞ êùäéêïðïßçóç
áêïëïõèéþí, êáé ôï óõìâïëéóìü [X]A ãéá ôïí êùäéêü ôïõ áíôéêåéìÝíïõ X·
äçëáäÞ ïé ïñéóìïß ìáò äßíïõí äéáäï÷éêÜ Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåéò

[ ]A : A ½ N

ãéá êÜèå âáóéêü óýíïëï A ðïõ èá êùäéêïðïéÞóïõìå. Áíôß ãéá [ ]A èá ãñÜ-
öïõìå [ ]i, üðïõ ç êùäéêïðïßçóç ôïõ óõíüëïõ A ïñßæåôáé óôï ïñéóìü i, ãéá
i = 1; : : : 6.

1. Óýìâïëá. Óýìöùíá ìå ôïõò ïñéóìïýò ôçò R(N0) óôï 2A.2, èÝôïõìå
ðñþôá

[vi]1 = 〈0; 0; i〉; [n]1 = 〈0; 1; n〉; [S]1 = 〈1; 1; 0〉;
[Pd ]1 = 〈1; 1; 1〉; [æni ]1 = 〈1; n; 2 + i〉;

êáé ãéá ôá õðüëïéðá ï÷ôþ óýìâïëá

áí ôüôå áëëéþò ; ( ) = ?

÷ñçóéìïðïéïýìå ôïõò áñéèìïýò

〈2; 0〉; : : : ; 〈2; 7〉;
äçëáäÞ [áí ]1 = 〈2; 0〉, [ôüôå ]1 = 〈2; 1〉, : : : , [?]1 = 〈2; 7〉.

Ðáñáôçñïýìå üôé ï êùäéêüò ôïõ ôõ÷áßïõ áñéèìïý n åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü
ôïí n, ð.÷.,

[1]1 = 〈0; 1; 1〉 = 2 · 32 · 52 = 450·

ðñïöáíþò äåí ìáò åíäéáöÝñåé åäþ ç áðïôåëåóìáôéêüôçôá ôçò êùäéêïðïßçóçò.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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2. ËÝîåéò. Ãéá êÜèå ëÝîç (áêïëïõèßá)

� ≡ �0�1 · · ·�n
áðü óýìâïëá (óõìðåñéëáìâáíïìÝíïõ êáé ôïõ `?'), èÝôïõìå

[�0�1 · · ·�n]2 = 〈[�0]1; [�1]1; : : : ; [�n]1〉:
Ãéá ðáñÜäåéãìá,

[S(v1)]2 = 〈[S]1; [(]1; [v1]1; [)]1〉 = 〈〈1; 1; 0〉; 〈2; 4〉; 〈0; 0; 1〉; 〈2; 5〉〉;
[æ2

1(v1; 0)]2 = 〈[æ2
1]1; [(]1; [v1]1; [; ]; [0]1; [)]1〉 = · · · :

Åéäéêüôåñá, ï ïñéóìüò áõôüò áíáèÝôåé êùäéêïýò óôïõò üñïõò ôçò R, ðïõ
åßíáé ëÝîåéò áð' áõôÜ ôá óýìâïëá.

ÐáñáôÞñçóç. Ïé áñéèìçôéêÝò ìåôáâëçôÝò vi êáé ïé áñéèìçôéêÝò óôáèåñÝò
n åßíáé óýìâïëá, áëëÜ åßíáé êáé üñïé ìÞêïõò 1. ¸ôóé Ý÷ïõí äýï äéáöïñåôéêÝò
êùäéêïðïéÞóåéò, ùò óýìâïëá êáé ùò üñïé, êáé ðñÝðåé íá ðñïóÝ÷ïõìå íá ìçí
ôéò óõã÷Ýïõìå:

[vi]1 = 〈0; 0; i〉; [vi]2 = 〈〈0; 0; i〉〉
[n]1 = 〈0; 1; n〉; [n]2 = 〈〈0; 1; n〉〉:

Ãéá ðáñÜäåéãìá, [0]1 = 〈0; 1; 0〉 = 2 · 32 · 5 = 90, åíþ [0]2 = 〈90〉 = 291.
3. ÁíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò. Ç ôõ÷áßá (ôõðéêÞ) åîßóùóç êáèïñßæåôáé áðü

ôï áñéóôåñü êáé ôï äåîéü ôçò óêÝëïò, ðïõ åßíáé üñïé· èÝôïõìå

[æ(~v) = E]3 = 〈[æ(~v)]2; [E]2〉:

4. ÁíáäñïìéêÜ ðñïãñÜììáôá. Áí E = (e0; : : : ; ek), ôüôå êÜèå ei åßíáé
åîßóùóç, êáé èÝôïõìå

[E]4 = 〈[e0]3; : : : ; [ek]3〉:

5. ÊáôáóôÜóåéò. Ôá óôïé÷åßá óôï áñéóôåñü óêÝëïò ìéáò êáôÜóôáóçò
åßíáé Þ êëåéóôïß üñïé Þ óõíáñôçóéáêÜ óýìâïëá Þ ôï `?', åíþ ôá óôïé÷åßá óôï
äåîéü ôçò óêÝëïò åßíáé áñéèìçôéêÝò óôáèåñÝò (äçëáäÞ áñéèìïß). ÈÝôïõìå:

[�0; : : : ; �m−1 : �0; : : : ; �n−1]5 = 〈〈[�0]′; : : : ; [�m−1]′〉; 〈[�0]1; : : : ; [�n−1]1〉〉;
üðïõ

[�i]′ =

{
[�i]1; áí ôï �i åßíáé óõíáñôçóéáêü óýìâïëï Þ ôï `?';
[�i]2; áëëéþò, äçëáäÞ áí ï �i åßíáé êëåéóôüò üñïò:

Åäþ ðñÝðåé íá ðñïóÝîïõìå, åðåéäÞ ïé áñéèìçôéêÝò óôáèåñÝò êùäéêïðïéïýíôáé
ùò óýìâïëá óôï äåîéü óêÝëïò êáé ùò üñïé óôï áñéóôåñü· ãéá ðáñÜäåéãìá,

[2 : 2]5 = 〈〈〈〈0; 1; 2〉〉〉; 〈〈0; 1; 2〉〉〉:

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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Ðáñáôçñïýìå üôé üôáí ï u åßíáé êùäéêüò ìéáò êáôÜóôáóçò � : �, ôüôå ï
�rst(u) åßíáé êùäéêüò ôïõ áñéóôåñïý óêÝëïõò �, êáé ï last(u) åßíáé êùäéêüò
ôïõ äåîéïý óêÝëïõò �.

Ãéá íá åðáëçèåýóïõìå üôé ç óõíÜñôçóç � 7→ [�]5 åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá óôï
óýíïëï êáôáóôÜóåùí, ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé êáíÝíáò áñéèìüò äåí
åßíáé ôáõôü÷ñïíá êùäéêüò óõíáñôçóéáêïý óõìâüëïõ Þ ôïõ `?' êáé åðßóçò
êùäéêüò êëåéóôïý üñïõ· áõôü éó÷ýåé åðåéäÞ ôï ðñþôï óýìâïëï êÜèå êëåéóôïý
üñïõ E åßíáé Ýíá áðü ôá

S; Pd ; n; æni ; (

ìå êùäéêü > 2, Ýôóé ðïõ ãéá êÜèå üñï E, �rst([E]2) > 2· åíþ áí ï u åßíáé
êùäéêüò óõìâüëïõ, ôüôå �rst(u) ≤ 2.

6. Õðïëïãéóìïß. Ãéá êÜèå áêïëïõèßá êáôáóôÜóåùí s = (s0; : : : ; sk),
èÝôïõìå

[s0; : : : ; sk]6 = 〈[s0]5; : : : ; [sk]5〉:
Áõôü êùäéêïðïéåß üëåò ôéò áêïëïõèßåò êáôáóôÜóåùí, êáé éäéáßôåñá ôïõò
ôåñìáôéêïýò õðïëïãéóìïýò ôçò ìç÷áíÞò ãéá ïðïéïäÞðïôå áíáäñïìéêü ðñü-
ãñáììá.

Ó' áõôü ôï óçìåßï ïé ïñéóìïß (64) êáé (65) åßíáé áõóôçñïß, êáé ãéá ôï
ìÝñïò (a) ôïõ èåùñÞìáôïò áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç ó÷Ýóç Tn(e; ~x; y) êáé ç
óõíÜñôçóç U(y) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò.

Ôï äåýôåñï åßíáé áðëü: ãéáôß, ìå ðñïóåêôéêÞ £áðïêùäéêïðïßçóç¤ ôùí ïñé-
óìþí, áñêåß íá èÝóïõìå

U(y) = last(y)1;0;2(68)

(¢óêçóç x3A.3).
Ãéá ôï ðñþôï, äßíïõìå ìéá óåéñÜ áðü âïçèçôéêïýò ïñéóìïýò ðñùôïãåíþò

áíáäñïìéêþí £óõíáñôÞóåùí êáé ó÷Ýóåùí áðïêùäéêïðïßçóçò¤ ðïõ êáôáëÞ-
ãïõí ìå ôï æçôïýìåíï. Ïé ðåñéóóüôåñåò áðü ôéò áðáéôïýìåíåò áðïäåßîåéò
ðñùôïãåíïýò áíáäñïìéêüôçôáò åßíáé áðëÝò, êáé ãé' áõôÝò ðïõ äåí åßíáé èá
ðáñáèÝóïõìå ìåñéêÜ ó÷üëéá ìåôÜ ôïí êáôÜëïãï.

ÁñÌåô(v) ⇐⇒ ï v åßíáé êùäéêüò êÜðïéáò vi
⇐⇒ v = 〈0; 0; (v)2〉

ÁñÓôáè(c) ⇐⇒ ï c åßíáé êùäéêüò áñéèìïý
⇐⇒ c = 〈0; 1; (c)2〉

ÓõíÌåô(f) ⇐⇒ ï f åßíáé êùäéêüò êÜðïéáò æni
⇐⇒ f = 〈1; (f)1; (f)2〉 & (f)1 ≥ 1 & (f)2 ≥ 2

ÓõíÓôáè(f) ⇐⇒ ï f åßíáé êùäéêüò ôïõ S Þ ôïõ Pd
⇐⇒ f = [S]1 ∨ f = [Pd ]1
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ÓõíÓõìâ(f) ⇐⇒ ÓõíÌåô(f) ∨ ÓõíÓôáè(f)

arity(f) = ç ðëåéïìÝëåéá ôïõ óõíáñôçóéáêïý óõìâüëïõ f
(áí ï f åßíáé êùäéêüò óõìâüëïõ)

= (f)1
Ïñïò(u) ⇐⇒ ï u åßíáé êùäéêüò üñïõ

ÊëÏñïò(u) ⇐⇒ ï u åßíáé êùäéêüò êëåéóôïý üñïõ
⇐⇒ Ïñïò(u) & (∀i < lh(u))¬ÁñÌåô((u)i)

ÓõíèÏñïò(u) ⇐⇒ ï u åßíáé êùäéêüò üñïõ æni (A1; : : : ; An)
⇐⇒ Ïñïò(u) & ÓõíÌåô(�rst(u))

ÕðïÏñïò(u; v) ⇐⇒ ï v åßíáé êùäéêüò õðïüñïõ ôïõ üñïõ ìå êùäéêü u
⇐⇒ Ïñïò(u) & Ïñïò(v) & (∃i; j ≤ lh(u)[i < j & v = seg(u; i; j)]

ÁðëÏñïò(u) ⇐⇒ ï u åßíáé êùäéêüò üñïõ æni (v1; : : : ; vn)
⇐⇒ ÓõíèÏñïò(u) & (∀v < u)[ÕðïÏñïò(u; v) =⇒ÁñÌåô(v)]

Åîßóùóç(e) ⇐⇒ ï e åßíáé êùäéêüò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò
⇐⇒ e = 〈�rst(e); last(e)〉

& ÁðëÏñïò(�rst(e)) & Ïñïò(last(e))
& (∀i < lh(last(e)))[ÁñÌåô((last(e))i)

=⇒ (∃j < lh(�rst(e)))[(last(e))i = (�rst(e))j ]]
Ðñïãñ(e) ⇐⇒ ï e åßíáé êùäéêüò ðñïãñÜììáôïò

⇐⇒ Seq(e) & lh(e) > 0 & (∀i < lh(e))[Åîßóùóç((e)i)]
& (∀i < lh(e))(∀j < lh((e)i;1)

[ÓõíÌåô((e)i;1;j) =⇒ (∃k < lh(e))[(e)i;1;j = (e)k;0;0]]
Êáô(s) ⇐⇒ ï s åßíáé êùäéêüò êáôÜóôáóçò

⇐⇒ s = 〈(s)0; (s)1〉
& (∀i < lh((s)0)

[ÓõíÓõìâ((s)0;i) ∨ (s)0;i = [?]1 ∨ÊëÏñïò((s)0;i)]
& (∀j < lh((s)1)ÁñÓôáè((s)1;j)

ÔåñìÊáô(s) ⇐⇒ ï s åßíáé êùäéêüò ôåñìáôéêÞò êáôÜóôáóçò
⇐⇒ Êáô(s) & lh((s)0) = 0 & lh((s)1) = 1

Áíô(u; j; x) =df ôï áðïôÝëåóìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò ôçò ìåôáâëçôÞò
ìå êùäéêü j = [vi] ìå ôç óôáèåñÜ x óôïí üñï ìå êùäéêü u

ÐëÁíô(u; v; w) =df ôï áðïôÝëåóìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò
ôùí ìåôáâëçôþí ìå êùäéêïýò (v)0; : : : ; last(v)

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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ìå ôéò óôáèåñÝò (w)0; : : : ; last(w)
óôïí üñï ìå êùäéêü u

ÌåôÁðëÏñïõ(u) =df 〈[vi1 ]1; : : : ; [vin ]1〉 (áí u = [æn(vi1 ; : : : ; vin)]2)

ÌåôÜâáóç(e; s; s′) ⇐⇒ Ðñïãñ(e) & Êáô(s) & Êáô(s′)
& s→ s′ óôo T (E) ãéá e = [E]4

Õðïë(e; y) ⇐⇒ ï y åßíáé êùäéêüò ôåñìáôéêïý õðïëïãéóìïý
óôï T (E) ãéá e = [E]4

⇐⇒ Ðñïãñ(e) & Seq(y) & lh(y) > 1

& (∀i < lh(y)−· 1)ÌåôÜâáóç(e; (y)i; (y)i+1)

& ÔåñìÊáô(last(y))
Tn(e; ~x; y) ⇐⇒ Ðñïãñ(e) & Õðïë(e; y)

& �rst(�rst(y)) = 〈�rst(�rst(�rst(e)))〉
& last(�rst(y)) = [x1x2 · · ·xn]2

Ç ðñþôç ìç-ðñïöáíÞò áðüäåéîç ó' áõôü ôïí êáôÜëïãï åßíáé ç ðñùôïãåíÞò
áíáäñïìéêüôçôá ôçò ó÷Ýóçò Ïñïò(u), ðïõ åßíáé êáé ç ðéï äýóêïëç.

ËÞììá. Ç ó÷Ýóç

Ïñïò(u) ⇐⇒ ï u åßíáé êùäéêüò üñïõ(69)

åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.
Áðüäåéîç. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõò, ïé üñïé åßíáé ôåóóÜñùí ìïñöþí, äçëáäÞ

Ïñïò(u) ⇐⇒ Ïñïò1(u) ∨Ïñïò2(u) ∨Ïñïò3(u) ∨Ïñïò4(u)(70)

óå áíôéóôïé÷ßá ìå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò, üðïõ

Ïñïò1(u) ⇐⇒ u = [vi]2 ãéá êÜðïéá ìåôáâëçôÞ vi
⇐⇒ u = 〈〈0; 0; (u)0;2〉〉;

Ïñïò2(u) ⇐⇒ u = [n]2 ãéá êÜðïéïí áñéèìü n
⇐⇒ u = 〈〈0; 1; (u)0;2〉〉:

Óôéò ðéï äýóêïëåò ôåëåõôáßåò äýï ðåñéðôþóåéò, ôï áí ìéá ëÝîç åßíáé üñïò
åîáñôÜôáé áðü ôï áí ìåñéêÜ (ãíÞóéá) ôìÞìáôÜ ôçò åßíáé üñïé, êáé áõôü ìáò
äßíåé äýï éóïäõíáìßåò ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýíôáé áðü ôïõò êùäéêïýò. Ãéá
ôçí ðåñßðôùóç ôçò äéáêëÜäùóçò, õðïëïãßæïõìå:

Ïñïò4(u) ⇐⇒ u = [(áí (A = 0) ôüôå B áëëéþò C)]2 ãéá üñïõò A;B;C
⇐⇒ (∃ a; b; c < u)[Ïñïò(a) & Ïñïò(b) & Ïñïò(c)

& u = [(áí (]2 ∗ a ∗ [= 0)ôüôå ]2 ∗ b ∗ [áëëéþò ]2 ∗ c ∗ [)]2]:

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
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Ïé áíéóüôçôåò a; b; c < u äéêáéïëïãïýíôáé åðåéäÞ áí ï u åßíáé êùäéêüò åíüò
üñïõ

E ≡ (áí (A = 0) ôüôå B áëëéþò C);
ôüôå ïé üñïé A;B;C åßíáé ãíÞóéá ôìÞìáôá ôïõ E, êáé Ýôóé ïé êùäéêïß ôïõò
åßíáé ìéêñüôåñïé ôïõ u áðü ôç âáóéêÞ éäéüôçôá ôçò óõíÜñôçóçò seg(u; i; j)
óôï ËÞììá 3A.2.

ÔåëéêÜ èåùñïýìå ôçí ôåëåõôáßá ðåñßðôùóç, ðïõ åßíáé äõóêïëüôåñç åðåéäÞ
ï £óýíèåôïò¤ üñïò ìå êùäéêü u ðáñÜãåôáé áðü n õðïüñïõò, ãéá äéÜöïñá n:

Ïñïò3(u) ⇐⇒ u = [f(A0; : : : ; An−1)]2
ãéá üñïõò A0; : : : ; An−1 êáé n-ìåëÝò óýìâïëï f;

üðïõ ìå £óýìâïëï¤ åííïïýìå êÜðïéá óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ Þ ìßá áðü ôéò
óôáèåñÝò S, Pd . Áí ï u éêáíïðïéåß áõôÞ ôç óõíèÞêç, ôüôå ìðïñïýìå íá õðï-
ëïãßóïõìå ôïí êùäéêü ôïõ óõìâüëïõ f , [f ]1 = (u)0 êáé ôçí ðëåéïìÝëåéÜ ôïõ
n = (u)0;1. Åðßóçò ãíùñßæïõìå üôé ïé êùäéêïß ôùí üñùí A0; : : : ; An−1

åßíáé ìéêñüôåñïé ôïõ u, åöüóïí áõôïß ïé üñïé åßíáé ãíÞóéá ôìÞìáôá ôïõ
f(A0; : : : ; An−1). ¸ôóé ç éóïäõíáìßá ðïõ éêáíïðïéåß ç óõíèÞêç Ïñïò3(u)
ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Ïñïò3(u) ⇐⇒ Seq(u) & ÓõíÓõìâ((u)0)
& (∃a0; : : : ; a(u)0;1−· 1)[(∀i < (u)0;1)Ïñïò(ai)

& u = 〈(u)0〉 ∗ [(]2 ∗ a0 ∗ [; ]2 ∗ · · · ∗ a(u)0;1−· 1 ∗ [)]2]:

Áõôü èõìßæåé ðïëý ôçí éóïäõíáìßá ðïõ éêáíïðïéåß ç óõíèÞêç Ïñïò4(u), åêôüò
áðü ôéò ôåëßôóåò £ : : : ¤ ðïõ ðñÝðåé âÝâáéá íá ôéò áðïöýãïõìå, êáé ãé' áõôü
ôï óêïðü ïñßæïõìå ôéò åîÞò, âïçèçôéêÝò (ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò) óõíáñ-
ôÞóåéò:

h(0; u; a) = 〈(u)0〉 ∗ [(]2 ∗ (a)0
h(t+ 1; u; a) = h(t; u; a) ∗ [; ]2 ∗ 〈(a)t〉

g(u; v) = h((u)0;1; u; a) ∗ [)]2:
Áí o (u)0 åßíáé êùäéêüò êÜðïéïõ n-ìåëïýò óõíáñôçóéáêïý óõìâüëïõ, (u)0 =
[f ]1, êáé ãéá i < n ï (a)i = [Ai]2 åßíáé êùäéêüò êÜðïéáò ëÝîçò, ôüôå

h(0; u; a) = [f(A0]2; h(1; u; a) = [f(A0; A1]2; : : : ;
êáé ôåëéêÜ,

g(u; v) = [f(A0; A1; : : : ; An−1)]2:
¸ðåôáé üôé ç óõíèÞêç ãéá ôçí Ïñïò3(u) ôåëéêÜ ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Ïñïò3(u) ⇐⇒ Seq(u) & ÓõíÓõìâ((u)0)
& (∃a ≤ maxseq(u))[(∀i < (u)0;1)Ïñïò((a)i)
& u = g(u; a)]:
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Áí ôþñá áíôéêáôáóôÞóïõìå áõôÝò ôéò éóïäõíáìßåò ãéá ôéò ôÝóóåñéò ðåñéðôþ-
óåéò óôçí (70), ðáñÜãïõìå ìéá éóïäõíáìßá ðïõ éêáíïðïéåßôáé áðü ôç ó÷Ýóç
Ïñïò(u) êáé ðïõ óõíåðÜãåôáé åýêïëá ìå ðëÞñç ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ ãéá ó÷Ý-
óåéò (¢óêçóç x1B.17) üôé ç Ïñïò(u) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ. Ãéá íá
êáôáãñÜøïõìå êé' áõôÞ ôç ëåðôïìÝñåéá (ìéá êáé öôÜóáìå ùò åäþ), èÝôïõìå

H(w; u) ⇐⇒ Ïñïò1(u) ∨Ïñïò2(u)

∨
[
Seq(u) & ÓõíÓõìâ((u)0)

& (∃a ≤ maxseq(u))[(∀i < (u)0;1)[(w)(a)i = 1]

& u = g(u; a)
]

∨(∃ a; b; c < u)[(w)a = 1 & (w)b = 1 & (w)c = 1)
& u = [(áí (]2 ∗ a ∗ [= 0)]2 ∗ b ∗ [áëëéþò ]2 ∗ c ∗ [)]2];

êáé åðáëçèåýïõìå (ìå ôçí áíÜëõóç ðïõ Ý÷ïõìå Þäç êÜíåé) üôé ãéá êÜèå u,

Ïñïò(u) ⇐⇒ H(〈�Ïñïò(0); : : : ; �Ïñïò(u−· 1)〉; u);
ðïõ óõíåðÜãåôáé (üðùò óôçí ¢óêçóç x1B.17) üôé ç Ïñïò(u) åßíáé ðñùôïãå-
íþò áíáäñïìéêÞ. (ËÞììá) a

Ç ðñùôïãåíÞò áíáäñïìéêüôçôá ôùí ðåñéóóïôÝñùí áðü ôéò Üëëåò ó÷Ýóåéò
êáé óõíáñôÞóåéò ôïõ êáôáëüãïõ åßíáé ðñïöáíÞò, Þ ôïõëÜ÷éóôïí åýêïëç,
åêôüò áðü ôçí ÌåôÜâáóç(e; s; s′) ðïõ ÷ñåéÜæåôáé êÜðïéá óêÝøç êáé ôçí áöÞ-
íïõìå ãéá Üóêçóç, x3A.4∗· áîßæåé íá êáôåñãáóôåß ï áíáãíþóôçò ôéò ëåðôï-
ìÝñåéåò ôïõëÜ÷éóôïí åíüò áð' áõôïýò ôïõò õðïëïãéóìïýò, ãéá íá êáôáëÜâåé
ðåñß ôßíïò ðñüêåéôáé.

Ãéá ôï ìÝñïò (b) ôïõ èåùñÞìáôïò, ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå áðü ôïí êùäéêü
e êÜðïéïõ óõóôÞìáôïò E ðïõ õðïëïãßæåé ôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

g(y1; : : : ; ym; x1; : : : ; xn) = 'e(~y; ~x)

êáé äïóìÝíïõò áñéèìïýò ~z = z1; : : : ; zm, ôïí êùäéêü Smn (e; ~z) êÜðïéïõ Üëëïõ
óõóôÞìáôïò E~z ðïõ õðïëïãßæåé ôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

f(~x) = g(~z; ~x)·(71)

êáé åßíáé ðñïöáíÝò üôé áí ôï ðñþôï óõíáñôçóéáêü óýìâïëï ôïõ E åßíáé ôï
g êáé ôï f åßíáé êáéíïýñãéá óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ (ðïõ äåí ïñßæåôáé óôï
E), ôüôå áñêåß íá ðñïóèÝóïõìå óôçí áñ÷Þ ôïõ E ôïí ïñéóìü (71). ¸óôù

æm+n
i (v0; : : : ; vm−1; vm; : : : ; vm+n−1) = E0

ç ðñþôç åîßóùóç ôïõ óõóôÞìáôïò E ìå êùäéêü e. ¸ðåôáé (áðü ôçí êùäé-
êïðïßçóç), üôé ï êùäéêüò ôçò óõíáñôçóéáêÞò ìåôáâëçôÞò ðïõ ïñßæåôáé óôçí
åîßóùóç ìå êùäéêü (e)i ôïõ E åßíáé

[ækiji ] = g1(e) = (e)i;0;0;
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êáé åéäéêüôåñá, ï êùäéêüò ôçò óõíáñôçóéáêÞò ìåôáâëçôÞò ðïõ ïñßæåôáé óôçí
ðñþôç åîßóùóç ôïõ E åßíáé

[æm+n
i ] = g1(e) = (e)0;0;0·

êáé ïé êùäéêïß ôùí áñéèìçôéêþí ìåôáâëçôþí óôçí ðñþôç åîßóùóç õðïëïãß-
æïíôáé áðü ôçí ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç

[vi] = g2(e; i) = (e)0;0;2+2i (i = 0; : : : ;m+ n− 1):

Ðáñáôçñïýìå üôé ï áñéèìüò

f∗(e) = 〈1; n;max{(e)i;0;0;2 + 1 | i < lh(e)}〉
åßíáé êùäéêüò óõíáñôçóéáêÞò ìåôáâëçôÞò ðïõ åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü ôïõò
êùäéêïýò üëùí ôùí óõíáñôçóéáêþí ìåôáâëçôþí ðïõ åìöáíßæïíôáé óôï E,
êáé åðïìÝíùò äåí åìöáíßæåôáé óôï E. ¸ðåôáé üôé (áí ï e åßíáé êùäéêüò
ðñïãñÜììáôïò), ôüôå ï æçôïýìåíïò êùäéêüò õðïëïãßæåôáé ìå ôçí

Smn (e; ~z) = 〈〈f∗(e); [(]; g2(e;m); [; ]; : : : ; g2(e;m+ n− 1); [)]〉;
〈g1(e); [z1]1; [; ]1; : : : ; [; ]1; [zm]1; [)]1〉〉 ∗ e:

Óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç (üôáí ¬Ðñïãñ(e)) áñêåß íá èÝóïõìå

Smn (e; ~z) = 〈0; e; ~z〉;
åêìåôáëëåõüìåíïé ôï ãåãïíüò üôé êáìßá áêïëïõèßá ôçò ìïñöÞò 〈0; e; ~z〉 äåí
åßíáé êùäéêüò ðñïãñÜììáôïò.

ÔåëéêÜ, ïé óõíáñôÞóåéò Smn (e; ~z) åßíáé ðñïöáíþò Ýíá-ðñïò-Ýíá, áðü ôïí
ïñéóìü ôïõò. a

3A.3. Ðüñéóìá. Ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : Nn * N åßíáé áíáäñïìéêÞ
ôüôå êáé ìüíï áí åßíáé åëá÷éóôéêÜ áíáäñïìéêÞ.

Áðüäåéîç. Ïé åëá÷éóôéêÜ áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé áíá-
äñïìéêÝò áðü ôï Ðüñéóìá 2D.1, êáé ôï Èåþñçìá ÊáíïíéêÞò ÌïñöÞò ðñï-
öáíþò óõíåðÜãåôáé üôé êÜèå áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé åëá÷éóôéêÜ
áíáäñïìéêÞ. a

Åäþ ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ (61) óðÜíéá äßíåé
ôïí áðïôåëåóìáôéêüôåñï áëãüñéèìï ãéá ôïí õðïëïãéóìü ìéáò óõíÜñôçóçò,
ðïõ óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ïñßæåôáé åýêïëá (êáé ðéï öõóéêÜ) ìå £ãåíéêÞ¤
áíáäñïìÞ· áõôüò Üëëùóôå åßíáé êáé ï ëüãïò ðïõ äåí Þôáí ðñïöáíÝò áðü ôïí
ïñéóìü ôçò üôé ç óõíÜñôçóç ôïõ Ackermann åßíáé åëá÷éóôéêÜ áíáäñïìéêÞ.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï Èåþñçìá 3A.1 åßíáé âáóéêü ãéá ôç ìåëÝôç ôùí áíá-
äñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí, êáé éäéáßôåñá ãéá áðïäåßîåéò ìç-áíáäñïìéêü-
ôçôáò, ðïõ åßíáé êáé ïé óçìáíôéêüôåñåò åöáñìïãÝò ôçò èåùñßáò áíáäñïìéêþí
óõíáñôÞóåùí, üðùò èá äïýìå óôï åðüìåíï êåöÜëáéï. Åäþ ðåñéïñéæüìáóôå
óå äýï ðïñßóìáôá ðïõ åßíáé ðáñáäåéãìáôéêÜ ôçò ÷ñÞóçò ôïõ.
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3A.4. Èåþñçìá (Turing). Ç ó÷Ýóç ôåñìáôéóìïý

H(e; x) ⇐⇒ 'e(x)↓(72)

äåí åßíáé áíáäñïìéêÞ.
Ðáñáôçñïýìå üôé, áðü ôïí ïñéóìü ôçò

H(e; x) ⇐⇒ (∃y)T1(e; x; y)
⇐⇒ Ðñïãñ(e) & ç áíáäñïìéêÞ ìç÷áíÞ ìå êùäéêü e

ôåñìáôßæåé óôçí åßóïäï x

Áðüäåéîç. Áí ç H(e; x) Þôáí áíáäñïìéêÞ, ôüôå ç ïëéêÞ óõíÜñôçóç

f(x) =

{
'x(x) + 1; áí H(x; x)
0; áëëéþò

èá Þôáí áíáäñïìéêÞ· Üñá, ãéá êÜðïéï e êáé üëá ôá x

f(x) = 'e(x) = 'x(x) + 1;

ðïõ åßíáé Üôïðï ãéá x = e. a
Ôï ìÝñïò (b) ôïõ 3A.1 âåâáéþíåé áðëÜ üôé ìéá óõãêåêñéìÝíç êáôáóêåõÞ

áíáäñïìéêþí ðñïãñáììÜôùí åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óôïõò êùäéêïýò:
óõãêåêñéìÝíá, áí ï e åßíáé êùäéêüò ôçò f(~z; ~x), ôüôå, ãéá êÜèå ~z, ï Smn (e; ~z)
åßíáé êùäéêüò ôçò ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò

f~z(~x) = f(~z; ~x):

Ôï áðïôÝëåóìá (ðïõ óõ÷íÜ êáëåßôáé ôï Èåþñçìá Smn ) åßíáé óçìáíôéêü åðåéäÞ
óõíåðÜãåôáé üôé ðïëëÝò Üëëåò, ðïëõðëïêüôåñåò êáôáóêåõÝò ðñïãñáììÜôùí
åßíáé åðßóçò ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò óôïõò êùäéêïýò.

3A.5. Ðñüôáóç (ÐáñÜäåéãìá). Ç ðñùôïãåíÞò áíáäñïìÞ åßíáé ðñùôïãå-
íþò áíáäñïìéêÞ óôïõò êùäéêïýò, äçëáäÞ: ãéá êÜèå n, õðÜñ÷åé ðñùôïãåíþò
áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç u(e;m) ôÝôïéá ðïõ áí

f(0; ~x) = 'ne (~x)
f(y + 1; ~x) = 'n+2

m (f(y; ~x); y; ~x);

ôüôå
f(y; ~x) = 'n+1

u(e;m)(y; ~x):

Áðüäåéîç. Ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

g(0; e;m; ~x) = 'n(e; ~x)
g(y + 1; e;m; ~x) = 'n+2(m; g(y; e;m; ~x); y; ~x)

åßíáé áíáäñïìéêÞ, åðåéäÞ ôï R åßíáé êëåéóôü ãéá ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ, Üñá
áíáäñïìéêÞ åßíáé êáé ç

h(e;m; y; ~x) = g(y; e;m; ~x);
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êáé åðïìÝíùò Ý÷åé êÜðïéï êùäéêü ĥ· Ýðåôáé üôé

g(y; e;m; ~x) = h(e;m; y; ~x)
= 'n+3

ĥ
(e;m; y; ~x)

= 'n+1

S2
n+1 (̂h;e;m)

(y; ~x);

êáé ôï æçôïýìåíï éó÷ýåé ìå ôç óõíÜñôçóç

u(e;m) = S2
n+1(ĥ; e;m): a

3A. ÁóêÞóåéò

x3A.1. Äåßîôå ôï ËÞììá 3A.2, êáé åðßóçò üôé ôï £åðéðëÝïí¤ äåí éó÷ýåé
ãéá êÜðïéá ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç ôïõ N∗.

x3A.2. Äåßîôå üôé êÜèå áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(~x) Ý÷åé Üðåéñïõò
ôï ðëÞèïò êùäéêïýò, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé ôï ðëÞèïò áñéèìïß e ôÝôïéïé
ðïõ f = 'ne .

x3A.3. Äåßîôå ôçí (68).

x3A.4∗. Äåßîôå üôé ç ó÷Ýóç ÌåôÜâáóç(e; s; s′) åßíáé ðñùôïãåíþò áíá-
äñïìéêÞ. (Ïé ëåðôïìÝñåéåò áõôïý ôïõ õðïëïãéóìïý åßíáé ôüóï ðïëëÝò ðïõ
äåí åßíáé åöéêôü íá êáôáãñáöïýí üëåò. Ôï æçôïýìåíï åßíáé ìéá åýãëùôôç
åîÞãçóç ôçò áñ÷éôåêôïíéêÞò ôçò áðüäåéîçò, êáé ç êáôåñãáóßá ìåñéêþí áðü
ôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ Ý÷ïõí ôï ìåãáëýôåñï åíäéáöÝñïí.)

x3A.5. Äåßîôå üôé êÜðïéá ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç u(n) äßíåé
ãéá êÜèå n Ýíáí êùäéêü ôçò ôïìÞò ôïõ Ackermann An(x).

x3A.6. Äåßîôå üôé ç óýíèåóç áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí åßíáé
ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óôïõò êùäéêïýò, ìå ôçí åîÞò (ãéá ðáñÜäåéãìá) Ýí-
íïéá: ãéá êÜðïéá ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç u(z; e;m),

'nu(z;e;m)(~x) = '2
z('

n
e (~x); '

n
m(~x)):

x3A.7. Äåßîôå üôé õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(x) ðïõ äåí
Ý÷åé ïëéêÞ áíáäñïìéêÞ åðÝêôáóç, äçëáäÞ f v g äåí éó÷ýåé ãéá êáìßá ïëéêÞ
áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç.

3B. Ôï Áßôçìá Church-Turing

Ï âáóéêüò óôü÷ïò ìáò ó' áõôü ôï åäÜöéï åßíáé íá åðåîçãÞóïõìå êáé (ôïõ-
ëÜ÷éóôïí ìåñéêÜ) íá äéêáéïëïãÞóïõìå ôï ðåñßöçìï
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a b

f

E1 E2

c

E = E1 + E2

Ó÷Þìá 4. Ôï åìâáäüí ùò ïëïêëÞñùìá.

3B.1. Áßôçìá Church-Turing (CT). Ç ôõ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç
f : Nn * N åßíáé õðïëïãßóéìç áí êáé ìüíïí áí åßíáé áíáäñïìéêÞ.

Ôï Áßôçìá CT (Church-Turing Thesis) äéáôõðþèçêå áðü ôïí Áìåñéêáíü
Alonzo Church êáé ôï Âñåôáíü Alan Turing ôï 1936, áíåîÜñôçôá, êáé óå
äéáöïñåôéêÝò ìïñöÝò.

Ç óõíåðáãùãÞ

f áíáäñïìéêÞ =⇒ f õðïëïãßóéìç

ãéá ôçí ôõ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f åßíáé ç ôåôñéììÝíç êáôåýèõíóç ôïõ Áé-
ôÞìáôïò, êáé, ãåíéêÜ, èåùñåßôáé ðñïöáíÞò, êáôåõèåßáí áðü ôïí ïñéóìü ôçò
áíáäñïìéêüôçôáò· ôïõëÜ÷éóôïí óÞìåñá (áí ü÷é ôï 1936) åßíáé åýêïëï íá
åêëÜâïõìå ôéò áíáäñïìéêÝò ìç÷áíÝò ôïõ ïñéóìïý 2B.5 ùò £éäåáôÝò åêäï÷Ýò¤
çëåêôñïíéêþí õðïëïãéóôþí, Þ êáé ùò ðñáãìáôéêïýò õðïëïãéóôÝò ìå ðñü-
óâáóç óå £áðåñéüñéóôç ìíÞìç¤. Ç óçìáóßá ôïõ áéôÞìáôïò âñßóêåôáé óôçí
ïõóéáóôéêÞ ôçò êáôåýèõíóç,

f õðïëïãßóéìç =⇒ f áíáäñïìéêÞ:

Ôï Áßôçìá Church-Turing äåí åðéäÝ÷åôáé áõóôçñÞ áðüäåéîç, åðåéäÞ ôáõôß-
æåé ôç äéáéóèçôéêÞ Ýííïéá ôçò õðïëïãéóéìüôçôáò ìå ôçí áõóôçñÞ (ìáèçìáôéêÞ)
Ýííïéá ôçò áíáäñïìéêüôçôáò. Ìå Üëëá ëüãéá, äåí ìðïñåß íá åßíáé èåþñçìá,
Ýôóé ðïõ áðü ôçí êáèáñÜ ìáèçìáôéêÞ óêïðéÜ Ý÷åé ôçí õðüóôáóç ïñéóìïý. Ãéá
íá êáôáëÜâïõìå ôï íüçìÜ ôçò ðñÝðåé íá åîåôÜóïõìå ôï ñüëï ðïõ ðáßæïõí ïé
ïñéóìïß óôá ìáèçìáôéêÜ | ðùò äéêáéïëïãïýíôáé êáé óå ôé ÷ñçóéìåýïõí.

Ãéá Ýíá êëáóéêü ðáñÜäåéãìá, ôï åìâáäüí ìéáò (áò ôçí ðïýìå) áðëÞò ðåñéï-
÷Þò E êÜôù áðü ôï ãñÜöçìá ìéáò èåôéêÞò, óõíå÷ïýò óõíÜñôçóçò f ïñßæåôáé
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ùò ïëïêëÞñùìá,

Åìâ(E) =
∫ b

a
f(x)dx:(73)

Ï ïñéóìüò, âÝâáéá, äåí åßíáé áõèáßñåôïò | áí åß÷å åðéëïãÞ, ï êÜèå ðñùôïåôÞò
öïéôçôÞò ôùí ìáèçìáôéêþí èá Ýèåôå

Åìâ(E) = 2

ãéá êÜèå ðåñéï÷Þ E, äßíïíôáò åýêïëç (êáé ëáíèáóìÝíç) ëýóç óôá ìéóÜ ðñï-
âëÞìáôá ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ëïãéóìïý! Ç áîßá ôïõ óùóôïý ïñéóìïý (73)
åßíáé üôé äßíåé ôç óùóôÞ ôéìÞ ãéá ôá óçìáíôéêÜ ðáñáäåßãìáôá, ð.÷., áð' áõ-
ôüí õðïëïãßæïõìå üôé ôï åìâáäüí êýêëïõ ìå áêôßíá r åßíáé �r2, êÜôé ðïõ
åðáëçèåýåôáé ìå ìåôñÞóåéò.

Ìå Üëëá ëüãéá, ç ðñþôç áðáßôçóç áðü Ýíá ìáèçìáôéêü ïñéóìü êÜðïéáò
äéáéóèçôéêÞò Ýííïéáò åßíáé üôé ðñÝðåé íá óõìöùíåß ìå ôá ïéêåßá ðáñáäåßã-
ìáôá, áõôÜ ðïõ áðïäßäïõí åíäéáöÝñïí óôçí Ýííïéá. Ãéá ôï Áßôçìá CT, áõôü
åêöñÜæåôáé ùò

êÜèå êëáóéêÞ, õðïëïãßóéìç óõíÜñôçóç åßíáé áíáäñïìéêÞ,(74)

êáé, óôçí åðï÷Þ ìáò ðéá, äåí áìöéóâçôåßôáé: ðÝñá áðü ôç ìåãÜëç ëßóôá
(ðñùôïãåíþò) áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí óôï åäÜöéï 1B êáé ôéò éó÷õñÝò
éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ôçò êëÜóçò ôùí áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí
ðïõ Ý÷ïõìå äåßîåé, õðÜñ÷åé êáé ç åìðåéñßá ó÷åäüí åâäïìÞíôá ÷ñüíùí Ýñåõíáò
ðïõ äåí áðÝäùóáí êáíÝíá £áíôéðáñÜäåéãìá¤ | êÜðïéá óõíÜñôçóç ðïõ íá
èåùñåßôáé (ãåíéêÜ áðü ôç ìáèçìáôéêÞ êïéíüôçôá) õðïëïãßóéìç êáé ðïõ íá
ìçí åßíáé áíáäñïìéêÞ.

Ðùò ìðïñïýìå üìùò íá åßìáóôå âÝâáéïé üôé äåí èá âñåèåß áíôéðáñÜäåéãìá
ôïõ ÁéôÞìáôïò CT óôï ìÝëëïí; Áò åîåôÜóïõìå ôçí êëáóéêÞ ëýóç ôïõ áíôß-
óôïé÷ïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôçí Ýííïéá ôïõ åìâáäïý, ðïõ âáóßæåôáé óôéò åîÞò
ôñåéò âáóéêÝò £äéáéóèÞóåéò¤ ãéá áðëÝò ðåñéï÷Ýò üðùò óôï Ó÷Þìá 4:
(a) Ôï åìâáäüí ïñèïý ðáñáëëçëüãñáììïõ ìå ðëåõñÝò � êáé � åßíáé ôï

ãéíüìåíï ��.
(b) Áí E1 ⊆ E, äçëáäÞ ç áðëÞ ðåñéï÷Þ E1 åßíáé ìÝñïò ìéáò Üëëçò E, ôüôå

Åìâ(E1) ≤ Åìâ(E).
(c) Áí ç áðëÞ ðåñéï÷Þ E åßíáé ç £Ýíùóç¤ äýï áðëþí ðåñéï÷þí E1 êáé E2

(üðùò óôï ÄéÜãñáììá 4), ôüôå Åìâ(Å) = Åìâ(Å1) + Åìâ(Å2).
Áð' áõôÜ ôá ôñßá £áîéþìáôá¤ ãéá ôçí Ýííïéá ôïõ åìâáäïý áðëþí ðåñéï÷þí,
ï ôýðïò (73) ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß áõóôçñÜ: äåß÷íïõìå, äçëáäÞ, üôé ï (73)
åßíáé ï ìüíïò ôñüðïò áíÜèåóçò ðñáãìáôéêïý áñéèìïý Åìâ(E) óå êÜèå áðëÞ
ðåñéï÷Þ E ðïõ éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò (a) { (c).5

5ÁõôÞ åßíáé ç ïõóßá ôïõ êëáóéêïý èåùñÞìáôïò ýðáñîçò ïëïêëçñþìáôïò êáôÜ Riemman
ãéá óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò.
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Ç èåìåëéáêÞ áíÜëõóç ôçò Ýííïéáò ôçò õðïëïãéóéìüôçôáò ðïõ ïäçãåß óôçí
áíÜëïãç äéêáéïëüãçóç ôïõ ÁéôÞìáôïò CT äüèçêå áðü ôïí Turing, ðïõ îå-
êßíçóå ìå ôçí áðëÞ êáé ðñïöáíÞ äéáßóèçóç6 üôé

õðïëïãéóéìüôçôá = ìç÷áíéêÞ õðïëïãéóéìüôçôá:(75)

Óôç óõíÝ÷åéá, ï Turing üñéóå áõóôçñÜ ìéá óõãêåêñéìÝíç êëÜóç áöçñçìÝ-
íùí (êáé ðïëý áðëþí) ìç÷áíþí ðïõ óÞìåñá öÝñïõí ôï üíïìÜ ôïõ, ìç÷áíÝò
Turing · Ýäùóå éó÷õñÜ åðé÷åéñÞìáôá üôé ïé õðïëïãéóìïß ïðïéáóäÞðïôå £êáôá-
óêåõÜóéìçò¤ ìç÷áíÞò £ðñïóïìïéþíïíôáé¤ áðü êÜðïéá ìç÷áíÞ Turing · êáé,
ôåëéêÜ, äéáôýðùóå ôçí åéêáóßá üôé ãéá êÜèå óõíÜñôçóç f éó÷ýåé ç éóïäõíáìßá

ç f åßíáé õðïëïãßóéìç ⇐⇒ ç f åßíáé õðïëïãßóéìç áðü ìç÷áíÞ Turing:
Ãéá íá óõìðëçñþóïõìå ôçí éóôïñßá, ï Church åß÷å Þäç ðñïôåßíåé ëßãï ðñù-
ôýôåñá ôï £áßôçìá¤ (Thesis) üôé, ãéá êÜèå f ,

ç f åßíáé õðïëïãßóéìç ⇐⇒ ç f åßíáé �-ïñßóéìç;
üðïõ £�-ïñßóéìç¤ óçìáßíåé £õðïëïãßóéìç áðü êÜðïéïí üñï (ðñüãñáììá)¤ ôçò
ôõðéêÞò ãëþóóáò ôïõ �-ëïãéóìïý ðïõ åß÷å åéóáãÜãåé. Ïé éóïäõíáìßåò

ç f åßíáé Turing õðïëïãßóéìç
⇐⇒ ç f åßíáé �-ïñßóéìç

⇐⇒ ç f åßíáé áíáäñïìéêÞ

áðïäåß÷ôçêáí ó÷åäüí áìÝóùò ìåôÜ (áðü ôïõò Turing êáé Kleene), êáé Ýêëåé-
óáí ôïí êýêëï ðïõ ïäÞãçóå óôç äéáôýðùóç ôïõ ÁéôÞìáôïò Church-Turing
óôç ìïñöÞ 3B.1.

Ôï áí ç áíÜëõóç ôçò £ìç÷áíéêÞò õðïëïãéóéìüôçôáò¤ ðïõ Ýäùóå ï Tur-
ing áíÝñ÷åôáé óôï ýøïò ðëÞñïõò äéêáéïëüãçóçò ôïõ ÁéôÞìáôïò CT (üðùò
ç áíÜëõóç ðïõ óêéáãñáöÞóáìå äéêáéïëïãåß ôçí ïñèüôçôá ôïõ ïñéóìïý ôïõ
åìâáäïý ãéá áðëÝò ðåñéï÷Ýò) åßíáé áìöéëåãüìåíï. ÏðùóäÞðïôå, äåí èá ôçí
åðáíáëÜâïõìå åäþ, áí êáé åßíáé áîéïèáýìáóôï ôï ðüóï ðåéóôéêÞ ç÷åß áêüìç
óÞìåñá, ýóôåñá áðü ôüóá ÷ñüíéá êáé ü,ôé Ý÷åé åðéôåõ÷èåß óôï ìåôáîý óôçí
ðëçñïöïñéêÞ. Áíô' áõôïý, èá äåßîïõìå üôé ç ìç÷áíéêÞ õðïëïãéóéìüôçôá ìéáò
ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò f óõíåðÜãåôáé ôçí áíáäñïìéêüôçôá ôçò f , åöüóïí ç
äïóìÝíç ìç÷áíÞ éêáíïðïéåß áóèåíÝóôáôåò £óõíèÞêåò êáôáóêåõáóéìüôçôáò¤,

6£ÁðëÞ¤ êáé £ðñïöáíÞò äéáßóèçóç¤ óôçí åðï÷Þ ìáò, üôáí ðáéäéÜ ôïõ Ãõìíáóßïõ ÷ñçóé-
ìïðïéïýí êáèçìåñéíÜ £õðïëïãéóôÝò¤ (êïìðéïýôåñ!), êáé ïé ëÝîåéò £õðïëïãéóìüò¤ êáé £ìç-
÷áíéêüò õðïëïãéóìüò¤ (ìÜëëïí ìå ôçí £ôñÝîéìï¤ êÜðïéïõ £ðñïãñÜììáôïò¤ óå êÜðïéï £PC¤,
ê.ëð.) èåùñïýíôáé óõíþíõìåò óôç êáèçìåñéíÞ ãëþóóá. ¼ìùò ôï 1936 äåí õðÞñ÷áí çëå-
êôñïíéêïß õðïëïãéóôÝò, ðñïãñÜììáôá, Windows, êáé ç ìáèçìáôéêÞ ðáñÜäïóç óõíÝäåå ôçí
Ýííïéá ôçò £õðïëïãßóéìçò óõíÜñôçóçò¤ ìå äéáéóèçôéêïýò áëãïñßèìïõò ðïõ åêöñÜæïíôáí
êáôÜ êýñéï ëüãï áðü áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò. Ôá áñ÷Ýôõðá ðáñáäåßãìáôá õðïëïãßóéìùí
óõíáñôÞóåùí Þôáí ïé áñéèìçôéêÝò ðñÜîåéò ðïõ õðïëïãßæïíôáé áðü ôïõò ëåãüìåíïõò £ó÷ïëé-
êïýò áëãïñßèìïõò¤ (ãéá ôïí ðïëëáðëáóéáóìü êáé ôç äéáßñåóç óôï äåêáäéêü óýóôçìá), êáé
ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò, ðïõ õðïëïãßæåôáé áðü ôïí áëãüñéèìï ôïõ Åõêëåßäç x1C.9.
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ðïõ éêáíïðïéïýíôáé áðü üëá ôá £ìïíôÝëá õðïëïãéóìïý¤ ðïõ Ý÷ïõí åéóá÷èåß,
êáé (üðùò èá õðïóôçñßîïõìå) áðü ü,ôé £ìç÷áíÝò¤ èá êáôáóêåõáóôïýí óôï
ìÝëëïí.

3B.2. ÁíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç ìéáò áöçñçìÝíçò ìç÷áíÞò (2B.4)
M = (S; T;→; input; output)

ìå óýíïëá åéóüäïõ Nn êáé åîüäïõ N åßíáé ïðïéáäÞðïôå êùäéêïðïßçóç (Ýíá-
ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç)

c : S ½ N
ôùí êáôáóôÜóåùí ôçò M óôïõò áñéèìïýò, ôÝôïéá ðïõ ïé åîÞò óõíáñôÞóåéò,
ó÷Ýóåéò êáé óýíïëá íá åßíáé áíáäñïìéêÜ:

Sc = c[S] = {x | (∃s ∈ S)[c(s) = x]}
Tc = c[T ] = {x | (∃s ∈ T )[c(s) = x]}

x→c x′ ⇐⇒ x; x′ ∈ Sc & c−1(x) → c−1(x′)
⇐⇒ (∃s; s′ ∈ S)[c(s) = x & c(s′) = x′ & s→ s′]

inputc(~x) = c(input(~x))

outputc(x) =

{
output(c−1(x)); áí x ∈ Tc;
0; áëëéþò:

3B.3. Èåþñçìá. ÊÜèå ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ õðïëïãßæåôáé áðü áöçñç-
ìÝíç ìç÷áíÞ ðïõ åðéäÝ÷åôáé áíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç åßíáé áíáäñïìéêÞ.

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé Ýíá ìéêñü ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ ÈåùñÞ-
ìáôïò ÊáíïíéêÞò ÌïñöÞò 3A.1. ÈÝôïõìå

C(~x; y) ⇐⇒ ï y åßíáé êùäéêüò õðïëïãéóìïý óôçí åßóïäï ~x
⇐⇒ Seq(y) & (y)0 = inputc(~x)

& (∀i < lh(y))[i+ 1 < lh(y) =⇒ (y)i →c (y)i+1]
& (y)lh(y)−· 1 ∈ Tc:

Ç ó÷Ýóç C(~x; y) åßíáé áíáäñïìéêÞ áðü ôçí õðüèåóç, êáé áí ç äïóìÝíç ìç÷áíÞ
õðïëïãßæåé ôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f , ôüôå

f(~x) = outputc
((
�yC(~x; y)

)
lh(y)−· 1

)
;

Ýôóé ðïõ ç f(~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ. a
Ç éäÝá ôþñá åßíáé üôé áí ç ìç÷áíÞM (ìå óýíïëá åéóüäïõ êáé åîüäïõ ôá Nn

êáé N) åßíáé £êáôáóêåõÜóéìç¤, ôüôå ïé êáôáóôÜóåéò ôçò M ðñÝðåé íá åßíáé
£ðåðåñáóìÝíá¤ áíôéêåßìåíá, ðïõ ìðïñïýí íá êùäéêïðïéçèïýí áðëÜ óôïõò
öõóéêïýò áñéèìïýò (üðùò óôçí áðüäåéîç ôïõ 3A.1), Ýôóé ðïõ ïé âáóéêÝò
ó÷Ýóåéò íá åßíáé áíáäñïìéêÝò, ìå Üëëá ëüãéá ôï áßôçìá

êÜèå êáôáóêåõÜóéìç ìç÷áíÞ åðéäÝ÷åôáé áíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç·
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êáé ç âáóéêÞ ðáñáôÞñçóç åßíáé üôé ôï Áßôçìá CT óõíÜãåôáé áõóôçñÜ áð'
áõôü ôï áßôçìá êáé ôç âáóéêÞ äéáßóèçóç ôïõ Turing (75).

3C. Óõìâïëéêüò õðïëïãéóìüò êáé áíáðïêñéóéìüôçôá

Ôï Áßôçìá CT åðéêáëïýìáóôå óõ÷íÜ áëëÜ ü÷é ïõóéáóôéêÜ ãéá ôçí áðï-
öõãÞ áõóôçñþí áðïäåßîåùí, äçëáäÞ õðïóôçñßæïõìå üôé êÜðïéá ìåñéêÞ óõ-
íÜñôçóç åßíáé áíáäñïìéêÞ ÷ùñßò íá ôï áðïäåßîïõìå, ìüíï ìå ôç äéáéóèçôéêÞ
ðåñéãñáöÞ êÜðïéïõ áëãïñßèìïõ ðïõ ôçí õðïëïãßæåé. Ïé £áìáñôùëÝò¤ (ôå-
ìðÝëéêåò) åðéêëÞóåéò áõôïý ôïõ åßäïõò ìðïñïýí âÝâáéá íá áðïöåõ÷èïýí ìå
êÜðïéá åðéðñüóèåôç åñãáóßá.

Ïé óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò ôïõ ÁéôÞìáôïò CT åßíáé óôçí áðüäåéîç áñíçôé-
êþí áðïôåëåóìÜôùí, áíõðïëïãéóéìüôçôáò (non-computability) óõíáñôÞóåùí
Þ áíáðïêñéóéìüôçôáò (undecidability) ó÷Ýóåùí, óõíÞèùò óôéò ëÝîåéò áðü
êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï áëöÜâçôï. Ãéá ôçí åýêïëç äéáôýðùóç ôÝôïéùí áðïôå-
ëåóìÜôùí åéóÜãïõìå ôçí åîÞò ïñïëïãßá:

3C.1. Áíáðïêñéóéìüôçôá. ¸óôù Σ = {a0; : : : ; ar} ðåðåñáóìÝíï (ìç-
êåíü) áëöÜâçôï, êáé Σ∗ ôï óýíïëï üëùí ôùí ëÝîåùí (ðåðåñáóìÝíùí áêï-
ëïõèéþí) áðü ôï Σ. ÈÝôïõìå

[u0 : : : uk−1] = 〈[u0]; : : : ; [uk−1]〉 (u0 : : : uk−1 ∈ Σ∗);

üðïõ [ai] = i, êáé êáëïýìå ôïí áñéèìü [u0 : : : uk−1] êùäéêü ôçò u0 : : : uk−1.
Ç ôõ÷áßá n-ìåëÞò ó÷Ýóç (Þ £ðñüâëçìá¤) P óôï Σ∗ åßíáé áðïêñßóéìç (decid-
able) Þ åðéëýóéìç (solvable) áí õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç �(x1; : : : ; xn)
ôÝôïéá ðïõ

P (u1; : : : ; un) ⇐⇒ �([u1]; : : : ; [un]) = 1;
áëëéþò ç P åßíáé áíáðïêñßóéìç (undecidable) Þ áíåðßëõôç (unsolvable).

Ôï âáóéêü åñãáëåßï ãéá ôçí áðüäåéîç áíáðïêñéóéìüôçôáò óçìáíôéêþí ðñï-
âëçìÜôùí åßíáé ï ÷áñáêôçñéóìüò ôùí áðïêñßóéìùí ó÷Ýóåùí óôï Σ∗ ìå êÜ-
ðïéï £ðñüôõðï óõìâïëéêïý õðïëïãéóìïý¤ (model of symbolic computation),
Üìåóá, äçëáäÞ ÷ùñßò áíáöïñÜ óå êùäéêïðïéÞóåéò. Óôï åðüìåíï åäÜöéï èá
åðéóêïðÞóïõìå ðåñéëçðôéêÜ ôï êëáóéêü (êáé éóôïñéêÜ ðñþôï) ðñüôõðï óõì-
âïëéêïý õðïëïãéóìïý, ôéò ðåñßöçìåò ìç÷áíÝò Turing. Åäþ èá åéóÜãïõìå Ýíá
äåýôåñï êëáóéêü ðáñÜäåéãìá ðïõ ïöåßëåôáé óôïí Post, ï ïðïßïò áðÝäåéîå êáé
ôï ðñþôï áðïôÝëåóìá áíáðïêñéóéìüôçôáò óôá êáèáñÜ ìáèçìáôéêÜ, Ýîù áðü
ôç ìáèçìáôéêÞ ëïãéêÞ êáé ôç èåùñßá õðïëïãéóéìüôçôáò.

3C.2. Óýóôçìá áíáãñáöÞò (rewriting Þ semi-Thue system) åßíáé ç ôõ-
÷áßá äïìÞ

R = (Σ; �0 → �0; : : : ; �k → �k) = ({a0; : : : ; an}; �0 → �0; : : : ; �k → �k);
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üðïõ ôï áëöÜâçôï Σ åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï, êáé óôïõò êáíüíåò ìåôÜ-
âáóçò �i → �i ïé �i; �i åßíáé ëÝîåéò áðü ôï Σ, äçëáäÞ ìÝëç ôïõ Σ∗ (ðïõ
ðåñéëáìâÜíåé êáé ôçí êåíÞ ëÝîç ë). Ôï óýóôçìá R ïñßæåé ôçí åîÞò âáóéêÞ
ó÷Ýóç ìåôÜâáóçò óôï Σ∗:

�→R � ⇐⇒ (∃�1; �2; �; � ∈ Σ∗)[� → � & � = �1��2 & � = �1��2];

äçëáäÞ �→R � áí ç � ðáñÜãåôáé áðü ôçí � ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç êÜðïéïõ
ìÝñïõò ôçò � ìå êÜðïéá ëÝîç � , Ýôóé ðïõ ôï � → � íá åßíáé êáíüíáò. Ãéá
ðáñÜäåéãìá, óôï óýóôçìá ìåôáãñáöÞò

R = ({a; b}; a→ aa; a→ bb);

Ý÷ïõìå ôéò ìåôáãñáöÝò

a→R aa→R aaa→R abba:

Ç (ðëÞñçò) ó÷Ýóç ìåôÜâáóçò ôïõ R åßíáé ç £ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá¤ ôçò
→R,

�→∗
R � ⇐⇒ �→R �1 →R · · · →R �n−1 →R �

⇐⇒ (∃�0; : : : ; �n)[�0 = �
& (∀i < n)[�i →R �i+1 & �n = �];

Ýôóé ðïõ óôï ðáñÜäåéãìá a →∗
R abba, áëëÜ a 6→∗

R bbb (¢óêçóç x3C.1). Ç
ëÝîç � åßíáé ôåñìáôéêÞ óôï R áí äåí õðÜñ÷åé � ôÝôïéá ðïõ �→R �,

TR = {� | (∀�)[� 6→R �];

(üðùò ç b óôï ðáñÜäåéãìá). Ðáñáôçñïýìå üôé ó' áõôÜ ôá ãåíéêÜ óõóôÞìáôá
áíáãñáöÞò, äåí äéá÷ùñßæïõìå £ôåñìáôéêÝò¤ êáé £Üãïíåò¤ ëÝîåéò, äçëáäÞ êá-
ëïýìå üëåò ôéò Üãïíåò ëÝîåéò ôåñìáôéêÝò.

ÔåëéêÜ, ãéá S ⊆ Σ∗, ôï óýóôçìá R åßíáé áéôéïêñáôéêü óôï S, áí

[� ∈ S & �→R � & �→R �′] =⇒� = �′ ∈ S;
Ýôóé ðïõ ôï ðáñÜäåéãìá äåí åßíáé áéôéïêñáôéêü óôï ðëÞñåò {a; b}∗, áëëÜ åßíáé
áéôéïêñáôéêü óôï {b}∗.

Ôá áíáäñïìéêÜ óõóôÞìáôá ìåôáâÜóåùí T (E;M) åßíáé, âáóéêÜ, óõóôÞ-
ìáôá áíáãñáöÞò, ìüíï ðïõ äéá÷ùñßæïõìå ôéò ôåñìáôéêÝò êáôáóôÜóåéò óå
£Üãïíåò¤ êáé £ôåñìáôéêÝò ðïõ áðïäßäïõí ôéìÞ¤, êáé (ôï óçìáíôéêüôåñï) ïé
êáôáóôÜóåéò åßíáé ëÝîåéò áðü Ýíá Üðåéñï áëöÜâçôï | åðåéäÞ ðñÝðåé íá óõ-
ìðåñéëÜâïõìå óôï Σ üëåò ôéò óôáèåñÝò, äçëáäÞ üëïõò ôïõò öõóéêïýò áñéè-
ìïýò óôçí ðåñßðôùóç M = N0 ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. Ôï åðüìåíï, ôå÷íéêü
áëëÜ âáóéêü áðïôÝëåóìá ðáñáêÜìðôåé áõôü ôï åìðüäéï ìå ôçí êùäéêïðïßçóç

x = $ 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
x

$ (x ∈ N):(76)
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3C.3. Èåþñçìá. ÊÜèå áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : Nn * N õðï-
ëïãßæåôáé áðü êÜðïéï óýóôçìá áíáãñáöÞò R, óå êÜðïéï (ðåðåñáóìÝíï) óý-
íïëï óõìâüëùí Σ ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôá åéäéêÜ óýìâïëá f; 1; $; : , ìå ôçí
åßóïäï

~x 7→ f : x1x2 · · ·xn;
äçëáäÞ

f(x1; : : : ; xn) = w ⇐⇒ f : x1x2 · · ·xn →∗
R : w:

ÅðéðëÝïí, ôï R åßíáé áéôéïêñáôéêü óôï óýíïëï £êáôáóôÜóåùí¤

S = {� : � | ôï `:' äåí åìöáíßæåôáé óôéò ëÝîåéò �; �}:(77)

Èá ðáñáëåßøïõìå ôçí áðüäåéîç, ðïõ áðáéôåß ôçí (ü÷é ôåôñéììÝíç) êáôá-
óêåõÞ óõóôçìÜôùí áíáãñáöÞò ìå åéäéêÝò éäéüôçôåò, Ýíá ãéá êÜèå áíáäñïìéêü
ðñüãñáììá.

3C.4. Ôï ðñüâëçìá éóüôçôáò ëÝîåùí ãéá çìéïìÜäåò. Ãéá êÜèå óý-
óôçìá áíáãñáöÞò

R = (Σ; u0 → v0; : : : ; uk → vk)(78)

óôï óýíïëï ëÝîåùí Σ∗ áðü ôï ðåðåñáóìÝíï áëöÜâçôï Σ, Ýóôù∼R ç åëÜ÷éóôç
ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï Σ∗ ôÝôïéá ðïõ

1. ui ∼R vi, ãéá i ≤ k,
2. u ∼R v=⇒�u� ∼R �v�, ãéá üëá ôá �; � ∈ Σ∗,

êáé ãéá êÜèå u ∈ Σ∗, Ýóôù

[[u]] = {v ∈ Σ∗ | v ∼R u}
ç êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïõ u. Ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò

[[R]] = {[[u]] | u ∈ Σ∗}
åßíáé ç çìéïìÜäá (semigroup) ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï R, êáé ç ∼R êáëåß-
ôáé ç ó÷Ýóç Þ ôï ðñüâëçìá éóüôçôáò ëÝîåùí (word problem) ãé' áõôÞ ôçí
çìéïìÜäá.

Ïé üñïé åßíáé, ðñïöáíþò, áðü ôçí Üëãåâñá êáé ìðïñïýí íá äéêáéïëïãçèïýí,
áëëÜ äåí èá ôï êÜíïõìå áõôü åäþ.

3C.5. Èåþñçìá (Emil Post). ÕðÜñ÷åé óýóôçìá áíáãñáöÞò R ôÝôïéï ðïõ
ç ó÷Ýóç u →∗

R v äåí åßíáé áðïêñßóéìç, êáé ôï ðñüâëçìá éóüôçôáò ëÝîåùí
u ∼R v ãéá ôçí çìéïìÜäá [[R]] åßíáé áíåðßëõôï.

Áðüäåéîç. ¸óôù Rf = (Σ; u0 → v0; : : : ; uk → vk) Ýíá óýóôçìá áíá-
ãñáöÞò ðïõ õðïëïãßæåé ôçí áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

f(x) = 0 · �yT1(x; x; y)
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áðü ôï Èåþñçìá 3C.3, Ýôóé ðïõ

f(x)↓ ⇐⇒ f : x →∗
R : 0·

Ýðåôáé üôé ç ó÷Ýóç u→∗
R v äåí åßíáé áðïêñßóéìç, ãéáôß áí Þôáí, ôüôå (åýêïëá)

êáé ôï ðåäßï ïñéóìïý {x | f(x)↓} èá Þôáí áíáäñïìéêü, ðïõ äåí åßíáé, 3A.4.
Ãéá íá óõìðåñÜíïõìå üôé ç ó÷Ýóç ∼R åðßóçò äåí åßíáé áðïêñßóéìç, ðáñá-

ôçñïýìå ðñþôá üôé

u ∼R v ⇐⇒ (∃w0; : : : ; wn)[u = w0 & wn = v
& (∀i < n)[wi = wi+1 ∨ wi →R wi+1 ∨ wi+1 →R wi]];

åýêïëá, óôçí êáôåýèõíóç ⇒ áðü ôïí ïñéóìü ôçò ∼R (åðåéäÞ ç ó÷Ýóç óôá
äåîéÜ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò), êáé óôçí êáôåýèõíóç ⇐ ìå åðáãùãÞ óôï n.
¸ðåôáé üôé áñêåß íá äåßîïõìå üôé (ìå S üðùò óôçí (77))

(79) (∀i < n)[wi = wi+1 ∨ wi →R wi+1 ∨ wi+1 →R wi]
& w0 ∈ S & wn = : 0

=⇒w0 = : 0 ∨ w0 →∗
R : 0;

ðïõ óõíåðÜãåôáé üôé ãéá u ∈ S,

u ∼R : 0 ⇐⇒ u = : 0 ∨ u→∗
R : 0

êáé áðïêëåßåé ôçí áðïêñéóéìüôçôá ôçò ∼R üðùò êáé ðñéí. ÔåëéêÜ, äåß÷íïõìå
ôçí (79) ìå åðáãùãÞ óôï n, êáé ìå ôåôñéììÝíç âÜóç, áöïý ãéá n = 0 ç (79)
äçëþíåé üôé w0 = : 0 =⇒w0 = : 0. Ôï åðáãùãéêü âÞìá åßíáé åðßóçò
ôåôñéììÝíï áí ãéá êÜðïéï i, wi = wi+1, Þ áí, ãéá êÜèå i < n, wi →R wi+1.
Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç êáôÜóôáóç : 0 åßíáé ôåñìáôéêÞ, Üñá äåí ìðïñåß íá
éó÷ýåé ç wi+1 →R wi ãéá êÜèå i, êáé Ýôóé áðïìÝíåé ç ðåñßðôùóç ðïõ ãéá
êÜðïéï ìÝãéóôï i,

wi+1 →R wi;
êáé åðïìÝíùò, åðßóçò,

wi+1 →R wi+2;
êáé áð' áõôÜ ôá äýï êáé ôçí áéôéïêñáôßá ôïõ R óôï S Ýðåôáé üôé wi = wi+2,
ðïõ ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç óõìðëçñþíïõí ôçí áðüäåéîç, ãéáôß ìðïñïýìå
íá áöáéñÝóïõìå ôï wi+1 áðü ôç äïóìÝíç áêïëïõèßá. a

Áðü ôá ðïëëÜ ìáèçìáôéêÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí áðïäåé÷ôåß áíåðßëõôá
áíáöÝñïõìå åäþ ìüíï äýï.

3C.6. Ôï ðñüâëçìá éóüôçôáò ëÝîåùí ãéá ïìÜäåò (the word problem
for groups). Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï áëöÜâçôï Σ = {a0; : : : ; an}, Ýóôù

Σg = Σ ∪ {a−1
0 ; : : : ; a−1

n }
üðïõ ôá a−1

0 ; : : : ; a−1
n êáéíïýñãéá óýìâïëá· êáé ãéá êÜèå óýóôçìá áíáãñáöÞò

R = (Σg; (u0; v0); : : : ; (uk; vk))
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óôï Σ∗g, Ýóôù 'R ç åëÜ÷éóôç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï Σ∗g ôÝôïéá ðïõ

1. ui 'R vi, ãéá i ≤ k,
2. aia−1 'R ë, üðïõ ë ç êåíÞ ëÝîç,
3. u 'R v=⇒�u� ∼R �v�, ãéá üëá ôá �; � ∈ Σ∗,

êáé ãéá êÜèå u ∈ Σ∗g, Ýóôù

[[u]]g = {v ∈ Σ∗g | v 'R u}
ç êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïõ u. Ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò

[[R]]g = {[[u]]g | u ∈ Σ∗g}

åßíáé ç ïìÜäá (group) ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï R, êáé ç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò
'R êáëåßôáé ôï ðñüâëçìá éóüôçôáò ëÝîåùí ãé' áõôÞ ôçí ïìÜäá.

¼ðùò êáé ãéá ôéò çìéïìÜäåò, ïé üñïé ðñïöáíþò ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôçí Üëãå-
âñá êáé ìðïñïýí íá äéêáéïëïãçèïýí, áëëÜ äåí èá ôï êÜíïõìå áõôü åäþ.

3C.7. Èåþñçìá (S. Novikov, W. Boone). ÕðÜñ÷åé óýóôçìá áíáãñáöÞò
R ôÝôïéï ðïõ ôï ðñüâëçìá éóüôçôáò ëÝîåùí ãéá ôçí ïìÜäá [[R]]g åßíáé áíå-
ðßëõôï.

Áõôü ôï èåþñçìá Ý÷åé óçìáíôéêÜ ðïñßóìáôá ãéá ôç èåùñßá ïìÜäùí êáé
ôçí áëãåâñéêÞ ôïðïëïãßá, éäéáßôåñá ôï £ðñüâëçìá ôáîéíüìçóçò¤ ôïðïëïãéêþí
ðïëëáðëïôÞôùí ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò.

3C.8. Èåþñçìá (Ôï 10ï Ðñüâëçìá ôïõ Hilbert). Ôï ðñüâëçìá áí äï-
óìÝíï Äéïöáíôéêü ðïëõþíõìï

P (x1; : : : ; xn) =
∑

k1+···+kn≤d
ak1;::: ;knx

k1
1 · · ·xknn

óå n ìåôáâëçôÝò ìå óõíôåëåóôÝò óôï Z = {: : : ;−1; 0; 1; : : : } Ý÷åé áêÝñáéåò
ñßæåò åßíáé áíåðßëõôï.

Ôï èåþñçìá áõôü áðïäåß÷ôçêå áðü ôïí Y. V. Matijasevich, ìåôÜ áðü
åñãáóßá ôùí Hilary Putnam, Julia Robinson êáé Martin Davis, êáé ßóùò ðå-
ñéóóüôåñï áðü êÜèå Üëëï, åìðÝäùóå ôç èåùñßá áíáäñïìÞò ùò âáóéêÞ ìÝèïäï
ìå óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò óôá êáèáñÜ ìáèçìáôéêÜ.

3C. ÁóêÞóåéò

x3C.1. Ãéá ðïéåò ëÝîåéò x1x2 · · ·xn éó÷ýåé ç ó÷Ýóç a→∗
R x1x2 · · ·xn ãéá

ôï óýóôçìá áíáãñáöÞò R = ({a; b}; {a→ aa; a→ bb};
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· · · t x y · · ·
↑ �; � ëÝîåéò
Q x 6=  ; y 6=  

Q x x′ +1−−−−−→ Q′ · · · t x′ y · · · �Qx� → �x′Q′�
↑ �Q→ �x′Q′
Q′

Q x x′ 0−−−−→ Q′ · · · t x′ y · · · �Qx� → �Q′x′�
↑ �Q→ �Q′x′
Q′

Q x x′ −1−−−−−→ Q′ · · · t x′ y · · · �yQx� → �Q′yx′�
↑ �yQ→ �Q′yx′
Q′ Qx� → Q′ x′�

Q→ Q′

Ðßíáêáò 2. Ïé ìåôáâÜóåéò ôçò áíáéôéïêñáôéêÞò ìç÷áíÞò Turing.

3D. Ìç÷áíÝò Turing

Ïé £ìç÷áíÝò¤ ðïõ åéóÞãáãå ï Turing ìðïñïýí íá ïñéóôïýí ùò óõóôÞìáôá
áíáãñáöÞò ( x3D.1∗), áëëÜ áðü óåâáóìü ãéá ôçí éóôïñßá ôïõò êáé åðåéäÞ åì-
öáíßæïíôáé óå ðïëëÜ âéâëßá, ôéò åéóÜãïõìå åäþ ìå ôïí êëáóéêü ôïõò ïñéóìü.

3D.1. Ïñéóìüò. Ìç÷áíÞ Turing åßíáé ìéá äïìÞ (Σ; S; T ) üðïõ:
(1) Ôï Σ åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï óõìâüëùí, ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï åéäéêü êåíü

óýìâïëï  (£ëåõêüò ÷þñïò¤).
(2) Ôï S åßíáé ìç-êåíü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï (åóùôåñéêþí) êáôáóôÜóåùí,

ìå Σ ∩ S = ∅.
(3) Ôï T åßíáé ï ðßíáêáò âáóéêþí ìåôáâÜóåùí, Ýíá (ðåðåñáóìÝíï) óýíïëï

áðü ðåíôÜäåò ôçò ìïñöÞò

Q x x′ m−−−−→ Q′(80)

üðïõ ïé Q êáé Q′ åßíáé êáôáóôÜóåéò, ôá x êáé x′ åßíáé óýìâïëá, êáé ç
êßíçóç m åßíáé 0, 1 Þ −1.

Óôçí åéêüíá ðïõ æùãñáößæåé ï Turing, óå êÜèå âÞìá ôïõ õðïëïãéóìïý
ôçò ç ìç÷áíÞ åßíáé óå ìéá óõãêåêñéìÝíç êáôÜóôáóç Q êáé áíôéìåôùðßæåé
ìéá Üðåéñç (ðñïò ôéò äýï êáôåõèýíóåéò) £ôáéíßá¤ ìå ðåðåñáóìÝíá ôï ðëÞèïò
ìç-êåíÜ óýìâïëá ãñáììÝíá ðÜíù ôçò, äçëáäÞ ìéá óõíÜñôçóç

� : Z = {· · · ;−2;−1; 0; 1; 2; · · · } → Σ
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üðïõ �(x) =  ãéá £ó÷åäüí üëá¤ ôá x ∈ Z. ÐëÞñçò êáôÜóôáóç åßíáé ç
ôõ÷áßá ôñéÜäá

(Q; �; i);
üðïõ ç ìç÷áíÞ âñßóêåôáé óôç èÝóç i ∈ Z. Ç ìç÷áíÞ üìùò £äåí îÝñåé¤ ðïõ
âñßóêåôáé óôçí ôáéíßá, âëÝðåé ìüíï ôï £ïñáôü óýìâïëï¤ x = �(i), êáé Ýôóé
ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí ðëÞñç êáôÜóôáóç ìå ïðïéáäÞðïôå ëÝîç

ai−m+1 · · · ai−2ai−1Qaiai+1 · · · ai+n−1(81)

óôï áëöÜâçôï Σ ∪ S, üðïõ ôï ïñáôü óýìâïëï åßíáé ôï ai êáé aj = �(j)
ãéá i −m < j < i + n áñêåß ôá m êáé n íá åßíáé áñêåôÜ ìåãÜëá Ýôóé ðïõ
�(j) =  ãéá j ≤ i − m Þ j ≥ i + n êáé ç ëÝîç íá ðåñéëáìâÜíåé üëá ôá
ìç-êåíÜ óýìâïëá óôçí ôáéíßá· ðáñáäåßãìáôá ôçò (81) åßíáé ôá

bcQa b Q  Qab c Q  Q

üðïõ ôá äýï ôåëåõôáßá ðñïóäéïñßæïõí ôçí ßäéá ðëÞñç êáôÜóôáóç.
Ç äñÜóç ôçò ìç÷áíÞò êáèïñßæåôáé áðü ôç ìéá Þ ðåñéóóüôåñåò âáóéêÝò

ìåôáâÜóåéò ôçò ìïñöÞò (80) ðïõ ìðïñåß íá õðÜñ÷ïõí óôïí ðßíáêá êáé ðïõ
áñ÷ßæïõí ìå áõôÜ ôá Q êáé x, êáé ïñßæåôáé óõíïðôéêÜ óôïí Ðßíáêá 2 | óôç
äåýôåñç óôÞëç ìå ôï óõìâïëéóìü ôïõ Turing, êáé óôçí ôñßôç ùò óýóôçìá
ìåôáâÜóåùí óôï óýíïëï êáôáóôÜóåùí

{�;Q; � | �; � ∈ Σ∗; Q ∈ S}:
Áíáëõôéêüôåñá, ç äñÜóç ìéáò ìç÷áíÞò Turing Ý÷åé ùò åîÞò:
(1) Áí äåí õðÜñ÷åé âáóéêÞ ìåôÜâáóç ðïõ íá áñ÷ßæåé ìå ôá Q êáé x, ôüôå ç

êáôÜóôáóç åßíáé ôåñìáôéêÞ êáé ï õðïëïãéóìüò óôáìáôÜ.
(2) Áí õðÜñ÷åé ìåôÜâáóç

Q x x′ 0−−−−→ Q′

ìå êßíçóç m = 0, ôüôå ç ìç÷áíÞ £åðéëÝãåé¤ ìéá ôÝôïéá ìåôÜâáóç, áë-
ëÜæåé ôï x óôï x′ êáé áëëÜæåé êáôÜóôáóç áðü ôçí Q óôçí Q′.

(3) Áí õðÜñ÷åé ìåôÜâáóç

Q x x′ 1−−−−→ Q′

ìå êßíçóç m = 1, ôüôå ç ìç÷áíÞ £åðéëÝãåé¤ ìéá ôÝôïéá ìåôÜâáóç, áë-
ëÜæåé ôï x óôï x′, áëëÜæåé êáôÜóôáóç áðü ôçí Q óôçí Q′ êáé êéíåßôáé
ìéá èÝóç äåîéÜ.

(4) Áí õðÜñ÷åé ìåôÜâáóç

Q x x′ −1−−−−−→ Q′

ìå êßíçóç m = −1, ôüôå ç ìç÷áíÞ £åðéëÝãåé¤ ìéá ôÝôïéá ìåôÜâáóç,
áëëÜæåé ôï x óôï x′, áëëÜæåé êáôÜóôáóç áðü ôçí Q óôçí Q′ êáé êéíåßôáé
ìéá èÝóç áñéóôåñÜ.
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Õðïëïãéóìüò ôçò ìç÷áíÞò åßíáé ç ôõ÷áßá (Üðåéñç Þ ðåðåñáóìÝíç) áêïëïõèßá

s0; s1; : : : ; sk; : : :

üðïõ êÜèå si åßíáé ðëÞñçò êáôÜóôáóç, êáé ç si+1 åßíáé ôï áðïôÝëåóìá ôçò
äñÜóçò ôçò ìç÷áíÞò óôçí si. ¼ðùò ðÜíôá, èÝôïõìå

s→∗ t ⇐⇒ (∃ õðïëïãéóìüò)[s; s1; : : : ; sn−1; t]:

Ç ìç÷áíÞ åßíáé áéôéïêñáôéêÞ áí ãéá êÜèå êáôÜóôáóç Q êáé óýìâïëï x õðÜñ-
÷åé ôï ðïëý ìéá åíôïëÞ Q x x′ m−−−−→ Q′ óôï ðßíáêá ôçò (Σ; S; T ) ðïõ áñ÷ßæåé
ìå ôá Q, x.

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü (ìåñéêþí) óõíáñôÞóåùí óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò
÷ñåéáæüìáóôå óõíáñôÞóåéò åéóüäïõ êáé åîüäïõ, êáé ç ðéï óõíçèéóìÝíç åðé-
ëïãÞ ãé' áõôÝò åßíáé ïé

input(~x) = START 11 · · ·︸ ︷︷ ︸
x1+1

 11 · · ·︸ ︷︷ ︸
x2+1

 · · ·  11 · · ·︸ ︷︷ ︸
xn+1

 

output(END 11 · · ·︸ ︷︷ ︸
w+1

 ) = w;(82)

üðïõ START êáé END åßíáé óõãêåêñéìÝíåò åóùôåñéêÝò êáôáóôÜóåéò.

3D.2. Èåþñçìá. Ç ôõ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : Nn * N åßíáé (áé-
ôéïêñáôéêÜ Þ áíáéôéïêñáôéêÜ) Turing-õðïëïãßóéìç ôüôå êáé ìüíïí áí åßíáé
áíáäñïìéêÞ.

Èá ðáñáëåßøïõìå êáé áõôÞ ôçí áðüäåéîç, áëëÜ ðáñáôçñïýìå üôé ç ìéá
êáôåýèõíóç ôçò éóïäõíáìßáò ðïõ äéáôõðþíåôáé óôï èåþñçìá åßíáé ôåôñéì-
ìÝíç: åðåéäÞ ç áðëïýóôåñç êùäéêïðïßçóç ôùí êáôáóôÜóåùí ìéáò ìç÷áíÞò
Turing (ùò ëÝîåéò áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï áëöÜâçôï) åßíáé (ðñïöáíþò) áíá-
äñïìéêÞ, êáé åðßóçò áíáäñïìéêÝò åßíáé ïé êëáóéêÝò óõíáñôÞóåéò åéóüäïõ êáé
åîüäïõ (82) ãé' áõôÞ ôçí êùäéêïðïßçóç, Üñá êÜèå Turing-õðïëïãßóéìç ìåñéêÞ
óõíÜñôçóç åßíáé áíáäñïìéêÞ áðü ôçí Ðñüôáóç 3B.3. Ç áðüäåéîç ôçò Üëëçò
êáôåýèõíóçò áðáéôåß ôçí êáôáóêåõÞ ìç÷áíþí Turing ìå åéäéêÝò éäéüôçôåò
êáé åßíáé åðßðïíç.

3D. ÁóêÞóåéò

x3D.1∗. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå ìç÷áíÞ Turing M = (Σ; S; T ) õðÜñ÷åé óý-
óôçìá áíáãñáöÞò

R = (Σ ∪ S ∪ {l; r};→)

ìå ôá åðéðñüóèåôá (öñÝóêá) óýìâïëá l êáé r, ôÝôïéï ðïõ ãéá üëåò ôéò ëÝîåéò
�; �′, �; �′ óôï áëöÜâçôï S êáé üëåò ôéò (åóùôåñéêÝò) êáôáóôÜóåéò Q;Q′

�Q� →∗
M �′Q′�′ ⇐⇒ (∃m;n)[l�Q�r →∗

R l 
m�Q′� mr]:
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ÅðéðëÝïí, áí ç M åßíáé áéôéïêñáôéêÞ, ôüôå ôï R åßíáé áéôéïêñáôéêü óôï óý-
íïëï ëÝîåùí �Q� áðü ôï Σ ∪ S ∪ {l; r} óôéò ïðïßåò åìöáíßæåôáé áêñéâþò
ìéá êáôÜóôáóç. Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí ðáñáëëáãÞ ôçò ðáñÜóôá-
óçò (81) ãéá ðëÞñåéò êáôáóôÜóåéò ðïõ áñ÷ßæåé ìå l êáé ôåëåéþíåé ìå r, êáé
ðñïóèÝóôå óôéò âáóéêÝò ìåôáâÜóåéò ôçò M ôç óùóôÞ äñÜóç óôá £Üêñá¤ l êáé
r, ð.÷., Qr → Q r.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

ÁÍÁÄÑÏÌÉÊÁ ÁÐÁÑÉÈÌÇÔÁ ÓÕÍÏËÁ

Ç ôõ÷áßá ó÷Ýóç R(~x) (óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò) åßíáé áíáäñïìéêÞ áí ç
÷áñáêôçñéóôéêÞ ôçò óõíÜñôçóç åßíáé áíáäñïìéêÞ, êáé Ýíá óýíïëï A ⊆ N
åßíáé áíáäñïìéêü áí ç (ïëéêÞ) ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóÞ ôïõ

�A(x) =

{
1; áí x ∈ A;
0; áëëéþò;

åßíáé áíáäñïìéêÞ. Ó' áõôü ôï ÊåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå ôéò âáóéêÝò ìá-
èçìáôéêÝò éäéüôçôåò ôùí áíáäñïìéêþí (ìåñéêþí) óõíáñôÞóåùí, ó÷Ýóåùí êáé
óõíüëùí, áëëÜ êáé ôéò çìéáíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò üðùò êáé ôá áíáäñïìéêÜ áðá-
ñéèìçôÜ óýíïëá, ôá áðëïýóôåñá ìç-õðïëïãßóéìá ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá.
Ôá âáóéêÜ åñãáëåßá åßíáé ç óôéâáñÞ êëåéóôüôçôá ôïõ óõíüëïõ R (2C.3,
2C.4,2D.1) êáé ôï Èåþñçìá 3A.1 ÊáíïíéêÞò ÌïñöÞò êáé Áðáñßèìçóçò ôïõ
Kleene.

Óôéò åðéêëÞóåéò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3A.1 èá áðëïðïéÞóïõìå ôï óõìâïëéóìü,
ðáñáëåßðïíôáò ôïí Üíù äåßêôç

'e(~x) = 'ne (~x) = U(�yTn(e; ~x; y))

(ðïõ, óõíÞèùò, åßíáé Üíåõ óçìáóßáò áëëÜ êáé äçëþíåôáé áðü ôçí åßóïäï ~x =
x1; : : : ; xn), êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò ôïí åíáëëáêôéêü
óõìâïëéóìü ôïõ Kleene,

{e}(~x) = 'ne (~x) = U(�yTn(e; ~x; y)):(83)

Áõôü âïëåýåé £ôõðïãñáöéêÜ¤ (ëéãüôåñïé Üíù êáé êÜôù äåßêôåò), áëëÜ êáé
âïçèÜ óôç êáôáíüçóç ìåñéêþí áðü ôéò áðïäåßîåéò, ãéáôß ôïðïèåôåß £óôï ßäéï
åðßðåäï¤ ôï ðñüãñáììá e êáé ôá äåäïìÝíá ~x. ÔåëéêÜ, èá ÷ñçóéðïðïéÞóïõìå
åðßóçò ôï óõìâïëéóìü

We = {x | 'e(x)↓}(84)

ãéá ôï ðåäßï óýãêëéóçò ôçò áíáäñïìéêÞò ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò ìå êùäéêü e.
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4A. ÇìéáíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò

Ãéá íá äéåõêïëýíïõìå ôç äéáôýðùóç ïñéóìþí êáé áðïôåëåóìÜôùí óôç óõ-
íÝ÷åéá, áðáñéèìïýìå åäþ êáé ïíïìÜæïõìå ôïõò âáóéêüôåñïõò ôåëåóôÝò ïñé-
óìþí ó÷Ýóåùí:

P (~x) ⇐⇒ ¬Q(~x)(¬)
P (~x) ⇐⇒ Q(~x) & R(~x)(&)
P (~x) ⇐⇒ Q(~x) ∨R(~x)(∨)
P (~x) ⇐⇒ Q(~x) =⇒R(~x)(⇒)
P (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y)(∃)

P (z; ~x) ⇐⇒ (∃i ≤ z)Q(~x; i)(∃≤)
P (~x) ⇐⇒ (∀y)Q(~x; y)(∀)

P (z; ~x) ⇐⇒ (∀i ≤ z)Q(~x; i)(∀≤)
P (~x) ⇐⇒ Q(f1(~x); : : : ; fm(~x))(áíôéêáôÜóôáóç)

Ùò ðáñÜäåéãìá, Ý÷ïõìå Þäç äåßîåé üôé ôï óýíïëï ôùí ðñùôïãåíþò áíáäñïìé-
êþí ó÷Ýóåùí åßíáé êëåéóôü ãéá üëïõò áõôïýò ôïõò ôåëåóôÝò (ìå ðñùôïãåíþò
áíáäñïìéêÝò fi(~x)) åêôüò áðü ôïõò (ìç-öñáãìÝíïõò) ðïóïäåß÷ôåò ∃; ∀, ãéá
ôïõò ïðïßïõò äåí åßíáé êëåéóôü áðü ôï Èåþñçìá 3A.4. Åðßóçò Ý÷ïõìå äåß-
îåé (êõñßùò óå áóêÞóåéò) êáé ôéò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ôùí áíáäñïìéêþí
ó÷Ýóåùí:

4A.1. Ðñüôáóç. Ôï óýíïëï ôùí áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí åßíáé êëåéóôü
ãéá ôïõò ôåëåóôÝò ôïõ ðñïôáóéáêïý ëïãéóìïý ¬;&;∨;⇒, ôïõò öñáãìÝíïõò
ðïóïäåß÷ôåò ∃≤; ∀≤ êáé áíôéêáôÜóôáóç (ïëéêþí) áíáäñïìéêþí óõíáñôÞ-
óåùí, áëëÜ äåí åßíáé êëåéóôü ãéá ôïõò ðïóïäåß÷ôåò ∃; ∀.

4A.2. Ïñéóìüò. (a) Ç ó÷Ýóç P (~x) åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ áí ãéá êÜðïéá
ìåñéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f(~x),

P (~x) ⇐⇒ f(~x)↓ :
(b) Ç ó÷Ýóç P (~x) åßíáé Σ0

1 áí ãéá êÜðïéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç Q(~x; y)

P (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y):

4A.3. Ðñüôáóç. Ôá åîÞò åßíáé éóïäýíáìá, ãéá ôçí ôõ÷áßá ó÷Ýóç P (~x):
(1) H P (~x) åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ.
(2) H P (~x) åßíáé Σ0

1.
(3) H P (~x) éêáíïðïéåß ôçí éóïäõíáìßá

P (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y)

ìå êÜðïéá ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ Q(~x; y).
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Áðüäåéîç. (1) =⇒ (3) áðü ôï èåþñçìá êáíïíéêÞò ìïñöÞò· (3) =⇒ (2)
ôåôñéììÝíá· êáé (2) =⇒ (1) èÝôïíôáò

f(~x) = �yQ(~x; y);

Ýôóé ðïõ

(∃y)Q(~x; y) ⇐⇒ f(~x)↓ : a

¸÷ïõìå Þäç óõíáíôÞóåé ôï êëáóéêü ðáñÜäåéãìá ó÷Ýóçò ðïõ åßíáé çìéáíá-
äñïìéêÞ áëëÜ ü÷é áíáäñïìéêÞ, ôç ó÷Ýóç ôåñìáôéóìïý H(e; x) (3A.4).

4A.4. Ðñüôáóç (Èåþñçìá Kleene). Ç ôõ÷áßá ó÷Ýóç P (~x) åßíáé áíá-
äñïìéêÞ áí êáé ìüíïí áí ç P (~x) êáé ç ÜñíçóÞ ôçò ¬P (~x) åßíáé êáé ïé äýï
çìéáíáäñïìéêÝò.

Áðüäåéîç. Áí ç P (~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ, ôüôå êáé ïé

Q(~x; y) ⇐⇒ P (~x); R(~x; y) ⇐⇒ ¬P (~x)

åßíáé áíáäñïìéêÝò, êáé Ý÷ïõìå (ôåôñéììÝíá)

P (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y)
¬P (~x) ⇐⇒ (∃y)R(~x; y):

Ãéá ôçí Üëëç êáôåýèõíóç, áí

P (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y)
¬P (~x) ⇐⇒ (∃y)R(~x; y)

ìå áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò Q êáé R, ôüôå ç óõíÜñôçóç

f(~x) = �y[R(~x; y) ∨Q(~x; y)]

åßíáé ïëéêÞ áíáäñïìéêÞ, êáé

P (~x) ⇐⇒ Q(~x; f(~x)): a

4A.5. Ðñüôáóç. Ôï óýíïëï ôùí çìéáíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí åßíáé êëåéóôü
ãéá áíáäñïìéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò, ãéá ôïõò £èåôéêïýò¤ ðñïôáóéáêïýò ôåëå-
óôÝò &;∨, ãéá ôïõò öñáãìÝíïõò ðïóïäåß÷ôåò ∃≤, ∀≤, êáé ãéá ôïí õðáñîéáêü
ðïóïäåß÷ôç ∃· äåí åßíáé êëåéóôü ãéá ôçí Üñíçóç ¬ êáé ãéá ôïí êáèïëéêü
ðïóïäåß÷ôç ∀.
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Áðüäåéîç. Ç êëåéóôüôçôá ãéá áíáäñïìéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò åßíáé ðñï-
öáíÞò, êáé ïé áêüëïõèïé ìåôáó÷çìáôéóìïß äåß÷íïõí ôïõò õðüëïéðïõò, èåôé-
êïýò éó÷õñéóìïýò ôçò ðñüôáóçò:

(∃y)Q(~x; y) ∨ (∃y)R(~x; y) ⇐⇒ (∃u)[Q(~x; u) ∨R(~x; u)]
(∃y)Q(~x; y) & (∃y)R(~x; y) ⇐⇒ (∃u)[Q(~x; (u)0) & R(~x; (u)1)]

(∃z)(∃y)Q(~x; y; z) ⇐⇒ (∃u)R(~x; (u)0; (u)1)
(∃i ≤ z)(∃y)Q(~x; y; i) ⇐⇒ (∃u)[(u)0 ≤ z & Q(~x; (u)1; (u)0)
(∀i ≤ z)(∃y)Q(~x; y; i) ⇐⇒ (∃u)(∀i ≤ z)Q(~x; (u)i; i):

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï óýíïëï ôùí çìéáíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí äåí åßíáé êëåé-
óôü ãéá ôçí Üñíçóç Þ ôïí êáèïëéêü ðïóïäåß÷ôç, ãéáôß áëëéþò ç âáóéêÞ ó÷Ýóç
ôåñìáôéóìïý

H(e; x) ⇐⇒ (∃y)T1(e; x; y)
èá åß÷å çìéáíáäñïìéêÞ Üñíçóç êáé èá Þôáí áíáäñïìéêÞ áðü ôï 4A.4, åíþ äåí
åßíáé. a

Ôï ãñÜöçìá ìéáò ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò f(~x) åßíáé ç ó÷Ýóç óôïõò öõóéêïýò

Gf (~x;w) ⇐⇒ f(~x) = w;(85)

êáé ç åðüìåíç, áðëÞ ðñüôáóç äßíåé óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ôåôñéììÝíåò áðï-
äåßîåéò áíáäñïìéêüôçôáò ãéá ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò.

4A.6. Ðñüôáóç. Ç ôõ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ áí
êáé ìüíïí áí ôï ãñÜöçìÜ ôçò Gf (~x;w) åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç.

Áðüäåéîç. Áí ç f(~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ ìå êùäéêü f̂ , ôüôå

Gf (~x;w) ⇐⇒ (∃y)[Tn(f̂ ; ~x; y) & U(y) = w];

Ýôóé ðïõ ç Gf (~x;w) åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ· êáé áí

f(~x) = w ⇐⇒ (∃u)R(~x;w; u)

ìå êÜðïéá áíáäñïìéêÞ R(~x;w; u), ôüôå

f(~x) =
(
�uR(~x; (u)0; (u)1)

)
0
;

Ýôóé ðïõ ç f(~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ. a
Ôï ôåëåõôáßï áðïôÝëåóìá ó' áõôü ôï åäÜöéï áðëïðïéåß óçìáíôéêÜ ðïëëÝò

êáôáóêåõÝò.

4A.7. Ðñüôáóç (ËÞììá Σ0
1-åðéëïãÞò). Ãéá êÜèå çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç

R(~x;w), õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(~x) ôÝôïéá ðïõ ãéá êÜèå
~x,

(∃w)R(~x;w) ⇐⇒ f(~x)↓
(∃w)R(~x;w) =⇒ R(~x; f(~x)):
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Áðüäåéîç. Áðü ôçí õðüèåóç, õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç P (~x;w; y) ôÝ-
ôïéá ðïõ

R(~x;w) ⇐⇒ (∃y)P (~x;w; y);
êáé ôï óõìðÝñáóìá ôïõ ËÞììáôïò äåß÷íåôáé åýêïëá áí èÝóïõìå

f(~x) =
(
�uP (~x; (u)0; (u)1)

)
0
: a

4A. ÁóêÞóåéò

x4A.1. Äåßîôå üôé ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

f(e; u) = 〈'e((u)0); : : : ; 'e((u)lh(u)−· 1)〉
åßíáé áíáäñïìéêÞ.

x4A.2. ¸óôù R(~x;w) çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ôÝôïéá ðïõ ãéá êÜèå ~x õðÜñ-
÷ïõí ôïõëÜ÷éóôïí äýï áñéèìïß w1 6= w2 ôÝôïéïé ðïõ R(~x;w1) êáé R(~x;w2).
Äåßîôå üôé õðÜñ÷ïõí äýï, ïëéêÝò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò f(~x); g(~x) ôÝôïéåò
ðïõ ãéá üëá ôá ~x,

R(~x; f(~x)) & R(~x; g(~x)) & f(~x) 6= g(~x):

x4A.3∗. ¸óôù R(~x;w) çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ôÝôïéá ðïõ ãéá êÜèå ~x,
õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò w ôÝôïéïò ðïõ R(~x;w).

(a) Äåßîôå üôé õðÜñ÷åé ïëéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f(n; ~x), ôÝôïéá ðïõ

R(~x;w) ⇐⇒ (∃n)[w = f(n; ~x)]:(86)

(b) Äåßîôå üôé áí (åðéðëÝïí) ãéá êÜèå ~x, õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé ôï ðëÞèïò w
ôÝôïéïé ðïõ R(~x;w), ôüôå õðÜñ÷åé ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ f(n; ~x) ðïõ éêáíïðïéåß
ôçí (86) êáé åßíáé £1{1 óôï n¤, äçëáäÞ, ãéá üëá ôá ~x;m; n,

m 6= n=⇒ f(m;~x) 6= f(n; ~x):

4B. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìçôÜ óýíïëá

4B.1. Ïñéóìüò. Ôï ôõ÷áßï óýíïëï A ⊆ N åßíáé áíáäñïìéêÜ áðáñéè-
ìçôü (Þ áíáäñïìéêÜ áñéèìÞóéìï, á.á., recursively enumerable, r.e.), áí
A = ∅, Þ êÜðïéá ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f : N → N áðáñéèìåß ôï
A,

A = f [N] = {f(0); f(1); : : : }:(87)

4B.2. Ðñüôáóç. (1) Ôá åîÞò åßíáé éóïäýíáìá ãéá ôï ôõ÷áßï A ⊆ N:
(a) Ôï A åßíáé á.á.
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(b) Ç ó÷Ýóç x ∈ A åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ, Ýôóé ðïõ

A = Domain(g) = {x | g(x)↓}
ãéá êÜðïéá áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç g.

(c) Ôï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï, Þ õðÜñ÷åé Ýíá-ðñïò-Ýíá áíáäñïìéêÞ óõíÜñ-
ôçóç f : N ½ N ðïõ áðáñéèìåß ôï A, A = f [N].

(2) Ç áêïëïõèßá
W0;W1; : : :

áðáñéèìåß ôá á.á. óýíïëá Ýôóé ðïõ ç ó÷Ýóç x ∈We íá åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ.
(3) Ôï ôõ÷áßï A ⊆ N åßíáé áíáäñïìéêü áí êáé ìüíïí áí åßíáé ðåðåñáóìÝíï

Þ õðÜñ÷åé (áõóôçñÜ) áýîïõóá, áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ áðáñéèìåß ôï A,

A = {f(0) < f(1) < f(2) < · · · }:
Áðüäåéîç. Ãéá ôï (3), ðñþôá, õðåíèõìßæïõìå (x1A.12) üôé ç óõíÜñôçóç

f : N→ N åßíáé áýîïõóá áí

f(n) < f(n+ 1) (n ∈ N);

ðïõ óõíåðÜãåôáé áìÝóùò (ìå åðáãùãÞ) üôé

n ≤ f(n)·

Ýðåôáé üôé áí ôï A áðáñéèìåßôáé áðü ìéá áýîïõóá, áíáäñïìéêÞ f , ôüôå

x ∈ A ⇐⇒ (∃n ≤ x)[x = f(n)];

êáé ôï A åßíáé áíáäñïìéêü. Ãéá ôçí Üëëç êáôåýèõíóç, áí ôï A åßíáé áíáäñï-
ìéêü êáé Üðåéñï, ôüôå ç

f(0) = (�x)[x ∈ A]
f(n+ 1) = (�x)[x > f(n) & x ∈ A]

åßíáé áíáäñïìéêÞ, áýîïõóá êáé áðáñéèìåß ôï A.
(1) Ç óõíåðáãùãÞ (a) =⇒ (b) åßíáé ôåôñéììÝíç ãéá ôï A = ∅, êáé áí

A = f [N], ôüôå
x ∈ A ⇐⇒ (∃i)[x = f(i)]:

Ôï áíôßóôñïöï (b) =⇒ (a) åßíáé åðßóçò ôåôñéììÝíï ãéá ôï A = ∅, êáé áí
x0 ∈ A êáé

x ∈ A ⇐⇒ (∃y)R(x; y);
ôüôå ôï A áðáñéèìåßôáé áðü ôçí áíáäñïìéêÞ, ïëéêÞ óõíÜñôçóç

f(u) =

{
x0; áí ¬R((u)0; (u)1);
(u)0; áí R((u)0; (u)1):

ÔåëéêÜ, ç óõíåðáãùãÞ (c) =⇒ (a) åßíáé ôåôñéììÝíç, ç (a) =⇒ (c) åßíáé åðß-
óçò ôåôñéììÝíç ãéá ðåðåñáóìÝíá A, êáé áðïìÝíåé íá äåßîïõìå üôé áí ôï Á
åßíáé Üðåéñï êáé

A = {f(0); f(1); : : : }
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Ó÷Þìá 5. ÄéáãñáöÞ åðáíáëÞøåùí.

ãéá êÜðïéá áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f , ôüôå ôï A áðáñéèìåßôáé åðßóçò áðü
êÜðïéá Ýíá-ðñïò-Ýíá áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç. Ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé íá £äéá-
ãñÜøïõìå ôéò åðáíáëÞøåéò¤ áðü ôçí áðáñßèìçóç ìå ôï f , êÜôé ðïõ ðñïöáíþò
ïäçãåß óå ìéá ïëéêÞ, Ýíá-ðñïò-Ýíá áíáäñïìéêÞ áðáñßèìçóç ôïõ A.

Ãéá ôçí áõóôçñÞ áðüäåéîç áõôÞò ôçò £ðñïöáíïýò¤ ðñüôáóçò, Ýóôù

B = {n | (∀i < n)[f(i) 6= f(n)]}
ôï áíáäñïìéêü óýíïëï ôùí èÝóåùí üðïõ êáéíïýñãéá ìÝëç ôïõ A áðáñéèìïý-
íôáé áðü ôçí f · B = g[N] ãéá êÜðïéá áýîïõóá g(n) áðü ôï ìÝñïò (3), êáé ôï
A áðáñéèìåßôáé áðü ôçí Ýíá-ðñïò-Ýíá óýíèåóç h(n) = f(g(n)).

Ôï (2) óõíÜãåôáé áðü ôï ÷áñáêôçñéóìü (b) ôïõ (1). a
4B.3. Ðüñéóìá. ÊÜèå áíáäñïìéêü óýíïëï åßíáé á.á., áëëÜ õðÜñ÷ïõí á.á.

óýíïëá ðïõ äåí åßíáé áíáäñïìéêÜ, ð.÷., ôï

H ′ = {x | H((x)0; (x)1)}:(88)

Áðüäåéîç. Áí ôï H ′ Þôáí áíáäñïìéêü, ôüôå áíáäñïìéêÞ èá Þôáí êáé ç
ó÷Ýóç ôåñìáôéóìïý (72), åöüóïí

H(e; x) ⇐⇒ 〈e; x〉 ∈ H ′: a
Ç êëÜóç ôùí á.á. óõíüëùí Ý÷åé ðïëý ðëïýóéá äïìÞ êáé Ý÷åé ìåëåôçèåß

åíôáôéêÜ. Åäþ èá ðåñéïñéóôïýìå óå (åëÜ÷éóôá) âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá, ðïõ
äßíïõí êÜðïéá ãåýóç ôùí éäéïôÞôùí ôçò.

4B.4. Ïñéóìüò. ÁíáãùãÞ ôïõ óõíüëïõ A óôï B, åßíáé ç ôõ÷áßá (ïëéêÞ)
áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f ðïõ éêáíïðïéåß ôçí éóïäõíáìßá

x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B:(89)

Ãéá äýï A;B ⊆ N, èÝôïõìå:

A ≤m B ⇐⇒ õðÜñ÷åé áíáãùãÞ ôïõ A óôï B;
A ≤1 B ⇐⇒ õðÜñ÷åé Ýíá-ðñïò-Ýíá áíáãùãÞ ôïõ A óôï B;
A ≡ B ⇐⇒ õðÜñ÷åé áíáãùãÞ ôïõ A óôï B ðïõ åßíáé ìåôÜèåóç;

üðïõ ç f : N½→N åßíáé ìåôÜèåóç áí åßíáé áìöéìïíïóÞìáíôç áíôéóôïé÷ßá
(Ýíá-ðñïò-Ýíá êáé åðß ôïõ N). Ðñïöáíþò,

A ≡ B=⇒A ≤1 B=⇒A ≤m B:
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4B.5. Ðñüôáóç. Ãéá üëá ôá óýíïëá A, B, C,

A ≤m A êáé [A ≤m B & B ≤m C] =⇒A ≤m C;

êáé ôï ßäéï éó÷ýåé ãéá ôéò éó÷õñüôåñåò áíáãùãÝò ≤1 êáé ≡· åðéðëÝïí, ç
ó÷Ýóç áíáäñïìéêïý éóïìïñöéóìïý ≡ åßíáé óõììåôñéêÞ,

A ≡ B ⇐⇒ B ≡ A:

Áðüäåéîç. Ãéá ôç ìåôáâáôéêüôçôá áõôþí ôùí ó÷Ýóåùí, ðáñáôçñïýìå üôé
áí, áðü ôçí õðüèåóç

x ∈ A ⇐⇒ g(x) ∈ B êáé y ∈ B ⇐⇒ h(y) ∈ C;
ãéá äïóìÝíåò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò, ôüôå

x ∈ A ⇐⇒ h(g(x)) ∈ C;
Ýôóé ðïõ ç óýíèåóç f(x) = h(g(x)) áíÜãåé ôï A óôï C. a

4B.6. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï B åßíáé á.á. ðëÞñåò áí åßíáé á.á. êáé êÜèå
á.á. A áíÜãåôáé óôï B ìå Ýíá-ðñïò-Ýíá áíáãùãÞ, A ≤1 B.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï H ′ ðïõ ïñßóáìå óôçí (88) åßíáé ðëÞñåò, åðåéäÞ êÜèå
á.á. óýíïëï åßíáé ôçò ìïñöÞò We ãéá êÜðïéï e, êáé

x ∈We ⇐⇒ 'e(x)↓ ⇐⇒ 〈e; x〉 ∈ H ′:

ÊÜðùò áðëïýóôåñï åßíáé ôï £äéáãþíéï¤ óýíïëï

K = {x | (∃y)T1(x; x; y)} = {x | 'x(x)↓};(90)

ôïõ ïðïßïõ ç ðëçñüôçôá äåí åßíáé ôåëåßùò ôåôñéììÝíç.

4B.7. Ðñüôáóç. Ôï K åßíáé á.á. ðëÞñåò.

Áðüäåéîç. Ãéá ôï ôõ÷áßï á.á. óýíïëï

A = {x | g(x)↓}
(ìå áíáäñïìéêÞ g(x)), èÝôïõìå

h(x; y) = g(x)

êáé åðéëÝãïõìå êÜðïéï êùäéêü ĥ ôçò h, Ýôóé ðïõ ãéá ïðïéïäÞðïôå y,

x ∈ A ⇐⇒ h(x; y)↓
⇐⇒ {ĥ}(x; y)↓
⇐⇒ {S1

1(ĥ; x)}(y)↓ ·
êáé áöïý áõôÞ ç éóïäõíáìßá éó÷ýåé ãéá üëá ôá y, éäéáßôåñá éó÷ýåé ãéá ôï
y = S1

1(ĥ; x), êáé ìáò äßíåé ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç

x ∈ A ⇐⇒ {S1
1(ĥ; x)}(S1

1(ĥ; x))↓
⇐⇒ S1

1(ĥ; x) ∈ K;
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ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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ðïõ áíáãÜãåé ôï A óôï Ê ìå ôç óõíÜñôçóç f(x) = S1
1(ĥ; x). a

Ôï åðüìåíï, âáóéêü èåþñçìá äåß÷íåé (åí ìÝñåé) üôé ìÝ÷ñéò áíáäñïìéêïý
éóïìïñöéóìïý õðÜñ÷åé ìüíï Ýíá á.á. ðëÞñåò óýíïëï, áëëÜ åßíáé ðïëý ãåíé-
êüôåñï: éó÷ýåé ãéá üëá ôá óýíïëá A;B, ü÷é ìüíï ôá áíáäñïìéêÜ áðáñéèìçôÜ
{ êáé áõôü åßíáé ðïõ êÜíåé ôçí áðüäåéîç ôüóï äýóêïëç.

4B.8. Èåþñçìá (Èåþñçìá ôïõ Myhill). Ãéá äýï óýíïëá A, B,

A ≤1 B & B ≤1 A=⇒A ≡ B:

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé êáôáóêåõáóôéêÞ åêäï÷Þ ôçò áðüäåéîçò ôïõ
êëáóéêïý ÈåùñÞìáôïò Schr�oder-Bernstein óôç óõíïëïèåùñßá, êáé âáóßæåôáé
óôï åðüìåíï ËÞììá, üðïõ ç ôõ÷áßá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá æåõãþí

W = (x0; y0); (x1; y1); : : : ; (xn; yn)(91)

êáëåßôáé êáëÞ (ðñïóÝããéóç éóïìïñöéóìïý) ãéá ôá óýíïëá A êáé B, áí

i 6= j=⇒xi 6= xj ; yi 6= yj ; êáé xi ∈ A ⇐⇒ yi ∈ B (i; j ≤ n):

Ãéá êÜèå áêïëïõèßá W üðùò óôçí (91), èÝôïõìå

X = X(W ) = {x0; x1; : : : ; xn}; Y = Y (W ) = {y0; y1; : : : ; yn}:

ËÞììá X. Áí õðÜñ÷åé Ýíá-ðñïò-Ýíá áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f : N ½ N
ôÝôïéá ðïõ

x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B;
ôüôå ãéá üëá ôá

X = {x0; : : : ; xn}; Y = {y0; : : : ; yn} êáé x =∈ X;
ìðïñïýìå íá âñïýìå êÜðïéï y =∈ Y , Ýôóé ðïõ áí ç áêïëïõèßá

W = (x0; y0); : : : ; (xn; yn)

åßíáé êáëÞ, åðßóçò êáëÞ åßíáé êáé ç åðÝêôáóç

W ′ = (x0; y0); (x1; y1); : : : ; (xn; yn); (x; y);(92)

äçëáäÞ y =∈ Y êáé
x ∈ A ⇐⇒ y ∈ B:

Áðüäåéîç ôïõ ËÞììáôïò X. ÈÝôïõìå

z0 = f(x)

zi+1 =

{
zi; áí zi =∈ Y;
f(xj); áëëéþò, áí zi = yj ;

êáé åðáëçèåýïõìå äýï âáóéêÝò éäéüôçôåò ôçò áêïëïõèßáò z0; z1; : : : .

(1) Ãéá êÜèå i, x ∈ A ⇐⇒ zi ∈ B.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
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Áðüäåéîç. Ãéá i = 0, x ∈ A ⇐⇒ f(x) = z0 ∈ B, áðü ôçí õðüèåóç ãéá
ôçí f . ÅðáãùãéêÜ, áí zi =∈ Y , ôüôå

x ∈ A ⇐⇒ zi+1 = zi ∈ B
áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, êáé áí zi ∈ Y , ôüôå

x ∈ A ⇐⇒ zi = yj ∈ B (áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç)
⇐⇒ xj ∈ A (åðåéäÞ ç äïóìÝíç áêïëïõèßá åßíáé êáëÞ)
⇐⇒ f(xj) = zi+1 ∈ B:

(2) Ãéá êÜèå i, zi ∈ Y =⇒ (∀k < i)[zi 6= zk].
Áðüäåéîç. Ç ðñüôáóç áëçèåýåé ôåôñéììÝíá áí z0 = f(x) =∈ Y , ãéáôß ó'

áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç zi = f(x) =∈ Y ãéá êÜèå i, áðü ôïí ïñéóìü. Åðßóçò ç
ðñüôáóç áëçèåýåé ôåôñéììÝíá ãéá i = 0, êáé, åðáãùãéêÜ, äå÷üìáóôå üôé ç
ðñüôáóç áëçèåýåé ãéá ôï i êáé zi+1 ∈ Y . Ðáñáôçñïýìå üôé zi ∈ Y , áëëéþò
(áðü ôïí ïñéóìü) zi+1 = zi =∈ Y · Üñá, áðü ôïí ïñéóìü, ãéá êÜðïéï j,

zi = yj ; zi+1 = f(xj):(93)

Ðñïò Üôïðï, Ýóôù k ôï åëÜ÷éóôï áíôéðáñÜäåéãìá ãéá ôï zi+1, äçëáäÞ k <
i+ 1 êáé

zi+1 = zk & (∀l < k)[zi+1 6= zl]:
Ðáñáôçñïýìå üôé k 6= 0, åðåéäÞ z0 = f(x), zi+1 = f(xj) êáé åðïìÝíùò

zi+1 = z0 =⇒ f(xj) = f(x) =⇒xj = x;

ðïõ åßíáé Üôïðï, áöïý x =∈ X åíþ xj ∈ X· Üñá k = t + 1 ãéá êÜðïéï t < i,
êáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ k, zt ∈ Y (áëëéþò zt+1 = zt êáé ôï t+1 äå èá Þôáí
ôï åëÜ÷éóôï áíôéðáñÜäåéãìá) êáé åðïìÝíùò, ãéá êÜðïéï s,

zt = ys; zt+1 = f(xs):(94)

Õðïëïãßæïõìå:

zi+1 = zt+1 =⇒ f(xj) = f(xs)(áðü ôéò (93) êáé (94))
=⇒ xj = xs (ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò)
=⇒ yj = ys (ç áêïëïõèßá åßíáé êáëÞ)
=⇒ zi = zt (áðü ôéò (93) êáé (94)):

¸ðåôáé áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç üôé t ≥ i, Üñá t+1 ≥ i+1 ðïõ áíôéôßèåôáé
óôçí õðüèåóç t+ 1 < i+ 1.

Ç ðñüôáóç (2) ôþñá óõíåðÜãåôáé üôé ãéá êÜðïéï j < n+ 2, zj =∈ Y (áöïý
ôï Y Ý÷åé n + 1 ìÝëç), êáé ôï ËÞììá áëçèåýåé ìå ôçí åðéëïãÞ y = zj ,
W ′ = W; (x; y). a (ËÞììá X)

Ôï óõììåôñéêü ËÞììá Y áðïäßäåé ãéá êÜèå áêïëïõèßá W êáé êÜèå y =∈ Y
Ýíá x =∈ X ôÝôïéï ðïõ áí ç W åßíáé êáëÞ, ôüôå êáëÞ åßíáé êáé ç åðÝêôáóç
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W ′ = W; (x; y). Ì' áõôÜ ôá ËÞììáôá, ç ìåôÜèåóç ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå êáôá-
óêåõÜæåôáé ìå äéáäï÷éêÞ åöáñìïãÞ ôùí åîÞò äýï âçìÜôùí, îåêéíþíôáò áðü
ôçí êáëÞ áêïëïõèßá

W0 = (0; f(0)); X0 = {0}; Y0 = {f(0)}:
Ðåñéôôü âÞìá 2n + 1. ÈÝôïõìå y = min(N \ Y2n) êáé åðåêôåßíïõìå ôçí

W2n ìå åöáñìïãÞ ôïõ ËÞììáôïò Y Ýôóé ðïõ y ∈ Y2n+1.
¢ñôéï âÞìá 2n + 2. ÈÝôïõìå x = min(N \X2n+1) êáé åðåêôåßíïõìå ôçí

W2n+1 ìå åöáñìïãÞ ôïõ ËÞììáôïò X Ýôóé ðïõ x ∈ X2n+2.
Óôï ôÝëïò, ç Ýíùóç

⋃
nWn åßíáé ãñÜöçìá ìåôÜèåóçò h : N½→N ðïõ áíÜãåé

ôï A óôï B,
x ∈ A ⇐⇒ h(x) ∈ B:

Ç áíáäñïìéêüôçôá ôçò h óõíÜãåôáé áðü ôç êáôáóêåõÞ êáé óõìðëçñþíåé ôçí
áðüäåéîç üôé A ≡ B. a

4B.9. ÐáñáôÞñçóç. Áí A ≤m B, êáé ôï B åßíáé áíáäñïìéêü, ôüôå êáé ôï
A åßíáé áíáäñïìéêü· Ýðåôáé üôé áí A ≤m B êáé ôï A äåí åßíáé áíáäñïìéêü,
ôüôå êáé ôï B äåí åßíáé áíáäñïìéêü.

Ìáæß ìå ôçí ðëçñüôçôá ôïõ K, ç áðëÞ áõôÞ ðñüôáóç åßíáé ôï ðñþôï, âá-
óéêü åñãáëåßï ãéá ôçí áðüäåéîç ìç-áíáäñïìéêüôçôáò óõíüëùí êáé ó÷Ýóåùí:
ãéáôß áí äåßîïõìå üôé Á ≤m B ìå êÜðïéï A ðïõ äåí åßíáé áíáäñïìéêü (ð.÷.,
ôï K), ôüôå Ýðåôáé üôé êáé ôï B äåí åßíáé áíáäñïìéêü.

4B.10. Ðñüôáóç (ÐáñÜäåéãìá). Ôï óýíïëï

A = {e |We 6= ∅}
åßíáé á.á. áëëÜ ü÷é áíáäñïìéêü.

Áðüäåéîç. Ôï A åßíáé á.á. åðåéäÞ ç ó÷Ýóç

e ∈ A ⇐⇒ (∃x)[x ∈We]

åßíáé Σ0
1. Ãéá íá äåßîïõìå üôé K ≤m A, èÝôïõìå

g(e; x) = �yT1(e; e; y)

Ýôóé ðïõ ç ôéìÞ g(e; x) åßíáé áíåîÜñôçôç ôïõ x,

g(e; x) =

{
�yT1(e; e; y); áí (∃y)T1(e; e; y);
⊥; áëëéþò;

êáé, ãéá êÜèå x,
e ∈ K ⇐⇒ g(e; x)↓ ;

Ýôóé ðïõ
e ∈ K ⇐⇒ (∃x)g(e; x)↓ ·
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Ýðåôáé üôé áí ï ĝ åßíáé êùäéêüò ôçò g(x; y), ôüôå

e ∈ K ⇐⇒ (∃x)[{ĝ}(e; x)↓ ]
⇐⇒ (∃x)[{S1

1(ĝ; e)}(x)↓ ]
⇐⇒ WS1

1 (̂g;e) 6= ∅
⇐⇒ S1

1(ĝ; e) ∈ A;
Üñá K ≤1 A êáé ôï A äåí åßíáé áíáäñïìéêü. a

Ðáñáôçñïýìå üôé ì' áõôÞ ôç êáôáóêåõÞ,

e ∈ K ⇐⇒ WS1
1 (̂g;e) = N

⇐⇒ ôï WS1
1 (̂g;e) Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí 2 ìÝëç

Ýôóé ðïõ ôá óýíïëá

B = {e |We = N}; C = {e | ôï We Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí 2 ìÝëç}
åðßóçò äåí åßíáé áíáäñïìéêÜ.

4B.11. Áíáäñïìéêüò äéá÷ùñéóìüò äýï óõíüëùí A êáé B åßíáé ôï ôõ÷áßï
áíáäñïìéêü óýíïëï C ôÝôïéï ðïõ A ⊆ C êáé B ∩ C = ∅.

Áí A ∩ B 6= ∅, ôüôå, ðñïöáíþò, äåí õðÜñ÷åé äéá÷ùñéóìüò ôïõ A áðü ôï
B, êáé áí ôï A åßíáé áíáäñïìéêü êáé A∩Â = ∅, ôüôå, ðÜëé ðñïöáíþò, ôï A
äéá÷ùñßæåé ôïí åáõôü ôïõ áðü ôï B.

4B.12. Ðñüôáóç (Kleene). ÕðÜñ÷ïõí á.á. óýíïëá K0 êáé K1 ôÝôïéá ðïõ
K0∩K1 = ∅ êáé äåí õðÜñ÷åé áíáäñïìéêüò äéá÷ùñéóìüò ôïõ K0 áðü ôï K1.

Áðüäåéîç. ÈÝôïõìå

K0 = {e | (∃y)[T1((e)0; e; y) & (∀z ≤ y)¬T1((e)1; e; z)]};
K1 = {e | (∃z)[T1((e)1; e; z) & (∀y < z)¬T1((e)0; e; y)]};

êáé äåß÷íïõìå ðñþôá üôé K0 ∩ K1 = ∅ ìå áðáãùãÞ óôï Üôïðï· ãéáôß áí
e ∈ K0 ∩K1 êáé

y∗ = �y[T1((e)0; e; y) & (∀z ≤ y)¬T1((e)1; e; z)]
z∗ = �z[T1((e)1; e; z) & (∀y < z)¬T1((e)0; e; y)];

ôüôå, áðü ôïõò ïñéóìïýò,

y∗ < z∗ =⇒ T1((e)0; e; y∗) & (∀y < z∗)¬T1((e)0; e; y)
=⇒ T1((e)0; e; y∗) & ¬T1((e)0; e; y∗);

êáé ôï áíÜëïãï Üôïðï óõíÜãåôáé áðü ôçí áíôßèåôç õðüèåóç, üôé z∗ ≤ y∗.
ÐÜëé ðñïò Üôïðï, áò åßíáé ôá We, Wm á.á. ôÝôïéá ðïõ

K0 ⊆We; K1 ⊆Wm; We ∩Wm = ∅; We ∪Wm = N;

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
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êáé Ýóôù t = 〈m; e〉· õðïëïãßæïõìå:

t ∈We =⇒ (∃z)T1(e; 〈m; e〉; z) & (∀y)¬T1(m; 〈m; e〉; y)
åðåéäÞ We ∩Wm = ∅

=⇒ (∃z)[T1(e; 〈m; e〉; z) & (∀y < z)¬T1(m; 〈m; e〉; y)]
=⇒ 〈m; e〉 ∈ K1 áðü ôïí ïñéóìü
=⇒ 〈m; e〉 ∈Wm åðåéäÞ K1 ⊆Wm;

Üñá t ∈We∩Wm ðïõ åßíáé Üôïðï. ¸ðåôáé üôé t ∈Wm, áöïý We∪Wm = N,
áëëÜ ï óõììåôñéêüò õðïëïãéóìüò óõíÜãåé ðÜëé áð' áõôü üôé t ∈ Wm ∩We,
ðïõ åßíáé Üôïðï. a

4B. ÁóêÞóåéò

x4B.1. Äåßîôå üôé õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(e), ôÝôïéá
ðïõ

We 6= ∅=⇒ [f(e)↓ & f(e) ∈We]:

x4B.2. Ãéá êÜèå ìéá áðü ôéò åîÞò ðñïôÜóåéò áðïöáóßóôå áí ãéá ôõ÷áßá,
áíáäñïìéêÜ áðáñéèìçôÜ óýíïëá A êáé B ç ðñüôáóç áëçèåýåé Þ ü÷é· äåßîôå
ôéò èåôéêÝò áðïöÜóåéò óáò êáé äþóôå áíôéðáñáäåßãìáôá ãéá ôéò áñíçôéêÝò:

(a). Ôï A ∩B åßíáé á.á.
(b). Ôï A ∪B åßíáé á.á.
(c). Ôï A \B = {x ∈ A | x =∈ B} åßíáé á.á.

x4B.3. Äåßîôå üôé êÜèå Üðåéñï, á.á. óýíïëï Ý÷åé Üðåéñï, áíáäñïìéêü õðï-
óýíïëï.

x4B.4. Áëçèåýïõí Þ ü÷é; Äþóôå áðïäåßîåéò Þ áíôéðáñáäåßãìáôá.
(1) ÕðÜñ÷åé (ïëéêÞ) áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç u1(e;m) ôÝôïéá ðïõ ãéá üëá

ôá e;m,

Wu(e;m) = We ∪Wm:

(2) ÕðÜñ÷åé (ïëéêÞ) áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç u2(e;m) ôÝôïéá ðïõ ãéá üëá
ôá e;m,

Wu(e;m) = We ∩Wm:

(3) ÕðÜñ÷åé (ïëéêÞ) áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç u3(e;m) ôÝôïéá ðïõ ãéá üëá
ôá e;m,

Wu(e;m) = We \Wm:
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x4B.5. ÕðÜñ÷åé ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f(e;m) ôÝôïéá ðïõ ãéá üëá
ôá e;m,

Wf(e;m) = {x+ y | x ∈We êáé y ∈Wm};
(Áðïäåßîôå ôçí áðÜíôçóç óáò.)

x4B.6. ¸óôù f : N→ N (ïëéêÞ) áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç, A ⊆ N, êáé

f [A] = {f(x) | x ∈ A}
f−1[A] = {x | f(x) ∈ A}

ç åéêüíá êáé ç áíôßóôñïöç åéêüíá ôïõ A áðü ôçí f . Ãéá êÜèå ìéá áðü
ôéò åîÞò ðñïôÜóåéò áðïöáóßóôå áí áëçèåýåé Þ ü÷é, áðïäåßîôå ôéò èåôéêÝò óáò
áðïöÜóåéò êáé äþóôå áíôéðáñáäåßãìáôá ãéá ôéò áñíçôéêÝò.

(a) Áí ôï A åßíáé á.á., åßíáé êáé ôï f [A] á.á.;
(b) Áí ôï A åßíáé á.á., åßíáé êáé ôï f−1[A] á.á.;
(c) Áí ôï A åßíáé áíáäñïìéêü, åßíáé êáé ôï f [A] áíáäñïìéêü;
(d) Áí ôï A åßíáé áíáäñïìéêü, åßíáé êáé ôï f−1[A] áíáäñïìéêü;

x4B.7. Ç êëåéóôüôçôá (closure) A åíüò óõíüëïõ A ⊆ N ãéá ìéá ìåñéêÞ
óõíÜñôçóç f : N * N, åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óýíïëï B ôÝôïéï ðïõ B ⊇ A êáé
ôï B åßíáé êëåéóôü ãéá ôçí f , äçëáäÞ

[x ∈ B & f(x)↓ ] =⇒ f(x) ∈ B:
(a) Äåßîôå üôé áí ôï A åßíáé á.á. êáé ç f(x) åßíáé áíáäñïìéêÞ (ìåñéêÞ),

ôüôå êáé ç êëåéóôüôçôá A ôïõ A ãéá ôçí f åßíáé á.á.
(b) Äåßîôå üôé õðÜñ÷åé ðñùôïãåíÞò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç u(e;m), ôÝôïéá

ðïõ ãéá üëá ôá e êáé m, ôï Wu(e;m) åßíáé ç êëåéóôüôçôá W e ôïõ We ãéá ôçí
áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç 'm ìå êùäéêü m.

x4B.8. Äåßîôå üôé ôï óýíïëï

K0 = {e | (∃y)[T1((e)0; e; y) & (∀z ≤ y)¬T1((e)1; e; z)]}
åßíáé á.á.-ðëÞñåò.

x4B.9. (Ç éäéüôçôá ôçò áíáãùãÞò (reduction) ãéá ôçí êëÜóç ôùí á.á.
óõíüëùí). Äåßîôå üôé áí ôá óýíïëá A êáé Â åßíáé á.á., ôüôå õðÜñ÷ïõí á.á.
óýíïëá A1, B1, ôÝôïéá ðïõ

A1 ⊆ A; B1 ⊆ B; A1 ∪B1 = A ∪B; A1 ∩B1 = ∅:
x4B.10. [Ç éäéüôçôá ôïõ äéá÷ùñéóìïý (separation) ãéá ôçí êëÜóç ôùí

á.á.óõìðëçñùìÜôùí.] Äåßîôå üôé áí ôá A êáé B åßíáé óõìðëçñþìáôá á.á.
óõíüëùí Ac êáéBc êáé A∩B = ∅, ôüôå õðÜñ÷åé áíáäñïìéêü C ðïõ äéá÷ùñßæåé
ôï A áðü ôï B, äçëáäÞ,

A ⊆ C; C ∩B = ∅:

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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C

D

A

B

A1 = (A \B) ∪ C;B1 = (B \A) ∪D

Õðüäåéîç. Åöáñìüóôå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç óôá óõìðëçñþìáôá Ac êáé
Bc.

x4B.11. Ìßá áðü ôéò äýï åðüìåíåò ðñïôÜóåéò áëçèåýåé, åíþ ç Üëëç äåí
áëçèåýåé. Äþóôå áðüäåéîç áõôÞò ðïõ áëçèåýåé êáé áíôéðáñÜäåéãìá áõôÞò
ðïõ äåí áëçèåýåé.

(a) Áí A ⊆ B êáé ôá A;Bc åßíáé á.á., ôüôå õðÜñ÷åé áíáäñïìéêü óýíïëï C
ôÝôïéï ðïõ A ⊆ C ⊆ B.

(b) Áí A ⊆ B êáé ôá Ac; B åßíáé á.á., ôüôå õðÜñ÷åé áíáäñïìéêü óýíïëï
C ôÝôïéï ðïõ A ⊆ C ⊆ B.

4C. ÐáñáãùãéêÜ, äçìéïõñãéêÜ êáé áðëÜ óýíïëá

ÌÝ÷ñé ôþñá, ôá ìüíá á.á., ìç-áíáäñïìéêÜ óýíïëá ðïõ Ý÷ïõìå óõíáíôÞóåé
åßíáé á.á. ðëÞñç, êáé äçìéïõñãåßôáé ç åñþôçóç áí êÜèå á.á. óýíïëï åßíáé Þ
áíáäñïìéêü Þ á.á. ðëÞñåò. Ç åðüìåíç óåéñÜ ïñéóìþí êáé ðñïôÜóåùí (ôïõ
Emil Post) äåß÷íåé üôé ç áðëÞ áõôÞ åéêüíá åßíáé ðïëý ìáêñéÜ áðü ôçí ðñáã-
ìáôéêüôçôá.

4C.1. Ïñéóìüò. Ç óõíÜñôçóç p : N ½ N åßíáé ðáñáãùãéêÞ óõíÜñ-
ôçóç ãéá ôï óýíïëï B áí åßíáé áíáäñïìéêÞ, Ýíá-ðñïò-Ýíá êáé

We ⊆ B=⇒ p(e) ∈ B \We·

êáé ôï óýíïëï B åßíáé ðáñáãùãéêü áí Ý÷åé ðáñáãùãéêÞ óõíÜñôçóç.
Ôï óýíïëï A åßíáé äçìéïõñãéêü áí åßíáé á.á. êáé ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ

Ac = {x ∈ N | x =∈ A}
åßíáé ðáñáãùãéêü.

4C.2. Ðñüôáóç. Ôï K åßíáé äçìéïõñãéêü, ìå ðáñáãùãéêÞ óõíÜñôçóç
ãéá ôï Kc ôçí ôáõôïôéêÞ p(e) = e.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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Áðüäåéîç. ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé

We ⊆ Kc =⇒ e ∈ Kc \We;

äçëáäÞ
(∀t)[t ∈We =⇒ t =∈ K] =⇒ [e =∈We & e =∈ K]:

Ç õðüèåóç ôçò óõíåðáãùãÞò åßíáé

(∀t)[{e}(t)↓ =⇒{t}(t)↑]
êáé ôï óõìðÝñáóìá áðëÜ

{e}(e)↑;
åðåéäÞ

e =∈We ⇐⇒ e =∈ K ⇐⇒ {e}(e)↑·
êáé ç õðüèåóç óõíåðÜãåôáé ôï óõìðÝñáóìá, ãéáôß áí {e}(e)↓ , ôüôå èÝôïíôáò
t = e óôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå {e}(e)↑, ðïõ åßíáé Üôïðï. a

4C.3. Ðüñéóìá. ÊÜèå á.á. ðëÞñåò óýíïëï åßíáé äçìéïõñãéêü.

ÁöÞíïõìå ôçí áðüäåéîç ãéá Üóêçóç, x4C.1.
Ôï áíôßóôñïöï áõôïý ôïõ ðïñßóìáôïò åðßóçò éó÷ýåé êáé äßíåé Ýíá £äïìéêü¤

÷áñáêôçñéóìü ôçò á.á. ðëçñüôçôáò, áëëÜ ç áðüäåéîÞ ôïõ äåí åßíáé ôüóï áðëÞ
êáé èá ôçí áíáâÜëïõìå ãéá ôï åðüìåíï åäÜöéï. Óôï õðüëïéðï áõôïý ôïõ
åäáößïõ êáôáóêåõÜæïõìå á.á. óýíïëá ðïõ äåí åßíáé äçìéïõñãéêÜ, Üñá êáé
ü÷é ðëÞñç.

4C.4. Ðñüôáóç. ÊÜèå ðáñáãùãéêü óýíïëï B Ý÷åé Üðåéñï, á.á. õðïóý-
íïëï.

Áðüäåéîç. Ç éäÝá åßíáé íá ïñßóïõìå ôç óõíÜñôçóç f : N → N ìå ôçí
áíáäñïìÞ

f(0) = e0; üðïõ We0 = ∅
f(x+ 1) = êÜðïéïò êùäéêüò ôïõ Wf(x) ∪ {p(f(x))}

üðïõ ç p(e) åßíáé ç äïóìÝíç ðáñáãùãéêÞ óõíÜñôçóç ãéá ôï B. Áí ôï êáôá-
öÝñïõìå áõôü, ôüôå ìå ìéá åýêïëç åðáãùãÞ äåß÷íïõìå üôé ãéá êÜèå x,

Wf(x) (Wf(x+1) ⊆ B;

Ýôóé ðïõ ôï óýíïëï

A = Wf(0) ∪Wf(1) ∪ : : : = {y | (∃x)[y ∈Wf(x)}
åßíáé á.á., Üðåéñï õðïóýíïëï ôïõ B. Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò áðáéôïýìåíçò
h(w; x) ôÝôïéáò ðïõ

f(x+ 1) = h(f(x); x);
èÝôïõìå ðñþôá

R(e; y; x) ⇐⇒ x ∈We ∨ x = y

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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êáé ðáñáôçñïýìå üôé áõôÞ åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç, Ýôóé ðïõ ãéá êÜðïéï
ĝ,

x ∈We ∪ {y} ⇐⇒ {ĝ}(e; y; x)↓
⇐⇒ {S2

1(ĝ; e; y)}(x)↓ ;
ðïõ óçìáßíåé üôé áí èÝóïõìå

U(e; y) = S2
1(ĝ; e; y);

ôüôå
WU(e;y) = We ∪ {y}:

ÔåëéêÜ ïñßæïõìå
h(w; x) = U(w; p(w));

êáé óôïí ïñéóìü ôçò f ,

f(x+ 1) = h(f(x); x) = U(f(x); p(f(x)))

Ýôóé ðïõ
Wf(x+1) = Wf(x) ∪ {p(f(x))}

üðùò áðáéôïýóå ç áðüäåéîç. a
4C.5. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï A åßíáé áðëü, áí åßíáé á.á. êáé ôï óõìðëÞ-

ñùìÜ ôïõ Ac åßíáé Üðåéñï êáé äåí Ý÷åé Üðåéñï, á.á. õðïóýíïëï, äçëáäÞ

We ∩A = ∅=⇒ ôï We åßíáé ðåðåñáóìÝíï:

4C.6. Èåþñçìá (Emil Post). ÕðÜñ÷åé áðëü óýíïëï.

Áðüäåéîç. Ç ó÷Ýóç

R(x; y) ⇐⇒ y ∈Wx & y > 2x

åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ, Üñá áðü ôï ËÞììá Σ0
1-ÅðéëïãÞò 4A.7 õðÜñ÷åé áíáäñï-

ìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(x) ôÝôïéá ðïõ

(∃y)[y ∈Wx & y > 2x] ⇐⇒ f(x)↓
⇐⇒ f(x)↓ & f(x) ∈Wx & f(x) > 2x:

Ôï áðáéôïýìåíï óýíïëï åßíáé ç åéêüíá ôçò f ,

A = {f(x) | f(x)↓}
= {y | (∃x)[f(x) = y]}
= {y | (∃x)[f(x) = y & 2x < y]};(95)

üðïõ ç ôåëåõôáßá, âáóéêÞ éóüôçôá óõíÜãåôáé áðü ôïí ïñéóìü ôçò ó÷Ýóçò
R(x; y).

(1) Ôï A åßíáé çìéáíáäñïìéêü, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ (åðåéäÞ ôï ãñÜöçìá
ôçò f(x) åßíáé Σ0

1).

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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(2) Ôï óõìðëÞñùìá Ac åßíáé Üðåéñï, åðåéäÞ

y ∈ A & y ≤ 2z =⇒ (∃x)[y = f(x) & 2x < y ≤ 2z]
=⇒ (∃x)[y = f(x) & x < z];

ðïõ óõíåðÜãåôáé üôé ôï ðïëý z áðü ôïõò 2z+1 áñéèìïýò ≤ 2z áíÞêïõí óôï
A· Ýðåôáé üôé êÜðïéïò y ≥ z áíÞêåé óôï óõìðëÞñùìá Ac, êáé áöïý áõôü
éó÷ýåé ãéá êÜèå z, ôï Ac åßíáé Üðåéñï.

(3) Ãéá êÜèå Üðåéñï We, We ∩A 6= ∅, åðåéäÞ

We Üðåéñï =⇒ (∃y)[y ∈We & y > 2e]
=⇒ f(e)↓ & f(e) ∈We

=⇒ f(e) ∈We ∩A: a

4C.7. Ðüñéóìá. Ôá áðëÜ óýíïëá äåí åßíáé á.á. ðëÞñç, Üñá õðÜñ÷åé á.á.,
ìç-áíáäñïìéêü óýíïëï ðïõ äåí åßíáé á.á. ðëÞñåò.

Áðüäåéîç. ¸íá áðëü A äåí ìðïñåß íá åßíáé áíáäñïìéêü, ãéáôß ôüôå ôï
Üðåéñï óõìðëÞñùìÜ ôïõ èá Þôáí á.á. ÷ùñßò íá ôÝìíåé ôï A· êáé äåí ìðïñåß
íá åßíáé á.á. ðëÞñåò, ãéáôß äåí åßíáé äçìéïõñãéêü áðü ôç Ðñüôáóç 4C.4. a

4C. ÁóêÞóåéò

x4C.1. Äåßîôå üôé áí ôï A åßíáé äçìéïõñãéêü, ôï B åßíáé á.á. êáé A ≤1 B,
ôüôå êáé ôï B åßíáé äçìéïõñãéêü.

x4C.2. Äåßîôå üôé áí ôï A åßíáé áðëü êáé ôï B åßíáé á.á., Üðåéñï, ôüôå ç
ôïìÞ A ∩B åßíáé Üðåéñç.

x4C.3∗. Äåßîôå üôé áí ôá A êáé B åßíáé áðëÜ óýíïëá, ôüôå êáé ç ôïìÞ
ôïõò A ∩B åßíáé áðëü óýíïëï.

x4C.4. Ãéá ôéò åðüìåíåò äýï ðñïôÜóåéò, áðïöáóßóôå áí áëçèåýïõí Þ ü÷é,
êáé äéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò ìå áðüäåéîç Þ áíôéðáñÜäåéãìá:

(a) Ãéá êÜèå Üðåéñï á.á. óýíïëï A, õðÜñ÷åé ðëÞñçò, áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç
f , ôÝôïéá ðïõ ãéá êÜèå x,

f(x) > x êáé f(x) ∈ A:
(b) Ãéá êÜèå á.á. óýíïëï B ìå Üðåéñï óõìðëÞñùìá, õðÜñ÷åé ðëÞñçò áíá-

äñïìéêÞ óõíÜñôçóç g, ôÝôïéá ðïõ ãéá êÜèå x,

g(x) > x êáé g(x) =∈ Â:
x4C.5∗. (a) Äåßîôå üôé áí ôï A åßíáé áðëü, ç f(x) åßíáé ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ

êáé Ýíá-ðñïò-Ýíá, êáé ç áíôßóôñïöç åéêüíá f−1[A] Ý÷åé Üðåéñï óõìðëÞñùìá,
ôüôå ôï f−1[A] åßíáé áðëü óýíïëï.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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(b) Äåßîôå üôé áí ðáñáëåßøïõìå ìéá áðü ôéò õðïèÝóåéò ïëéêÞ, Ýíá-ðñïò-
Ýíá, Üðåéñï óõìðëÞñùìá ôïõ f−1[A], ôüôå ôï óõìðÝñáóìá ôïõ (5c) äåí éó÷ýåé
áðáñáßôçôá.

4D. Ôï 2o Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò

Ó' áõôü ôï åäÜöéï èá áðïäåßîïõìå Ýíá áðáôçëÜ áðëü èåþñçìá ôïõ Kleene,
ðïõ üìùò Ý÷åé åêðëçêôéêÜ éó÷õñÝò êáé áðñüïðôåò óõíÝðåéåò óôç èåùñßá ïñé-
óéìüôçôáò (ãåíéêÜ) êáé áêüìç êáé óôç óõíïëïèåùñßá. Åäþ èá ôï ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå ìüíï ãéá ìéá, óçìáíôéêÞ åöáñìïãÞ ôïõ ðïõ ïöåßëåôáé óôïí Myhill
êáé ôáõôßæåé ôá á.á., ðëÞñç êáé ôá äçìéïõñãéêÜ óýíïëá, áëëÜ èá ôï âñïýìå
ðïëý ÷ñÞóéìï êáé áñãüôåñá, óôï ÊåöÜëáéï 6.

4D.1. Èåþñçìá (Ôï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò, Kleene). Ãéá êÜèå áíá-
äñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(z; ~x), õðÜñ÷åé Ýíáò áñéèìüò z∗ ôÝôïéïò ðïõ
ãéá êÜèå ~x,

'z∗(~x) = {z∗}(~x) = f(z∗; ~x):(96)

Åéäéêüôåñá, õðÜñ÷åé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç h(e) (ðïõ åîáñôÜ-
ôáé ìüíï áðü ôï ìÞêïò n ôçò ëßóôáò ~x = x1; : : : ; xn) ôÝôïéá ðïõ áí f = 'e,
ôüôå ç (96) éó÷ýåé ìå z∗ = h(e), äçëáäÞ ãéá üëá ôá e; ~x),

'h(e)(~x) = 'e(h(e); ~x):(97)

Ôï èåþñçìá áðïäßäåé áìÝóùò ìåñéêÝò áðëÝò ðñïôÜóåéò ðïõ äåß÷íïõí üôé ç
êùäéêïðïßçóç ôùí áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí Ý÷åé ðïëëÝò áðñïó-
äüêçôåò (êáé êÜðùò ðåñßåñãåò) éäéüôçôåò.

4D.2. Ðñüôáóç (Ðáñáäåßãìáôá). ÕðÜñ÷ïõí öõóéêïß áñéèìïß z1 { z4 ôÝ-
ôïéïé ðïõ

'z1(x) = z1
'z2(x) = z2 + x
Wz3 = {z3}
Wz4 = {0; : : : ; z4}:

Áðüäåéîç. Ãéá ôï z1, åöáñìüæïõìå ôï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò óôç óõ-
íÜñôçóç

f(z; x) = z
êáé èÝôïõìå z1 = z∗· Ýðåôáé üôé

'z1(x) = f(z1; x) = z1:

Ïé õðüëïéðåò áðïäåßîåéò åßíáé ðáñüìïéåò êáé åîßóïõ áðëÝò. a

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
23 Éïõíßïõ, 2012, 12:49. 103



104 4. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìçôÜ óýíïëá

Áðüäåéîç ôïõ 2ïõ ÈåùñÞìáôïò ÁíáäñïìÞò. Ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç
f(S1

n(z; z); ~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ, êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷åé öõóéêüò c ôÝôïéïò ðïõ

{S1
n(c; z)}(~x) = {c}(z; ~x) = f(S1

n(z; z); ~x)·

ôï èåþñçìá óõíÜãåôáé áð' áõôÞ ôçí åîßóùóç áí èÝóïõìå

z∗ = S1
n(c; c):

Ãéá ôçí éó÷õñüôåñç åêäï÷Þ (97), Ýóôù d êùäéêüò ôÝôïéïò ðïõ

'd(e; z; ~x) = 'e(S1
n(z; z); ~x)

Ýôóé ðïõ ï
c = S1

n+1(d; e)
åßíáé êùäéêüò ôçò 'e(S1

n(z; z); ~x), êáé ç æçôïýìåíç óõíÜñôçóç åßíáé ç

h(e) = S1
n(c; c) = S1

n(S
1
n+1(d; e); S

1
n+1(d; e)): a

Ùò (ðïëý óçìáíôéêüôåñï) ðáñÜäåéãìá ôçò äýíáìçò ôïõ 2ïõ ÈåùñÞìá-
ôïò ÁíáäñïìÞò, äåß÷íïõìå ôï áíôßóôñïöï ôïõ 4C.3, üôé, äçëáäÞ, êÜèå äç-
ìéïõñãéêü óýíïëï åßíáé á.á. ðëÞñåò (êáé êÜôé ðåñéóóüôåñï).

4D.3. Èåþñçìá (Myhill). Ôá åîÞò åßíáé éóïäýíáìá ãéá ôï ôõ÷áßï á.á.
óýíïëï A.

(1) ÕðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç p(e) ôÝôïéá ðïõ

We ∩A = ∅=⇒ [p(e)↓ & p(e) ∈ Ac \We]:

(2) ÕðÜñ÷åé ïëéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç q(e) ôÝôïéá ðïõ

We ∩A = ∅=⇒ q(e) ∈ Ac \We:(98)

(3) Ôï A åßíáé äçìéïõñãéêü, äçëáäÞ ç (98) éó÷ýåé ìå ìéá Ýíá-ðñïò-Ýíá
áíáäñïìéêÞ q(e).

(4) Ôï A åßíáé á.á. ðëÞñåò.
Åéäéêüôåñá, ôï ôõ÷áßï á.á. óýíïëï A åßíáé ðëÞñåò áí êáé ìüíïí áí åßíáé

äçìéïõñãéêü.

Áðüäåéîç. (1) ⇒ (2). Ãéá ôç äïóìÝíç, áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç
p(e), õðÜñ÷åé (áðü ôï 2o Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò) öõóéêüò z ôÝôïéïò ðïõ

{S1
1(z; e)}(t) = 'z(e; t) =

{
'e(t); áí p(S1

1(z; e))↓ ;
⊥; áëëéþò:

ÈÝôïõìå q(e) = p(S1
1(z; e)) ãé' áõôü ôï z êáé ðáñáôçñïýìå üôé ç q(e) åßíáé

ïëéêÞ óõíÜñôçóç, åðåéäÞ

q(e) = p(S1
1(z; e))↑ =⇒ WS1

1(z;e) = ∅ (áðü ôïí ïñéóìü)

=⇒ p(S1
1(z; e))↓ :

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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ÅðéðëÝïí, åöüóïí q(e)↓ , WS1
1(z;e) = We, Üñá

We ∩A = ∅=⇒ q(e) = p(S1
1(z; e)) ∈ Ac \WS1

1(z;e) = Ac \We

ðïõ åßíáé ôï æçôïýìåíï.
(2)⇒ (3) (ÁõôÞ ç óõíåðáãùãÞ äåí åðéêáëåßôáé ôï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò,

êáé èá ìðïñïýóå íá åß÷å äïèåß óôï åäÜöéï 3C.)
Ãéá ôç äïóìÝíç óõíÜñôçóç q(e) ðïõ éêáíïðïéåß ôçí (98), ðáñáôçñïýìå

ðñþôá üôé õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç h(e) ôÝôïéá ðïõ

Wh(e) = We ∪ {q(e)}·
êáé ìåôÜ èÝôïõìå, áíáäñïìéêÜ,

g(0; e) = e
g(i+ 1; e) = h(g(i; e));

Ýôóé ðïõ (åýêïëá, ìå åðáãùãÞ óôï i)

Wg(i+1;e) = We ∪ {q(g(0; e)); q(g(1; e)); : : : ; q(g(i; e))}:
¸ðåôáé üôé ãéá i > 0,

(99) We ∩A = ∅
=⇒ q(g(i; e)) ∈ Ac \ (We ∪ {q(g(0; e)); q(g(1; e)); : : : ; q(g(i− 1; e))});

êáé, åéäéêüôåñá,

We ∩A = ∅=⇒ (∀j < i)[q(g(i; e)) 6= q(g(j; e))]:(100)

ÔåëéêÜ, èÝôïõìå
f(0) = q(0);

êáé ãéá ôïí (áíáäñïìéêü) ïñéóìü ôçò f(e+1), õðïëïãßæïõìå ðñþôá äéáäï÷éêÜ
ôéò ôéìÝò q(g(0; e+1)); : : : ; q(g(e+1; e+1)) êáé èåùñïýìå äýï ðåñéðôþóåéò.

Ðåñßðôùóç 1. Áí ïé ôéìÝò áõôÝò åßíáé üëåò äéáöïñåôéêÝò, ôüôå ìéá áð'
áõôÝò åßíáé äéáöïñåôéêÞ áðü ôéò f(0); : : : ; f(e), êáé èÝôïõìå

j = (�i ≤ (e+ 1))(∀y ≤ e)[q(g(i; e+ 1)) 6= f(y)]
f(e+ 1) = q(g(j; e+ 1)):

Ðåñßðôùóç 2. ÕðÜñ÷ïõí i; j ≤ e + 1, i 6= j, ôÝôïéá ðïõ q(g(i; e + 1)) =
q(g(j; e+ 1)). Ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç èÝôïõìå

f(e+ 1) = max{f(0); : : : ; f(e)}+ 1:

Åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí ïñéóìü üôé ç f(e) åßíáé áíáäñïìéêÞ êáé Ýíá-ðñïò-
Ýíá, êáé ôï ðùò åßíáé ðáñáãùãéêÞ óõíÜñôçóç ãéá ôï Ac Ýðåôáé áìÝóùò áðü
ôéò (100) êáé (99).

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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(3) ⇒ (4). Áí ç q(e) åßíáé ðáñáãùãéêÞ óõíÜñôçóç ãéá ôï Ac êáé ôï B åßíáé
ôõ÷áßï á.á. óýíïëï, ôüôå (áðü ôï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò) õðÜñ÷åé öõóéêüò
z ôÝôïéïò ðïõ

'z(x; t) =

{
1; áí x ∈ B & t = q(S1

1(z; x));
⊥; áëëéþò·

ç óõíÜñôçóç
f(x) = q(S1

1(z; x))
åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá (ùò óýíèåóç ìïíïìïñöéóìþí), êáé áíÜãåé ôï B óôï A,
ùò åîÞò.

Áí x ∈ B, ôüôå WS1
1(z;x) = {q(S1

1(z; x)} = {f(x)}; êáé

f(x) =∈ A =⇒ WS1
1(z;x) ∩A = ∅

=⇒ q(S1
1(z; x)) ∈ Ac \WS1

1(z;x)

=⇒ f(x) ∈ Ac \ {f(x)};
ðïõ åßíáé áíôéöáôéêü· Üñá f(x) ∈ A. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, áí x =∈ B, ôüôå
WS1

1(z;x) = ∅ ⊆ Ac; Üñá f(x) = q(S1
1(z; x)) ∈ Ac. a

4D. ÁóêÞóåéò

x4D.1. Äåßîôå üôé ãéá êÜðïéï z, Wz = {z; z + 1; : : : } = {x | x ≥ z}.
x4D.2. Äåßîôå üôé ãéá êÜðïéï z, 'z(t) = t · z.
x4D.3∗. Áëçèåýïõí Þ ü÷é (ìå áðüäåéîç ôùí áðáíôÞóåùí óáò):

(a) ÕðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(e), ôÝôïéá ðïõ ãéá êÜèå e,

áí ôï We åßíáé Üðåéñï, ôüôå f(e)↓ & f(e) ∈We & f(e) > e:(*)

(b) ÕðÜñ÷åé ïëéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f(e) ðïõ íá éêáíïðïéåß ôçí (*).

x4D.4. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f(z), Þ õðÜñ÷åé
êÜðïéïò z ôÝôïéïò ðïõ ï f(z) íá åßíáé ðåñéôôüò, êáé ãéá üëá ôá x,

'z(x) = f(z + x);

Þ õðÜñ÷åé êÜðïéïò w ôÝôïéïò ðïõ ï f(w) íá åßíáé Üñôéïò, êáé ãéá üëá ôá x,

'w(x) = f(2w + x+ 1):

x4D.5. Áëçèåýåé Þ ü÷é: ãéá êÜèå áíáäñïìéêÞ, ïëéêÞ óõíÜñôçóç f(z)
õðÜñ÷åé êÜðïéïò z ôÝôïéïò ðïõ

Wf(z) = Wz·

áðïäåßîôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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x4D.6. Áëçèåýåé Þ ü÷é: ãéá êÜèå áíáäñïìéêÞ, ïëéêÞ óõíÜñôçóç f(z)
õðÜñ÷åé êÜðïéïò z ôÝôïéïò ðïõ

'f(z)(t) = 'z(t) (t ∈ N)·
áðïäåßîôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

x4D.7. (a) Äåßîôå üôé ãéá êÜèå ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f(x), õðÜñ-
÷åé êÜðïéïò áñéèìüò z ôÝôïéïò ðïõ

Wz = {f(z)}:
(b) Äåßîôå üôé õðÜñ÷åé êÜðïéïò áñéèìüò z ôÝôïéïò ðïõ

'z(z)↓ êáé Wz = {'z(z)}:
x4D.8∗. ¸óôù áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç g(e) ôÝôïéá ðïõ ãéá üëá

ôá e,
áí We = N; ôüôå g(e)↓ ·

äåßîôå üôé õðÜñ÷ïõí áñéèìïß m êáé k, ôÝôïéïé
Wm = {0; 1; : : : ; k} êáé g(m)↓ :

Õðüäåéîç: Åöáñìüóôå ôï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò óôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

f(m;x) =

{
1; áí (∀y ≤ x)¬T1(ĝ;m; y);
⊥; áëëéþò;

üðïõ g(e) = {ĝ}(e).
x4D.9∗. ¸óôù áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç g(e) ôÝôïéá ðïõ ãéá üëá

ôá e,
áí We = ∅; ôüôå g(e)↓ ·

äåßîôå üôé õðÜñ÷åé êÜðïéïò m ôÝôïéïò ðïõ Wm = {m} êáé g(m)↓ .

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

ÁÍÁÄÑÏÌÇ ÊÁÉ ÏÑÉÓÉÌÏÔÇÔÁ

Ó' áõôü ôï êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå ôéò ó÷Ýóåéò óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò
ðïõ ìðïñïýí íá £êáôáóêåõáóôïýí¤ îåêéíþíôáò ìå ôéò áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò
êáé åöáñìüæïíôáò åðáíåéëçììÝíá ôïõò ôåëåóôÝò ôçò ðñùôïâÜèìéáò ëïãé-
êÞò. ÂáóéêÜ ðïñßóìáôá áõôÞò ôçò ìåëÝôçò åßíáé ôá êëáóéêÜ èåùñÞìáôá
ôùí Tarski, G�odel êáé Church óôá åäÜöéá 5B, 5C

5A. Ç áñéèìçôéêÞ éåñáñ÷ßá

Ïé çìéáíáäñïìéêÝò (Σ0
1) ó÷Ýóåéò åßíáé ôçò ìïñöÞò

(∃y)Q(~x; y)

ìå êÜðïéá áíáäñïìéêÞ Q(~x; y), êáé Ýôóé £áðÝ÷ïõí¤ (óå ðïëõðëïêüôçôá) ìüëéò
Ýíá õðáñîéáêü ðïóïäåß÷ôç áðü ôéò áðïêñßóéìåò (áíáäñïìéêÝò) ó÷Ýóåéò. Ï
åðüìåíïò ïñéóìüò åßíáé ÷ñÞóéìï åñãáëåßï ãéá ôç ôáîéíüìçóç ðïëýðëïêùí,
áíáðïêñßóéìùí ó÷Ýóåùí.

5A.1. Ïñéóìüò (Ç áñéèìçôéêÞ éåñáñ÷ßá). Ïé êëÜóåéò (óýíïëá) ó÷Ý-
óåùí Σ0

k, Π0
k, ∆0

k ïñßæïíôáé ìå ôç åîÞò áíáäñïìÞ:

Σ0
1 : ïé çìéáíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò

Π0
k = ¬Σ0

k : ïé áñíÞóåéò (óõìðëçñþìáôá) ôùí ó÷Ýóåùí óôï Σ0
k

Σ0
k+1 = ∃Π0

k : ïé ó÷Ýóåéò ðïõ éêáíïðïéïýí ìéá éóïäõíáìßá
P (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y); üðïõ ç Q(~x; y) åßíáé Π0

k

∆0
k = Σ0

k ∩Π0
k : ïé ó÷Ýóåéò ðïõ åßíáé Σ0

k êáé Π0
k:

Ôï ôõ÷áßï óýíïëï A ⊆ N åßíáé óå ìéá áð' áõôÝò ôéò êëÜóåéò Γ áí ç ó÷Ýóç
x ∈ A áíÞêåé óôçí Γ.

5A.2. ÊáíïíéêÝò ìïñöÝò. Ïé êëÜóåéò áõôÝò ôçò áñéèìçôéêÞò éåñáñ÷ßáò
(ðñïöáíþò) ÷áñáêôçñßæïíôáé áðü ôéò åîÞò £êáíïíéêÝò ìïñöÝò¤, ìå ôçí Ýííïéá
üôé ìéá ó÷Ýóç P (~x) áíÞêåé óôçí êëÜóç Γ áí åßíáé éóïäýíáìç ìå ôç êáíïíéêÞ
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ìïñöÞ ãéá ôçí Γ, ãéá êÜðïéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç Q:

Σ0
1 : (∃y)Q(~x; y)

Π0
1 : (∀y)Q(~x; y)

Σ0
2 : (∃y1)(∀y2)Q(~x; y1; y2)

Π0
2 : (∀y1)(∃y2)Q(~x; y1; y2)

Σ0
3 : (∃y1)(∀y2)(∃y3)Q(~x; y1; y2; y3)

...

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí ç ó÷Ýóç P (~x) åßíáé Π0
2, ôüôå, áðü ôïõò ïñéóìïýò,

P (~x) ⇐⇒ ¬P1(~x) ìå P1 ∈ Σ0
2;

⇐⇒ ¬(∃y1)P3(~x; y1) ìå P3 ∈ Π0
1;

⇐⇒ ¬(∃y1)¬P4(~x; y1) ìå P4 ∈ Σ0
1;

⇐⇒ ¬(∃y1)¬(∃y2)Q(~x; y1; y2) ìå Q áíáäñïìéêÞ;
⇐⇒ (∀y1)(∃y2)Q(~x; y1; y2)

5A.3. Èåþñçìá. (1) Ãéá êÜèå k ≥ 1, ïé êëÜóåéò Σ0
k, Π0

k êáé ∆0
k åßíáé

êëåéóôÝò ãéá áíáäñïìéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò êáé ãéá ôïõò ôåëåóôÝò &, ∨, ∃≤
êáé ∀≤. ÅðéðëÝïí:

• Ç êëÜóç ∆0
k åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôçí Üñíçóç ¬.

• Ç êëÜóç Σ0
k åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôïí õðáñîéáêü ðïóïäåß÷ôç ∃.

• Ç êëÜóç Π0
k åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôïí êáèïëéêü ðïóïäåß÷ôç ∀.

(2) Ãéá êÜèå k ≥ 1,

Σ0
k ⊆ ∆0

k+1;(101)

êáé åðïìÝíùò ïé áñéèìçôéêÝò êëÜóåéò éêáíïðïéïýí ôï åîÞò äéÜãñáììá óõ-
ìðåñéëÞøåùí:

Σ0
1 Σ0

2 Σ0
3

⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆
∆0

1 ∆0
2 ∆0

3 · · ·
⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆

Π0
1 Π0

2 Π0
3

Áðüäåéîç. Ðñþôá äåß÷íïõìå ôçí êëåéóôüôçôá üëùí ôùí áñéèìçôéêþí
êëÜóåùí ãéá áíáäñïìéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò, ìå åðáãùãÞ óôï k· ç ðñüôáóç
åßíáé ãíùóôÞ ãéá k = 1 áðü ôçí Ðñüôáóç 4A.5, êáé åðáãùãéêÜ (ãéá ôçí
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ðåñßðôùóç Σ0
k+1) õðïëïãßæïõìå:

P (~x) ⇐⇒ R(f1(~x); : : : ; fn(~x))
⇐⇒ (∃y)Q(f1(~x); : : : ; fn(~x); y)

üðïõ Q ∈ Π0
k, áðü ôïí ïñéóìü

⇐⇒ (∃y)Q′(~x; y)
üðïõ Q′ ∈ Π0

k áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç:
Ôá õðüëïéðá ôïõ (1) äåß÷íïíôáé åýêïëá, ìå åðáãùãÞ óôï k êáé åöáñìïãÝò
ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí ôçò áðüäåéîçò ôçò Ðñüôáóçò 4A.5.

Ôï (2) äåß÷íåôáé ìå åðáãùãÞ óôï k, üðïõ óôç âÜóç, áí
P (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y)

ìå ôçí Q áíáäñïìéêÞ, ôüôå ç P åßíáé óßãïõñá Σ0
2, áöïý êÜèå áíáäñïìéêÞ

ó÷Ýóç åßíáé Π0
1, áëëÜ åßíáé êáé Π0

2, áöïý, ðñïöáíþò,
P (~x) ⇐⇒ (∀z)(∃y)Q(~x; y)

êáé ç ó÷Ýóç
Q1(~x; z; y) ⇐⇒ Q(~x; y)

åßíáé áíáäñïìéêÞ. Ç áðüäåéîç óôï åðáãùãéêü âÞìá åßíáé áêñéâþò ßäéá, êáé
ïé óõìðåñéëÞøåéò ôïõ äéáãñÜììáôïò óõíÜãïíôáé åýêïëá áðü ôçí (101) êáé
ôåôñéììÝíïõò óõëëïãéóìïýò. a

Ðéï åíäéáöÝñïí åßíáé ôï åðüìåíï èåþñçìá ðïõ äéêáéþíåé ôçí åðïíïìáóßá
£éåñáñ÷ßá¤ ãéá ôéò êëÜóåéò Σ0

k, Π0
k:

5A.4. Èåþñçìá (Èåþñçìá ÁñéèìçôéêÞò Éåñáñ÷ßáò, Kleene). (1) (Áðá-
ñßèìçóç ôïõ Σ0

k) Ãéá êÜèå k ≥ 1 êáé êÜèå n ≥ 1, õðÜñ÷åé (n+ 1)-ìåëÞò
ó÷Ýóç Sk;n(e; ~x) óôçí êëÜóç Σ0

k ðïõ áðáñéèìåß ôéò n-ìåëåßò, Σ0
k ó÷Ýóåéò,

äçëáäÞ: ç ôõ÷áßá P (~x) åßíáé Σ0
k áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜðïéï e,

P (~x) ⇐⇒ Sk;n(e; ~x):
(2) (Áðáñßèìçóç ôïõ Π0

k) Ãéá êÜèå k ≥ 1 êáé êÜèå n ≥ 1, õðÜñ÷åé (n+ 1)-
ìåëÞò ó÷Ýóç Pk;n(e; ~x) óôçí êëÜóç Π0

k ðïõ áðáñéèìåß ôéò n-ìåëåßò, Π0
k

ó÷Ýóåéò, äçëáäÞ: ç ôõ÷áßá P (~x) åßíáé Π0
k áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜðïéï e,

P (~x) ⇐⇒ Pk;n(e; ~x):
(3) (Éåñáñ÷ßá) Ïé óõìðåñéëÞøåéò ôïõ äéáãñÜììáôïò óôçí Ðñüôáóç 5A.3

åßíáé üëåò áõóôçñÝò, äçëáäÞ:

Σ0
1 Σ0

2 Σ0
3

( ( ( ( ( (
∆0

1 ∆0
2 ∆0

3 · · ·
( ( ( ( ( (

Π0
1 Π0

2 Π0
3

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
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Áðüäåéîç. Ãéá ôá (1) êáé (2) èÝôïõìå áíáäñïìéêÜ

S1;n(e; ~x) ⇐⇒ (∃y)Tn(e; ~x; y)
Pk;n(e; ~x) ⇐⇒ ¬Sk;n(e; ~x)

Sk+1;n(e; ~x) ⇐⇒ (∃y)Pk;n+1(e; ~x; y);

êáé ïé áðïäåßîåéò åßíáé åýêïëåò, ìå åðáãùãÞ óôï k. Ãéá ôï (3), ðáñáôçñïýìå
üôé ç £äéáãþíéá¤ ó÷Ýóç

Dk(x) ⇐⇒ Sk;1(x; x

åßíáé Σ0
k êáé äåí ìðïñåß íá åßíáé Π0

k, ãéáôß, áí Þôáíå, ôüôå ãéá êÜðïéï e èá
åß÷áìå,

¬Sk;1(x; x) ⇐⇒ Sk;1(e; x)
ðïõ åßíáé Üôïðï ãéá ôï x = e. ¸ðåôáé üôé ãéá êÜèå k, õðÜñ÷ïõí ó÷Ýóåéò ðïõ
åßíáé Σ0

k áëëÜ äåí åßíáé Π0
k, êáé áð' áõôü óõíÜãåôáé åýêïëá ç áõóôçñüôçôá

üëùí ôùí óõìðåñéëÞøåùí ôïõ äéáãñÜììáôïò. a
5A.5. (ÐëÞñçò) ôáîéíüìçóç ìéáò ó÷Ýóçò P (~x) óôçí áñéèìçôéêÞ éåñáñ÷ßá

åßíáé ï êáèïñéóìüò ôçò £åëÜ÷éóôçò¤ áñéèìçôéêÞò êëÜóçò óôçí ïðïßá áíÞêåé
ç P (~x), äçëáäÞ ç áðüäåéîç ðñüôáóçò ôçò ìïñöÞò

P ∈ Σ0
k \Π0

k Þ P ∈ Π0
k \ Σ0

k Þ P ∈ ∆0
k+1 \ (Σ0

k ∪Π0
k)

ãéá êÜðïéï k. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôï 4B.10 äåßîáìå üôé

{e |We 6= ∅} ∈ Σ0
1 \Π0

1:

Ç ðëÞñçò ôáîéíüìçóç ìéáò ó÷Ýóçò åßíáé óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò ðïëý äý-
óêïëç, êáé óõ÷íÜ áñêïýìáóôå óôïí õðïëïãéóìü êÜðïéïõ £Üíù öñÜãìáôïò¤,
äçëáäÞ êÜðïéïõ k ôÝôïéïõ ðïõ P ∈ Σ0

k Þ P ∈ Π0
k. Ç âáóéêÞ ìÝèïäïò ãéá ôïí

õðïëïãéóìü £êÜôù öñÜãìáôïò¤, üôáí áõôü åßíáé åöéêôü, åßíáé ç áðüäåéîç üôé
ç äïóìÝíç ó÷Ýóç åßíáé ðëÞñçò óå êÜðïéá êëÜóç Σ0

k Þ Π0
k üðùò óôï åðüìåíï

áðïôÝëåóìá.

5A.6. Ðñüôáóç. (1) Ôï óýíïëï F = {e | ç 'e åßíáé ïëéêÞ} åßíáé Π0
2

áëëÜ äåí åßíáé Σ0
2.

(2) Ôï óýíïëï Fin = {e | ôï We åßíáé ðåðåñáóìÝíï} åßíáé Σ0
2 \Π0

2.

Áðüäåéîç. (1) Ôï Üíù öñÜãìá åßíáé ðñïöáíÝò, áöïý

e ∈ F ⇐⇒ (∀x)(∃y)T1(e; x; y):

Ãéá íá äåßîïõìå (ìå áðáãùãÞ óå Üôïðï) üôé ôï F äåí åßíáé Σ0
2, èåùñïýìå

ìéá ôõ÷áßá Π0
2 ó÷Ýóç, ðïõ éêáíïðïéåß ôçí éóïäõíáìßá

P (x) ⇐⇒ (∀u)(∃v)Q(x; u; v)

ìå êÜðïéá áíáäñïìéêÞ Q(x; u; v), êáé èÝôïõìå

f(x; u) = �vQ(x; u; v):

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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Áí f̂ åßíáé êùäéêüò ôçò (áíáäñïìéêÞò) f(x; u; v), ôüôå

P (x) ⇐⇒ (∀u)[f(x; u)↓ ]

⇐⇒ (∀u)[{S1
1(f̂ ; x)}(u)↓ ]

⇐⇒ S1
1(f̂ ; x) ∈ F·

Ýðåôáé üôé áí ôï F Þôáí Σ0
2, ôüôå êÜèå Π0

2 ó÷Ýóç èá Þôáí Σ0
2, ðïõ áíôéôßèåôáé

óôï Èåþñçìá Éåñáñ÷ßáò 5A.4 (3).
(2) Ôï Üíù öñÜãìá åßíáé ðÜëé ðñïöáíÝò,

e ∈ Fin ⇐⇒ (∃k)(∀x)[x ∈We =⇒x ≤ k]:

Ãéá ôï êÜôù öñÜãìá, Ýóôù P (x) ôõ÷áßá Σ0
2 ó÷Ýóç, Ýôóé ðïõ

P (x) ⇐⇒ (∃u)(∀v)Q(x; u; v)

ìå êÜðïéá áíáäñïìéêÞ Q. ÈÝôïõìå

g(x; u) = �y(∀i ≤ u)¬Q(x; i; (y)i);

Ýôóé ðïõ áí ï ĝ åßíáé êùäéêüò ôçò g, ôüôå

(∃u)(∀v)Q(x; u; v) ⇐⇒ {u | g(x; u)↓} åßíáé ðåðåñáóìÝíï
⇐⇒ {u | {ĝ}(x; u)↓} åßíáé ðåðåñáóìÝíï

⇐⇒ {u | {S1
1(ĝ; x)}(u)↓} åßíáé ðåðåñáóìÝíï;

äçëáäÞ
P (x) ⇐⇒ S1

1(ĝ; x) ∈ Fin·
áëëÜ áõôü óõíåðÜãåôáé üôé ôï Fin äåí åßíáé Π0

2, ãéáôß áí Þôáí, ôüôå êÜèå Σ0
2

ó÷Ýóç èá Þôáí Π0
2, ðïõ åßíáé Üôïðï. a

5A. ÁóêÞóåéò

x5A.1. ÔáîéíïìÞóôå óôçí áñéèìçôéêÞ éåñáñ÷ßá ôï óýíïëï

A = {e |We ⊆ {0; 1}}:
x5A.2. ÔáîéíïìÞóôå óôçí áñéèìçôéêÞ éåñáñ÷ßá ôï óýíïëï

C = {e | ôï We åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé ìç-êåíü}:
x5A.3. ÔáîéíïìÞóôå óôçí áñéèìçôéêÞ éåñáñ÷ßá ôï óýíïëï

B = {x | õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé ôï ðëÞèïò äßäõìïé ðñþôïé ≥ x};
üðïõ ï y åßíáé äßäõìïò ðñþôïò áñéèìüò áí ï y êáé ï y + 2 åßíáé êáé ïé äýï
ðñþôïé.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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x5A.4. ÔáîéíïìÞóôå óôçí áñéèìçôéêÞ éåñáñ÷ßá ôç ó÷Ýóç

Q(e;m) ⇐⇒ 'e v 'm
⇐⇒ (∀x)['e(x)↓ =⇒ ['m(x)↓ & 'e(x) = 'm(x)]]:

x5A.5. ÔáîéíïìÞóôå óôçí áñéèìçôéêÞ éåñáñ÷ßá ôï óýíïëï

A = {e | ôï We Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí e ìÝëç}:
x5A.6. ÔáîéíïìÞóôå óôçí áñéèìçôéêÞ éåñáñ÷ßá ôï óýíïëï äåéêôþí £Üíù

öñáãìÝíùí¤ áíáäñïìéêþí, ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí,

B = {e | ãéá êÜðïéï w êáé üëá ôá x; 'e(x)↓ =⇒'e(x) ≤ w}:
x5A.7. ¸óôù A ôõ÷áßï, áíáäñïìéêü óýíïëï ôÝôïéï ðïõ A ( N· ôáîéíï-

ìÞóôå óôçí áñéèìçôéêÞ éåñáñ÷ßá ôï óýíïëï

Â = {e |We ⊆ A}:
x5A.8. (a) Äåßîôå üôé ç ó÷Ýóç

C(e) ⇐⇒ ôï We åßíáé á.á. ðëÞñåò

åßíáé áñéèìçôéêÞ, êáé ôïðïèåôÞóôå áõôÞ ôç ó÷Ýóç óå êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï
óýíïëï Σ0

k Þ Π0
k, üóï ðéï ÷áìçëÜ óôçí áñéèìçôéêÞ éåñáñ÷ßá ìðïñåßôå. (Ìçí

ðñïóðáèÞóôå íá äåßîåôå üôé ç ôáîéíüìçóÞ óáò åßíáé ðëÞñçò.)
(b) ÊÜíôå ôï ßäéï ãéá ôç ó÷Ýóç

D(e) ⇐⇒ ôï We åßíáé äçìéïõñãéêü:

x5A.9. Äåßîôå üôé ôï ãñÜöçìá

Gf (~x;w) ⇐⇒ f(~x) = w

ôõ÷áßáò ïëéêÞò óõíÜñôçóçò f(~x) åßíáé Σ0
k áí êáé ìüíïí áí åßíáé ∆0

k.

x5A.10∗. Ç ïëéêÞ óõíÜñôçóç f(~x) åßíáé ïñéáêÜ áíáäñïìéêÞ (limit re-
cursive) áí õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ, ïëéêÞ óõíÜñôçóç g(m;~x) ôÝôïéá ðïõ

f(~x) = lim
m→∞

g(m;~x);

üðïõ ôï üñéï áêïëïõèßáò öõóéêþí ïñßæåôáé ùò óõíÞèùò,

lim
m→∞

am = w ⇐⇒ (∃k)(∀m ≥ k)[am = w]:

Äåßîôå üôé ç ôõ÷áßá ïëéêÞ f(~x) åßíáé ïñéáêÜ áíáäñïìéêÞ áí êáé ìüíïí áí
ôï ãñÜöçìá Gf ôçò f(~x) åßíáé ∆0

2.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
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5B. ÁñéèìçôéêÝò ó÷Ýóåéò êáé ôï Èåþñçìá ôïõ Tarski

Âáóéêüò óôü÷ïò ìáò ó' áõôü êáé ôï åðüìåíï ôï åäÜöéï åßíáé íá äåßîïõìå
ôá êëáóéêÜ èåùñÞìáôá áíáðïêñéóéìüôçôáò ôùí Tarski, G�odel êáé Church
ãéá ôéò Ýííïéåò ôçò áëÞèåéáò êáé ôçò áðüäåéîçò óôçí (ïëéêÞ) Üëãåâñá

N = (N; 0; 1;+; ·);(102)

äçëáäÞ ôçí êëáóéêÞ ðñùôïâÜèìéá äïìÞ ôùí öõóéêþí áñéèìþí ìå ðñüóèåóç
êáé ðïëëáðëáóéáóìü. Èá îåêéíÞóïõìå ìå ìéá óýíôïìç åðéóêüðçóç ôùí ó÷å-
ôéêþí ïñéóìþí áðü ôçí ðñùôïâÜèìéá ëïãéêÞ ãéá ïëéêÝò Üëãåâñåò

M = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK)

ðïõ åßíáé ãåíéêåýóåéò (êáé ìéêñÝò ðáñáëëáãÝò) ôùí ïñéóìþí óôï åäÜöéï 2A.

5B.1. Ç ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá L = L(0; 1; f1; : : : ; fK): óýíôáîç. Ç
L åßíáé ìéêñÞ ðáñáëëáãÞ ôçò R(M) ðïõ ïñßóáìå óôï åäÜöéï 2A, áëëÜ èá
åðáíáëÜâïõìå (óõíïðôéêÜ) ôïõò ó÷åôéêïýò ïñéóìïýò ãéá íá äéåõêñéíßóïõìå
ðëÞñùò ôéò äéáöïñÝò. Ç L Ý÷åé

áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò: v0; v1; : : : ;

áôïìéêÝò óôáèåñÝò: 0; 1

óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò: f1; : : : ; fK (arity(fi) = ni)

ôá óçìåßá óôßîåùò: ; ( )

ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò: =

êáé ôá óýìâïëá ôçò ðñùôïâÜèìéáò ëïãéêÞò: ¬ & ∨ → ∃ ∀
Ðáñáôçñïýìå üôé ç L(0; 1; f1; : : : ; fK) äéáöÝñåé áðü ôçí R(M) ùò åîÞò: äåí

Ý÷åé áôïìéêÝò óôáèåñÝò, Ýôóé ðïõ äåí êÜíåé êáìßá óõãêåêñéìÝíç áíáöïñÜ
óôï óýíïëï Ì · äåí ðáñÝ÷åé óýìâïëéóìü ãá ôç äéáêëÜäùóç· êáé, ôï êõñéü-
ôåñï, ðáñÝ÷åé óõìâïëéóìü ãéá ôåëåóôÝò ôçò ðñïôáóéáêÞò êáé ðñùôïâÜèìéáò
ëïãéêÞò.

Ïé óôáèåñÝò 0 êáé 1 êáé ïé áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò (ùò áêïëïõèßåò ìÞ-
êïõò 1) åßíáé áñ÷éêïß üñïé, êáé ïé (áãíïß, ñçôïß) üñïé ïñßæïíôáé áíáäñï-
ìéêÜ, îåêéíþíôáò ìå ôïõò áñ÷éêïýò üñïõò êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá óõíáñôç-
óéáêÜ óýìâïëá, Ýôóé ðïõ êÜèå üñïò ðïõ äåí åßíáé áñ÷éêüò åßíáé ôçò ìïñöÞò
fi(A1; : : : ; Ani) üðïõ ïé A1; : : : ; Ani åßíáé üñïé ìéêñüôåñïõ ìÞêïõò. Ìå ôï
óõíïðôéêü ôñüðï ðïõ äþóáìå ôïí áíÜëïãï ïñéóìü üñùí ãéá ìåñéêÝò Üëãå-
âñåò óôçí (44),

A :≡ vi | 0 | 1 | fi(A1; : : : ; Ani)(103)

Áñ÷éêïß ôýðïé åßíáé ïé ëÝîåéò ôçò ìïñöÞò

A1 = A2
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üðïõ ïé A1, A2 åßíáé üñïé, êáé ïé ôýðïé ôçò L ïñßæïíôáé áíáäñïìéêÜ, îå-
êéíþíôáò ìå ôïõò áñ÷éêïýò ôýðïõò êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò ôåëåóôÝò ôçò
ëïãéêÞò, Ýôóé ðïõ êÜèå ôýðïò ðïõ äåí åßíáé áñ÷éêüò åßíáé óå ìéá áðü ôçò
ìïñöÝò

¬(�1) (�1) & (�2) (�1) ∨ (�2) (�1) → (�2) ∃vi(�1) ∀vi(�1)

üðïõ ïé �1, �2 åßíáé ôýðïé ìéêñüôåñïõ ìÞêïõò. ÓõíïðôéêÜ:

(104) � :≡ A1 = A2 | ¬(�1) | (�1) & (�2) | (�1) ∨ (�2) | (�1) → (�2)

| ∃vi(�1) | ∀vi(�1)

Ïé ðïóïäåßêôåò ∃ êáé ∀ äçìéïõñãïýí ìåñéêÜ êáéíïýñãéá öáéíüìåíá óôç
ãëþóóá ðïõ äåí õðÜñ÷ïõí óôçí (ãåíéêÜ) áðëïýóôåñç ãëþóóá R(M) ðïõ
Ý÷åé ìüíï üñïõò. Ç åìöÜíéóç (åããñáöÞ) ìéáò ìåôáâëçôÞò vj óôïí ôýðï �
åßíáé åëåýèåñç áí ï � åßíáé áñ÷éêüò, Þ (áíáäñïìéêÜ) áí ï � åßíáé Ýíáò áðü
ôïõò ôýðïõò óôçí (104) êáé ç åìöÜíéóç ôçò vj åßíáé åëåýèåñç óôïí �1 Þ óôïí
�2, áëëÜ, óôçí ôåëåõôáßåò äýï ðåñéðôþóåéò j 6= i· åìöáíßóåéò ôçò vj ðïõ äåí
åßíáé åëåýèåñåò åßíáé äåóìåõìÝíåò, êáé ðñïôÜóåéò åßíáé ïé ôýðïé ðïõ äåí
Ý÷ïõí êáìßá åëåýèåñç åìöÜíéóç ìåôáâëçôÞò.

5B.2. Ç ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá L = L(f1; : : : ; fK): óçìáóéïëïãßá.
¼ðùò óôï åäÜöéï 2A, áðïôßìçóç óôçí Üëãåâñá M åßíáé ç ôõ÷áßá óõíÜñôçóç

� : {v0; v1; : : : } → N

ðïõ áíáèÝôåé óôç êÜèå ìåôáâëçôÞ vi Ýíá óôïé÷åßï �(vi) ∈ M , êáé ç ôéìÞ
valM(t; �) ôïõ üñïõ A óôçí M ãéá ôçí áðïôßìçóç � ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ
ìå ôïí ðñïöáíÞ ôñüðï:

valM(0; �) = 0 valM(1; �) = 1 valM(vi; �) = �(vi)
valM(fi(A1; : : : ; Ani); �) = fi(valM(A1; �); : : : ;valM(Ani ; �))

Ç åñìçíåßá ôùí ôýðùí êáèïñßæåôáé áðü ôç êëáóéêÞ ó÷Ýóç éêáíïðïßçóçò
(satisfaction) ôïõ Tarski áíÜìåóá óå ôýðïõò, êáé áðïôéìÞóåéò ðïõ ïñßæåôáé
áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò:

M; � |= t1 = t2 ⇐⇒ valM(t1; �) = valM(t2; �)

M; � |= ¬(�1) ⇐⇒ M; � 6|= �1

M; � |= (�1) & (�2) ⇐⇒ M; � |= �1 êáé M; � |= �2

M; � |= (�1) ∨ (�2) ⇐⇒ M; � |= �1 Þ M; � |= �2

M; � |= (�1) → (�2) ⇐⇒ M; � 6|= �1 Þ M; � |= �2

M; � |= ∃vi(�1) ⇐⇒ õðÜñ÷åé x ∈M ôÝôïéïò ðïõ M; �{vi := x} |= �1

M; � |= ∀vi(�1) ⇐⇒ ãéá êÜèå x ∈M;M; �{vi := x} |= �1;
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üðïõ

�{vi := x}(vj) =

{
x; áí j = i;
�(vj); áëëéþò, áí i 6= j

åßíáé ç åíçìÝñùóç ôçò áðïôßìçóçò � ìå ôçí £áíÜèåóç¤ vi := x.
ÂáóéêÞ éäéüôçôá ôïõ ïñéóìïý ôïõ Tarski åßíáé üôé ç áëÞèåéá ôçò ó÷Ýóçò

M; � |= � åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôéò ôéìÝò ôçò � óôéò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò
ôïõ �, äçëáäÞ

(∀i)[ç vi åßíáé åëåýèåñç óôïí �=⇒�1(vi) = �2(vi)]
=⇒ [M; �1 |= � ⇐⇒ M; �2 |= �]:

Áõôü äåß÷íåôáé åýêïëá ìå åðáãùãÞ óôïí ôýðï �, êáé óõíåðÜãåôáé üôé áí ï �
åßíáé ðñüôáóç (÷ùñßò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò), ôüôå ç ó÷Ýóç M; � |= � åßíáé
áíåîÜñôçôç áðü ôçí áðïôßìçóç �, êáé ìðïñïýìå íá ôçí ðáñáëåßøïõìå áðü
ôï óõìâïëéóìü,

M |= � ⇐⇒ ãéá êÜðïéá �;M; � |= �
⇐⇒ ãéá êÜèå �;M; � |= �:(ðñüôáóç �)

5B.3. Ïñéóìüò. Ï ôýðïò � ïñßæåé ôç n-ìåëÞ ó÷Ýóç R(~x) ìå ôéò ìå-
ôáâëçôÝò v1; : : : ; vn óôçí Üëãåâñá M, áí ç áêïëïõèßá v1; : : : ; vn ðåñéÝ÷åé
üëåò ôéò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò ôïõ � êáé ãéá üëá ôá x1; : : : ; xn ∈M ,

R(x1; : : : ; xn) ⇐⇒ M; {v1 := x1; : : : ; vn := xn} |= �·(105)

ôåëéêÜ, ìéá ó÷Ýóç R(~x) åßíáé áðëÞ (elementary) Þ ðñùôïâÜèìéá (�rst-order
de�nable) óôçí Üëãåâñá M áí ïñßæåôáé áðü êÜðïéï ôýðï ìå êÜðïéá áêïëïõ-
èßá ìåôáâëçôþí, êáé ìéá óõíÜñôçóç f : Mn →M åßíáé áðëÞ áí ôï ãñÜöçìÜ
ôçò (85) åßíáé áñéèìçôéêÞ ó÷Ýóç.

5B.4. ÁñéèìçôéêÝò ó÷Ýóåéò êáé óõíáñôÞóåéò. Åäþ åíäéáöåñüìáóôå
éäéáßôåñá óôçí åñìçíåßá ôçò ðñùôïâÜèìéáò ãëþóóáò L(+; ·) óôçí Üëãåâñá
N ôçò áñéèìçôéêÞò (102), óôçí ïðïßá ï ïñéóìüò ôùí üñùí ðáßñíåé ôçí åîÞò,
áðëÞ ìïñöÞ:

A :≡ vi | 0 | 1 | (A1) + (A2) | (A1) · (A2)

Ïé ðñùôïâÜèìéåò ó÷Ýóåéò êáé óõíáñôÞóåéò ôçò N êáëïýíôáé áñéèìçôéêÝò,
êáé ãé' áõôÝò èá ÷ñåéáóôïýìå (ó÷åäüí) ìüíï ôïí åîÞò ÷áñáêôçñéóìü, ðïõ
äåß÷íåôáé åýêïëá áðü ôïõò ïñéóìïýò:

5B.5. Èåþñçìá. Ôï óýíïëï ôùí áñéèìçôéêþí ó÷Ýóåùí åßíáé ôï åëÜ÷é-
óôï óýíïëï ó÷Ýóåùí A óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

(1) Ïé ó÷Ýóåéò

x = y; x = 0; x = 1; x+ y = z; x · y = z

åßíáé óôï A.
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(2) Ôï A åßíáé êëåéóôü ãéá áíôéêáôáóôÜóåéò ìå ôéò ðñïâïëÝò Pni (~x) êáé
ôïõò ôåëåóôÝò ôçò ëïãéêÞò, ¬, &, ∨, ∃, ∀.

¸ðåôáé üôé ç ó÷Ýóç ôçò áíéóüôçôáò

x ≤ y ⇐⇒ (∃z)[x+ z = y]

åßíáé áñéèìçôéêÞ, êáé üôé ôï óýíïëï ôùí áñéèìçôéêþí ó÷Ýóåùí åßíáé êëåéóôü
ãéá áñéèìçôéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò, áöïý

P (f1(~x); : : : ; fm(~x))
⇐⇒ (∃w1) · · · (∃wm)[f1(~x) = w1 & · · · & fm(~x) = wm & P (w1; : : : ; wm)]:

ÐÝñáí áõôïý, èá åðéêáëåóôïýìå åðßóçò ìåñéêÝò (êáôÜ ôï ðëåßóôïí ðñïöá-
íåßò) éäéüôçôåò ôçò ó÷Ýóçò ôçò éêáíïðïßçóçò óôçí N ðïõ áðïññÝïõí åýêïëá
áðü ôïí ïñéóìü ôçò.

Ãéá ôï åðüìåíï, âáóéêü Èåþñçìá (ðïõ äéêáéïëïãåß ôçí ïíïìáóßá £áñéè-
ìçôéêÞ éåñáñ÷ßá¤ ãéá ôéò êëÜóåéò óõíüëùí Σ0

k, Π0
k), ÷ñåéáæüìáóôå ôï åîÞò,

áðëü ËÞììá áðü ôçí áñéèìïèåùñßá, ðïõ ìáò äßíåé ìéá (áêüìç!) êùäéêïðïßçóç
áêïëïõèéþí, áõôÞ ôç öïñÜ áñéèìçôéêÞ:

5B.6. ËÞììá (Ç óõíÜñôçóç � ôïõ G�odel). Ç óõíÜñôçóç

�(a; b; i) = rm(a; 1 + (i+ 1)b)

åßíáé áñéèìçôéêÞ, êáé ãéá êÜèå áêïëïõèßá áñéèìþí w0; : : : ; wy, õðÜñ÷ïõí
öõóéêïß áñéèìïß a êáé b, ôÝôïéïé ðïõ

wi = �(a; b; i) (i = 0; : : : ; y):

Áðüäåéîç. Ç óõíÜñôçóç �(a; b; i) åßíáé áñéèìçôéêÞ, åðåéäÞ

�(a; b; i) = w ⇐⇒ (∃c)[a = (1 + (i+ 1)b)c+ w & w < 1 + (i+ 1)b]:

Ãéá ôï äåýôåñï éó÷õñéóìü ôïõ ËÞììáôïò, Ýóôù

d = max(w0; : : : ; wy; y) + 1
b = d !
zi = 1 + (i+ 1)b = 1 + (i+ 1)d ! (i = 0; : : : ; y):

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé áñéèìïß z0; z1; : : : ; zy åßíáé ó÷åôéêþò ðñþôïé, äçëáäÞ äåí
õðÜñ÷åé ðñþôïò áñéèìüò ðïõ íá äéáéñåß äýï áð' áõôïýò· ãéáôß áí ï p åßíáé
ðñþôïò êáé êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí zi êáé zj ìå i < j ≤ y, ôüôå:

1. p > d, áëëéþò p|d !, êáé áõôü åßíáé Üôïðï, áöïý p|1 + (i+ 1)d !, êáé
2. ï p äéáéñåß ôç äéáöïñÜ (j − i)d !, Üñá p|(j − i) Þ p|d !,

êáé áõôü åßíáé Üôïðï, áöïý j − i ≤ y < d < p êáé ï p äåí äéáéñåß ôï d !,
üðùò óôï 1. ÔåëéêÜ, ôï ëåãüìåíï ÊéíÝæéêï Èåþñçìá Õðïëïßðùí âåâáéþíåé
üôé áöïý w0 < z0; : : : ; wy < zy, õðÜñ÷åé êÜðïéïò a ôÝôïéïò ðïõ

w0 = rm(a; z0) = �(a; b; 0); : : : ; wy = rm(a; zy) = �(a; b; y): a
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5B.7. Èåþñçìá. (1) ÊÜèå ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé áñéè-
ìçôéêÞ.

(2) Ç ôõ÷áßá ó÷Ýóç åßíáé áñéèìçôéêÞ áí êáé ìüíïí áí åßíáé Σ0
k, ãéá êÜðïéï

k, äçëáäÞ

A =
⋃
k Σ0

k =
⋃
k Π0

k:

Áðüäåéîç. (1) Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ïé S, Cnq êáé Pni åßíáé áñéèìç-
ôéêÝò, êáé üôé ôï óýíïëï ôùí áñéèìçôéêþí óõíáñôÞóåùí åßíáé êëåéóôü ãéá
óýíèåóç êáé ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ, êáé áð' áõôÜ ìüíï ôï ôåëåõôáßï äåí åßíáé
ôåôñéììÝíï.

Ðáñáôçñïýìå üôé áí ç f(y; ~x) ïñßæåôáé ìå ôçí ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ

f(0; ~x) = g(~x)
f(y + 1; ~x) = h(f(y; ~x); y; ~x);

ôüôå, áðü ôç ëåãüìåíç £Dedekind áíÜëõóç ôçò áíáäñïìÞò¤,

f(y; ~x) = w ⇐⇒ (∃w0; : : : ; wy)[g(~x) = w0 & w = wy
& (∀i < y)[h(wi; i; ~x) = wi+1]]·

áõôü åßíáé ðñïöáíÝò, ìå wi = f(i; ~x) ãéá ôç êáôåýèõíóç (⇒), êáé ìå åðáãùãÞ
óôï i ≤ y ãéá ôç êáôåýèõíóç (⇐). ¸ðåôáé, áðü ôï ËÞììá, üôé

f(y; ~x) = w ⇐⇒ (∃a)(∃b)[g(~x) = �(a; b; 0) & w = �(a; b; y)
(∀i < y)[h(�(a; b; i); i; ~x) = �(a; b; i+ 1)]]

ðïõ óõíåðÜãåôáé áìÝóùò, áðü ôéò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ôïõ A üôé ç f(y; ~x)
åßíáé áñéèìçôéêÞ.

(2) Ç óõìðåñßëçøç Σ0
k ⊆ A åßíáé áðëÞ, ìå åðáãùãÞ óôï k, êáé ç áíôß-

óôñïöç óõìðåñßëçøç A ⊆ ⋃
k Σ0

k óõíÜãåôáé áðü ôï ÷áñáêôçñéóìü 5B.5. a
5B.8. Áñéèìçôéêïðïßçóç. Ìå êÜèå óýìâïëï c ôçò ðñùôïâÜèìéáò ãëþó-

óáò ôçò áñéèìçôéêÞò L = L(+; ·) óõó÷åôßæïõìå Ýíá öõóéêü áñéèìü [c] ìå ôçí
áðëÞ áðáñßèìçóç,

0 1 + · = ¬ & ∨ → ∃ ∀ ( ) ; v0 v1 : : :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 : : :

Ýôóé ðïõ [∃] = 9, [v0] = 14, ê.ëð.· êáé êùäéêïðïéïýìå ôïõò ôýðïõò ùò ðå-
ðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò áðü óýìâïëá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò êÜðïéá, óôáèåñÞ,
ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç áêïëïõèéþí,

[s0s1 · · · sn] = 〈[s0]; [s1]; : : : ; [sn]〉;
ð.÷.,

[∃v2(0 = v2)] = 〈[∃]; [v2]; [(]; [0]; [=]; [v2]; [)]〉:
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Ìå ôéò ìåèüäïõò ôïõ Êåöáëáßïõ 3, äåí åßíáé äýóêïëï íá äåßîïõìå üôé ïé âáóé-
êÝò ìåôáìáèçìáôéêÝò, óõíôáêôéêÝò ó÷Ýóåéò ôçò ãëþóóáò åßíáé ðñùôïãåíþò
áíáäñïìéêÝò, ð.÷., ïé

Ôýðïò(a) ⇐⇒ ï a åßíáé êùäéêüò ôýðïõ
Åëåýèåñç(a; i) ⇐⇒ ï a åßíáé êùäéêüò ôýðïõ �

êáé ç vi åìöáíßæåôáé åëåýèåñç óôïí �
Ðñüôáóç(f) ⇐⇒ o a åßíáé êùäéêüò ðñüôáóçò;

ê.ëð. ÔåëéêÜ èÝôïõìå

(106) Truth = Truth(N)

= {a | ï a åßíáé êùäéêüò ðñüôáóçò ðïõ áëçèåýåé óôçí N}:
Áõôü åßíáé ôï óýíïëï öõóéêþí áñéèìþí ðïõ êùäéêïðïéåß üëåò ôéò (ðñùôïâÜè-
ìéåò) £áñéèìçôéêÝò áëÞèåéåò¤ { êÜèå óçìáíôéêÞ ðñüôáóç ôçò èåùñßáò áñéèìþí
ðïõ áëçèåýåé Ý÷åé ôïí êùäéêü ôçò óôï Truth.

5B.9. ËÞììá. ÊÜèå áñéèìçôéêÞ ó÷Ýóç R(~x) áíÜãåôáé óôï óýíïëï Truth,
äçëáäÞ õðÜñ÷åé (Ýíá-ðñïò-Ýíá) áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f(~x) ôÝôïéá ðïõ

R(~x) ⇐⇒ f(~x) ∈ Truth:(107)

Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå öõóéêü x ïñßæïõìå ôïí üñï ∆(x) ìå ôçí áíáäñïìÞ,
∆(0) = 0; ∆(x+ 1) = (∆(x)) + (1);

Ýôóé ðïõ ï ∆(x) åßíáé êëåéóôüò (÷ùñßò ìåôáâëçôÝò) êáé Ý÷åé ôçí ßäéá ôéìÞ
ãéá êÜèå áðïôßìçóç �,

val(∆(x); �) = x:
¸ðåôáé (åýêïëá, áðü ôéò óõíèÞêåò ôïõ Tarski) üôé ãéá êÜèå ôýðï � ìå åëåý-
èåñåò ìåôáâëçôÝò óôç ëßóôá v1; : : : ; vn,

N; {v1 := x1; : : : ; vn := xn} |= �

⇐⇒ N |= (∃v1) · · · (∃vn)[v1 = ∆(x1) & · · · & vn = ∆(xn) & �]

⇐⇒ [(∃v1) · · · (∃vn)[v1 = ∆(x1) & · · · & vn = ∆(xn) & �]] ∈ Truth·

êáé åðïìÝíùò, áí ï ôýðïò � ïñßæåé ôç ó÷Ýóç R(~x) óýìöùíá ìå ôçí (105),
ôüôå ç (107) éó÷ýåé ìå ôç óõíÜñôçóç

f(~x) = [(∃v1) · · · (∃vn)[v1 = ∆(x1) & · · · & vn = ∆(xn) & �]]

ðïõ åßíáé, åýêïëá, áíáäñïìéêÞ êáé Ýíá-ðñïò-Ýíá. a
5B.10. Èåþñçìá ôïõ Tarski. Ôï óýíïëï Truth äåí åßíáé áñéèìçôéêü,

êáé åðïìÝíùò ïýôå áíáäñïìéêü.

Áðüäåéîç. Áí ôï Truth Þôáí áñéèìçôéêü, ôüôå èá Þôáí Σ0
k, ãéá êÜðïéï

k, êáé åðïìÝíùò, áðü ôï ËÞììá, êÜèå áñéèìçôéêÞ ó÷Ýóç èá Þôáí Σ0
k, ðïõ

áíôéôßèåôáé óôï Èåþñçìá Éåñáñ÷ßáò 5A.4 (3). a
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Ãéá ôçí éóôïñéêÞ áêñßâåéá, ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå åäþ üôé ï Tarski
áðÝäåéîå ìüíï ôï ðñþôï ìÝñïò ôïõ èåùñÞìáôïò, üôé ôï óýíïëï Truth äåí
åßíáé áñéèìçôéêü, êáé äåí Þôáí êáí óå èÝóç íá äåßîåé ôï äåýôåñï ìÝñïò,
åðåéäÞ äåí Þîåñå üôé ôá áíáäñïìéêÜ óýíïëá åßíáé áñéèìçôéêÜ { üðùò åðßóçò
äåí Þîåñå êáé ôç ó÷Ýóç áíÜìåóá óå áíáäñïìéêüôçôá êáé õðïëïãéóéìüôçôá,
äçëáäÞ ôï Áßôçìá Church-Turing.

5C. Ôá èåùñÞìáôá ôùí G�odel êáé Church

Ôá äýï áõôÜ èåìåëéáêÜ áðïôåëÝóìáôá Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå ôç âáóéêÞ
Ýííïéá ôçò ôõðéêÞò áðüäåéîçò ôçò ëïãéêÞò, ðïõ äåí åßíáé óôï èÝìá ìáò, áëëÜ
áðëÝò £ðáñáöñÜóåéò¤ ôïõò åßíáé åýêïëá ðïñßóìáôá ôçò èåùñßáò áíáäñïìéêþí
óõíáñôÞóåùí êáé áîßæåé íá ôéò åêèÝóïõìå åäþ.

5C.1. ÁðïäåéêôéêÜ óõóôÞìáôá. ÃåíéêÜ, ôõðéêÞ áðüäåéîç (óôçí áñéè-
ìçôéêÞ) åßíáé ìéá áêïëïõèßá áðü ôýðïõò

�0; : : : ; �n;

ôÝôïéá ðïõ êÜèå �i åßíáé áîßùìá (ôçò ëïãéêÞò Þ ôçò áñéèìçôéêÞò) Þ óõíÜãåôáé
ìå êÜðïéï êáíüíá ôçò ëïãéêÞò Þ ôçò áñéèìçôéêÞò áðü êÜðïéá �j1 ; : : : ; �jl ìå
j1; : : : ; jl < i, êáé ï ôåëåõôáßïò ôýðïò �n åßíáé ðñüôáóç, ôï £óõìðÝñáóìá¤
ôçò áðüäåéîçò. Áðïäåéêôéêü óýóôçìá (proof system) P åßíáé ìéá áõóôçñÞ
äéáôýðùóç ôùí áðáñáßôçôùí £áîéùìÜôùí¤ êáé £êáíüíùí¤ ðïõ ìáò êáèïñßæïõí
ðïéåò áêïëïõèßåò ôýðùí åßíáé £áðïäåßîåéò¤, êáé ôá èåùñÞìáôá ôïõ P åßíáé ôá
óõìðåñÜóìáôá ôùí áðïäåßîåþí ôïõ,

`P � ⇐⇒ õðÜñ÷åé áðüäåéîç �0; : : : ; �n óôï P ìå �n ≡ �:

ÕðÜñ÷ïõí, âÝâáéá ôåôñéììÝíá áðïäåéêôéêÜ óõóôÞìáôá, ð.÷., áõôü üðïõ
êÜèå áêïëïõèßá ôýðùí (ðïõ ôåëåéþíåé ìå ðñüôáóç) åßíáé áðüäåéîç, Þ ôï Üëëï
üðïõ ïé áðïäåßîåéò åßíáé üëåò ïé áêïëïõèßåò ìÞêïõò 1, ìå ìßá, áëçèÞ ðñüôáóç
�! ¢îéá ìåëÝôçò üìùò åßíáé ôá áðïäåéêôéêÜ óõóôÞìáôá ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò
åîÞò äýï, âáóéêÝò éäéüôçôåò:

(1) Ïñèüôçôá (áñéèìçôéêÞ åãêõñüôçôá): Ãéá êÜèå ðñüôáóç �, áí `P �,
ôüôå N |= �, Ýôóé ðïõ ôá èåùñÞìáôá ôïõ P íá åßíáé üëá áëçèÞ.

(2) Áðïêñéóéìüôçôá ãéá áðïäåßîåéò: Ç ó÷Ýóç

ProofP(y) ⇐⇒ (∃�0; : : : ; �n ∈ P)[y = 〈[�0]; : : : ; [�n]〉]
åßíáé áíáäñïìéêÞ.

Ç äåýôåñç óõíèÞêç åêöñÜæåé (ìå ôï Áßôçìá Church-Turing) ôç âáóéêÞ
ðñáêôéêÞ ôùí ìáèçìáôéêþí, üôé ï éó÷õñéóìüò ôïõ ÔÜäå üôé Ý÷åé áðïäåßîåé
êÜðïéï èåþñçìá (ôçí ýðáñîç áðåßñùí ôï ðëÞèïò äéäýìùí ðñþôùí, ãéá ðá-
ñÜäåéãìá), ìðïñåß íá £åëåã÷èåß¤ | õðÜñ÷åé ãåíéêÞ ìÝèïäïò ðïõ áðïöáóßæåé
áí áõôÜ ðïõ ëÝåé ï ÔÜäå áðïôåëïýí áõóôçñÞ áðüäåéîç ôïõ éó÷õñéóìïý ôïõ
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Þ ü÷é, óýìöùíá ìå ôá áîéþìáôá êáé ôïõò êáíüíåò ôçò ëïãéêÞò ðïõ Ý÷ïõìå
áðïäå÷ôåß.

ÕðÜñ÷åé êáé ìéá ôñßôç éäéüôçôá ðïõ èá èÝëáìå íá Ý÷åé ôï éäáíéêü áðïäåé-
êôéêü óýóôçìá:

(3) Ðëçñüôçôá: Ãéá êÜèå ðñüôáóç �,

`P � Þ `P ¬�:
Óôï ðñþôï ôñßôï ôïõ 20ïõ áéþíá Ýãéíáí ðïëëÝò ðñïóðÜèåéåò íá âñåèåß Ýíá

áðïäåéêôéêü óýóôçìá ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ ðïõ íá åßíáé ïñèü, áðïêñßóéìï ãéá
áðïäåßîåéò êáé ðëÞñåò, ðïõ èá êùäéêïðïéïýóå ü,ôé ÷ñåéÜæåôáé áðü ôç ëïãéêÞ
ãéá íá ëýóïõìå üëá ôá ðñïâëÞìáôá ôçò èåùñßáò áñéèìþí. Ïé ðñïóðÜèåéåò
áõôÝò áðÝôõ÷áí, êáé äåí ìðïñïýóáí íá ðåôý÷ïõí:

5C.2. Èåþñçìá Áðëçñüôçôáò (ìç-ðëçñüôçôáò) ôïõ G�odel. Äåí õðÜñ-
÷åé áðïäåéêôéêü óýóôçìá ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ ðïõ íá åßíáé ïñèü, áðïêñßóéìï
ãéá áðïäåßîåéò êáé ðëÞñåò.

Áðüäåéîç. Áí ôï P Ý÷åé êáé ôéò ôñåéò áõôÝò éäéüôçôåò, ôüôå ãéá êÜèå
ðñüôáóç �

`P �=⇒N |= �

åðåéäÞ ôï óýóôçìá åßíáé áñéèìçôéêÜ Ýãêõñï, êáé

N |= �=⇒N 6|= ¬�
=⇒ 6`P ¬� (ïñèüôçôá)
=⇒ `P � (ðëçñüôçôá):

¸ðåôáé üôé

Truth = {[�] |`P �}
= {e | Ðñüôáóç(e) & (∃y)[ProofP(y) & e = last(y)]};

êáé Ýôóé ôï óýíïëï Truth åßíáé Σ0
1, áðü ôçí õðüèåóç ôçò áðïêñéóéìüôçôáò

ãéá áðïäåßîåéò ôïõ P, ðïõ áíôéôßèåôáé óôï Èåþñçìá ôïõ Tarski 5B.10. a
Ç áëÞèåéá Þ ü÷é ôïõ ÁéôÞìáôïò Church-Turing äåí ðáßæåé ñüëï óôéò óõ-

ãêåêñéìÝíåò åöáñìïãÝò ôïõ ÈåùñÞìáôïò Áðëçñüôçôáò, åðåéäÞ óôç ðñÜîç,
ôá óõãêåêñéìÝíá óõóôÞìáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé áðü ìáèçìáôéêïýò êáé
Ý÷ïõí ìåëåôçèåß åßíáé üëá áðïêñßóéìá ãéá áðïäåßîåéò | áêñéâþò åðåéäÞ ç
óõíèÞêç (2) åßíáé öõóéêÞ.

Ãéá íá äéáôõðþóïõìå ôï Èåþñçìá ôïõ Church, åðéóôñÝöïõìå óôç ðñùôï-
âÜèìéá ãëþóóá L(f1; : : : ; fK) óå áõèáßñåôï ëåîéëüãéï (f1; : : : ; fK), êáé ãéá
ôçí ôõ÷áßá ðñüôáóç � ôçò L(f1; : : : ; fK) èÝôïõìå

|= � ⇐⇒ ãéá êÜèå Üëãåâñá M, M |= �
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êáé êáëïýìå ôçí � Ýãêõñç (valid) áí |= �. Ôï êëáóéêü Èåþñçìá Ðëçñü-
ôçôáò ôïõ G�odel äçëþíåé üôé

|= � ⇐⇒ ç � åßíáé èåþñçìá ôçò êëáóéêÞò, ðñùôïâÜèìéáò ëïãéêÞò;
êáé Ý÷åé ùò ðüñéóìá üôé ãéá êÜèå ëåîéëüãéï f1; : : : ; fK , ôï óýíïëï ôùí (êù-
äéêþí ôùí) Ýãêõñùí ðñïôÜóåùí ôçò L(f1; : : : ; fK) åßíáé çìéáíáäñïìéêü (ìå
ôçí ðñïöáíÞ êùäéêïðïßçóç). Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ:

5C.3. Èåþñçìá ôïõ Church. Ãéá êÜðïéá L(f1; : : : ; fK), ôï ðñüâëçìá
áí ç ôõ÷áßá ðñüôáóç � åßíáé Ýãêõñç åßíáé áíåðßëõôï.

Õðüäåéîç. ¸óôù
E = (f0; f1; : : : ; fK)

ôõ÷áßï, ðñùôïãåíÝò áíáäñïìéêü ðñüãñáììá óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü 1B.16.
Äåí åßíáé äýóêïëï íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá ðñüôáóç

�E = �1 & · · · & �n
óôçí L(f1; : : : ; fK) ðïõ £åêöñÜæåé ôõðéêÜ¤ ôïõò ïñéóìïýò óôï E· áí, ð.÷., ôï
óýìâïëï ðñïâïëÞò P3

2 åìöáíßæåôáé óôï E, ôüôå êÜðïéá áðü ôéò �i åßíáé ç

(∀v1)(∀v2)(∀v3)[P3
2(v1; v2:v3) = v2];

êáé áí ç f ïñßæåôáé óôï E ìå ôç ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ
f(0) = 5

f(y + 1) = h(f(y); y);
ôüôå êÜðïéá áðü ôéò �i åßíáé ç

f(0) = ∆(5) & (∀v1)[f(S(v1)) = h(f(v1); v1)]:
Ìå áõôü ôïí ïñéóìü, Ýðåôáé ÷ùñßò ìåãÜëç äõóêïëßá üôé ãéá êÜèå óõíÜñôçóç
fi ðïõ ïñßæåôáé óôï E êáé üëïõò ôïõò ~x = x1; : : : ; xn; w ∈ N,

f i(~x) = w ⇐⇒ ` �E → fi(∆(x1); : : : ;∆(xn)) = ∆(w):

ÔåëéêÜ, åöáñìüæïõìå áõôü ôï ËÞììá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç fK åßíáé ç
÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôçò ó÷Ýóçò T1(x; x; y) êáé äåß÷íïõìå (åýêïëá
ðéá) üôé ç áðïêñéóéìüôçôá ôçò ó÷Ýóçò åãêõñüôçôáò ïäçãåß óå Üôïðï. a
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6

ÁÍÁÄÑÏÌÉÊÁ ÓÕÍÁÑÔÇÓÉÁÊÁ ÊÁÉ
ÕÐÏËÏÃÉÓÔÅÓ ÐÑÁÎÅÉÓ

Ó' áõôü ôï êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå ãåíéêåõìÝíá ðñïãñÜììáôá, £áíáéôéï-
êñáôéêÜ¤ êáé ìå £åîùôåñéêÝò¤ (åëåýèåñåò) óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò, êáé
èá äéåñåõíÞóïõìå ôéò åöáñìïãÝò ôïõò (êõñßùò) óôç èåùñßá £õðïëïãßóéìùí
óõíáñôçóéáêþí¤. Ôá ðåñéóóüôåñá áðïôåëÝóìáôá ðïõ èá äåßîïõìå éó÷ýïõí
ãéá üëåò ôéò ìåñéêÝò Üëãåâñåò, áëëÜ ôá öáéíüìåíá ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí åì-
öáíßæïíôáé ðëÞñùò óôçí êëáóéêÞ Üëãåâñá N0 = (N; 0; 1; S;Pd) êáé óôéò
åðåêôÜóåéò ôçò, ìå ôéò ïðïßåò êáé èá áó÷ïëçèïýìå.

6A. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñôçóéáêÜ

6A.1. Ïñéóìüò. ÃåíéêåõìÝíï áíáäñïìéêü ðñüãñáììá ôçò N0 åßíáé
ôï ôõ÷áßï óýóôçìá áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí

(e0) æ0(~x0) = E0 (= Å0[æ0; : : : ; æk; î1; : : : ; îl])
...

(ek) æk(~xk) = Ek (= Åk[æ0; : : : ; æk; î1; : : : ; îl])
(E)

üðïõ ïé óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò æ0; : : : ; æk; î1; : : : ; îl åßíáé äéáöïñåôéêÝò
ìåôáîý ôïõò (üðùò óôï âáóéêü ïñéóìü óôï åäÜöéï 2B), áëëÜ ôï E ðáñÝ÷åé
ïñéóìïýò ìüíï ãéá ôéò åóùôåñéêÝò (äåóìåõìÝíåò) ìåôáâëçôÝò æ0; : : : ; æk,
åíþ åðéôñÝðåé êáé ôçí åìöÜíéóç ôùí åîùôåñéêþí (åëåýèåñùí) ìåôáâëçôþí
î1; : : : ; îl óôïõò áãíïýò üñïõò E1; : : : ; Ek, üðùò õðïäåßîáìå ìå ôïí (ðñï-
óùñéíü) óõìâïëéóìü Ei[æ0; : : : ; æk; î1; : : : ; îl]. ¸íá ôÝôïéï ðñüãñáììá åñ-
ìçíåýåôáé öõóéêÜ óå ôõ÷áßåò åðåêôÜóåéò

(N0; p1; : : : ; pl) = (N; 0; 1; S;Pd ; p1; : : : ; pl)

ôçò N0, áí èåùñÞóïõìå äçëáäÞ ôéò ìåôáâëçôÝò î1; : : : ; îl ùò óôáèåñÝò ðïõ
ïíïìÜæïõí ôéò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò p1; : : : ; pl, üðùò ïé f1; : : : ; fK ïíïìÜæïõí
ôéò äïóìÝíåò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò f1; : : : ; fK ìéáò ìåñéêÞò Üëãåâñáò. Ìå ôï
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óõìâïëéóìü ôçò (57) êáé ìéá ðñïöáíÞ ðáñáëëáãÞ ôïõ, èÝôïõìå

(108) �E(~x; p1; : : : ; pl) = w
⇐⇒ (N0; p1; : : : ; pl); E ` æ0(~x) = w ìå î1 := p1; : : : ; îl := pl

⇐⇒ E;~î := ~p ` æ0(~x) = w;

üðïõ, ãåíéêüôåñá, ãéá êÜèå åóùôåñéêÞ ìåôáâëçôÞ æ ôïõ E,

(109) E;~î := ~p ` æ(~x) = w
⇐⇒ (N0; p1; : : : ; pl); E ` æ(~x) = w ìå î1 := p1; : : : ; îl := pl:

Åäþ ï óõìâïëéóìüò ðáñáëåßðåé ôçí áíáöïñÜ óôçí Üëãåâñá N0 åöüóïí áõôÞ
åßíáé ç ìüíç Üëãåâñá ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ó' áõôü ôï êåöÜëáéï, áëëÜ
äåß÷íåé ôçí áðïôßìçóç î1 := p1; : : : ; îl := pl ôùí åîùôåñéêþí ìåôáâëçôþí:
áõôÞ åßíáé ÷ñÞóéìç, åðåéäÞ ðïëëÝò öïñÝò èá åñìçíåýóïõìå ôï ôï ßäéï ðñü-
ãñáììá ìå äéáöïñåôéêÝò |üëåò ôéò äõíáôÝò| áðïôéìÞóåéò ôùí åîùôåñéêþí
ìåôáâëçôþí ôïõ.

Ôá ìç-ãåíéêåõìÝíá ðñïãñÜììáôá (÷ùñßò åîùôåñéêÝò óõíáñôçóéáêÝò ìåôá-
âëçôÝò) êáëïýíôáé áõôüíïìá.

6A.2. ÓõíáñôçóéáêÜ. Ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç �(~x; ~p) óôçí (108) åßíáé ðá-
ñÜäåéãìá óõíáñôçóéáêïý (óôï N), äçëáäÞ ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò ðïõ äÝ÷åôáé
ùò ôéìÝò åéóüäïõ öõóéêïýò áñéèìïýò êáé ðëåéïìåëåßò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò,
êáé (üôáí óõãêëßíåé) áðïäßäåé ôéìÞ óôï N. Åðéðñüóèåôá ðáñáäåßãìáôá:

�1(~x) = f(~x) (üðïõ f : Nn * N);
�2(p; r) = p(0) (p : N* N; q : N2 * N);

evaln(~x; p) = p(~x):

Ôï �1 äéåõêñéíßæåé üôé äåí åßíáé áðáñáßôçôç ç åîÜñôçóç åíüò óõíáñôçóéáêïý
áðü ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò, Ýôóé ðïõ êÜèå ìåñéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé óõíáñôç-
óéáêü· êáé ôï �2 åßíáé ðáñÜäåéãìá óõíáñôçóéáêïý ìå åßóïäï ÷ùñßò öõóéêïýò
áñéèìïýò { ìüíï ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå äéìåëÞ ìå-
ñéêÞ óõíÜñôçóç r, ìå S(x) = x+ 1 êáé " ôçí £êåíÞ¤ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç,

�2(S; r) = S(0) = 1; �2("; r) = "(0) = ⊥:
Ôï evaln åßíáé ßóùò ôï áðëïýóôåñï ìç-ôåôñéììÝíï óõíáñôçóéáêü ôçò (n-
ìåëïýò) êëÞóçò, ð.÷.,

eval1(x; S) = S(x) = x+ 1; eval3(x; y; z; P 3
2 ) = P 3

2 (x; y; z) = y:

6A.3. Ïñéóìüò. Ôï ôõ÷áßï óõíáñôçóéáêü �(~x; ~p) åßíáé áíáäñïìéêü, áí
õðïëïãßæåôáé áðü êÜðïéï áíáäñïìéêü ðñüãñáììá E ìå åîùôåñéêÝò ìåôáâëç-
ôÝò î1; : : : ; îl, äçëáäÞ � = �E óôçí (108), Þ, éóïäýíáìá,

�(~x; p) = w ⇐⇒ E;~î := ~p ` æ(~x) = w

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
ÐñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç 2á.1, ðñü÷åéñï, ãåìÜôï ëÜèç.
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ãéá êÜðïéá åóùôåñéêÞ ìåôáâëçôÞ æ ôïõ Å. ÈÝôïõìå

R = ôï óýíïëï ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôçóéáêþí;

ðñïöáíþò ÷ùñßò áíôßöáóç ìå ôïí ðñïçãïýìåíï ïñéóìü ôïõ óõìâïëéóìïý.

6A.4. ËÞììá. (a) Ç êëÜóç R ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôçóéáêþí ðåñé-
ëáìâÜíåé üëåò ôéò áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé ôá óõíáñôçóéáêÜ
êëÞóçò evaln, êáé åßíáé êëåéóôÞ ãéá óýíèåóç

�(~x; ~p) = �(1(~x; ~p); : : : ; m(~x; ~p); ~p);

äéáêëÜäùóç

�(~x; ~p) = áí (�1(~x; ~p) = 0) ôüôå �2(~x; ~p) áëëéþò �3(~x; ~p);

êáé åëá÷éóôïðïßçóç

�(y; ~x; ~p) = (�i ≥ y)[�(i; ~x; ~p) = 0]:

(b) Ç R åßíáé êëåéóôÞ ãéá £ñçôïýò¤ ïñéóìïýò ôçò ìïñöÞò

�(x1; : : : ; xn; p1; : : : ; pm) = �(xa1 ; : : : ; xak ; pb1 ; : : : ; pbl);(110)

üðïõ a1; : : : ; ak, b1; : : : ; bl åßíáé áêïëïõèßåò áðü ôïõò äåßêôåò 1; : : : ; n êáé
1; : : : ;m.

Áðüäåéîç. Ôï evaln(~x; p) õðïëïãßæåôáé áðü ôï ðñüãñáììá

f(~x) = î(~x)

ìå ôçí åîùôåñéêÞ ìåôáâëçôÞ î êáé ôçí áðïôßìçóç î := p, êáé ãéá ôá Üëëá
ìÝñç ôïõ (a), ôá åðé÷åéñÞìáôá åßíáé áêñéâþò áõôÜ ôùí 2C.3 êáé 2D.1.

Ôï (b) äéêáéïëïãåß ôçí ðñüóèåóç íÝùí ìåôáâëçôþí êáé ôçí £ôáõôïðïßçóç¤
Üëëùí, ð.÷., ïñéóìïýò ôçò ìïñöÞò

�(x; z; y; p; q; r) = �(y; x; y; y; p; r; r; p)

êáé ç áðüäåéîÞ ôïõ åßíáé åýêïëç, ¢óêçóç x6A.1. a
Ìå áõôü ôï ËÞììá êáé ôéò ìåèüäïõò ôïõ Êåöáëáßïõ 2, ìðïñïýìå íá äåß-

îïõìå åýêïëá |óõíÞèùò ìå áðëÞ åðéóêüðçóç| ôçí áíáäñïìéêüôçôá ðïë-
ëþí óõíáñôçóéáêþí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí ôï �(y; x; q) åßíáé áíáäñïìéêü, ôüôå
áíáäñïìéêü åßíáé êáé ôï

�(x; y; p; q) = áí (�(y; y; q) = 0) ôüôå y + 1 áëëéþò p(2y; x)(111)

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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üðïõ ç p åßíáé äéìåëÞò, ìå ôçí åîÞò ëåðôïìåñÞ áðüäåéîç: èÝôïõìå ðñþôá
�1(x; y; p; q) = �(y; y; q) (ñçôÜ)
�2(x; y; p; q) = = S(y) = y + 1 (ñçôÜ)
�1(x; y; p) = 2y (ñçôÜ)
�2(x; y; p) = P 1

1 (x) = x (ñçôÜ)
�3(x; y; p) = eval2(�1(x; y; p); �2(x; y; p); p) = p(2y; x) (óýíèåóç)

�3(x; y; p; q) = �3(x; y; p) = p(2y; x) (ñçôÜ);
êáé ìåôÜ ìå äéáêëÜäùóç,
�(x; y; p; q) = áí (�1(x; y; p; q) = 0) ôüôå �2(x; y; p; q) áëëéþò �3(x; y; p; q):
Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò üìùò, ï åõêïëüôåñïò ôñüðïò íá äåßîïõìå üôé êÜðïéï
óõíáñôçóéáêü åßíáé áíáäñïìéêü åßíáé áðü ôïí ïñéóìü | íá ãñÜøïõìå êÜðïéï
ðñüãñáììá ðïõ ôï õðïëïãßæåé.

6A. ÁóêÞóåéò

x6A.1. Äåßîôå ôï ìÝñïò (b) ôïõ ËÞììáôïò 6A.4.

6B. ÁíáéôéïêñáôéêÞ áíáäñïìÞ

Óôïí ïñéóìü 2B.4 áöçñçìÝíùí ìç÷áíþí åðéôñÝøáìå áíáéôéïêñáôéêÝò ó÷Ý-
óåéò ìåôáâÜóåùí, Ýôóé ðïõ ôá åðé÷åéñÞìáôá õðÝñ ôïõ ÁéôÞìáôïò Church-
Turing óôï åäÜöéï 3B íá åßíáé üóï ôï äõíáôüí éó÷õñüôåñá, áëëÜ ìÝ÷ñé ôþñá
äåí Ý÷ïõìå ìåëåôÞóåé áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêÜ ðñïãñÜììáôá· Ý÷ïõí êáé
áõôÜ ôéò åöáñìïãÝò ôïõò.

6B.1. Ïñéóìüò. Áíáéôéïêñáôéêü áíáäñïìéêü ðñüãñáììá åßíáé ôï ôõ-
÷áßï óýóôçìá ïñéóìþí

(e0) æ0(~x0) = Å0

...
(ek) æk(~xk) = Åk

(E)

üðùò óôïí Ïñéóìü 6A.1, üðïõ ôþñá åðéôñÝðïõìå ðåñéóóüôåñïõò áðü Ýíáí
ïñéóìü ãéá ôéò åóùôåñéêÝò óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò. ×ñçóéìïðïéïýìå ôïí
ßäéï óõìâïëéóìü ãéá ôÝôïéá, ãåíéêåõìÝíá ðñïãñÜììáôá, ïé åóùôåñéêÝò êáé
åîùôåñéêÝò ìåôáâëçôÝò ôïõò ïñßæïíôáé üðùò ðñéí, êáé ïé êáôáóôÜóåéò, ïé
õðïëïãéóìïß êáé ïé ôåñìáôéêïß õðïëïãéóìïß áíáéôéïêñáôéêþí ðñïãñáììÜôùí
ïñßæïíôáé áêñéâþò üðùò êáé ãéá ôá áéôéïêñáôéêÜ ðñïãñÜììáôá óôï åäÜöéï 2B
ìüíï ðïõ ôþñá åðéôñÝðïõìå ôçí ýðáñîç ðïëëþí õðïëïãéóìþí ìå ôçí ßäéá
åßóïäï. ×áñáêôçñéóôéêü áõôþí ôùí ðñïãñáììÜôùí åßíáé üôé äåí êáèïñßæïõí
áðáñáßôçôá ìéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç æ ãéá êÜèå åóùôåñéêÞ ìåôáâëçôÞ æ.

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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� : x

?

� : x+ 1

?
: 0 : 0

?

-

?

?

� : x

� æ : x

Ó÷Þìá 6. Ïé õðïëïãéóìïß ôïõ E2.

Ðáñáôçñïýìå üôé êÜèå ðñüãñáììá ìðïñåß íá èåùñçèåß êáé ùò áíáéôéïêñá-
ôéêü, åöüóïí ï ïñéóìüò äåí áðáéôåß ôçí ýðáñîç ðïëëþí ïñéóìþí ãéá êÜðïéá
ìåôáâëçôÞ { áðëÜ ôïõò åðéôñÝðåé.

ÌåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá, ðñéí ïñßóïõìå áõóôçñÜ ôç óçìáóéïëïãßá ãéá ôá
áíáéôéïêñáôéêÜ ðñïãñÜììáôá:

6B.2. Ôï ðñüãñáììá

æ(x) = 0(E1)
æ(x) = 1

ðñïöáíþò äåí õðïëïãßæåé ìåñéêÞ óõíÜñôçóç | ãéáôß áí õðïëüãéæå êÜðïéá
æ, ðïéá èá Þôáí ç ôéìÞ æ(0);

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï ðñüãñáììá

æ(x) = x(E2)
æ(x) = x+ 1

�(y) = 0

�(x) = �(æ(x))

ðñïöáíþò õðïëïãßæåé ôçí �(x) = 0, áí êáé, ðÜëé, äåí áíôéóôïé÷åß êáìéÜ
ìåñéêÞ óõíÜñôçóç æ óôç ìåôáâëçôÞ æ. Ãéá êÜèå x, ôï E2 Ý÷åé äýï õðïëïãé-
óìïýò ôçò ôéìÞò �(x), ìå ôïõò õðïëïãéóìïýò ðïõ äåß÷íïíôáé ó÷çìáôéêÜ óôï
Ó÷Þìá 6.

Áêüìç ðéï åíäéáöÝñïí åßíáé ôï ðñüãñáììá

�(x) = x(E3)
�(x) = S(�(x))
æ(x) = 0

�(x) = æ(�(x))

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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?

æ S S � : x
?

-

: 0

?

?

?

æ S � : xæ : x

æ : x+ 2: 0

æ : x+ 1

?

-

?

?

� : x

æ � : x

- · · ·

?
: 0

Ó÷Þìá 7. Ïé õðïëïãéóìïß ôïõ Å3.

ãéá ôï ïðïßï ðÜëé �(x) = 0 áëëÜ ôþñá Ý÷åé Üðåéñïõò ôï ðëÞèïò õðïëïãéóìïýò
ãéá êÜèå åßóïäï, ðïõ äåß÷íïíôáé ó÷çìáôéêÜ óôï Ó÷Þìá 7.

Ôï ôåëåõôáßï ðáñÜäåéãìá åßíáé áíáéôéïêñáôéêïý ðñïãñÜììáôïò ìå ìéá åîù-
ôåñéêÞ ìåôáâëçôÞ (î) ðïõ õðïëïãßæåé óõíáñôçóéáêü:

æ0(x) = �(q(x))(E4)
�(x) = î(0)

�(x) = î(1)

�(x) = 0

Ìå ôïí ïñéóìü (108) ôïõ óõíáñôçóéáêïý ðïõ õðïëïãßæåôáé áðü Ýíá ðñü-
ãñáììá (áí äå÷ôïýìå üôé áõôüò éó÷ýåé êáé ãéá áíáéôéïêñáôéêÜ ðñïãñÜììáôá),
ôï E4 ìå ôçí áðïôßìçóç î := p õðïëïãßæåé ôï óõíáñôçóéáêü

�(x; p) =

{
0; áí p(0)↓ ∨ p(1)↓ ;
⊥; áëëéþò:

(112)

ÌåôÜ áðü áõôÜ ôá ðñïêáôáñêôéêÜ, ïñßæïõìå ôé óçìáßíåé ãéá Ýíá óõíáñ-
ôçóéáêü íá £õðïëïãßæåôáé¤ áðü êÜðïéï áíáéôéïêñáôéêü, áíáäñïìéêü ðñü-
ãñáììá:

6B.3. Ïñéóìüò. ÁíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò
êáé óõíáñôçóéáêÜ. Ç ôõ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(~x) åßíáé áíáéôéïêñá-
ôéêÜ áíáäñïìéêÞ áí õðÜñ÷åé áíáéôéïêñáôéêü ðñüãñáììá E ÷ùñßò åîùôåñéêÝò
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ìåôáâëçôÝò êáé êÜðïéá ìåôáâëçôÞ æ óôï E, ôÝôïéï ðïõ ãéá üëá ôá ~x,
f(~x) = w ⇐⇒ N0; E ` æ(~x) = w(113)

⇐⇒ õðÜñ÷åé ôåñìáôéêüò õðïëïãéóìüò ôïõ E
ìå åßóïäï æ : ~x êáé ôåñìáôéêÞ êáôÜóôáóç : w:

Ìå Üëëá ëüãéá, ôï Å õðïëïãßæåé ôçí f(~x) áí, ãéá êÜèå ~x:
(1) ÕðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò ôåñìáôéêüò õðïëïãéóìüò ìå åßóïäï æ : ~x êáé

ôåñìáôéêÞ êáôÜóôáóç : f(~x)·
(2) êÜèå ôåñìáôéêüò õðïëïãéóìüò ôïõ E óôçí åßóïäï æ : ~x Ý÷åé ôåñìáôéêÞ

êáôÜóôáóç : f(~x).
Ðáñáôçñïýìå üôé ï ïñéóìüò åðéôñÝðåé ôçí ýðáñîç õðïëïãéóìþí ðïõ áðïêëß-
íïõí (ìå £Üðåéñï ìÞêïò¤), üðùò óôï E3 ðéï ðÜíù.

Ï ïñéóìüò åðåêôåßíåôáé åýêïëá óå óõíáñôçóéáêÜ: óôçí áðëÞ ðåñßðôùóç
ìå ìéá ìüíï åîùôåñéêÞ ìåôáâëçôÞ ãéá ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò, ôï ôõ÷áßï óõíáñ-
ôçóéáêü �(~x; p) åßíáé áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêü áí õðÜñ÷åé áíáéôéïêñáôéêü
ðñüãñáììá E ìå ìéá åîùôåñéêÞ ìåôáâëçôÞ î êáé êÜðïéá åóùôåñéêÞ ìåôáâëçôÞ
æ, Ýôóé ðïõ ãéá üëá ôá ~x; p; w,

�(~x; p) = w ⇐⇒ E; î := p ` æ(~x) = w:
ÈÝôïõìå

Rnd = ôï óýíïëï ôùí áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêþí óõíáñôçóéáêþí:
6B.4. ËÞììá. Ç ôõ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ áí

êáé ìüíïí áí åßíáé áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêÞ.
Áðüäåéîç. Ç êùäéêïðïßçóç óõìâüëùí, ðñïãñáììÜôùí, êáôáóôÜóåùí,

õðïëïãéóìþí, êáé ãåíéêÜ üëçò ôçò èåùñßáò áíáäñïìéêþí ðñïãñáììÜôùí óôï
åäÜöéï 3A åðåêôåßíåôáé ôåôñéììÝíá ãéá ôá áíáéôéïêñáôéêÜ ðñïãñÜììáôá, êáé
ìÜëéóôá ìå ìüíï ìéá äéáöïñÜ óôéò ëåðôïìÝñåéåò: óôïí ïñéóìü ôçò ó÷Ýóçò
Ðñïãñ(e) áðëÜ ðáñáëåßðïõìå ôçí ôåëåõôáßá óõíèÞêç ðïõ áðáãïñåýåé ðïë-
ëáðëïýò ïñéóìïýò ôçò ßäéáò óõíáñôçóéáêÞò ìåôáâëçôÞò. Áõôü åðéôñÝðåé ôçí
ýðáñîç ðïëëþí õðïëïãéóìþí ãéá ôçí ßäéá åßóïäï, äçëáäÞ ìðïñåß íá õðÜñ÷ïõí
y1; y2 ôÝôïéá ðïõ

y1 6= y2 & Tn(e; ~x; y1) & Tn(e; ~x; y2);
áëëÜ äåí áëëÜæåé ôï âáóéêü óõìðÝñáóìá: áí éó÷ýåé ç (113) ãéá êÜðïéá f êáé
êÜðïéï ðñüãñáììá E ÷ùñßò åîùôåñéêÝò ìåôáâëçôÝò êáé ìå êùäéêü e, ôüôå

f(~x) = w ⇐⇒ (∃y)[Tn(e; ~x; y) & U(y) = w];
Ýôóé ðïõ ôï ãñÜöçìá ôçò f(~x) åßíáé Σ0

1 êáé ç f(~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ. a
Ãéá óõíáñôçóéáêÜ, üìùò, ç áíáéôéïêñáôéêÞ áíáäñïìÞ åßíáé ãíÞóéá åðÝ-

êôáóç ôçò áéôéïêñáôéêÞò áíáäñïìÞò, êáé ìÜëéóôá ôï ðáñÜäåéãìá (112) äåí
åßíáé (áéôéïêñáôéêÜ) áíáäñïìéêü. Ç áðüäåéîç óôçñßæåôáé óôçí ôåëåõôáßá áðü
ôéò åîÞò ôñåéò âáóéêÝò éäéüôçôåò óõíáñôçóéáêþí.
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6B.5. Ïñéóìüò. Ôï óõíáñôçóéáêü �(~x; p) åßíáé:
• ìïíïôïíéêü (monotonic Þ monotone) áí ãéá üëåò ôéò ìåñéêÝò óõíáñ-

ôÞóåéò p, q, êáé üëá ôá ~x, w,
[�(~x; p) = w & p v q] =⇒�(~x; q) = w·

• óõíå÷Ýò (continuous) áí ãéá êÜèå p êáé üëá ôá ~x, w,
�(~x; p) = w=⇒ (∃r)[r v p & �(~x; r) = w & ç r åßíáé ðåðåñáóìÝíç];
üðïõ ìéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé ðåðåñáóìÝíç áí Ý÷åé ðåðåñáóìÝíï
ðåäßï óýãêëéóçò· êáé

• áéôéïêñáôéêü (deterministic) áí ãéá êÜèå p êáé üëá ôá ~x, w,
�(~x; p) = w=⇒ (∃!r v p)[�(~x; r) = w & (∀r′ v r)[�(~x; r′)↓ =⇒ r′ = r]]:

Ïé ïñéóìïß åßíáé ðáñüìïéïé ãéá óõíáñôçóéáêÜ �(~x; ~p) ìå ðåñéóóüôåñåò ìåôá-
âëçôÝò, ìüíï ëßãï ðéï äýóêïëïé íá äéáôõðùèïýí ðëÞñùò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï

�(p) =

{
0; áí p(0)↓ ;
1; áëëéþò;

äåí åßíáé ìïíïôïíéêü· ôï

�(p) =

{
0; áí ç p åßíáé ïëéêÞ
⊥; áëëéþò

äåí åßíáé óõíå÷Ýò· êáé ôï óõíáñôçóéáêü (112) äåí åßíáé áéôéïêñáôéêü, ¢óêçóç
x6B.2.

6B.6. Èåþñçìá. ÊÜèå áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêü óõíáñôçóéáêü � åß-
íáé ìïíïôïíéêü êáé óõíå÷Ýò, êáé åðéðëÝïí, êÜèå (áéôéïêñáôéêÜ) áíáäñïìéêü
óõíáñôçóéáêü åßíáé áéôéïêñáôéêü.

¸ðåôáé üôé õðÜñ÷ïõí áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêÜ óõíáñôçóéáêÜ ðïõ äåí
åßíáé áíáäñïìéêÜ, ð.÷., áõôü ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí (112).

Áðüäåéîç. Ãéá ôç ìïíïôïíéêüôçôá, õðïèÝôïõìå üôé ãéá êÜðïéï (ßóùò
áíáéôéïêñáôéêü) ðñüãñáììá E ìå êýñéï óýìâïëï æ0 êáé åîùôåñéêÞ ìåôá-
âëçôÞ î

�(~x; p) = w ⇐⇒ E; î := p ` æ0(~x) = w;
üôé êÜðïéïò õðïëïãéóìüò

æ0 : ~x→ �1 : �1 → · · · → �n : �n →: w(114)

ôïõ E ìå ôçí áðïôßìçóç î := p áðïäßäåé ôçí ôéìÞ �(~x; p) = w, êáé üôé p v q·
êáé ðáñáôçñïýìå üôé ç ßäéá áêïëïõèßá êáôáóôÜóåùí åßíáé õðïëïãéóìüò ôïõ
E ãéá ôçí áðïôßìçóç î := q, åðåéäÞ ïé ìåôáâÜóåéò

�∗ î : ~y �∗ → �∗ : p(~y) �∗
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ðïõ êáëïýí ôçí î äåí åßíáé Üãïíåò (áëëéþò ï õðïëïãéóìüò èá óôáìáôïýóå),
Üñá p(~y)↓ , êáé åðïìÝíùò q(~y) = p(~y) ç ßäéá ìåôÜâáóç éó÷ýåé êáé ãéá ôïí
õðïëïãéóìü ìå ôçí áðïôßìçóç î := q.

Ìå ôïí ßäéï ôñüðï, ï õðïëïãéóìüò (114) ãéá ôçí áðïôßìçóç î := p åßíáé
åðßóçò õðïëïãéóìüò ãéá ôçí áðïôßìçóç î := r, üðïõ ç r(~y) óõãêëßíåé ìüíï
ãéá ôéò (ðåðåñáóìÝíåò ôï ðëÞèïò) ôéìÝò ôçò p ðïõ êáëïýíôáé óôïí (114), êáé
Ýôóé ôï �(~x; p) åßíáé óõíå÷Ýò.

ÔåëéêÜ, áí ôï ðñüãñáììá E åßíáé áéôéïêñáôéêü, ôüôå ìüíï Ýíáò õðïëï-
ãéóìüò (114) õðïëïãßæåé ôç ôéìÞ æ0(~x) = w ãéá ôçí áðïôßìçóç î := p, êáé
ç (ðåðåñáóìÝíç) ìåñéêÞ óõíÜñôçóç r óôçí áðüäåéîç ôçò óõíÝ÷åéáò åßíáé ç
åëÜ÷éóôç r v p ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ôÝôïéá ðïõ �(~x; r)↓ , áëëéþò ï (114) èá
ôåñìÜôéæå £ðéï ãñÞãïñá¤. a

Ãéá ôá óõíáñôçóéáêÜ óôçí êëÜóç Rnd õðÜñ÷åé ìéá áðëÞ êáé ÷ñÞóéìç £êá-
íïíéêÞ ìïñöÞ¤, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ôçí åîÞò êùäéêïðïßçóç.

6B.7. Êùäéêïðïßçóç ðåðåñáóìÝíùí óõíáñôÞóåùí êáé óõíüëùí. Ãéá
êÜèå z ∈ N, èÝôïõìå

d(z; i) =

{
(z)i−· 1; áí i < lh(z) & (z)i > 0;
⊥; áëëéþò

dz(i) = d(z; i);
Dz = {i | dz(i)↓}:

Ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç d(z; i) åßíáé (ðñùôïãåíþò) áíáäñïìéêÞ· ç áêïëïõèßá

d0; d1; : : :

áðáñéèìåß üëåò ôéò ðåðåñáóìÝíåò, ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò· êáé
ç áêïëïõèßá

D0; D1; : : :

áðáñéèìåß üëá ôá ðåðåñáóìÝíá óýíïëá Ýôóé ðïõ

i ∈ Dz ⇐⇒ i < lh(z) & (z)i > 0;

êáé, åéäéêüôåñá, ç ó÷Ýóç i ∈ Dz íá åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ.

6B.8. Èåþñçìá (ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ ãéá ôï Rnd). Ôï ôõ÷áßï óõíáñôç-
óéáêü �(~x; p) åßíáé áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêü, áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜðïéá
áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç R(~x;w; z; y),

�(~x; p) = w ⇐⇒ (∃z)[dz v p & (∃y)R(~x;w; z; y)]:(115)
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Áðüäåéîç. Ãéá ôç ìéá êáôåýèõíóç, ìå ~x = (x1; : : : ; xn), èÝôïõìå

T ∗n(e; ~x; z; i; y) ⇐⇒ ï e åßíáé êùäéêüò êÜðïéïõ (ßóùò áíáéôéïêñáôéêïý)
áíáäñïìéêïý ðñïãñÜììáôïò E
êáé ìüíï ç î1i åßíáé åîùôåñéêÞ óôï E
êáé ï y åßíáé êùäéêüò ôåñìáôéêïý
õðïëïãéóìïý ôïõ E óôçí åßóïäï æn0 : ~x
ãéá ôçí áðïôßìçóç î1i := dz:

Ç ó÷Ýóç áõôÞ åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ ìå ôéò ìåèüäïõò ôïõ 3A, êáé,
åýêïëá, áí ôï E åßíáé ôÝôïéï ðïõ

�(~x; p) = w ⇐⇒ E; æ1
i := p ` æn0 (~x) = w;

ôüôå

�(~x; p) = w ⇐⇒ (∃z)[dz v p & (∃y)[T ∗n(e; ~x; z; i; y) & U(y) = w]]:

Ãéá ôçí Üëëç êáôåýèõíóç, õðïèÝôïõìå üôé ôï �(~x; p) éêáíïðïéåß ôçí éóï-
äõíáìßá (115), èÝôïõìå

h(z; ~x) =
(
�yR(~x; (y)0; z; (y)1)

)
0
;

êáé ðáñáôçñïýìå üôé ôï óõíáñôçóéáêü

�(z; ~x; p) = áí (∀i < lh(z))[dz(i)↓ =⇒ p(i) = dz(i)] ôüôå h(z; ~x) áëëéþò ⊥
åßíáé áíáäñïìéêü, áðü ôéò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôåò ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñ-
ôçóéáêþí 6A.4. ¸óôù E ðñüãñáììá ðïõ õðïëïãßæåé ôï �(z; ~x; p) Ýôóé ðïõ

�(z; ~x; p) = w ⇐⇒ E; î := p ` æ(z; ~x) = w;

êáé Ýóôù E′ ôï ðñüãñáììá ðïõ äçìéïõñãåßôáé ìå ôçí ðñüóèåóç ôùí åîÞò
åîéóþóåùí, ìå êáéíïýñãéåò ìåôáâëçôÝò:

�(t) = 0
�(t) = S(�(t))
�(~x) = æ(�(0); ~x):

Ïé ôåñìáôéêïß õðïëïãéóìïß ôïõ E′ ðïõ îåêéíïýí ìå � : ~x åßíáé ôçò ìïñöÞò

� : ~x
æ � : 0 ~x

...
æ : z ~x

...
: w
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êáé åðåéäÞ áðü ôç óôéãìÞ ðïõ õðïëïãßæåôáé ç ôéìÞ z äåí åíåñãïðïéïýíôáé ðéá
ïé ìåôáâÜóåéò ðïõ ðñïóèÝóáìå óôï E, Ýðåôáé üôé

w = �(~x) = �(z; ~x; p);

Ýôóé ðïõ ìå ôïõò ïñéóìïýò,

dz v p & (∃y)R(~x;w; z; y);(116)

äçëáäÞ �(~x; p) = w. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, áí �(~x; p) = w, ôüôå õðÜñ÷åé z
ôÝôïéï ðïõ éó÷ýåé ç (116), êáé ìå ôéò ìåôáâÜóåéò ôçò �(t) óôï E′, õðÜñ÷åé
õðïëïãéóìüò ôïõ E′ ðïõ öôÜíåé óôï óçìåßï

æ : z ~x·

ãéá ðáñÜäåéãìá, áí z = 2, ï õðïëïãéóìüò öôÜíåé óôéò êáôáóôÜóåéò

� : ~x
æ � : 0 ~x

æ S � : 0 ~x
æ S S � : 0 ~x
æ S S : 0 ~x
æ S : 1 ~x
æ : 2 ~x:

Áðü äù êáé ìåôÜ ï õðïëïãéóìüò óõíå÷ßæåé ìå ôéò ìåôáâÜóåéò ôïõ E êáé
ôåëéêÜ áðïäßäåé ôç óùóôÞ ôéìÞ

æ(z; ~x) = �(z; ~x; p) = �(~x; p): a

6B.9. Turing áíáãùãéìüôçôá. Ç ôõ÷áßá ïëéêÞ, ìïíïìåëÞò óõíÜñôçóç
f : N→ N áíÜãåôáé áíáäñïìéêÜ óå ìéáí Üëëç g, áí õðÜñ÷åé êÜðïéï áíáäñï-
ìéêü óõíáñôçóéáêü �(t; p) ôÝôïéï ðïõ

f(t) = �(t; g) (t ∈ N):(117)

ÈÝôïõìå

f ≤T g ⇐⇒ ç f áíÜãåôáé áíáäñïìéêÜ óôç g
f ≡T g ⇐⇒ f ≤T g & g ≤T f:

Ï äåßêôçò T óôï óõìâïëéóìü áíáöÝñåôáé óôïí Turing, êáé ç ó÷Ýóç ≤T êïéíÜ
êáëåßôáé Turing áíáãùãÞ êáé óõíÞèùò åöáñìüæåôáé óå óýíïëá, ìÝóù ôùí
÷áñáêôçñéóôéêþí ôïõò óõíáñôÞóåùí,

A ≤T B ⇐⇒ �A ≤T �B
A ≡T B ⇐⇒ A ≤T B & B ≤T A:

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
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Ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôçò ≡T óôá óýíïëá êáëïýíôáé (Turing) âáèìïß áíá-
ðïêñéóéìüôçôáò (degrees of unsolvability)

degT (A) = {B | B ≡T A};
êáé ç £ðñïäéÜôáîç¤ ≤T ïñßæåé óôïõò âáèìïýò ôç ìåñéêÞ äéÜôáîç

a ≤T b ⇐⇒ (∃A ∈ a; B ∈ b)[A ≤T B]

⇐⇒ (∀A ∈ a; B ∈ b)[A ≤T B]:
Åðßóçò èÝôïõìå

0 = deg(∅) (= deg(A) ãéá êÜèå áíáäñïìéêü A)

0′ = deg(K);

üðïõ K åßíáé ôï êáíïíéêü, ðëÞñåò áíáäñïìéêÜ áðáñéèìçôü óýíïëï (90).

Ç èåùñßá ôçò ìåñéêÞò äéÜôáîçò ≤T óôï óýíïëï D ôùí âáèìþí áíáðïêñé-
óéìüôçôáò åßíáé (áêüìç) Ýíáò áðü ôïõò ðëÝïí äñáóôÞñéïõò êëÜäïõò Ýñåõíáò
óôç èåùñßá áíáäñïìÞò, ôïí ïðïßï üìùò äå èá êáëýøïõìå åäþ. Èá ðåñéïñé-
óôïýìå óå ìåñéêÝò áðëÝò, ó÷åôéêÝò áóêÞóåéò êáé óôç äéáôýðùóç ôñéþí áðü
ôá âáóéêÜ èåùñÞìáôÜ ôïõ ðïõ õðïäåß÷íïõí ìéá áðü ôéò êýñéåò êáôåõèýíóåéò
ôïõ.

6B.10. Èåþñçìá. (1) Ãéá êÜèå óýíïëï A ⊆ N õðÜñ÷åé êÜðïéï B ìå
ìåãáëýôåñï âáèìü áíáðïêñéóéìüôçôáò, deg(A) <T deg(B).

(2) [Kleene-Post] ÕðÜñ÷ïõí óýíïëá A;B ⊆ N ðïõ äåí óõãêñßíïíôáé ùò
ðñïò ôç ≤T , äçëáäÞ A 6≤T B êáé B 6≤T A.

(3) [Friedberg-Muchnik] ÕðÜñ÷ïõí á.á. óýíïëá A;B ⊆ N ðïõ äåí óõ-
ãêñßíïíôáé ùò ðñïò ôçí ≤T , äçëáäÞ A 6≤T B êáé B 6≤T A, Üñá êáé

0 <T deg(A) <T 0′

êáé ôï ßäéï ãéá ôï B.

Ç âåëôßùóç (3) ôïõ (2) äéáôõðþíåôáé îå÷ùñéóôÜ åðåéäÞ Þôáí áíïéêôü ðñü-
âëçìá (ôï £Ðñüâëçìá ôïõ Post¤) áðü ôï 1944 ìÝ÷ñé ôç ëýóç ôçò ôï 1956, êáé
ç £ìÝèïäïò ðñïôåñáéüôçôáò¤ (priority method) ìå ôçí ïðïßá ôåëéêÜ ëýèçêå
Ý÷åé åîåëé÷èåß óå ìéá áðü ôéò âáóéêÝò ìåèüäïõò ôçò èåùñßáò õðïëïãéóéìüôç-
ôáò.

6B. ÁóêÞóåéò

x6B.1. Áðü ôá åîÞò óõíáñôçóéáêÜ, ðïéá åßíáé áíáäñïìéêÜ êáé ðïéá åßíáé
áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêÜ; ÄéêáéïëïãÞóôå ôéò áðáíôÞóåéò óáò.

�(p) = áí (∃x)[p(x) = 1] ôüôå 1 áëëéþò ⊥
�(p) = áí (∃x)[p(x) = 1 & (∀i < x)p(i) = 0] ôüôå 1 áëëéþò ⊥
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x6B.2. Äåßîôå ìå áíôéðáñáäåßãìáôá üôé êáìéÜ áðü ôéò óõíèÞêåò óôïí
ïñéóìü 6B.5 äåí óõíÜãåôáé áðü ôéò Üëëåò äýï.

x6B.3. Äåßîôå üôé ãéá ïëéêÝò, ìïíïìåëåßò óõíáñôÞóåéò f; g, áí õðÜñ÷åé
áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêü óõíáñôçóéáêü �(t; p) Ýôóé ðïõ

f(t) = �(t; g);
ôüôå f ≤T g. Õðüäåéîç: Åðéêáëåóôåßôå ôï Èåþñçìá ÊáíïíéêÞò Ìïñ-
öÞò 6B.8.

x6B.4. Äåßîôå üôé f ≤T g & g ≤T h=⇒ f ≤T h.

x6B.5. Äåßîôå üôé áí ç g åßíáé áíáäñïìéêÞ êáé ç f áíÜãåôáé óôç g, ôüôå
êáé ç f åßíáé áíáäñïìéêÞ.

x6B.6. Äåßîôå üôé áí f ≤T g êáé ôï ãñÜöçìá ôçò g åßíáé Σk, ôüôå êáé ôï
ãñÜöçìá ôçò f åßíáé Σk.

x6B.7. Äåßîôå üôé 0 <T 0′.

6B.11. Ïñéóìüò (ÐïëõóÞìáíôç áíáéôéïêñáôéêÞ áíáäñïìÞ). Ôï áíáé-
ôéïêñáôéêü ðñüãñáììá

æ(x) = 0
æ(x) = 1;

äåí õðïëïãßæåé ìåñéêÞ óõíÜñôçóç, åðåéäÞ, ðñïöáíþò, ãéá êÜèå x Ý÷åé äýï
õðïëïãéóìïýò

æ : x→∗ : 0 æ : x→∗ : 1;
êáé Ýôóé äåí êáèïñßæåé ìéá óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ æ(x). Åßíáé üìùò öõóéêü íá
èåùñÞóïõìå ùò £ôéìÞ¤ ðïõ õðïëïãßæåôáé áðü ôï E ôï óýíïëï {0; 1} ôùí äýï
ôéìþí 0 êáé 1, êáé ï åðüìåíïò ïñéóìüò êÜíåé áõóôçñÞ áõôÞ ôç öõóéêÞ Ýííïéá.

Ãéá êÜèå óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ æ óå äïóìÝíï áíáéôéïêñáôéêü áíáäñï-
ìéêü ðñüãñáììá E (÷ùñßò åîùôåñéêÝò ìåôáâëçôÝò), èÝôïõìå

æ̃(~x) = {w |w ∈ N & õðÜñ÷åé õðïëïãéóìüò æ : ~x→ · · · → : w ôïõ E
Þ w = ⊥ êáé õðÜñ÷åé áðïêëßíùí õðïëïãéóìüò ôïõ E
æ : ~x→ �1 : �1 → · · · }:

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç £ôéìÞ¤ ôïõ ðñïãñÜììáôïò
æ(x) = 0
æ(x) = 1
æ(x) = æ(x)

åßíáé æ̃(x) = {0; 1;⊥}.
x6B.8. Äþóôå ðáñáäåßãìáôá áíáéôéïêñáôéêþí ðñïãñáììÜôùí ìå êýñéï

óýìâïëï æ ãéá ôá ïðïßá:
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(1) æ̃(x) = N ∪ {⊥}.
(2) æ̃(x) = {0; 1; : : : ; x}.

x6B.9. ¸óôù E+ ðñüãñáììá ðïõ õðïëïãßæåé ôçí ðñüóèåóç, êáé E ç
áíáéôéïêñáôéêÞ åðÝêôáóç ôïõ E+ ìå ôïõò ïñéóìïýò

æ(x) = 1
æ(x) = æ(x) + æ(x):

Ðïéï åßíáé ôï óýíïëï æ̃(0);

x6B.10. ¸óôù E2 ðñüãñáììá ðïõ õðïëïãßæåé ôç óõíÜñôçóç 2x, êáé E ç
áíáéôéïêñáôéêÞ åðÝêôáóç ôïõ E2 ìå ôïõò ïñéóìïýò

æ(x) = 1
æ(x) = 2æ(x):

Ðïéï åßíáé ôï óýíïëï æ̃(0);

x6B.11∗. Äåßîôå üôé áí ãéá êÜðïéï áíáéôéïêñáôéêü ðñüãñáììá E ìå êýñéï
óýìâïëï æ ôï óýíïëï æ̃(x) åßíáé Üðåéñï, ôüôå ⊥ ∈ æ̃(x), äçëáäÞ õðÜñ÷åé
áðïêëßíùí õðïëïãéóìüò ôïõ E ðïõ áñ÷ßæåé ìå ôçí êáôÜóôáóç æ : x. (ÁõôÞ
ç Üóêçóç ÷ñåéÜæåôáé Ýíá áðïôÝëåóìá áðü ôç óõíïëïèåùñßá.)

6C. Ôï 1ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò

Ôï èåþñçìá ó'áõôü ôï åäÜöéï åßíáé èåìåëéáêü ãéá ôç èåùñßá áíáäñïìÞò.
Ãéá ôçí áðüäåéîÞ ôïõ, äåß÷íïõìå ðñþôá Ýíá áðëü ËÞììá.

6C.1. ËÞììá. Ãéá êÜèå áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêü óõíáñôçóéáêü �(~x; ~p),
ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

f(~x; e1; : : : ; el) = �(~x; 'e1 ; : : : ; 'el)

åßíáé áíáäñïìéêÞ.

Áðüäåéîç. Ãéá ôçí ðåñßðôùóç ìå ìéá ìüíï óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ,
üðïõ ï óõìâïëéóìüò åßíáé áðëïýóôåñïò, Ý÷ïõìå áðü ôï Èåþñçìá Êáíïíé-
êÞò ÌïñöÞò 6B.8 ìéá éóïäõíáìßá

�(~x; p) = w ⇐⇒ ∃z)[dz v p & (∃y)R(~x;w; z; y)];

üðïõ ç R(~x;w; z; y) åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç· Üñá

f(~x; e) = w ⇐⇒ (∃z)[dz v 'e & (∃y)R(~x;w; z; y)]
⇐⇒ (∃z)[(∀i < lh(z)[dz(i)↓ =⇒'e(i) = dz(i)]

& (∃y)R(~x;w; z; y)];

êáé ç f(~x; e) åßíáé áíáäñïìéêÞ åðåéäÞ ôï ãñÜöçìÜ ôçò åßíáé Σ1. a
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6C.2. Èåþñçìá (Ôï 1ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò). Ãéá êÜèå ìïíïôïíéêü
êáé óõíå÷Ýò óõíáñôçóéáêü �(x1; : : : ; xn; p) üðïõ ç p åßíáé n-ìåëÞò óõíáñ-
ôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ, õðÜñ÷åé åëÜ÷éóôç ëýóç p ôçò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò

p(~x) = �(~x; p);

ðïõ ÷áñáêôçñßæåôáé áðü ôéò óõíèÞêåò

(1) ãéá êÜèå ~x, p(~x) = �(~x; p), êáé

(2) ãéá êÜèå q : Nn * N,

áí (∀~x;w)[�(~x; q) = w=⇒ q(~x) = w]; ôüôå p v q:

ÅðéðëÝïí, áí ôï �(~x; p) åßíáé áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêü, ôüôå ç p åßíáé
áíáäñïìéêÞ.

Áðüäåéîç. Ðáñáôçñïýìå ðñþôá üôé ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ìåñéêÞò óõíÜñ-
ôçóçò p ðïõ éêáíïðïéåß ôá (1) êáé (2) ôïõ èåùñÞìáôïò åßíáé ôåôñéììÝíç·
åðåéäÞ áí ç p Ý÷åé áõôÝò ôéò äýï éäéüôçôåò êáé ç p′ ôéò áíôßóôïé÷åò

(1)′ p′(~x) = �(~x; p′),
(2)′ ãéá êÜèå q : N* N,

(∀~x;w)[�(~x; q) = w=⇒ q(~x) = w] =⇒ p′ v q;

ôüôå p v p′ áðü ôçí (1)′ êáé ôçí (2) ìå q = p′, êáé p′ v p áðü ôçí (1) êáé ôçí
(2)′ ìå q = p. ¸ôóé áðïìÝíåé íá äåßîïõìå ôçí ýðáñîç ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò p
ðïõ éêáíïðïéåß ôéò (1) êáé (2), êáé ôçí áíáäñïìéêüôçôÜ ôçò, óôçí ðåñßðôùóç
ðïõ ôï �(~x; p) åßíáé áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêü.

ÈÝôïõìå

p0(~x) = ⊥;

êáé, áíáäñïìéêÜ,

pn+1(~x) = �(~x; pn):

ËÞììá. p0 v p1 v p2 v · · · ,
Ýôóé ðïý ãéá êÜðïéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç p : N* N,

p(~x) = w ⇐⇒ (∃n)[pn(~x) = w]:(118)

Áðüäåéîç ôïõ ËÞììáôïò. Äåß÷íïõìå ìå åðáãùãÞ óôï n üôé pn v pn+1. Ç
âÜóç, p0 v p1 åßíáé ðñïöáíÞò, åðåéäÞ p0 v q, ãéá êÜèå q. Ãéá ôï åðáãùãéêü
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âÞìá:

pn+1(~x) = w =⇒ �(~x; pn) = w
áðü ôïí ïñéóìü

=⇒ �(~x; pn+1) = w
áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç pn v pn+1

êáé ôç ìïíïôïíéêüôçôá ôïõ �(~x; p)
=⇒ pn+2(~x) = w

áðü ôïí ïñéóìü:

Áðüäåéîç ôïõ (1). ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå ~x êáé w,

p(~x) = w ⇐⇒ �(~x; p) = w;

êáé èá åðáëçèåýóïõìå îå÷ùñéóôÜ ôéò äýï óõíåðáãùãÝò.
Ãéá ôçí p(~x) = w=⇒�(~x; p) = w ðñþôá, õðïëïãßæïõìå:

p(~x) = w =⇒ (∃n)[pn+1(~x) = w] (áðü ôïí ïñéóìü)
=⇒ (∃n)[�(~x; pn)) = w] (áðü ôïí ïñéóìü)
=⇒ �(~x; p) = w (ìïíïôïíéêüôçôá ôïõ �(p)):

Ãéá ôçí áíôßóôñïöç êáôåýèõíóç, Ýóôù üôé �(~x; p) = w. Áðü ôç óõíÝ÷åéá ôïõ
�(~x; p), Ýðåôáé üôé õðÜñ÷åé êÜðïéá ðåðåñáóìÝíç, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç p∗ v p,
ìå ðåäßï óýãêëéóçò

{~x0; : : : ; ~xk−1} = {~x | p∗(~x)↓};
ôÝôïéá ðïõ

�(~x; p∗) = w:(119)

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò p, ãéá êÜèå i < k, õðÜñ÷åé êÜðïéïò ni, ôÝôïéïò ðïõ

p∗(~xi) = p(~xi) = pni(~xi) (i < k);

êáé áí n = max{n0; : : : ; nk−1}+ 1, ôüôå

p∗(~xi) = pn(~xi) (i < k);

äçëáäÞ p∗ v pn. Ç ìïíïôïíéêüôçôá ôïõ �(~x; p) óõíåðÜãåôáé ôþñá üôé

�(~x; p∗) = w =⇒ �(~x; pn) = w
=⇒ pn+1(~x) = w

ðïõ ìå ôçí (119) óõìðëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ (1).
Áðüäåéîç ôïõ (2). ¸óôù üôé ãéá êÜðïéá q : N* N

(∀~x;w)[�(~x; q) = w=⇒ q(~x) = w]:

Ôï æçôïýìåíï p v q áêïëïõèåß áðü ôçí

pn v q (n ∈ N)
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ðïõ éó÷ýåé ðñïöáíþò ãéá n = 0. ÅðáãùãéêÜ,

pn+1(~x) = w =⇒ �(~x; pn) = w áðü ôïí ïñéóìü
=⇒ �(~x; q) = w áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç

êáé ôç ìïíïôïíéêüôçôá ôïõ �
=⇒ q(~x) = w áðü ôçí õðüèåóç ãéá ôçí q:

ÔåëéêÜ, áí ôï �(~x; p) åßíáé áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêü, ôüôå ç ìåñéêÞ
óõíÜñôçóç

f(e; ~x) = �(~x; 'e)
åßíáé áíáäñïìéêÞ áðü ôï ËÞììá 6C.1, Ýôóé ðïõ ãéá êÜðïéïí áñéèìü f̂ ,

{S1
1(f̂ ; e)}(~x) = �(~x; 'e):

¸ðåôáé üôé áí ï e0 åßíáé êÜðïéïò êùäéêüò ôçò £êåíÞò¤ ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò
p0(~x) = ⊥ êáé èÝóïõìå, áíáäñïìéêÜ,

g(0) = e0

g(n+ 1) = S1
1(f̂ ; g(n));

ôüôå, ãéá êÜèå n, ï g(n) åßíáé êùäéêüò ôçò pn· Üñá

p(~x) = w ⇐⇒ (∃n)[{g(n)}(~x) = w];

êáé ç p åßíáé áíáäñïìéêÞ, åöüóïí Ý÷åé Σ1 ãñÜöçìá. a

6D. ÕðïëïãéóôÝò ðñÜîåéò

Ó' áõôü êáé ôï åðüìåíï åäÜöéï èåùñïýìå óõíáñôçóéáêÜ �(~x; ~p), üðïõ,
üìùò, ïé ìåôáâëçôÝò p1; : : : ; pm êõìáßíïíôáé óôéò áíáäñïìéêÝò (êáé ü÷é áõ-
èáßñåôåò) ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò, Ýôóé ðïõ ôï � ìðïñåß íá £êáëÝóåé¤ ôéò ìåôá-
âëçôÝò ôïõ ìå ôïõò êùäéêïýò ôïõò | äçëáäÞ £êáô' üíïìá¤ óôçí ïñïëïãßá
ôùí ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý. Óõíçèßæåôáé áõôÜ ôá óõíáñôçóéáêÜ íá êá-
ëïýíôáé £ðñÜîåéò¤ (operations).

6D.1. Ïñéóìüò. ÐñÜîç (óôéò áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò) åßíáé ç
ôõ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

� : Nn × Pk1 × · · · × Prkm * N;
üðïõ Prk åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí k
ìåôáâëçôþí,

Prk = {'ke | e ∈ N}·
êáé ç ðñÜîç � åßíáé õðïëïãéóôÞ (e�ective operation) áí ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

f(~x; e1; : : : ; em) = �(~x; 'e1 ; : : : ; 'em)(120)

åßíáé áíáäñïìéêÞ.
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Ðáñáôçñïýìå üôé ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f ðïõ õðïëïãßæåé ôç ðñÜîç � éêá-
íïðïéåß ôçí åîÞò óõíèÞêç áíáëëïßùóçò (invariance property):

'e1 = 'z1 ; : : : ; 'em = 'zm =⇒ f(~x; e1; : : : ; em) = f(~x; z1; : : : ; zm)·(121)

êáé (ðñïöáíþò) êÜèå áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f ðïõ éêáíïðïéåß ôçí (121)
õðïëïãßæåé ôçí ðñÜîç óôéò áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò

�(~x; 'e1 ; : : : ; 'em) = f(~x; e1; : : : ; em):

Ôï âáóéêü èåþñçìá áõôïý ôïõ åäáößïõ åßíáé üôé ïé õðïëïãéóôÝò ðñÜîåéò
(ïõóéáóôéêÜ) óõìðßðôïõí ìå ôá áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêÜ óõíáñôçóéáêÜ,
êáé ç ìéá êáôåýèõíóç óõíÜãåôáé áìÝóùò áðü ôï ËÞììá 6C.1. Ôï êëåéäß ãéá
ôçí áíôßóôñïöç êáôåýèõíóç åßíáé ôï åîÞò

6D.2. ËÞììá. ÊÜèå õðïëïãéóôÞ ðñÜîç åßíáé ìïíïôïíéêÞ êáé óõíå÷Þò.

Áðüäåéîç. Èåùñïýìå ìüíï ðñÜîåéò � : Pr1 * N, åöüóïí ç áðüäåéîç óôç
ãåíéêÞ ðåñßðôùóç åßíáé ç ßäéá | ìüíï ðéï ðåñßðëïêç óôï óõìâïëéóìü.

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ìïíïôïíéêüôçôáò, Ýóôù p v q, üðïõ

p = 'e êáé q = 'm;

êáé f̂ ï êùäéêüò ôçò ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò ðïõ õðïëïãßæåé ôçí �, äçëáäÞ, ãéá
êÜèå z,

�('z) = {f̂}(z):(122)

ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé
�('e) = w;

êáé ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé �('m) = w.
Ç ó÷Ýóç

R(z; x; v) ⇐⇒ 'e(x) = v Þ [{f̂}(z) = w & 'm(x) = v]

åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ· ç õðüèåóç 'e v 'm óõíåðÜãåôáé üôé

R(z; x; v) =⇒'m(x) = v·

Üñá ç R(z; x; v) åßíáé ãñÜöçìá êÜðïéáò ìåñéêÞò, áíáäñïìéêÞò óõíÜñôçóçò
g(z; x)· êáé åðïìÝíùò, ôï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò óõíåðÜãåôáé üôé 'z∗(x) =
g(z∗; x) ãéá êÜðïéïí áñéèìü z∗, Ýôóé ðïõ

'z∗(x) = v ⇐⇒ 'e(x) = v Þ [{f̂}(z∗) = w & 'm(x) = v]:(123)

Ðáñáôçñïýìå ôþñá ôá åîÞò:
(1a) �('z∗) = {f̂}(z∗) = w. ÅðåéäÞ óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç, áðü

ôçí (123), 'z∗ = 'e, Üñá �('z∗) = �('e) = w.
(1b) 'z∗ = 'm, êáôåõèåßáí áðü ôçí õðüèåóç 'e v 'm êáé ôï (1a).
¸ðåôáé üôé �('m) = �('z∗) = w.
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Ç êáôáóêåõÞ ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò óõíÝ÷åéáò åßíáé ìéêñÞ ðáñáëëáãÞ áõôÞò
ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá ôç ìïíïôïíéêüôçôá. Ðñþôá âñßóêïõìå áðü ôï 2ï
Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò êÜðïéï z∗ ôÝôïéï ðïõ

'z∗(x) = v ⇐⇒ (∀u ≤ x)¬[T1(f̂ ; z∗; u) & U(u) = w] & 'e(x) = v;
(124)

êáé ðáñáôçñïýìå:
(2a) �('z∗) = w. ÅðåéäÞ óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç,

(∀u)¬[T1(f̂ ; z∗; u) & U(u) = w];

Üñá, ãéá êÜèå x,

(∀u ≤ x)¬[T1(f̂ ; z∗; u) & U(u) = w];

êáé åðïìÝíùò, áðü ôçí (124), 'z∗ = 'e êáé �('z∗) = �('e) = w.
(2b) 'z∗ v 'e, êáôåõèåßáí áðü ôçí (124).
(2c) Ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç 'z∗ åßíáé ðåðåñáóìÝíç, åðåéäÞ óõãêëßíåé ìüíïí

áí

x < (�u)[T1(f̂ ; z∗; u) & U(u) = w]:(125) a

6D.3. Èåþñçìá (Èåþñçìá Myhill-Shepherdson). Ç ôõ÷áßá ðñÜîç �
åßíáé õðïëïãéóôÞ áí êáé ìüíïí áí åßíáé ï ðåñéïñéóìüò óôéò áíáäñïìéêÝò
ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò êÜðïéïõ áíáéôéïêñáôéêÜ áíáäñïìéêïý óõíáñôçóéáêïý,
äçëáäÞ áí ãéá êÜðïéï � ∈ Rnd,

�(~x; 'e1 ; : : : ; 'em) = �(~x; 'e1 ; : : : ; 'em):

Áðüäåéîç. Ç ìéá êáôåýèõíóç áðïäåß÷ôçêå óôï ËÞììá 6C.1. Ãéá ôçí
Üëëç, èåùñïýìå ìüíï ðñÜîåéò �(p) ìå ìéá, ìïíïìåëÞ ìåôáâëçôÞ, êáé ðáñá-
ôçñïýìå üôé áðü ôï Èåþñçìá ÊáíïíéêÞò ÌïñöÞò 6B.8 áñêåß íá áðïäåßîïõìå
ôï åîÞò: õðÜñ÷åé çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç R(x;w), ôÝôïéá ðïõ

�(p) = w ⇐⇒ (∃x)[dx v p & R(x;w)]:(126)

Áí ï d̂ åßíáé êùäéêüò ôçò ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò d(z; i) ðïõ áðáñéèìåß üëåò
ôéò ðåðåñáóìÝíåò, ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò, ôüôå

dz(i) = {d̂}(z; i) = {S1
1(d̂; z)}(i);

êáé åðïìÝíùò, áí ç ìåñéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç f(e) õðïëïãßæåé ôçí �(p),
ôüôå ç ó÷Ýóç

R(z; w) ⇐⇒ �(dz) = w ⇐⇒ f(S1
1(d̂; z)) = w

åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ, êáé ç (126) Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôï ËÞììá 6D.2. a
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6D.4. Ðüñéóìá (Rice-Shapiro). Ç f(e) åßíáé ìåñéêÞ, áíáäñïìéêÞ, êáé

We = Wm =⇒ f(e) = f(m);

ôüôå êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åé çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç R(x;w) ôÝôïéá ðïõ

f(e) = w ⇐⇒ (∃x)[Dx ⊆We & R(x;w)];

üðïõ ç áðáñßèìçóçD0; D1; : : : ôùí ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí ïñßóôçêå óôï 6B.7.

ÁöÞíïõìå ôçí áðüäåéîç ãéá Üóêçóç, x6D.6.

6D. ÁóêÞóåéò

x6D.1. ¸óôù f(z) áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ôÝôïéá ðïõ

[f(e)↓ & We = Wm] =⇒ f(m)↓ ·
äåßîôå üôé ãéá êÜèå e,

f(e)↓ =⇒ õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï Wz, ôÝôïéï ðïõ Wz ⊆We êáé f(z)↓ :
x6D.2. ¸óôù f(e) áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç, ôÝôïéá ðïõ f(e) ≤ 5

ãéá êÜèå êùäéêü e ïëéêÞò, ìïíïìåëïýò óõíÜñôçóçò 'e. Áëçèåýåé Þ ü÷é ç
åîÞò ðñüôáóç: õðÜñ÷åé êÜðïéïò m ôÝôïéïò ðïõ ç 'm äåí åßíáé ïëéêÞ, áëëÜ
f(m)↓ êáé f(m) ≤ 5. Áðïäåßîôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

x6D.3. ¸óôù f(e) áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ôÝôïéá ðïõ

We = ∅=⇒ f(e)↓ :
(a). Äåßîôå üôé ãéá êÜðïéï We 6= ∅, f(e)↓ .

(b). Äåßîôå üôé ãéá êÜèå m, õðÜñ÷åé êÜðïéïò e ôÝôïéïò ðïõ

We = Wm êáé f(e)↓ :
x6D.4. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå õðïëïãéóôÞ ðñÜîç �(x; p), ç áíáäñïìéêÞ åîß-

óùóç

p(x) = �(x; p)

Ý÷åé áíáäñïìéêÞ (ìåñéêÞ) ëýóç.

x6D.5. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå õðïëïãéóôÞ ðñÜîç �(x; p), ç áíáäñïìéêÞ åîß-
óùóç

p(x) = �(x; p)
Ý÷åé åëÜ÷éóôç ëýóç, ðïõ åßíáé áíáäñïìéêÞ.

x6D.6. Áðïäåßîôå ôï Èåþñçìá Rice-Shapiro 6D.4.
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x6D.7 (Èåþñçìá ôïõ Rice). Äåßîôå üôé áí ç ïëéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñ-
ôçóç f(e) éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç áíáëëïßùóçò

We = Wm =⇒ f(e) = f(m);

ôüôå ç f(e) åßíáé óôáèåñÞ.

x6D.8∗. (a) Äåßîôå üôé õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(e) ôÝ-
ôïéá ðïõ ãéá êÜèå e,

f(e)↓ ⇐⇒ (∃x)['e(x)↓ ];(127)
(∃x)['e(x)↓ ] =⇒ 'e(f(e))↓ :(128)

(b) Äåßîôå üôé äåí õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f(e) ðïõ íá
éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò (127), (128), êáé åðéðëÝïí ôçí

'e = 'm =⇒ f(e) = f(m):(129)

6E. Ôá èåùñÞìáôá Kreisel-Lacombe-Shoen�eld êáé Friedberg

Ôï âáóéêü ìÞíõìá ôïõ 6D.3 åßíáé üôé äåí õðÜñ÷åé ôñüðïò íá ÷ñçóéìïðïéÞ-
óïõìå Ýíá ðñüãñáììá P (éóïäýíáìá: ôïí êùäéêü ôïõ P ) ðïõ õðïëïãßæåé
ìéá ôõ÷áßá áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç p óôïí õðïëïãéóìü éäéïôÞôùí ôçò
p Üëëïò áðü ôïí ðñïöáíÞ: óôç ðïñåßá ôïõ õðïëïãéóìïý ìðïñïýìå íá ÷ñçóé-
ìïðïéÞóïõìå ôï P ãéá íá õðïëïãßóïõìå üðïéá ôéìÞ p(u) ôçò p ÷ñåéáæüìáóôå.
Ôï áíÜëïãï ðñüâëçìá ãéá õðïëïãéóôÝò ðñÜîåéò óå ïëéêÝò áíáäñïìéêÝò óõ-
íáñôÞóåéò åßíáé äõóêïëüôåñï êáé Ý÷åé ðéï åíäéáöÝñïõóá áðÜíôçóç.

Ãéá êÜèå k = 1; 2; : : : , Frk åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí áíáäñïìéêþí (ïëéêþí)
óõíáñôÞóåùí k ìåôáâëçôþí,

Frk = {'ke | (∀~x)(∃y)Tk(e; ~x; y)};
êáé, åéäéêüôåñá, Fr1 åßíáé ï êëáóéêüò ÷þñïò Baire, ôï óýíïëï üëùí ôùí
áêïëïõèéþí áðü öõóéêïýò áñéèìïýò.

6E.1. Ïñéóìüò. ÐñÜîç (óôéò ïëéêÝò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò) åßíáé ç
ôõ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

� : Nn × Frk1 × · · · × Frkm * N·

êáé ç ðñÜîç � åßíáé õðïëïãéóôÞ áí õðÜñ÷åé êÜðïéá áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõ-
íÜñôçóç f(~x; e1; : : : ; em) ôÝôïéá ðïõ

'e1 ; : : : ; 'em ∈ Fr =⇒�(~x; 'e1 ; : : : ; 'em) = f(~x; e1; : : : ; em);(130)

üðïõ Fr =
⋃
k Frk.
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Åäþ ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f ðïõ õðïëïãßæåé ôç ðñÜîç � éêáíïðïéåß ôç óõí-
èÞêç áíáëëïßùóçò (invariance property):

(131) 'e1 = 'z1 ; : : : ; 'em = 'zm ∈ Fr
=⇒ f(~x; e1; : : : ; em) = f(~x; z1; : : : ; zm)

ðïõ åßíáé óçìáíôéêÜ áóèåíÝóôåñç áðü ôçí áíÜëïãç óõíèÞêç (121) ãéá ðñÜîåéò
óôéò áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò· ãéá ðáñÜäåéãìá, ç

f(e) =

{
1; áí (∀i ≤ e)['e(i) = 0];
⊥; áëëéþò

éêáíïðïéåß ôçí (130) (êáé õðïëïãßæåé, êÜðùò áöýóéêá, ôçí ðñÜîç
�(p) = 1

óôï ÷þñï Baire Fr1), åíþ, ðñïöáíþò, äåí éêáíïðïéåß ôçí (121) êáé äåí õðï-
ëïãßæåé ðñÜîç óôï ÷þñï Pr.

Ï ïñéóìüò äçìéïõñãåß ôéò åîÞò äýï åñùôÞóåéò | ãéá ôçí áðëïýóôåñç ðå-
ñßðôùóç ðñÜîåùí � : Fr1 :* N:

6E.2. Åñþôçóç 1. Ìðïñïýìå íá âñïýìå, ãéá êÜèå õðïëïãéóôÞ ðñÜîç
� : Fr1 * N, êÜðïéá áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ íá ôçí õðïëïãßæåé
óýìöùíá ìå ôçí (130), êáé ðïõ íá éêáíïðïéåß ôçí éó÷õñÞ óõíèÞêç áíáë-
ëïßùóçò (121);

Éóïäýíáìá | üðùò èá äïýìå:

6E.3. Åñþôçóç 2. ÕðÜñ÷åé, ãéá êÜèå õðïëïãéóôÞ ðñÜîç � : Fr1 * N,
áíáäñïìéêü (Ýóôù áíáéôéïêñáôéêü) óõíáñôçóéáêü �∗ : P1 * N ôÝôïéï ðïõ

X ∈ Fr1 =⇒�(X) = �∗(X);

Ôï âáóéêü ðåñéå÷üìåíï ôïõ ÈåùñÞìáôïò Kreisel-Lacombe-Shoen�eld êáé
ôïõ áíôéðáñáäåßãìáôïò ôïõ Friedberg ðïõ èá äåßîïõìå ó' áõôü ôï åäÜöéï åßíáé
üôé ç áðÜíôçóç åßíáé èåôéêÞ êáé óôéò äýï áõôÝò åñùôÞóåéò ãéá õðïëïãéóôÝò
ïëéêÝò ðñÜîåéò � : Fr1 → N, ãéá ôéò ïðïßåò

X ∈ Fr1 =⇒�(X)↓ ;
áëëÜ (ãåíéêÜ) áñíçôéêÞ ãéá ðñÜîåéò ðïõ áðïêëßíïõí ãéá êÜðïéåò ôéìÝò ôùí
ìåôáâëçôþí ôïõò.

6E.4. ËÞììá. ¸óôù �(X) õðïëïãéóôÞ ðñÜîç óôï ÷þñï Fr1 êáé f(e)
áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ ôçí õðïëïãßæåé,

'e ∈ Fr1 =⇒�('e) = f(e);
êáé Ýóôù X = 'e ∈ Fr1 áíáäñïìéêÞ áêïëïõèßá ôÝôïéá ðïõ �(X) = f(e) =
w ∈ N. Ãéá êÜèå k ∈ N, õðÜñ÷åé áêïëïõèßá Xk : N→ N ôÝôïéá ðïõ:
(1) t ≤ k=⇒Xk(t) = X(t).

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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(2) �(Xk) = �(X) = w.
(3) Ç Xk åßíáé ôåëéêÜ ìçäåíéêÞ, äçëáäÞ õðÜñ÷åé êÜðïéïò l ôÝôïéïò ðïõ

t > l=⇒Xk(t) = 0.

Áðüäåéîç. Áðü ôï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò 4D.1, ãéá êÜèå k, õðÜñ÷åé
êùäéêüò z áíáäñïìéêÞò, ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò, ôÝôïéïò ðïõ

'z(t) =

{
'e(t); áí t ≤ k Þ (∀u ≤ t)¬[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = w];
0; áëëéþò;

(132)

üðïõ ï f̂ åßíáé êùäéêüò ôçò f , äçëáäÞ f(e) = 'f̂ (e). ÈÝôïõìå

Xk(t) = 'z(t)

êáé åðáëçèåýïõìå äéáäï÷éêÜ ôéò áðáéôïýìåíåò éäéüôçôåò.
(1) Ç 'z(t) åßíáé ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç êáé, ãéá êÜèå t ≤ k,

'z(t) = 'e(t), êáôåõèåßáí áðü ôçí (132).

(2) (∃u)[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = w], äçëáäÞ �('z) = f(e) = w. Áí ü÷é, ôüôå

(∀u)¬[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = w]·

áð' áõôü Ýðåôáé üôé, ãéá êÜèå t, (∀u ≤ t)¬[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = w]· Üñá
'z = 'e, áðü ôçí (132), êáé f(z) = f(e) = w, áðü ôçí õðüèåóç üôé ç f åßíáé
Fr1-áíáëëïßùôç.

(3) Ãéá êÜèå t > (�u)[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = w], 'z(t) = 0, êáôåõèåßáí áðü
ôçí (132). a

Ôï ËÞììá âåâáéþíåé üôé ïé ôåëéêÜ ìçäåíéêÝò (êáé åðïìÝíùò áíáäñïìéêÝò)
áêïëïõèßåò åìöáíßæïíôáé £ðõêíÜ¤ óå êÜèå óýíïëï

Vw = {X ∈ Fr1 | �(X) = w} (w ∈ N);

äçëáäÞ, ãéá êÜèå X ∈ Vw, õðÜñ÷ïõí ôåëéêÜ ìçäåíéêÝò áêïëïõèßåò óôï Vw
ðïõ £óõìöùíïýí¤ ìå ôçí X óå ïóïíäÞðïôå ìåãÜëá, áñ÷éêÜ ôìÞìáôá. Ïé
ôåëéêÜ ìçäåíéêÝò áêïëïõèßåò êùäéêïðïéïýíôáé áðëÜ, ìå ôçí ßäéá (âáóéêÜ)
êùäéêïðïßçóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá ôéò ðåðåñáóìÝíåò, ìåñéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò:

6E.5. Êùäéêïðïßçóç ôåëéêÜ ìçäåíéêþí óõíáñôÞóåùí. ¸óôù

c(x; i) =

{
(x)i; áí i < lh(x);
0; áëëéþò;

cx(i) = c(x; i):

¸ðåôáé üôé ç óõíÜñôçóç c(x; i) åßíáé áíáäñïìéêÞ, êáé ç áêïëïõèßá

c0; c1; : : :

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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áðáñéèìåß üëåò ôéò ôåëéêÜ ìçäåíéêÝò áêïëïõèßåò, Ýôóé ðïõ

cx(i) 6= 0 =⇒ i < lh(x):

Åðßóçò, õðÜñ÷åé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç

�(x) = S1
1(ĉ; x) (üðïõ 'ĉ(x; t) = c(x; t));(133)

ôÝôïéá ðïõ
cx(t) = c(x; t) = '�(x)(t):

6E.6. Èåþñçìá (ÓõíÝ÷åéá õðïëïãéóôþí ðñÜîåùí óôï Fr1). Ãéá êÜèå
õðïëïãéóôÞ ðñÜîç � : Fr1 * N êáé êÜèå X ∈ Fr1, áí �(X)↓ , ôüôå õðÜñ÷åé
êÜðïéïò k ∈ N, ôÝôïéïò ðïõ ãéá êÜèå Y ∈ Fr1,

[�(Y )↓ & (∀t ≤ k)[Y (t) = X(t)]] =⇒�(Y ) = �(X):

Åéäéêüôåñá, áí ç � åßíáé ïëéêÞ, Ýôóé ðïõ, ãéá êÜèå Y ∈ Fr1, �(Y )↓ , ôï
óõìðÝñáóìá ðáßñíåé ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ,

(∀t ≤ k)[Y (t) = X(t)] =⇒�(Y ) = �(X):

Áðüäåéîç. ¸óôù f(e) áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ õðïëïãßæåé
ôçí �(X), Ýôóé ðïõ

'e = 'm ∈ Fr1 =⇒ f(e) = f(m):

Ç éäÝá ôçò êáôáóêåõÞò åßíáé íá âñïýìå êÜðïéï z ôÝôïéï ðïõ

'z(t) =

{
X(t); áí óå ≤ t £âÞìáôá¤ äåí óõãêëßíåé ç f(z);
cx(t); áëëéþò

üðïõ ç ôåëéêÜ ìçäåíéêÞ cx åðéëÝãåôáé (óõìâáôÜ ìå ôçí ðñþôç ðåñßðôùóç, áí
õðÜñ÷åé) Ýôóé ðïõ

�(cx)↓ & �(cx) 6= �(X):

Áí ôï êáôáöÝñïõìå áõôü, ôüôå èá Ý÷ïõìå f(z) = �(X), ìå ôçí ïéêåßá ðéá
áðüäåéîç, êáé áð' áõôü èá óõìðåñÜíïõìå üôé áí

k = ï £áñéèìüò âçìÜôùí¤ óôïí ïðïßï óõãêëßíåé ç f(z);

ôüôå äåí õðÜñ÷åé x ôÝôïéï ðïõ

�(cx)↓ & �(cx) 6= �(X) & (∀t ≤ k)[cx(t) = X(t)]·

áðü ôï ïðïßï, ìå ôï ËÞììá 6E.4, èá óõìðåñÜíïõìå ðåñáéôÝñù üôé äåí õðÜñ÷åé
áíáäñïìéêÞ áêïëïõèßá Y ôÝôïéá ðïõ

(∀t ≤ k)[Y (t) = X(t)] & �(Y )↓ & �(Y ) 6= �(X);

ðïõ åßíáé ôï æçôïýìåíï. Ìå ëåðôïìÝñåéåò:

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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Áðü ôï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò, ãéá êÜèå e, õðÜñ÷åé êùäéêüò z, ôÝôïéïò
ðïõ

'z(t) =





'e(t); áí f(e)↓ & (∀u ≤ t)¬[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = f(e)];
cg(z;e)(t); áí f(e)↓ & (∃u ≤ t)[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = f(e)];
⊥; áëëéþò, äçëáäÞ áí f(e)↑;

(134)

üðïõ
comp(f̂ ; z) = �yT1(f̂ ; z; y)

åßíáé ôï ìÞêïò ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò f(z) (áí f(z)↓) êáé

(135) g(z; e) = (�x)[f(z)↓ & f(�(x))↓ & f(z) 6= f(�(x))

& (∀t ≤ comp(f̂ ; z))[cx(t) = 'e(t)]]:

Åäþ ç �(x) åßíáé áðü ôçí (133), Ýôóé ðïõ '�(x) = cx êáé, áðü ôï ËÞììá 4A.7
Σ1-ÅðéëïãÞò, ç g(z; e) óõãêëßíåé áêñéâþò áí õðÜñ÷åé êÜðïéïò x ôÝôïéïò ðïõ

f(z)↓ & f(�(x))↓ & f(z) 6= f(�(x)) & (∀t ≤ comp(f̂ ; z))[cx(t) = 'e(t)];

êáé, üôáí óõãêëßíåé, åðéëÝãåé êÜðïéï x = g(z; e) ìå áõôÝò ôéò éäéüôçôåò.
ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé X = 'e ∈ Fr1 êáé �(X) = f(e)↓ .
(1) f(z)↓ êáé f(z) = f(e)· áëëéþò 'z = 'e ∈ Fr1 êáé f(z) = f(e), ðïõ

åßíáé Üôïðï. ÈÝôïõìå

k = comp(f̂ ; z):(136)

(2) Äåí õðÜñ÷åé ôåëéêÜ ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç cx, ôÝôïéá ðïõ

�(cx)↓ & f(�(x)) = �(cx) 6= f(e) & (∀t ≤ comp(f̂ ; z))[cx(t) = 'e(t)]:

Ãéáôß áí õðÞñ÷å, ôüôå g(z; e)↓ êáé ç cg(z;e) Ý÷åé áõôÞ ôçí éäéüôçôá, Ýôóé ðïõ,
áðü ôçí êáôáóêåõÞ, 'z = cg(z;e) êáé f(z) = f(�(g(z; e))) = �(cg(z;e)) 6=
f(e), ðïõ áíôéôßèåôáé óôï (1).

(3) Ãéá êÜèå Y ∈ Fr1,

[�(Y )↓ & (∀t ≤ k)[Y (t) = X(t)]] =⇒�(Y ) = �(X):

Áõôü Ýðåôáé ôþñá áðü ôï ËÞììá 6E.4: ãéáôß áí �(Y ) = v 6= f(e), ôüôå
õðÜñ÷åé êÜðïéá ôåëéêÜ ìçäåíéêÞ cx ðïõ óõìöùíåß ìå ôçí Y (êáé, åðïìÝíùò,
êáé ìå ôçí X) ãéá t ≤ k, êáé ãéá ôçí ïðïßá �(cx) = v 6= f(e), ðïõ áíôéôßèåôáé
óôï (2). a

Áõôü ôï èåþñçìá åßíáé ç âáóéêÞ áíáêÜëõøç êáé, ðïëëÝò öïñÝò, êáëåßôáé
ôï £Èåþñçìá Kreisel-Lacombe-Shoen�eld¤, Þ áðïäßäåôáé óôïí Ñþóï ìáèç-
ìáôéêü �Ceitin ðïõ ôï áðÝäåéîå áíåîÜñôçôá. Ôï üíïìá, üìùò, ôáéñéÜæåé ðéï
ðïëý óôï åðüìåíï éó÷õñüôåñï áðïôÝëåóìá:

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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6E.7. Èåþñçìá (Kreisel-Lacombe-Shoen�eld, �Ceitin). Ãéá êÜèå õðïëï-
ãéóôÞ ðñÜîç � : Fr1 * N õðÜñ÷åé áíáäñïìéêü óõíáñôçóéáêü �∗ : P1 * N,
ôÝôïéï ðïõ

[X ∈ Fr1 & �(X)↓ ] =⇒�(X) = �(X)·(137)

éäéáßôåñá, áí ç � : Fr1 → N åßíáé ïëéêÞ, ôüôå

X ∈ Fr1 =⇒�(X) = �∗(X);

êáé ïé åñùôÞóåéò 6E.2 êáé 6E.3 Ý÷ïõí èåôéêÝò áðáíôÞóåéò ãéá ïëéêÝò õðïëï-
ãéóôÝò ðñÜîåéò.

Áðüäåéîç. ¼ðùò ðÜíôá, Ýóôù f̂ êùäéêüò êÜðïéáò áíáäñïìéêÞò, ìåñéêÞò
óõíÜñôçóçò ðïõ õðïëïãßæåé ôï �, äçëáäÞ

'e ∈ Fr1 =⇒�('e) = f(e) = 'f̂ (e):

Ç êñßóéìç ðáñáôÞñçóç åßíáé üôé ç áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÓõíÝ÷åéáò 6E.6
åßíáé êáôáóêåõáóôéêÞ, óõãêåêñéìÝíá üôé ï áñéèìüò k óôçí (136) åßíáé ç ôéìÞ
ìéáò áíáäñïìéêÞò, ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò �(e), ðïõ óõãêëßíåé üôáí ï e åßíáé
êùäéêüò áíáäñïìéêÞò áêïëïõèßáò 'e ôÝôïéáò ðïõ �('e) = f(e)↓ . ÐñÜãìáôé,
ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç g(z; e) åßíáé áíáäñïìéêÞ, ùò óõíÜñôçóç äýï ìåôáâëç-
ôþí, ìå ôïí ïñéóìü (135)· áðü ôçí åêäï÷Þ (97) ôïõ 2ïõ ÈåùñÞìáôïò Áíá-
äñïìÞò ìå ðáñÜìåôñï, õðÜñ÷åé êÜðïéá ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ h(e) ôÝôïéá
ðïõ ç (134) éó÷ýåé áí èÝóïõìå

z = h(e)·

êáé, ôåëéêÜ, ï áñéèìüò k ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå õðïëïãßæåôáé áðü ôçí

k = �(e) = comp(f̂ ; h(e)):(138)

ÅîåôÜæïõìå ôþñá ðÜëé ôçí áðüäåéîç ôïõ 6E.6, íá äïýìå ôé ìáò äßíåé ÷ùñßò
ôçí õðüèåóç üôé 'e ∈ Fr1:

ËÞììá. Ãéá êÜèå e, ìå z = h(e), áí

f(e)↓ & f(e) = f(z) & (∀t ≤ �(e))'e(t)↓ ;
ôüôå, ãéá êÜèå X,

[X ∈ Fr1 & �(X)↓ & (∀t ≤ �(e))X(t) = 'e(t)] =⇒�(X) = f(e):

Áðüäåéîç. Ðñïò Üôïðï, äå÷üìáóôå ôçí õðüèåóç ãéá ôï e êáé üôé ãéá êÜðïéá
X ∈ Fr1,

�(X)↓ & (∀t ≤ �(e))[X(t) = 'e(t) & �(X) 6= f(e)]:

Áðü ôï ËÞììá 6E.4 ôþñá, õðÜñ÷åé êÜðïéá ôåëéêÜ ìçäåíéêÞ cx ôÝôïéá ðïõ

�(cx) = �(X) 6= f(e) & (∀t ≤ �(e))cx(t) = 'e(t)·

ÃéÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçò
ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìüôçôá
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êáé áðü ôïí ïñéóìü ôçò g(e; z) êáé ôçí (134), ç cg(e;z) Ý÷åé áõôÞ ôçí éäéüôçôá
êáé 'z = cg(e;z) ∈ Fr1· Üñá f(z) = f(g(e; z)) 6= f(e), ðïõ áíôéôßèåôáé óôçí
õðüèåóç.

Ôï óýíïëï

A = {e | f(e)↓ & f(e) = f(h(e)) & (∀t ≤ �(e))'e(t)↓};

ôùí áñéèìþí e ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí õðüèåóç ôïõ ËÞììáôïò åßíáé çìéáíáäñï-
ìéêü, Üñá

e ∈ A ⇐⇒ (∃u)R(e; u)

ãéá êÜðïéá (ðñùôïãåíþò) áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç R(e; u). Ôï óõíáñôçóéáêü

(p) = (�y)[(∀t ≤ y)p(t)↓ & R((y)0; (y)1)]

åßíáé (åýêïëá) áíáäñïìéêü. ¸ðåôáé üôé áíáäñïìéêü åßíáé êáé ôï

�(p) = f(((p))0);

êáé äåí åßíáé äýóêïëï, áðü ôï ËÞììá, íá äåßîïõìå ôþñá üôé

[X ∈ Fr1 & �(X)↓ ] =⇒�(X) = �(X);

ðïõ åßíáé ôï æçôïýìåíï. a
Ç êÜðùò ðñïóåêôéêÞ äéáôýðùóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò åßíáé áðáñáßôçôç, åîáé-

ôßáò ôïõ åîÞò áíôéðáñáäåßãìáôïò:

6E.8. Èåþñçìá (Friedberg). ÕðÜñ÷åé õðïëïãéóôÞ ðñÜîç � : Fr1 * N
ôÝôïéá ðïõ:

(1) �(X0) = 1, üðïõ, X0(t) = 0, ãéá êÜèå t.
(2) Ãéá êÜèå k, õðÜñ÷åé êÜðïéá Xk ∈ Fr1 ôÝôïéá ðïõ

(∀t ≤ k)Xk(t) = 0 êáé �(Xk)↑:

¸ðåôáé üôé ç ðñÜîç � äåí åßíáé ï ðåñéïñéóìüò óôï Fr1 êÜðïéïõ (Ýóôù áíáé-
ôéïêñáôéêÜ) áíáäñïìéêïý óõíáñôçóéáêïý.

Áðüäåéîç. Ç äåýôåñç ðñüôáóç óõíÜãåôáé áðü ôçí ðñþôç, åðåéäÞ, áí ôï
� Þôáí ï ðåñéïñéóìüò óôï Fr1 êÜðïéïõ áíáäñïìéêïý �, ôüôå �(X0) = 1· Üñá
ï õðïëïãéóìüò ôçò áíáäñïìéêÞò ìç÷áíÞò ðïõ õðïëïãßæåé ôçí ôéìÞ �(X0)
ôåñìáôßæåé êáé, ìÝ÷ñé íá ôåñìáôßóåé, Ý÷åé £êáëÝóåé¤ ðåðåñáóìÝíåò ôï ðëÞèïò
ôéìÝò ôçò X0· êáé áí k åßíáé ï ìÝãéóôïò áñéèìüò ãéá ôïí ïðïßï ï õðïëï-
ãéóìüò ÷ñçóéìïðïßçóå ôçí ôéìÞ X0(k), ôüôå, ðñïöáíþò, ï õðïëïãéóìüò èá
ôåñìáôßóåé êáé èá äþóåé ôçí ôéìÞ 1 ãéá êÜèå X ôÝôïéá ðïõ (∀t ≤ k)X(t) = 0.
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Ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï � êáé íá áðïäåßîïõìå ôçí ðñþôç ðñüôáóç,
èÝôïõìå:

e ∈ A ⇐⇒ (∀t ≤ e)['e(t) = 0];(139)
e ∈ B ⇐⇒ (∃m ∈ A)(∃k)(∀t ≤ k)['e(t) = 'm(t) = 0(140)

& 'e(k + 1) = 'm(k + 1)↓
& 'e(k + 1) 6= 0]

f(e) = 1 ⇐⇒ e ∈ A ∪B:(141)

Ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f åßíáé ðñïöáíþò áíáäñïìéêÞ.
ËÞììá. Ç f åßíáé Fr1-áíáëëïßùôç, äçëáäÞ

'e = 'm ∈ Fr1 =⇒ f(e) = f(m):

Áðüäåéîç. ¸óôù 'e = 'm ∈ Fr1, êáé f(e) = 1. ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé
f(m) = 1.

Ðåñßðôùóç 1. 'e = 'm = c0. Ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç m ∈ A, Üñá
f(m) = 1.

Ðåñßðôùóç 2. 'e = 'm 6= c0 êáé e ∈ A. Ç (140) éó÷ýåé ìå m = e, k = e
êáé m óôç èÝóç ôïõ e, Üñá m ∈ B êáé f(m) = 1.

Ðåñßðôùóç 3. 'e = 'm 6= c0 êáé e ∈ B. ÐñÝðåé ôþñá íá õðÜñ÷ïõí
£ìÜñôõñåò¤ m ∈ A êáé k ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí (140) êáé âåâáéþíïõí üôé
e ∈ B· áêñéâþò ïé ßäéïé ìÜñôõñåò éêáíïðïéïýí ôçí (140) ìå m óôç èÝóç ôïõ
e, Üñá m ∈ B êáé f(m) = 1.

Ç õðïëïãéóôÞ ðñÜîç � : Fr1 * N ðïõ õðïëïãßæåôáé áðü ôçí f ðñïöáíþò
Ý÷åé ôçí éäéüôçôá (1) óôï Èåþñçìá. Ãéá íá äåßîïõìå ôçí (2), ãéá ôï ôõ÷áßï
k, èÝôïõìå

C = {e ∈ A | e ≤ k & (∀t ≤ k)'e(t) = 0 & 'e(k + 1)↓ & 'e(k + 1) 6= 0}:
Ôï óýíïëï C åßíáé ðåðåñáóìÝíï, êáé (áí ôï k åßíáé áñêåôÜ ìåãÜëï) ü÷é
êåíü, Ýóôù

C = {e1; : : : ; en}·
èÝôïõìå

Xk(t) =

{
0; áí t ≤ k Þ t > k + 1;
max{'e1(k + 1); : : : ; 'en(k + 1)}+ 1; áí t = k + 1;

Ýôóé ðïõ, áóöáëþò, (∀t ≤ k)Xk(t) = 0, êáé áñêåß íá ïäçãçèïýìå óå Üôïðï
áðü ôçí õðüèåóç üôé õðÜñ÷åé e ôÝôïéïò ðïõ

'e = Xk & e ∈ A ∪B:
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Ðåñßðôùóç 1. 'e = Xk êáé e ∈ A. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ Á,
e ∈ A =⇒ (∀t ≤ e)['e(t) = 0]

=⇒ e ≤ k áöïý 'e(k + 1) = Xk(k + 1) 6= 0
=⇒ e ∈ C

êáé ôï ôåëåõôáßï åßíáé Üôïðï, åðåéäÞ Xk(k+ 1) 6= 'e(k+ 1) ãéá êÜèå e ∈ C.
Ðåñßðôùóç 2. 'e = Xk êáé e ∈ B. Ôþñá õðÜñ÷ïõí ìÜñôõñåò m ∈ A

êáé k′ ðïõ âåâáéþíïõí üôé e ∈ B, êáé k′ = k + 1, áöïý (∀t ≤ k)Xk(t) = 0
êáé Xk(k + 1) 6= 0. Åðßóçò, m ∈ C, áöïý m ∈ A êáé 'm(k + 1) 6= 0. ÁõôÜ
üìùò ïäçãïýí óå Üôïðï, üðùò êáé óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç, áöïý Xk(k+1) 6=
'm(k + 1), ãéá êÜèå m ∈ A. a

6E. ÁóêÞóåéò

x6E.1. Áò åßíáé ç f(e) áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç, ôÝôïéá ðïõ
(∀x)['e(x) = 0] =⇒ f(e) = 3·

äåßîôå üôé ãéá êÜèå k, õðÜñ÷åé êÜðïéïò m, ôÝôïéïò ðïõ
(1) (∀x)['m(x)↓ ].
(2) (∀x ≤ k)['m(x) = 0].
(3) (∃x)['m(x) 6= 0].
(4) f(m) = 3.

x6E.2. Aëçèåýåé Þ ü÷é ç åîÞò ðñüôáóç: Áò åßíáé ç f(e) áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ
óõíÜñôçóç, ôÝôïéá ðïõ

(∀x)['e(x) = 0] =⇒ f(e) ↓ ·
ãéá êÜèå k, õðÜñ÷åé êÜðïéïò m, ôÝôïéïò ðïõ
(1) (∀x)['m(x) ↓].
(2) (∀x ≤ k)['m(x) = 0].
(3) (∃x)['m(x) 6= 0].
(4) f(m) ↓.

(Áðïäåßîôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.)
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