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Ãéá ôï Ë2 êáé ôï Á.27, ðñïóðáèÞóôå íá ëýóåôå üëá ôá ìÝñç ôùí ïêôþ
ðñïâëçìÜôùí ôïõ ÌÝñïõò Á. Ïé ðñïðôõ÷éáêïß öïéôçôÝò ôïõ 614 ìðïñïýí
íá ðáñáëåßøïõí ôï ðñüâëçìá 8. ¼ëïé ïé öïéôçôÝò ðñÝðåé íá ãñÜøïõí ìéáí
åýãëùôôç (êáé ü÷é ìáêñïóêåëÞ) £Ýêèåóç¤ óôï èÝìá ôïõ ÌÝñïõò Â. Óå ðå-
ñéðôþóåéò ðïõ ðñÝðåé íá åðéêáëåóôåßôå êÜðïéï èåþñçìá áðü ôéò Óçìåéþóåéò,
íá ôï äéáôõðþóåôå ðëÞñùò êáé óùóôÜ. ¼ëá ôá ðñïâëÞìáôá Ý÷ïõí ôï ßäéï
âÜñïò | Üñá óõìöÝñåé íá ëýóåôå ðñþôá ôá åýêïëá.
Ðáñáêáëþ íá áñ÷ßóåôå êÜèå ðñüâëçìá Þ ìÝñïò ðñïâëÞìáôïò óå îå÷ùñé-

óôÞ êüëëá. ÊáëÞ åðéôõ÷ßá!

ÌÝñïò Á, ÐñïâëÞìáôá

Ðñüâëçìá 1. Ç óõíÜñôçóç ôïõ Ackermann ïñßæåôáé ìå ôç ëåãüìåíç
äéðëÞ áíáäñïìÞ

A(0; x) = x+ 1
A(n+ 1; 0) = A(n; 1)

A(n+ 1; x+ 1) = A(n;A(n+ 1; x))·

êáé ãéá êÜèå n, ç £ôïìÞ¤ An : N → N (ôçò óõíÜñôçóçò) ôïõ Ackermann
ïñßæåôáé ìå ôçí åîßóùóç

An(x) = A(n; x):

Ãé' áõôü ôï ðñüâëçìá äå÷üìáóôå üôé áõôÝò ïé åîéóþóåéò ïñßæïõí áêñéâþò
ìßá, áíáäñïìéêÞ, ïëéêÞ óõíÜñôçóç (äçëáäÞ äåí åßíáé áíÜãêç íá ôï áðïäåß-
îåôå áõôü).
Äåßîôå üôé êÜèå ôïìÞ An ôçò óõíÜñôçóçò ôïõ Ackermann åßíáé áõóôçñÜ

áýîïõóá, äçëáäÞ

x < y=⇒An(x) < An(y):

Õðüäåéîç: Åßíáé ÷ñÞóéìï íá äåßîôå ðñþôá üôé An(x) ≥ 1, ãéá êÜèå n
êáé x, êáé ôï åîÞò ËÞììá: Ãéá êÜèå óõíÜñôçóç f : N → N, áí ãéá êÜèå x,
f(x) < f(x+ 1), ôüôå ç f åßíáé áõóôçñÜ áýîïõóá.
Ëýóç. Ãéá ôï ËÞììá, äåß÷íïõìå ìå åýêïëç åðáãùãÞ óôï y > 0, üôé áí

ç f éêáíïðïéåß ôçí õðüèåóç, ôüôå

f(x) < f(x+ y):
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Ãéá ôï ðñüâëçìá, ç áðüäåéîç åßíáé ìå åðáãùãÞ óôï n, üðïõ ç âÜóç ãéá
ôçí A0(x) = x + 1 åßíáé ðñïöáíÞò. Óôï åðáãùãéêü âÞìá, äåß÷íïõìå ìå
åðáãùãÞ óôï x üôé

An+1(x) < An+1(x+ 1):
Ãéá ôç ÂÜóç, x = 0, õðïëïãßæïõìå:

An+1(1) = An(An+1(0))
= An(An(1))
> An(1) (åð. õð., êáé ËÞììá, An(1) > An(0) ≥ 1:)
= An+1(0)

Ãéá ôï Åðáãùãéêü ÂÞìá, õðïëïãßæïõìå:

An+1(x+ 1) = An(An+1(x))
< An(An+1(x+ 1)) (åð. õð., ãéá ôï n êáé ôï x, êáé ËÞììá)
= An+1(x+ 2):
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Ðñüâëçìá 2.

(2a). Äåßîôå üôé ãéá êÜðïéá ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç p(e)
êáé üëá ôá e,

Wp(e) = {x | x; x+ 1; x+ 2; : : : ; x+ x ∈We}
Ëýóç. Ïñßæïõìå ôçí áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç

f(e; x) =

{
1; áí (∀t ≤ x)[x+ t ∈We];
⊥; áëëéþò;

åðéëÝãïõìå êÜðïéïí êùäéêü ôçò f̂ , Ýôóé ðïõ

f(e; x) = {f̂}(e; x) = {S1
1(f̂ ; e)}(x);

êáé èÝôïõìå

p(e) = S1
1(f̂ ; e):

¸ðåôáé üôé

{p(e)}(x)↓ ⇐⇒ (∀t ≤ x)[x+ t ∈We];

Ýôóé ðïõ Wp(e) = {x | x; x+ 1; x+ 2; : : : ; x+ x ∈We}.

(2b). Äåßîôå üôé õðÜñ÷åé êÜðïéïò áñéèìüò e ôÝôïéïò ðïõ

We = {e; e+ 1; : : : ; e+ e}:
Ëýóç. Áðü ôï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò, õðÜñ÷åé êÜðïéïò áñéèìüò e ôÝ-

ôïéïò ðïõ

�e(t) =

{
1; áí e ≤ t ≤ e+ e;

⊥; áëëéþò;

ðïõ åßíáé êáé ôï æçôïýìåíï.

Ðñüâëçìá 3.

(3a). Ïñßóôå ôá áðëÜ óýíïëá.
Ëýóç. Ôï óýíïëï A åßíáé áðëü áí åßíáé á.á., ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ Ac =

N \A åßíáé Üðåéñï, êáé êÜèå Üðåéñï á.á. óýíïëï ôÝìíåé ôï Á.

(3b). Äéüñèùóç: ç õðüèåóç ó' áõôü ôï ðñüâëçìá äåí áñêïýóå ãéá ôï
óõìðÝñáóìá|ãéá ðáñÜäåéãìá, äåí éó÷ýåé áí f(x) = 2x. (Ãéáôß;)
Äåßîôå üôé áí ôï A åßíáé áðëü êáé ç f : N�→N åßíáé áíáäñïìéêÞ ìåôÜ-

èåóç, äçëáäÞ ïëéêÞ, Ýíá-ðñïò-Ýíá êáé åðß, ôüôå êáé ç åéêüíá f [A] åßíáé áðëü
óýíïëï.
Ëýóç. Ôï B = f [A] åßíáé á.á., êáé ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åßíáé Üðåéñï,

åðåéäÞ ç f åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá. Ãéá ôçí ôåëåõôáßá, ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá
ôçò áðëüôçôáò, Ýóôù We ôõ÷áßï, Üðåéñï á.á. óýíïëï. Ç áíôßóôñïöç åéêüíá
f−1[We] åßíáé á.á., êáé åßíáé Üðåéñï óýíïëï, åðåéäÞ ç f åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá
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êáé åðß· Üñá õðÜñ÷åé êÜðïéï x ∈ A ∩ f−1[We], Üñá f(x) ∈ f [A] ∩We, ðïõ
Ýðñåðå íá äåßîïõìå.

Ðñüâëçìá 4. ÔáîéíïìÞóôå óôçí áñéèìçôéêÞ éåñáñ÷ßá ôï óýíïëï

Af = {e | 'e = f};

üðïõ ç f(x) åßíáé ôõ÷áßá, ïëéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç.
Ëýóç. Ãéá ôï Üíù öñÜãìá:

e ∈ Af ⇐⇒ (∀x)(∃y)[T1(e; x; y) & U(y) = f(x)];

Ýôóé ðïõ ôï Af åßíáé Π0
2.

Ãéá ôï êÜôù öñÜãìá, Ýóôù

P (x) ⇐⇒ (∀u)(∃v)R(x; u; v)

ôõ÷áßá Π0
2 ó÷Ýóç (ìå ôçí R(x; u; v) áíáäñïìéêÞ). ÈÝôïõìå

g(x; u) = 0 · �vR(x; u; v) + f(x)

êáé åðáëçèåýïõìå åýêïëá üôé

P (x) ⇐⇒ (∀u)[g(x; u)↓ & g(x; u) = f(x)]:

Áí ï ĝ åßíáé êùäéêüò ôçò g Ýôóé ðïõ

g(x; u) = {ĝ}(x; u) = {S1
1(ĝ; x)}(u);

óõíÜãåôáé åýêïëá üôé

P (x) ⇐⇒ S1
1(ĝ; x) ∈ Af ;

ðïõ ìå ôç óåéñÜ ôïõ óõíåðÜãåôáé üôé ôï Af äåí åßíáé Σ0
2|ãéáôß áí Þôáí,

ôüôå êÜèå Π0
2 ó÷Ýóç èá Þôáí Σ0

2, ðïõ äåí.

Ðñüâëçìá 6. Áëçèåýåé Þ ü÷é: ãéá êÜèå áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç
f(x), õðÜñ÷åé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç R(x; y) ôÝôïéá ðïõ

f(x) = (�y)R(x; y):

Áðïäåßîôå ôçí åðéëïãÞ óáò.
Ëýóç. Áõôü äåí áëçèåýåé. Ãéá íá ôï äåßîïõìå, Ýóôù P (x) ôõ÷áßá çìéáíá-

äñïìéêÞ, ü÷é áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç, Ýôóé ðïõ ãéá êÜðïéá áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ
óõíÜñôçóç g(x),

P (x) ⇐⇒ g(x)↓ ;

êáé Ýóôù f(x) = 0 · g(x), Ýôóé ðïõ ç f(x) åßíáé áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñ-
ôçóç êáé

P (x) ⇐⇒ f(x)↓ ⇐⇒ f(x) = 0·
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áí õðÞñ÷å ðñùôïãåíÞò, áíáäñïìéêÞ ó÷ÝóçR(x; y) ôÝôïéá ðïõ f(x) = (�y)R(x; y),
ôüôå èá åß÷áìå

P (x) ⇐⇒ (�y)R(x; y) = 0 ⇐⇒ R(x; 0);

ðïõ óõíåðÜãåôáé üôé ç P (x) åßíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ, åíÜíôéá óôçí
åðéëïãÞ ôçò.

Ðñüâëçìá 7. Ãéá ôéò åðüìåíåò äýï ðñïôÜóåéò, áðïöáóßóôå áí áëçèåýïõí
Þ ü÷é, êáé äéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò ìå áðüäåéîç Þ áíôéðáñÜäåéãìá:

(7a) Ãéá êÜèå Üðåéñï á.á. óýíïëï A, õðÜñ÷åé ðëÞñçò, áíáäñïìéêÞ óõíÜñ-
ôçóç f , ôÝôïéá ðïõ ãéá êÜèå x,

f(x) > x êáé f(x) ∈ A:

(7b) Ãéá êÜèå á.á. óýíïëï B ìå Üðåéñï óõìðëÞñùìá, õðÜñ÷åé ðëÞñçò
áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç g, ôÝôïéá ðïõ ãéá êÜèå x,

g(x) > x êáé g(x) =∈ B:

(Õðüäåéîç: ãé' áõôü áñêåß ç åðßêëçóç åíüò áðü ôá èåùñÞìáôá ðïõ áðïäåß-
îáìå.)
Ëýóç. (7a) ÈÝôïõìå

R(x; y) ⇐⇒ x < y & y ∈ A·

ç ó÷Ýóç áõôÞ åßíáé Σ0
1, êáé åöüóïí ôï A åßíáé Üðåéñï, (∀x)(∃y)R(x; y)· áðü

ôï ËÞììá Σ0
1-åðéëïãÞò óõíÜãïõìå üôé õðÜñ÷åé ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñ-

ôçóç f(x) ôÝôïéá ðïõ (∀x)R(x; f(x)), äçëáäÞ, (∀x)[x < f(x) & f(x) ∈ A].
(7b) Áõôü äåí éó÷ýåé: áí ôï Â åßíáé áðëü, ôüôå åßíáé á.á., Ý÷åé Üðåéñï

óõìðëÞñùìá áëëÜ äåí õðÜñ÷åé ç æçôïýìåíç g(x), ãéáôß áí õðÞñ÷å, ç åéêüíá
g[N] èá Þôáí Üðåéñï, á.á., õðïóýíïëï ôïõ óõìðëçñþìáôïò Bc|ðïõ äåí
õðÜñ÷åé.
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Ðñüâëçìá 8 (õðï÷ñåùôéêÞ ìüíï ãéá ôïõò öïéôçôÝò óôï Ë2 êáé ôï Á.27).
Ãéá ôõ÷áßá, áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñôçóç g(x), èÝôïõìå

Dg = {x | g(x)↓}; Bg = {e | 'e = g}:

(8a) Äåßîôå üôé áí ôï ðåäßï óýãêëéóçò Dg ôçò g(x) åßíáé ðåðåñáóìÝíï,
ôüôå ôï Bg åßíáé ∆0

2.

(8b) ÔáîéíïìÞóôå óôçí áñéèìçôéêÞ éåñáñ÷ßá ôï óýíïëï Bg, óôçí ðå-
ñßðôùóç ðïõ ôï ðåäßï óýãêëéóçò Dg ôçò g(x) åßíáé Üðåéñï. (Áõôü åßíáé
ãåíßêåõóç ôïõ ÐñïâëÞìáôïò 4.)
Ëýóç. (8b) Ôï Bg åßíáé Π0

2, ìå åýêïëï õðïëïãéóìü:

e ∈ Bg ⇐⇒ (∀x;w)['e(x) = w ⇐⇒ g(x) = w]

⇐⇒ (∀x;w)[['e(x) = w & g(x) = w] ∨ ['e(x) 6= w & g(x) 6= w]:

Ãéá íá äåßîïõìå üôé åßíáé Π0
2 ðëÞñåò (Üñá êáé ü÷é Σ0

2), Ýóôù

P (x) ⇐⇒ (∀s)(∃v)R(x; s; v)

ôõ÷áßá Π0
2 ó÷Ýóç, ìå ôçí R(x; s; v) áíáäñïìéêÞ. ÈÝôïõìå

h(x; u) =

{
g(u); áí (∀s ≤ u)(∃v)R(x; s; v);
⊥; áëëéþò:

Ç h(x; u) åßíáé áíáäñïìéêÞ êáé, ðñïöáíþò,

(∀s)(∃v)R(x; s; v)=⇒ (∀u)h(x; u) = g(u):

Ãéá ôï áíôßóôñïöï, áí (∀u)[h(x; u) = g(u)], ôüôå ãéá êÜèå s, õðÜñ÷åé êÜ-
ðïéïò áñéèìüò u > s ôÝôïéïò ðïõ g(u)↓ (áðü ôçí õðüèåóç ãéá ôçí g(u)), êáé
ç åîßóùóç h(x; u) = g(u) ãé' áõôü ôï u óõíåðÜãåôáé üôé (∃v)R(x; s; v). Ó'
áõôü ôï óçìåßï Ý÷ïõìå äåßîåé üôé

P (x) ⇐⇒ (∀s)(∃v)R(x; s; v) ⇐⇒ (∀u)[h(x; u) = g(u)]·

Üñá, áí åðéëÝîïõìå ôïí áñéèìü ĥ Ýôóé ðïõ

h(x; u) = {ĥ}(x; u) = {S1
1(ĥ; x)}(u);

Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï

P (x) ⇐⇒ (∀u)[{S1
1(ĥ; x)}(u) = g(u)] ⇐⇒ S1

1(ĥ; x) ∈ Bg:

Ôï (8a) åßíáé åýêïëï.

ÌÝñïò Â, Èåùñßá

Äéáôõðþóôå ôï Èåþñçìá Áðëçñüôçôáò ôïõ G�odel óôç ãåíéêÞ ìïñöÞ ðïõ
ôïõ äþóáìå ó' áõôü ôï ìÜèçìá, êáé óêéáãñáöÞóôå (óýíôïìá áëëÜ ðåéóôéêÜ)
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ôçí áðüäåéîÞ ôïõ. (ÐñïóðáèÞóôå íá ïñßóåôå ôéò âáóéêÝò Ýííïéåò êáé èåù-
ñÞìáôá ãé' áõôÝò ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí äéáôýðùóç êáé ôçí áðüäåéîç· íá
áðïöýãåôå ôéò ôå÷íéêÝò ëåðôïìÝñåéåò, üóï áõôü åßíáé äõíáôü.)


