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1. INTRODUCTION

L'objet de ce travail est I'ttude des propriétés du caractére d'une
représentation d’algébre dans une algébre d’Azumaya (e.g., dans une
algébre de matrices) et la caractérisation de ces caractéres parmi les
fonctions centrales. La notion-clef est celle de pseudo-caractére, (cf défini-
tion 2.1) dlie a R. Taylor [Tay], qui a étudié le cas d’algébres de groupes
sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.

Nous vérifions tout d’abord que le caractére d’une représentation est un
pseudo-caractére (proposition 3.1).

Nous établissons, pour une algébre sur un corps, une correspondance
bijective entre représentations absolument irréductibles dans une algébre
centrale simple de dimension n? et pseudo-caractéres absolument
irréductibles de dimension n, donnée par la trace réduite (théoréme 4.2).
Lorsque toute algébre centrale simple sur le corps K est isomorphe a une
algébre de matrices sur K, alors I'application qui a une représentation fait
correspondre son caractére induit une bijection entre représentations
absolument irréductibles dans une algébre de matrices de dimension n?
sur K et pseudo-caractéres absolument irréductibles de dimension »n dans
K (corollaire 4.4).

Ensuite, nous construisons une bijection entre représentations absolu-
ment irréductibles dans une algébre d’Azumaya de rang constant n? et
pseudo-caractéres de dimension n tels que les pseudo-caractéres résiduels
associés soient absolument irréductibles de dimension n (théoréme 5.1).
De cette correspondance se déduisent des résultats de H. Carayol et J.-P.
Serre [Ca, Se] sur les caractéres de représentations dans des anneaux
locaux (corollaires 5.3 et 5.4).

571

0021-8693 /96 $18.00

Copyright © 1996 by Academic Press, Inc.
All rights of reproduction in any form reserved.



572 RAPHAEL ROUQUIER

Ainsi, le probléme de «remonter» une représentation résiduelle est
équivalent a celui de remonter son caractére en un pseudo-caractére,
résultat dii a L. Nyssen (corollaire 5.2). Alors, étant donnée une algébre
sur un anneau local et une représentation résiduelle absolument irréduct-
ible, nous construisons une déformation universelle d’une telle représenta-
tion, généralisant et simplifiant une construction de B. Mazur [Mal].

Je tiens a remercier J.-P. Serre, qui m’a suggéré ce travail, pour ses
encouragements et commentaires; je remercie également M. Broué pour
son aide lors de la rédaction d’une version préliminaire et L. Scott
pour plusieurs discussions ainsi que pour son hospitalité a I'université de
Charlottesville.

2. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES

Soit 4 un anneau commutatif et R une A-algébre.

Soient f e Hom ,(R, A) une fonction centrale (i.e. telle que f(xy) =
f(yx) pour tous x,y € R) et n un entier. Soit ©, = S({1,...,n}) le
groupe symétrique sur I'’ensemble {1,..., n} et ¢ le caractére signature de
& ,,. On définit I'application S,(f): R" — A par

S(f)(x) = X e(o)(o-f)(x)

(rEz,,

pour x = (x,...,x,) € R" et oll pour o € S, se decomposant en produit
de cycles disjoints o = o, -** ay, si o; = (j,...,j,), alors on pose o,(x)
= le xjm et (O'f)(X) =f(a'l(x)) f(O'k(X)).

Soit € ©,. La décomposition de 7 'or en produit de cycles disjoints
est o = (7_10'17') (T_l()'kT) etsi o, =(j,... ,jm), alors on a T_lo'l-T =
(G, ..., 7, ). Ainsi, (o-f)X7-x) = ((77%7) - f)(x). Il en résulte que
S (f) est symétrique.

DEFINITION 2.1.  Si d est un entier positif, on dit que f € Hom (R, A)
est un pseudo-caractére de dimension d de R sur A (et on note dim f = d)
si:

(1) f(xy) = f(yx) pour tous x,y € R,
(2) d est le plus petit entier positif k tel que S, ,(f) = 0.

Nous verrons (proposition 2.3) que si f est un pseudo-caractére de
dimension d, alors S, ,(f) = 0 pour k > d.

Nous dirons que f est irreductible s'il n’existe pas deux pseudo-caractéres
fi et f, tels que f=f, +f, et dimf=dimf, + dim f, (il résulte du
lemme 2.8 que c’est équivalent a dim f > dim f, + dim f,).
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L’application S, apparait dans le cas de caractéres irréductibles d’un
groupe fini chez Frobenius [Fr], ol elle est définie comme une dérivée
n-8me du facteur irréductible du «Gruppendeterminant» associé a un
caractére irréductible donné. Qu’un caractére irréductible d’'un groupe
finit soit un pseudo-caractére est demontré par Frobenius [Fr, §3, 21].

La définition de pseudo-caractére donnée ici est une légére modification
de la notion originale de «pseudo-représentation» dlie a R. Taylor [Tay,
§1] (Taylor demandait, a la place de (2), S,.,(f)=0et f(1) =d- -1,
notre définition permet d’avoir une dimension bien déterminée pour
chaque pseudo-caractére et nous verrons (proposition 2.4) que pour A
intégre, si f est un pseudo-caractére, alors f(1) = dim f-1,). Dans le cas
particulier oli n = 2, une définition plus restrictive avait été introduite
auparavant par A. Wiles [Wi, 2.2].

Pour f € Hom ,(R, A) une fonction centrale, on pose S,(f) = 1. Pour I
un ensemble fini, on note |7] le cardinal de 1.

LEMME 2.2. Soient n un entier positif, f € Hom (R, A) une fonction
centrale et x,,...,x,,, €ER. Ona

Sn+1(f)(x1" ' "xn+1) =f(xn+l)sn(f)(x1""7xn)

n
= XS () (X X XX 1 X0 X))
i=1

(1)
Soit g une seconde fonction centrale. On note E = {1,...,n}. On a
S, (f+8)(xy..0hx,) = Z Sm(f)({xi}ie])S|E—1|(g)({xi}ieE—I)- (2)
ICE

ou I decrit les sous-ensembles de E.

Preuve. On a

n

Spe1([)(XgheeiiX,4q) = Z Z e(a)(o-f)(xg i X,01)

i=10e@,,,0()=n+1

+ X e(o) (- f)(xy i X))

ce@, ., 0n+)=n+1

En outre,

Z e(a)(o-f)(xg o X,41)

c€@, 1, 0n+=n+1

=f(xn+l)Sn(f)(‘x1’ ' "’xn)
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etpourl <i<n,

Z e(a)(o f)(x1,eeiX,41)

= =S, () (Faree e X KTy T ),

d’ou la premiére égalité. On a
S,(f+g)({x}ick)
= Z Z 8(0')(0'\1 f)( LEI)(0-|E I g)( zeE 1)

c€G(E) ICE, c(I)=1

Z Z() e(oy)e(ay)(oy- f)( ze1)(0'2 g)( Vicp- 1)
ICE o0,ec(
LEG(E~T)

d’ol la deuxiéme égalitée. 1
Il résulte alors immédiatement du lemme 2.2 (1):

PROPOSITION 2.3. Si f est un pseudo-caractere de dimension n, alors
S.(f) =0 pour k > n.

PROPOSITION 2.4.  Supposons A est integre. Si f est un pseudo-caractere de
dimension n, alors f(1) = n-1,.

Preuve. Sin = 0, alors le résultat est clair. Sinon, soient x,, ..., x, € R.
Ona S, (fxg,....,x,, D) =D —n-1)8,(f)x,,...,x,), dapres le
lemme 2.2 (1). Puisque S,(f) # 0 et A est intégre, onadonc f(1) =n-1,.

1

LEMME 2.5.  Soient k un entier, {1, ..., k} = I, U +-- U I, une partition de
{1,...,k}. Soit x = x; X ==+ X x; oux; € R". Supposonsyy’ =y'y = 0 pour
tousyety' elements de x; et x;, lorsque i # j.

Alors, pour f € Hom ,(R, A) une fonction centrale, on a

1
S (f)(x) = jl:[ls“r‘(f)(xf)'

Preuve. Soit o € ©, ayant une orbite dont les intersections avec deux
parties distinctes /; et I, sont non vides. Soit alors o’ un cycle de o
correspondant a un telle orbite. On a o'(x) = 0 et donc (o f)x) = 0.
Ainsi, S, (f) = X, e(o)o-f)x) ol o décrit S(1) X - X &(1). 1

LEMME 2.6. Soit f un pseudo-caractere de R. Pour tout x € R nilpotent,
f(x) est nilpotent.
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Preuve. Soit x tel que f(x") est nilpotent pour r > 2. Alors f(x)!*9m/
est nilpotent, puisque S, g [(f)x,...,x) =0, dou f(x) est nilpotent.
Ainsi, si x est nilpotent, il existe un entier r > 1 tel que x" = 0, donc tel
que f(x") est nilpotent pour i > r et en particulier f((x"~1)") est nilpotent
pour i > 2. Il résulte de ce qui précéde par récurrence descendante sur r
que f(x) est nilpotent. 1

LEMME 2.7. Soient f € Hom ,(R, A) une fonction centrale et k un entier
tel que k! n’est pas un diviseur de 0 dans R. On a S,(f) = 0 si et seulement si
S.(f)x,...,x) =0 pour tout x € R.

Preuve. Soient S*(R) la puissance symétrique k-€me du A-module R
et ¢ l'application R* — S*(R) définie par ¢(x,,...,x;) =x, - x,. Par la
propriété universelle de S*(R), puisque S,(f) est k-lingaire et symétrique,
il existe g dans Hom ,(S*(R), 4) tel que S,(f) = g ¢ (voir par exemple
[Bkil, Chapitre Ill, 86, proposition 6]).

Soit A’ le localisé de 4 en la partie multiplicative engendrée par k!,
R =A4"®, Ret f' =id, ® f € Hom (R', A"). Puisque k! n’est pas un
diviseur de 0 dans R, donc dans A, les morphismes canoniques A — A’ et
R — R’ sont injectifs. Comme S,(f') est k-linéaire, on a S,(f') = 0 si et
seulement si S, (f) =0 et S, (f'Xx,...,x) =0 pour tout x € R’ si et
seulement si S, (f)(x,...,x) = 0 pour tout x € R. Par conséquent, il suffit
de demontrer le lemme pour k! inversible dans A, ce que nous supposons
désormais.

Lorsque k! est inversible dans A, le A-module S*(R) est engendré par
les x* avec x € R [Bki 1, Chapitre 111, §6, remarque 3] et par conséquent
S.(f) = 0si et seulement si S,(f)x,...,x)=0pourtout x e R. |

LEMME 2.8. Soient f et g deux pseudo-caracteres. Alors, f + g est un
pseudo-caractere et dim(f + g) < dim f + dim g.

En outre, si A est integre, (dim f + dim g)I- 1, =+ 0 et (dim f)!-(dim g)!
n'est pas un diviseur de 0 dans R, alors dim(f + g) = dim f + dim g.

De meme, si A est integre, R est le produit direct de deux sous A-algebres R,
et R,, telles que f(R,) = g(R;) = 0, alors dim(f + g) = dim f + dim g.

Preuve. Soient m = dim f et n = dim g. 1l résulte immédiatement de
la deuxiéme égalité du lemme 2.2 que S, , ,,.(f+g) = 0.

D’aprés le lemme 2.7, il existe x,y € R tels que S, (f)(x,...,x) # 0 et
S.(g)Xy,...,y)# 0. Soit alors k I'entier positif minimal tel que

Sn(g)( X, .., X ,y,...,y) # 0.

- -
n — k termes termes
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On a alors, d’apreés le lemme 2.2 (2),

Swen P+ (20 x,00y)

m+n—k 7
= (m,ff,:k)Sm(f)(x,...,x)Sn(g)(x,...,x,y,,__,y),

n—k k

Si(m +n)-1, #0,onadonc S, ,,(f+g) #0.

Si R est le produit direct de deux sous A-algébres R, et R,, telles que
f(R,) =g(R,) =0, alors grace au lemme 2.5 on conclut encore que
Sm+n(f+g)7&0' I

Remarque 1. Si r est un entier strictement positif et -1, =0, f un
pseudo-caractére non nul et g = (r — 1)f, alors g est un pseudo-caracteére,
f+g =0 est un pseudo-caractére nul, c’est-a-dire de dimension nulle,
bien que dim f + dim g > 0 = dim(f + g).

La multilinéarité de S, rend immédiat le lemme suivant:

LEMME 2.9. Soit A" une A-algébre commutative. Soit f € Hom (R, A)
une fonction de classe et ' I'extension de f @ R ®, A'. Si f est un pseudo-
caractere, alors f' est un pseudo-caractére de R ®, A' et dim f' < dim f.

Si en outre A’ est un A-module fidele, alors f est un pseudo-caractere si et
seulement si f' est un pseudo-caractere et dans ce cas, dim f' = dim f.

Si f & Hom (R, A), on note f & Hom (R, Hom (R, A)) I'application
donnée par x — (y = f(xy)). Si f est une fonction centrale, alors ker f est
un idéal de R.

DEFINITION 2.10.  Soit f un pseudo-caractére. On dit que f est fidele si
ker f = 0.

ProposITION 2.11.  Supposons R de type fini comme A-module. Soit f un
pseudo-caractere fidele de R dans A, A’ une A-algebre et f' I’ extension de f a
R ®, A'. Si R est de type fini comme A-module et A" plat sur A ou si A’ est
projectif sur A, alors f' est fidele.

Preuve. L’application f: R — Hom (R, A) est injective et A’ est plat
sur A, donc I'application obtenue par extension des scalaires R ®, A" —
(Hom ,(R, A)) ®, A’ est encore injective. Mais I'hypothése sur R et A’
impliqgue que I'homomorphisme canonique (Hom (R, A) ®, A" —
Hom (R ®, A’, A’) est injectif [Bki3, Chapitre I, §2, proposition 11;
Bkil, Chapitre 11, 85, Proposition 7] et on en déduit alors que f’ est
injectif. 1l
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LEMME 2.12.  Soit f un pseudo-caractere fidele de dimension n de R. Soit
A’ une A-algébre commutative, R' = R ®, A’ et ' I'extension de fa R’.
Soient x,,...,x, €R'. On a

IZ ( _1)U|Sn—|1\(f’)({xi}iﬂ)xa(l) Xy = 0

ou I decrit les sous-ensembles de {1,...,n} et o decrit I’ensemble des
bijections {1, ..., |1} = I

Preuve. L identité a prouver étant multilinéaire, il suffit de la prouver
pour A" = A. Soit y € R. On a

Il

Spi1(f)(xgs000yx,,y) = Z(_l) ! Sn—m(f)({xi}iezl)f(xa(l) xa(m))’)
1

ou I deécrit les sous-ensembles de {1,...,n} et o décrit 'ensemble des

bijections {1,...,|I]} = I. Ainsi,

Spea(F) (X1, ¥)
Zf(( ;(_1)U|Sn—m(f)({xi}iezf)xa(l) xa(|1|))Y) = 0.

Finalement, Zl(_1)”‘S”—|1\(f)({xi}i$I)x(r(l) T Xeqny € kerf= 0. 1
Une conséquence directe de ce lemme est:

LEMME 2.13.  Soit f un pseudo-caractere fidele de dimension n de R. Soit
A' une A-algebre commutative, R' = R ®, A’ et f' I'extension de f a R'.

Alors, tout élement de R’ est annule par un polynome de degre n sur A'.
Pourx € R', ona P(x) =0, ou

n! .
mSH(f Y(x..x)t
LEMME 2.14.  Soit f un pseudo-caractere fidele de R. Soit A' une A-algebre
commutative, R" = R ®, A’ et ' I'extensionde fa R'.
Sie,,...,e, sont des idempotents non nuls deux a deux orthogonaux de R’,
alors k < dim f.

P(1)= ¥ (-1
k=0

Preuve. Soit n = dim f et supposons k>n. On a S, ,(f')e,

ve,1) =f'(e)) - f'(e,,1) = 0. Notons que P,(1) =0 (notations du
lemma 2.13). Soit i minimal tel que f'(e;) -+ f'(e;)) = 0. Si i =1, alors
P, =1t", ce qui est impossible.

On aalors f'(e;) - f'(e;_)P,(¢) = f'(e;) -+ f'(e;_)t", d’oU finalement
frle)) - f'e;_ )P, (1) = f'(ey) -+ f'(e;_) = 0, ce qui contredit
I’hypothése. Ainsi, k < n. |
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3. LES REPRESENTATIONS INDUISENT DES
PSEUDO-CARACTERES

Nous prouvons ici la proposition suivante (comparer avec [Lo, théoréme
9.3.4]):

ProrosITION 3.1. Soit p:R — 3 une représentation de R dans une A-
algebre d’ Azumaya 3. Soit x la trace réeduite de p. Alors, x est un
pseudo-caractere. Si 3 est de rang n® sur A, alors x est de dimension au
plus n.

Preuve. 1l est clair qu'il suffit de traiter le cas ol R =3 et p est
Iidentité. Il suffit de prouver la proposition pour A remplacé par A4, et R
remplacé par R ®, A,,, pour tout idéal maximal m de 4 (lemme 2.9). Par
conséquent, on peut supposer A local. Quitte a étendre les scalaires de
mainiére fidélement plate, on peut supposer que R = M,(A) (cf. [Kn-Oj,
Chapitre 111, corollaire 6.7]). On peut remplacer 4 par un anneau commu-
tatif intégre de caractéristiqgue 0 dont A4 est un quotient. On peut alors
remplacer A par une clSture algébrique de son corps des fractions.

Aiinsi, on suppose maintenant que A est un corps algébriqguement clos
de caractéristique nulle. Soit k£ un entier, kK > n. D’aprés le lemme 2.7, il
suffit de montrer que S,(x)(x,...,x) =0 pour tout x € M,(A). Les
matrices diagonalisables &tant denses dans M,(A) pour la topologie de
Zariski, il suffit de veérifier cette annulation pour les matrices diagonali-
sables et en fait seulement pour les matrices diagonales, puisque
SeCx ) x, ..., x) =8,(xXy,...,y) si x et y sont conjuguées. Soit x une
matrice diagonale de M,(A). Soit V = A". Alors, x agit sur V=5 par
x(vq,...,0,) = (xvq, ..., xv,). Le groupe symétrique &, agit sur V=~ par
permutation des facteurs et cette action commute avec celle de x. Soit
o € ;. Alors, dans la base canonique {e; ® - ® ¢, }1<, _, de ek
induite par la base {e;},_,_, de V, la matrice de Iendomorphlsme induit
par xo est monomiale car la matrice de I’endomorphisme induit par x est
diagonale. Soit o = o, --* ¢,, la décomposition de o en produit de cycles
dISjOIntS Les vecteurs de base fixes par o sont les ¢; ® -~ ® ¢, tels que
lyjy =i pour 1 <] < k. Par consequent la trace de xo sur Vo e
X(x“l) x(x°), ol ¢4,...,c, sont les longueurs des cycles de o. A|n5|,
la trace de xX, c ¢, a(cr)O' sur Ve est S, (x)x, ..., x). Puisque I'action
de x commute avec celle de &, la trace de xZ,,gg e(a)a sur Vo est
égale a la trace de x sur (X, c e(a)o)V e qui est la puissance k-éme
antisymétrique de ¥, donc est nulle puisque k > n. Ainsi, S, (x)x,.

x)=0. 1

COROLLAIRE 3.2.  Soit k un entier positif et soit P, le polynome donne par
P(t) =X, cc (o)t ou c, designe le nombre d’orbites de o. Alors, on a

P()=(t—-k+1(t—k+2)(t— 1
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Preuve. Avec les hypothéses et les notations de la proposition précé-
dente, on a P, (n) = S,(x)(,...,1) = 0 pour k > n. Par conséquent, les
entiers 0,...,k — 1 sont des racines de P,. Or, P, est de degré k et est
unitaire, d’oll le résultat. 1

Comme me I'a expliqué S. Kim, ce corollaire peut se déduire de la
formule du déterminant de Cauchy.

COROLLAIRE 3.3.  Soit R une algebre de matrices de dimension n® sur un
corps K. Soit « un entier strictement positif avec o < p si le corps K est de
caracteristique p strictement positive. Alors, le pseudo-caractere a Tr est de
dimension an.

Preuve. Soit 1 = e, + -+ +e, une décomposition de I'unité de R en
somme d’idempotents primitifs deux a deux orthogonaux. On a, d’apres le
lemme 2.5,

S @ Tr)(el,...,el,...,en,...,en) = f[lSa(a Tr)(e;...,€;)

[ N S —

a a

= _l_illPa(a Tr(e;)) = P,(a)" # 0.

Ainsi, dim(a Tr) > an. En outre, d'aprés la proposition 3.1, on a
dimTr < n. D’aprés le lemme 2.8, on a dim(a Tr) < a dimTr, d'ou le
resultat. |

4. CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS SUR
UN CORPS

Nous supposons ici que K est un corps commutatif et R une K-algébre.

LEMME 4.1.  Soit f un pseudo-caractere de R dans K. Alors, R /ker fest
une algebre semi-simple. En outre, les centres des facteurs simples de cette
algebre sont des extensions separables de K.

Preuve. Quitte a remplacer R par R/kerf, on peut supposer kerf= 0.
Alors, d’aprés le lemme 2.13, tout élément de R est annulé par un
polyndme de degré dim f sur K.

Soit ¥V un R-module irréductible et D = Endz(}/): c’est un corps de
centre contenant K, d’aprés le lemme de Schur [Bki2, Chapitre VIII, 84,
proposition 2]. L'image de R dans End (V) est un sous-anneau dense S
de End,(}), d’aprés le théoréme de densité de Jacobson [Bki2, Chapitre
VIII, 84, théoréme 1]. Si V est de dimension infinie sur D, alors pour tout
entier n > 0, il existe un morphisme surjectif d’un sous-anneau de S dans
M,(D°) (D° est le corps opposé a D) [Bki2, Chapitre VIII, 84, exercice 9].
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Or, tout élément de R, donc de S, est annulé par un polynome de degré
dim f sur K: ainsi, tout élément de M, (D°) est annulé par un polynGme
de degré dim f sur K; c’est impossible pour n > dim f. Ainsi, I est de
dimension finie sur D.

Soient k un entier, V,,...,V, des R-modules irréductibles deux a deux
non isomorphes et V=1V, & --- @ V,. Alors, d’aprés le théoréme de
densité [Bki2, Chapitre V111, 84, corollaire 1], I'image de R dans End (V)
est égale a l'lleEnle(Vi) ou D; = Endg(V,). Ainsi, R a un quotient
isomorphe & IT}_, M, (D/) oli n; = dim,, (V).

Notons que si S est une sous-algébre de R et S’ un quotient de S, alors
tout idempotent de S’ est I'image d’un idempotent de S: en effet, soit
e € S’ un idempotent et x € § d’'image e. Alors, la K-sous-algébre de S
engendrée par x est de dimension finie, puisque x est annulé par un
polynome non nul sur K. Il résulte alors de [Bki3, Chapitre I, 84,
exercice 5] qu’il existe un idempotent de la sous-algébre engendrée par x,
d’image e.

Soient 1,,...,1, les unités de End,(V}),...,End, (V,): ce sont des
idempotents non nuls deux a deux orthogonaux. Suivant [Bki3, Chapitre
111, 84, exercice 5], il existe des idempotents deux a deux orthogonaux
ey, ...,e. de R tels que I'image de e; dans End (V) est 1;, pour tout i,
1 <i < k. D’aprés le lemme 2.14, on a donc k < dim f. Ainsi, R a au plus
dim f classes d’isomorphisme de modules irréductibles.

Montrons que J(R) = 0. Soit x € J(R). Soit P un polynOme de degré
dim f tel que P(x) = 0. Soit » > 0, a € K et O un polyndme tels que
P =aX'"(1 + XQ). Puisque x € J(R), 1 + xQ(x) est inversible a droite.
Or, P(x) = ax"(1 + xQ(x)) = 0, donc x" = 0 et r > 0. Ainsi, x est nilpo-
tent d’ordre r < dim f. Par conséquent, I'idéal J(R) est nilpotent. Ainsi,
d’apres le lemme 2.6, on a J(R) = 0, puisque f est un pseudo-caractére
fidéle. L’algébre R, n’ayant qu'un nombre fini de classes d’isomorphisme
de modules irréductibles, lesquels sont de dimension finie, et ayant un
radical nul, est donc un produit fini d’algébres simples: ceci prouve la
premiére partie du lemme.

Soit S une sous-algébre simple de R qui est facteur direct. La restriction
f’ de fa S est un pseudo-caractére fidéle de R. D’aprés 2.11, I'application
[ ® 1,6 S & Z(S) > Z(S) est un pseudo-caractére fidéle de S ®;
Z(S). D’aprés la premiére partie du lemme, I'algébre S ®, Z(S) est donc
semi-simple: par conséquent, Z(S) est une extension séparable de K. 1

Nous dirons qu'un pseudo-caractére f de R dans K est absolument
irreductible si pour toute extension L de K, le pseudo-caractére f ® 1, de
R ®& L dans L est irréductible.

THEOREME 4.2, Soit f un pseudo-caractére absolument irréductible de
dimension n de R dans K. Alors, R/Ker f est une algebre centrale simple sur
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K, de dimension n® et f est la trace reduite de la representation absolument
irreductible R — R /ker f.

Preuve. On peut supposer que f est fidéle et donc, d’aprés le lemme
4.1, on peut supposer que R est isomorphe a un produit d’algébres simples
sur K dont les centres sont des extensions séparables de K. Soit K, une
cloture séparable de K. Alors, R ® K, est isomorphe a un produit
d’algébres de matrices sur K, [Bki2, Chapitre VIII, §10, corollaire 3]. En
outre, d'apres 2.11, I'extension f' de f a R ® K, est encore un pseudo-
caractére fidéle et irréductible car f est absolument irréductible. Si R ®,
K, est isomorphe a une algébre de matrices de dimension n? sur K, et f’
est la trace correspondante, alors R est isomorphe a une algébre centrale
simple de dimension n? sur K et f est la trace réduite correspondante.
Ainsi, il suffit de demontrer le théoréme lorsque R est isomorphe a un
produit d’algébres de matrices sur K. La proposition résulte alors du
lemme 4.3 qui suit. i

LEMME 4.3. Soient ny,...,n, des entiers positifs et R =TI;_|R; ou
R; = M,(K) pour 1 <i < s. Soit f un pseudo-caractere de R. Alors, il existe
des entiers positifs a,, ..., a,, avec a; <p — 1 pour 1 <i <s, si K est de
caracteristique p Sstrictement positive, tels que f= Ya;Tr,, ou Tr; est le
caractere de la projection R — R;. On a alors dim f = Y a;n,.

Preuve. Soit e; un idempotent primitif de R; pour 1 <i < s. Puisque f
est une fonction centrale, on a f= Xf(e)Tr. Ona S, (fXe;,...,e) =
P, (f(e;)) = 0. Ainsi, d'apres le corollaire 3.2, on a f(¢;) €{0,...,
1, -dim f}.

Soit p la caractéristique de K. Soient {a,}; _, ., les entiers tels que pour
tout i, fle,) =1+, et 0 < o; <p — 1si p>0. Daprés le lemme 2.8,
on a dim f = YXdim(a; Tr,). D’aprés le corollaire 3.3, on a en outre
dim(a; Tr;) = a;n;, d’ol le résultat. 1

COROLLAIRE 4.4. Supposons que toute algebre centrale simple sur K est
isomorphe a une algebre de matrices ( par exemple, K algebriguement clos).
Soit f un pseudo-caractere absolument irreductible de dimension n de R dans
K. Alors, R/Ker f est isomorphe a une algebre de matrices de dimension n®
sur K et f est le caractere de la representation absolument irreductible R —
R/ker f.

Dans le cas oll K est un corps algébriqguement clos de caractéristique
nulle, R. Taylor [Tay, théoréme 1] a montré que tout pseudo-caractére est
le caractére d’une représentation.
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5. PSEUDO-CARACTERES SUR UN ANNEAU

Nous supposons ici que A est un anneau commutatif.

Si 3 est une A-algébre d’Azumaya et p, p’ deux représentations de R
dans 3, on dit que p et p’ sont equivalentes si il existe un A-automor-
phisme 7 de X tel que p’ = 7p. Notons que si A est semi-local (plus
généralement si Pic(A) = 0), alors tout A-automorphisme de 2 est
intérieur, c’est-a-dire, deux représentations équivalentes sont conjuguées
[Kn-Oj, Chapitre 1V, proposition 1.2].

THEOREME 5.1.  Soit f un pseudo-caractere de R tel que pour tout ideal
maximal m de A, si f,, designe le pseudo-caractere correspondant de R ®,
A/m, alors f,, est absolument irréductible et dim f,. = dim f. Alors, R /ker f
est une algebre d’ Azumaya de rang (dim f)* sur A et f est la trace réduite de
la representation p;: R — R/Ker f. En outre, si p est une representation de R
dans une algebre d’ Azumaya de rang (dim f)? sur A, de trace réduite f, alors
p est équivalente d p;.

Preuve. On peut d’emblée supposer kerf= 0. Soit n = dim f.

Soit mt un idéal maximal de 4, B = 4, et k le corps résiduel de B.

Soit B’ un hensélisé strict de B [Ray, Chapitre VIII, 82]: c’est un
anneau local hensélien extension locale fidélement plate de B, de corps
résiduel k' une clGture séparable de k. Soit m’ son idéal maximal. Soit
R' =R ®Bet f' =f® idy le pseudo-caractére de R’ étendant f. On a,
d'aprés le lemme 2.9, dim f' =dimf et dimf' =dimf ol f et f'
désignent les pseudo-caractéres de R = R ® k et R ® k' déduites de f.
D’aprés le theoréme 4.2, puisque f = f, est absolument irréductible, la
k-algébre R /ker f est centrale simple de dimension n2, donc (R /ker f) ®,
k' est une algébre de matrices de dimension n? sur k' [BKi2, Chapitre
VIII, 810, corollaire 3]. D’aprés la proposition 2.11, on a R'/ker f' =
(R/ker f) ®, k'.

Soient e,,...,e, des_idempotents de R’ deux a deux orthogonaux
d’'images dans R’ /ker f' des idempotents non nuls deux a deux orthogo-
naaux. On a alors 1=¢, + -+ +e,. En effet, sinon e, ...,¢,, 1—
(e, + -+ +e,) sont n + 1 idempotents deux a deux orthogonaux non nuls
de R’, ce qui est impossible d’apreés le lemme 2.14.

Suivant [Bki3, Chapitre 111, 84, exercice 5], il existe des éléments e¢;;,
1<i,j<ndeR'telsque e; e, = §,e¢;, et e; = e, Soit S lasous-algebre
de R’ engendrée par les ¢;;. Si n = 1,0na x = f'(x)1, pour tout x € R’,
d’aprés le lemme 2.13, c’est-a-dire, R’ = S. Sinon, pour i # j, on a e,?j =0
d’ou f'(e;;) est nilpotent (lemme 2.6). Soit I I'idéal de 4 engendré par les
f'(e;;) pour i+ j. Clest un ideéal nilpotent, puisque engendré par un
nombre fini d'éléments nilpotents. Soient x € R', i,...,i, tels que

n
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{i,,....i}={1,....,n} et x, =¢
le lemme 2.12, on a

j— p— ? A
iy Xp—1 =€, X, =xe;. D'apres

n-1 n—1
Z €iXeii, + xe; + Z (_ l)]f’(xeilij)eijin e SR’
j=2 j=1
d’ot, en multipliant a droite par e, ; ,
n—1 )
xe, + ) (—1)]f’(xeilij)eijl.1 € IR'.
j=1

Par conséquent, xe; €S + IR'. Alors, x €S + IR'. On a ainsi R’ =
S + JR'. Comme J est nilpotent, on a finalement R’ = S, c’est-a-dire,
R’ est une algébre de matrices de dimension n? sur B'. Par conséquent,
R ® A, est une A -algébre d’Azumaya, puisque elle devient isomorphe a
une algébre de matrices aprés extension fidélement plate des scalaires
[Kn-Oj, Chapitre I11, théoréme 6.6].

On a ainsi montré que pour tout idéal maximal m de 4, la A4,-algébre
R ® A,, est une algébre d’Azumaya de rang n°. Par conséquent, R est une
algébre d’Azumaya de rang n? sur A.

Pour la derniére partie du théoréme, on peut supposer que R est une
A-algébre d’Azumaya de rang n? et que f est un pseudo-caractére fidéle
de R. Alors, p: R — 3, 00 3 est une A-algébre d’Azumaya de rang n? est
injectif, puisque Trd( p) = f est fidéle. Le théoréme est alors prouve, car
tout A-monorphisme ¢ entre deux A-algébres d’Azumaya 3, et 3, de
meéme rang est un isomorphisme.

En effet, il résulte de [Kn-Oj, Chapitre 111, corollaire 5.3] que I'applica-
tion (2, ® (2,)¢ >3, a®b—>ab est un isomorphisme. Or,
(3,)¢(0 = Z(3,)) = A, dol ¢(2,) =3,, i.e,, ¢ est un isomorphisme. |

Un cas particulier du théoréme précédent est le résultat suivant, qui
répond a une question de J.-P. Serre et est dU (sous une forme non
constructive) a L. Nyssen [Ny]:

COROLLAIRE 5.2.  Supposons A hensélien local de corps résiduel k et soit f
un pseudo-caractere de R tel que le pseudo-caractere residuel f de R ® k est le
caractere d’une representation absolument irreductible p de R ® k dans une
algebre de matrices sur k. Alors, I'algebre R /Ker f est isomorphe a une algebre
de matrices sur A et la representation R — R /Ker f est de caractere f et releve
la representation p.

On retrouve alors les résultats suivants [Se, théorémes 1 et 4]:
Soit p une représentation absolument irréductible (i.e. surjective) de R
dans une A-algébre d’Azumaya 3 de rang n?.
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COROLLAIRE 5.3. Soit p' une représentation de R dans une algebre
d’ Azumaya 3.’ de rang n®. Si p et p' ont meme trace réduite, alors il existe un
isomorphisme de 3, sur %' qui envoie p sur p’.

COROLLAIRE 5.4.  Soit A’ un sous-anneau de A tel que tout ideal maximal
de A' est de la forme m N A" ou m est un ideal maximal de A. Soit R’ une
A’-sous-algebre de R telle que R =AR'. Si Trd(p)Xx) € A’ pour tout
X € R', alors la restriction de p a R’ est une representation absolument
irreductible de R' dans une A'-algébre d’ Azumaya 3’ de rang n®, telle que
3, A=3.

6. DEFORMATIONS

Nous prouvons ici I'existence de déformations universelles de pseudo-
caractéres absolument irréductibles. On en déduit I'existence de déforma-
tions universelles de représentations absolument irréductibles.

Lorsque k est un corps fini et R I'algébre de groupe d’un groupe profini
— avec une condition de finitude ®,—, B. Mazur a prouve, a I'aide du
critére de (pro-)représentabilité de Schlessinger [Sch, theorem 2.11], I'ex-
istence de telles déformations, dans la catégorie des anneaux locaux
noethériens complets de corps résiduel k [Ma, proposition 1]. En outre, il
est prouvé I'existence de déformations formelles pour des représentations
non absolument irréductibles.

Soit n un entier. Soit 7, la A-algébre A[X, |r € R]/I ou I est I'ideal
engendré par X, + X, — X,.,, X, X, — X,,,pour r,s € R et a € A et par

r+s?

Z S(G)Xall...al '“Xa.. a

r R
pe ny 1 n,
0ES 41

pour a,...,a,.; € Retot o=(1,...,1, ) (ry..., 1, ) est decompose
en produit de cycles disjoints.

On note Y, = Spec 7,,. La surjection canonique 7, ,, — T, (cf. proposi-
tion 2.3) induit un plongement Y, - Y, _ ;.

Supposons A local de corps résiduel k. La donnée d’un pseudo-caractére
de R ® k dans k de dimension au plus n correspond bijectivement a la
donnée d’'un point k-rationnel de Y.

Soit f un pseudo-caractére absolument irréductible de dimension » de
R ® k dans k et x le point k-rationnel de Y, associé. Soit Ar= @y
I'anneau local en x et f le pseudo-caractére R ® Ay— Ap associée. Notons
que le pseudo-caractére résiduel f: R ® k — k donné par f est égal a f.

On a alors:

PROPOSITION 6.1.  La deformation f: R ® Ap— Af de fest universelle,
i.e., pour toute A-algebre locale B de corps residuel k, pour tout pseudo-
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caractere g de dimension n de R ® B dans B telle que g = f il existe un
unique morphisme local i: Ar— B de A-algebres tel que g est obtenu a partir
de f en étendant les scalaires a travers i.

Soit p une représentation absolument irréductible de R dans une
A-algébre centrale simple, de trace réduite f On note p la représentation
de R® Ay donnée par la surjection canonique R ® A~ R®A4 /kerf

Suivant Mazur, on dit que deux représentations p, et p, dans une
algébre d’Azumaya X sur un anneau local de corps résiduel F sont
strictement équivalentes si il existe un automorphisme 7 de 3 tel que
p, = 7p, et 7 induit l'identité sur I'algébre 3, ® F.

COROLLAIRE 6.2. La representation p est une deformation universelle de
P, i.e., pour toute A-algebre locale B de corps résiduel k, pour toute represen-
tation p' de R ® B dans une B-algebre d’ Azumaya de rang n? telle que
p' = p, il existe un unique morphisme local i: Ay — B de A-algebres tel que
p’ est strictement équivalente a la representation de R ® B obtenue a partir de
p en étendant les scalaires a travers i.

Supposons A noethérien et soit /'1\~ la complétion de A;. Alors, la
représentation p de R ®A est une representatlon dans une algebre de
matrices de rang n? sur Af etp = p. Ainsi, la représentation p est une
deformation universelle de p dans la catégorie des A4-algébres locales
noethériennes complétes de corps résiduel k. Par conséquent, dans la
situation étudiée par Mazur (cf. ci-dessus), la représentation p est canon-
iqguement isomorphe a la déformation universelle de Mazur (car une telle
déformation universelle est unique a isomorphisme canonique pres, cf.
[Ma, proposition 1]).
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