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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Varidtés riemanniennes a lenseur G non
négatif. Note (") de M. Axpré Licmverowicz, Membre de I’Académie.

Précision d’un théoréme de () et extensions de résultats de Cheepger et Gromoll
concernant les variétés & courbure de Ricel non négative {2). Cas des variétés
kiahlériennes.

1. Soit (W, g) une variété riemannienne compléte, de dimension n,
de tenseur métrique g, de tenseur de Ricei R, d'opérateur de dérivation
covariante V. En coordonnées locales R = (R, (¢, J==1, ..., n). Nous
considérons ici les variétés admettant un scalaire f> o pour lequel le
tenseur G associé défini par

{11) Cf,,‘:Rfj——V[VjIDgf

est non négatif. Nous supposons de plus |logf| borné sur W.

2. Soit & Popérateur sur les r-formes défini par 3, : « — 7 8(fa), ot 2
est lopérateur de codifférentiation. Nous posons A, =ds,--8,d. Si L
est une 1-forme, on lui associe le 2-tenseur symétrique b(£) donné par

b(E)y=Vi;+ V&
Avec les notations de (%), un calcul local donne
(20 (A= QUOYE+disE, f5) ==V {JED D)y | + (B (E), Fb(5)).

On déduit de (') le théoréme suivant :

Trtorime 1. — Soit {W, g) une variété riemannienne compacte, ortentée,
telle qu’il ewiste sur W un scalaire f> o pour lequel le tenseur G associé
par (1.1) est non négatif. Soit (V, v) un revétement fini de (W, g) dont le
premier nombre de Betti h(<n) est égal au mazimum des premiers nombres
de Beiti des revétements finis de W. La variété (V, y) est fibrée différentiable-
ment sur le tore canonique B(V), de dimension h, en variétés compactes,
connexes, vérifiant la méme hypothése que (W, g) et 4 premier nombre de
Bettt  nul.

3. Sert (W, g) une variété riemannienne compléte. On appelle rayon
(resp. drotte) de la variété une géodésique (rapportée au parameétre naturel ¢)
o :fo, @)~ W [resp. ¢ : (—®, +w) - W] dont chaque arc est minimal.
On note d{(., .) ]a distance de deux points (W, g). A tout rayon ¢ et 4 toute
valeur ¢=x 0 du parameéire, on associe la fonction o — glz) =d{s(t), z) —t.
On sait que, quand t—w, g converge uniformément sur tout compact
vers une fonction continue g,.

I est possible d’étendre des résultats importants de Cheeger et Gromoll (?)
a partir de différents lemmes. Si y est un point fixe de W, nous désignons
par ¢, la fonction x€ W ~d(y, 2). On a :

'
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Leyume L. — Sous les hypothéses du paragraphe 1, il extste une constante
positive K* telle que
K
Aspy e
(A/py) (%) e

ot T wappartient pas aw 4 cul locus » de y.
Supposons n > 2 et sntroduisons sur W la métrique g = 9g, 00 9 = =,
Si w est un scalaire de W, le laplacien du correspondant 4 g peut s écrire

An=ot Ay u

Nous dirons que la fonction u est f-surharmonique, si elle est surharmo-
nique au sens de §. Du temme 1, on peut déduire :

Leyse 2 — Si o est un rayon d'une variété de dimension n > 2 salisfai-
sant aux hypothéses du paragraphe 1, la fonction g, associée est f-surhar-
monigue.

Décomposons une droite de (W, g) en deux rayons opposés auxquels
sont associés respectivement les fonctions g, et g.. Du lemme 2, on déduit :

LemmEe 3. — Ftant donnée une variélé riemannienne de dimenston 1> 2
satisfaisant aux hypothéses du paragraphe 1, les deuz foncitons g. et g assocLées
auz deuz rayons opposés d'une droite de la variété sont f-harmoniques et les
carrés (dg., dg.) et (dg-, dg_) de leurs différentielles sont égaus & 1.

Dans (2.1}, prenons pour t la diftérentielle dg. de Pune des deux fonctions;

JE=o, di=o, (£, §)=1 et (2.1) se réduit &

v ]

d’aprés le lemme 3, on ac

ott les deux membres sont de signes opposés done nuls; £ est a dérivée
covariante nulle. On en déduit :

ProposiTioN. — Si une variété riemannienne (W, g), de dimension n> 2,
satisfait aux hypothéses du paragraphe i et admet une droite, (W, g) est le produt
riemannien dune variété (W', &) satisfaisant aux mémes hypothéses et
Dune droite R munie de sa métrique naturelle.

Par induction, on voit que (W, g) est le produit riemannien de R" et
dune varieté (W, g) satisfaisant aux hypothéses du paragraphe 1 et qui
ou bien est dépourvue de droite, ou bien est de dimension 2 et admet une
droite. Pour réduire ce dernier ¢as, i1 suffit de raisonner sur la variété (W, &)

de dimension 3, produit riemannien de (W, g) par le cercle 5 Ona:
TrtorimEe 2. — Soit (W, g) une variété riemannienne compléte admettant
un scalaire f > O tel que -
19 le tenseur G associé par (1.1} est =03
20 llogf| est borné sur W.
Alors (W, g) est le produi riemannien de BX muni de sa métrique naturelle

ot d'une variété riemannienne compléte (W, g) vérifiant les mémes hypothéses
et dépourvue de droiles.
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4. Soit (W, g) une variété riemannienne compacte admettant un scalaire f
par lequel le tenseur G associé est = 0. Le revétement universel (W, &)
de cette variété satisfait aux hypothéses du théoreme 2. D'un raisonnement
de Cheeger et Gromoll (%), on déduit

Trtorime 3. — S; (W, g) est une variéts riemannienne compacte admet-
tant un tenseur G o, le revétement universel (W, g) de cotte varidié est le
produit riemannien de R muni de s métrique naturelle (facteur euclidien
mazimal) et d'une variété riemannienne compacte (W, g).

Il en résulte que le groupe d'holonomie ® de (W, g) est compact. Bn uti-
lisant ce fait et le théoréme 1, on obtient une interprétation de la dimen-
sion k du facteur euclidien maximal de (\ﬁf, é),

Tutorime 4 ~ Sy (W, g) est une variété riemannienne compacte (orientée)
admeltant un tenseur C>o0, la dimension du facteur euclidien mazimal
du revétement universel (VV, é‘) est égale au mavimum des premiers nombres
de Beiti des revétements finis de W.

Ce théoréme entraine comme corollaire une généralisation directe dy
théoréme de Myers (*).

Cororrarre, — §i (W, &) est une variété riemannienne compacte admettant
urn lenseur G~ o et si fout revétement fini de W est & premier nombre de Beui
nul, le groupe fondamental " (W) de W est fini. Il en est ainsi en particulier
st le tenseur G>uo0 est défini positif en un point.

En effet, sous Phypothese faite, k =0 et W =TV est compact,

5. Prenons pour (W, g) une variété héhlérienne compacte a tenseur G
non négatif. En prenant la partie de type (1, 1) de G, on obtient a partir
de (1.1), le tenseur hermitien

CaE:Ra{?"d“dﬁl‘jgf (o, B=1, SR G =g, o an),

Ce tenseur étant > 0, il en est de méme de la premiére classe de Chern Ci (W)
de la variété, au sens de (") En appliquant a (W, g) les conclusions précé-
dentes et celles de {!), on a:

Tatortue 5. — Soit (W, g) une variété kéihlsrienne compacte admettant
un lenseur Gxso. Pour cette pariété ¢ C (W)

1° L'application de Jacobi J défirit W comme fibre holomorphe sur le
tore compleze A(W) & groupe structural abélien discret. La fibre-type est une
variété kéhlsrienne (W', g') compacte, conneze vérifiant la méme hypothése
que (W, g) pour un tenseur défini par la restriction de C & une fibre.

2% Soit (V, ¥) un revétement fint de (W, g dont Pirrégularité I est égale au
mazimum des irrégularités des revétements finis de W; V est fibrée holomor-
phiquement sur la variété 4’ Albanese A(VY) (de dimension complexe k) en
fibres & irrégularité nulle.

6. 8i W est une pariété de Hodge, nous notons % (W) son genve arithme-
tique. On déduit de (%) et d'un résultat de Kobayashi (*) .
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Proposition. — Si W est une vartété de Hodge & C, (W)= o0 et localement
définie positive :

19 W n’admet pas de r-formes holomorphes non nulles et y (W) =1;

20 W n’admet aucun revétement fini propre.

Cela posé, supposons que W admette un scalaire f tel que le tenseur G
défini par (1.1) soit 2 0 et ait une partie de type (1, 1) localement définie
positive. D’aprés la proposition précédente, W satisfait aux hypotheéses
du corollaire du théoréme 4 et admet par suite un groupe fondamental
fini, donc réduit a I'identité, toujours d’'aprés la méme proposition.

Tutortme 6. — S'il existe sur la variété de Hodge W un scalaire f> o
pour lequel :

19 e tenseur G associé par (1.1) est =>o0;

20 la partie de type (1, 1) de G est localement définie posilive,
la variété W est simplement conneze.

Il en est, a fortiori, ainsi si @=so0 est lui-méme localement défini positaf.
On obtient ainsi une extension d’un résultat de Kobayashi (*) et Thierry
Aubin.

(*y Séance du =8 septembre 1g7o.
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