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Àííîòàöèÿ. Îáùèì òîðñåðîì àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà S íàä ïîëåì F
ÿâëÿåòñÿ îáùèé ñëîé S-òîðñåðà P → T , ãäå P - êâàçèðàçëîæèìûé òîð,
ñîäåðæàùèé S â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû, è T = P/S. Ïåðèîä îáùåãî S-
òîðñåðà íàä ðàñøèðåíèåì ïîëåé K/F , ò.å. ïîðÿäîê êëàññà òîðñåðà â
ãðóïïå H1(K, S), íå çàâèñèò îò âûáîðà îáùåãî òîðñåðà. Â ýòîé ñòàòüå
âû÷èñëÿåòñÿ ïåðèîä îáùåãî òîðñåðà òîðà S â òåðìèíàõ ðåøåòêè õàðàê-
òåðîâ òîðà S.

Àíàòîëèþ Âëàäèìèðîâè÷ó ßêîâëåâó

Ïóñòü T - àëãåáðàè÷åñêèé òîð, îïðåäåëåííûé íàä ïîëåì F (ñì. [2] è
[3])è T ∗ - ðåøåòêà õàðàêòåðîâ òîðà T íàä ñåïàðàáåëüíûì çàìûêàíèåì Fsep

ïîëÿ F . Íåïðåðûâíîå äåéñòâèå àáñîëþòíîé ãðóïïû Ãàëóà ΓF ïîëÿ F íà ðå-
øåòêå T ∗ ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ ãðóïïó G, íàçûâàåìóþ ãðóïïîé
ðàçëîæåíèÿ òîðà T . Òîð P íàçûâàåòñÿ êâàçèðàçëîæèìûì, åñëè ðåøåò-
êà P ∗ ïåðìóòàöèîííàÿ. ò.å. íàéäåòñÿ Z-áàçèñ ðåøåòêè P ∗ èíâàðèàíòíûé
îòíîñèòåëüíî G.

Ïóñòü T - òîð ñ ãðóïïîé ðàçëîæåíèÿ G. Ðåçîëüâåíòîé òîðà T íàçûâàåòñÿ
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîðîâ

(1) 1 → T → P
ϕ−→ S → 1

ñ ãðóïïîé ðàçëîæåíèÿ G è êâàçèðàçëîæèìûì òîðîì P . Êëàññîì ðåçîëü-
âåíòû (1) íàçîâåì ýëåìåíò ãðóïïû Ext1

G(T ∗, S∗), ñîîòâåòñâóþùèé òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè G-ðåøåòîê õàðàêòåðîâ

0 → S∗ → P ∗ → T ∗ → 0

(ñì. [1, Ãë. XIV, �1]).
Ïóñòü K/F - ðàñøèðåíèå ïîëåé. Ìû ðàññìàòðèâàåò T -òîðñåðû (ãëàâíûå

îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà) íàä ïîëåì K. Èìååòñÿ áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ìíîæåñòâîì êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ òàêèõ òîðñåðîâ è ïåðâîé ãðóï-
ïîé êîãîìîëîãèé Ãàëóà H1(K,T ) := H1

(
ΓK , T (Ksep)

)
. Ïåðèîä òîðñåðà - ýòî

ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà â ýòîé ãðóïïå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
âû÷èñëÿþòñÿ ïåðèîäû îáùèõ òîðñåðîâ â òåðìèíàõ ðåøåòîê õàðàêòåðîâ.

Date: October, 2009.
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1. Îáùèå òîðñåðû
Ïóñòü T - òîð íàä ïîëåì F . Âûáåðåì ðåçîëüâåíòó (1) òîðà T . Äëÿ ëþáîãî

ðàñøèðåíèÿ ïîëåé K/F è ëþáîé òî÷êè s ∈ S(K) ïðîîáðàç ϕ−1(s) ÿâëÿåòñÿ
T -òîðñåðîì íàä K. Îáðàòíî, äëÿ ëþáîãî T -òîðñåðà E íàä K íàéäåòñÿ
òî÷êà s ∈ S(K) òàêàÿ ÷òî E ' ϕ−1(s). Äåéñòâèòåëüíî, ïðàâàÿ ãðóïïà â
òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

S(K) → H1(K, T ) → H1(K, P )

òðèâèàëüíà, òàê êàê P - êâàçèðàçëîæèìûé òîð. Îáùèé ñëîé ìîðôèçìà
ϕ, ÿâëÿþùèéñÿ T -òîðñåðîì íàä ïîëåì ôóíêöèé F (S) òîðà S, íàçûâàåòñÿ
îáùèì T -òîðñåðîì.
Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äëÿ ëþáîãî òîðà T ïåðèîä îáùåãî T -òîðñåðà äåëèòñÿ
íà ïåðèîä ëþáîãî T -òîðñåðà íàä ëþáûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F .
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå H1(F, T ) → H1(F (t), T )
èíúåêòèâíî, çàìåíèâ F ïîëåì F (t), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå F áåñ-
êîíå÷íî. Ïóñòü a - êëàññ T -òîðñåðà (1) íàä S â ãðóïïå H1

ét(S, T ). Òîãäà
êëàññ îáùåãî òîðñåðà â H1

(
F (S), T

)
ðàâåí îáðàòíîìó îáðàçó ýëåìåíòà

a îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà îáùåé òî÷êè Spec F (S) → S. Òàê êàê ãðóïïà
H1

(
F (S), T

)
ðàâíà ïðÿìîìó ïðåäåëó ãðóïï H1

ét(U, T ) ïî âñåì îòêðûòûì
ïîäìíîæåñòâàì U ⊂ S, íàéäåòñÿ íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U â S,
òàêîå ÷òî ïåðèîä îáðàòíîãî îáðàçà a|U ýëåìåíòà a â H1

ét(U, T ) ñîâïàäàåò ñ
ïåðèîäîì îáùåãî T -òîðñåðà.

Ïóñòü K - ðàñøèðåíèå ïîëÿ F è E - T -òîðñåð íàä K. Âûáåðåì òî÷êó
s : Spec(K) → S â S(K), òàêóþ ÷òî êëàññ E â H1(K,T ) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì
îáðàçîì ýëåìåíòà a îòíîñèòåëüíî s. Ïîñêîëüêó ïîëå K áåñêîíå÷íî, ìíî-
æåñòâî P (K) ïëîòíî â P . Òàê êàê ϕ ñþðúåêòèâíî, òî ϕ

(
P (K)

)
ïëîòíî â

S, ñëåäîâàòåëüíî íàéäåòñÿ òî÷êà s′ â ïåðåñå÷åíèè ϕ
(
P (K)

)
s è U . Çàìåíèâ

s íà s′, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî s ∈ U(K), òî åñòü s ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì
Spec(K) â U . Êëàññ E â H1(K,T ) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì îáðàçîì ýëåìåíòà a|U
îòíîñèòåëüíî s. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîä òîðñåðà E äåëèò ïåðèîä òîðñåðà
a|U , ñîâïàäàþùèé ñ ïåðèîäîì îáùåãî T -òîðñåðà. ¤

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîä e(T ) îáùåãî T -òîðñåðà íå çà-
âèñèò îò âûáîðà ðåçîëüâåíòû (1). Ïî Ïðåäëîæåíèþ 1.1, e(T ) äåëèòñÿ íà
ïåðèîä ëþáîãî T -òîðñåðà íàä ëþáûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F .

2. Âû÷èñëåíèå ïåðèîäà îáùåãî òîðñåðà
Ïóñòü

(2) 1 → T → R
f−→ S → 1

òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîðîâ ñ ãðóïïîé ðàçëîæåíèÿ G. Äëÿ ëþáîé
ïîäãðóïïû H ⊂ G ðàññìîòðèì ñïàðèâàíèå, èíäóöèðîâàííîå óìíîæåíèåì
â êîãîìîëîãèÿõ:
(3) Ĥ0(H, T∗)⊗H1(H, S∗) → Ext1

H(T ∗, S∗)
corG/H−−−−→ Ext1

G(T ∗, S∗),
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ãäå T∗ - ãðóïïà êîõàðàêòåðîâ òîðà T , è corG/H - ãîìîìîðôèçì êîîãðàíè÷å-
íèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) Äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé K/F ãîìîìîðôèçì fK : R(K) →
S(K) ñþðúåêòèâåí.

(2) Îáùàÿ òî÷êà òîðà S â S
(
F (S)

)
ïðèíàäëåæèò îáðàçó îòîáðàæå-

íèÿ fF (S).
(3) Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2) èìååò ðàöèîíàëüíîå ðàùåïëåíèå.
(4) Ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà ãîìîìîðôèçìîâ àëãåáðà-

è÷åñêèõ òîðîâ ñ ãðóïïîé ðàçëîæåíèÿ G:
1 −−−→ P −−−→ M −−−→ S −−−→ 1y

y
∥∥∥

1 −−−→ T −−−→ R
f−−−→ S −−−→ 1

ñ òî÷íûìè ñòðîêàìè è êâàçèðàçëîæèìûì òîðîì P .
(5) Êëàññ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2) â Ext1

G(T ∗, S∗) ïðèíàäëå-
æèò îáðàçó îòîáðàæåíèÿ∐

H⊂G

Ĥ0(H,T∗)⊗H1(H, S∗) → Ext1
G(T ∗, S∗),

èíäóöèðîâàííîãî ñïàðèâàíèåì (3), ãäå ïðÿìàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî
âñåì ïîäãðóïïàì H â ãðóïïå G.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2) òðèâèàëüíî.
(2) ⇒ (3): Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èìååòñÿ òî÷êà x ∈ R

(
F (S)

)
, òàêàÿ ÷òî

îáðàç x â S
(
F (S)

)
ñîâïàäàåò ñ îáùåé òî÷êîé. Òî÷êà x èíäóöèðóåò ðàöè-

îíàëüíûé ìîðôèçì g : S 99K R, òàêîé ÷òî êîìïîçèöèÿ S 99K R
f−→ S

òîæäåñòâåííà.
(3) ⇒ (4): Ïóñòü L/F - ïîëå ðàçëîæåíèÿ òîðîâ ñ ãðóïïîé Ãàëóà G. Ïî

ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ðàùåïëåíèå g : S 99K R îòîá-
ðàæåíèÿ f . Ïóñòü U ⊂ S - îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ g. Ðåøåòêà
õàðàêòåðîâ S∗ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ôàêòîð ãðóïïîé L[S]×/L×. Êðîìå òîãî,
S∗ ÿâëÿåòñÿ ïîäðåøåòêîé â Λ := L[U ]×/L× è ôàêòîð ðåøåòêà Λ/S∗ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðìóòàöèîííîé (ñì. äîêàçàòåëüñòâî [3, Prop. 5]). Ïóñòü M è P -
òîðû ñ ðåøåòêàìè õàðàòåðîâ Λ è Λ/S∗ ñîîòâåòñòâåííî. Ìîðôèçì U → R
èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì G-ðåøåòîê R∗ → Λ è, ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîìîð-
ôèçì òîðîâ M → R. Ïî ïîñòðîåíèþ, êîìïîçèöèÿ M → R → S ñîâïàäàåò
ñ îòîáðàæåíèåì M → S, èíäóöèðîâàííûì âëîæåíèåì S∗ â Λ.

(4) ⇒ (1): Ïóñòü K/F - ðàñøèðåíèå ïîëåé. Òðèâèàëüíîñòü ãðóïïû H1(K, P )
îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå M(K) → S(K) ñþðúåêòèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
fK òàêæå ñþðúåêòèâíî.

(4) ⇔ (5): Äèàãðàììà â ïóíêòå (4) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî êîãäà
íàéäåòñÿ êâàçèðàçëîæèìûé òîð P è G-ãîìîìîðôèçì α : T ∗ → P ∗, òàêèå
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÷òî êëàññ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2) ëåæèò â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ
α∗ : Ext1

G(P ∗, S∗) → Ext1
G(T ∗, S∗). Ðåøåòêà P ∗ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé

ðåøåòîê âèäà Z[G/H], ãäå H - ïîäãðóïïà â G. Â ñëó÷àå P ∗ = Z[G/H],
îòîáðàæåíèå α çàäàíî ýëåìåíòîì a ∈ (T∗)H è Ext1

G(P ∗, S∗) = H1(H, S∗).
Îòîáðàæåíèå α∗ ñîâïàäàåò ñ óìíîæåíèåì íà êëàññ ýëåìåíòà a â Ĥ0(H, T∗)
îòíîñèòåëüíî ñïàðèâàíèÿ (3). ¤
Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü T - òîð ñ ãðóïïîé ðàçëîæåíèÿ G. Òîãäà ïåðèîä e(T )
îáùåãî T -òîðñåðà ðàâåí ïîðÿäêó êëàññà òîæäåñòâåííîãî ýíäîìîðôèçìà
ðåøåòêè T ∗ â êîÿäðå îòîáðàæåíèÿ
(4)

∐
H⊂G

Ĥ0(H, T∗)⊗ Ĥ0(H,T ∗) → Ĥ0
(
G, End(T ∗)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ðåçîëüâåíòó (1) òîðà T ñî ñâîáîäíûì G-ìîäóëåì
P ∗. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïóñòü òîð R îïðåäåëÿåòñÿ êîììó-
òàòèâíîé äèàãðàììîé ãîìîìîðôèçìîâ òîðîâ

1 −−−→ T −−−→ P −−−→ S −−−→ 1

n

y
y

∥∥∥
1 −−−→ T −−−→ R

α−−−→ S −−−→ 1

ñ òî÷íûìè ñòðîêàìè. Êëàññ T -òîðñåðà â ãðóïïå H1(F (S), T ), çàäàííîãî
îáùèì ñëîåì ìîðôèçìà α, ðàâåí n-êðàòíîìó êëàññà îáùåãî T -òîðñåðà.
Ïîýòîìó e(T ) äåëèò n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α èìååò ðàöèîíàëüíîå
ðàñùåïëåíèå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò òåïåðü èç Ïðåäëîæåíèÿ 2.1,
òàê êàê H1(H,S∗) = Ĥ0(H, T ∗) è Ext1

G(T ∗, S∗) = Ĥ0
(
G, End(T ∗)

)
. ¤

3. Ïëîñêèå è êîïëîñêèå ðåçîëüâåíòû òîðà
Ïóñòü S - òîð ñ ãðóïïîé ðàçëîæåíèÿ G. Òîð S íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì (ñîîò-

âåòñòâåííî, êîïëîñêèì), åñëè Ĥ−1(H, S∗) = 0) (ñîîòâåòñòâåííî, Ĥ1(H, S∗) =
0)) äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H ⊂ G.

Ïëîñêîé ðåçîëüâåíòîé òîðà T íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òîðîâ
(5) 1 → S → P → T → 1

ñ ãðóïïîé ðàçëîæåíèÿ G, ïëîñêèì òîðîì S è êâàçèðàçëîæèìûì òîðîì P .
Êîïëîñêîé ðåçîëüâåíòîé òîðà T íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òîðîâ
(6) 1 → T → P ′ → S ′ → 1

ñ ãðóïïîé ðàçëîæåíèÿ G, êîïëîñêèì òîðîì S ′ è êâàçèðàçëîæèìûì òî-
ðîì P . Ïëîñêèå è êîïëîñêèå ðåçîëüâåíòû òîðà T ñóùåñòâóþò ñîãëàñíî [3,
Lemme 3].
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü (6) - êîïëîñêàÿ ðåçîëüâåíòà òîðà T . Òîãäà ïåðèîä
e(T ) îáùåãî T -òîðñåðà ðàâåí ïîðÿäêó êëàññà ðåçîëüâåíòû (6) â ãðóïïå
Ext1

G(T ∗, S
′∗).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2.2, ÷èñëî e(T ) ñîâïàäà-
åò ñ ïîðÿäêîì êëàññà ðåçîëüâåíòû â êîÿäðå ñïàðèâàíèÿ èç Ïðåäëîæåíèÿ
2.1(5). Òàê êàê H1(H, S

′∗) = 0 äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H ⊂ G, êîÿäðî ñîâ-
ïàäàåò ñ Ext1

G(T ∗, S
′∗). ¤

×èñëî e(T ) òàêæå ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè ïëîñêîé ðåçîëüâåíòû
òîðà T .
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü (5) - ïëîñêàÿ ðåçîëüâåíòà òîðà T . Òîãäà ïåðèîä
e(T ) îáùåãî T -òîðñåðà ðàâåí ïîðÿäêó êëàññà ðåçîëüâåíòû (5) â ãðóïïå
Ext1

G(S∗, T ∗).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Òåîðåìå 3.1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäêè êëàñ-
ñîâ r ∈ Ext1

G(S∗, T ∗) è r′ ∈ Ext1
G(T ∗, S

′∗) ïëîñêîé è êîïëîñêîé ðåçîëüâåíò
ñîîòâåòñòâåííî, ñîâïàäàþò. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó ñ òî÷íûìè ñòðîêîé è
ñòîëáöîì:

Ext1
G(S∗, P

′∗)y
HomG(T ∗, T ∗)

β−−−→ Ext1
G(S∗, T ∗)

β′
y α

y
Ext1

G(P ∗, S
′∗) −−−→ Ext1

G(T ∗, S
′∗)

α′−−−→ Ext2
G(S∗, S

′∗)

Ñîãëàñíî [3, �1] ãðóïïû Ext1(P ∗, S
′∗) è Ext1

G(S∗, P
′∗) òðèâèàëüíû, ñëå-

äîâàòåëüíî, ãîìîìîðôèçìû α è α′ èíúåêòèâíû. Òàê êàê r = −β(1T ∗) è
r′ = β′(1T ∗) ñîãëàñíî [1, Ãë. XIV, �1], à òàêæå êâàäðàò â äèàãðàììå àíòè-
êîììóòàòèâåí ââèäó [1, Ãë. V, Ïðåäë. 4.1], òî α(r) = α′(r′), ò.å. ýëåìåíòû
r è r′ èìåþò îäèíàêîâûå ïîðÿäêè. ¤

4. Ïðèìåðû
4.1. Îòíîñèòåëüíàÿ ãðóïïà Áðàóýðà. Ïóñòü L/F - êîíå÷íîå ñåïàðà-
áåëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, G - ãðóïïà Ãàëóà íîðìàëüíîãî çàìûêàíèÿ L′

ïîëÿ L è C = Gal(L′/L). Ðàññìîòðèì òîð T = RL/F (Gm,L)/Gm (ñì. [2, Ãë.
III, �5]). Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîðîâ

1 → Gm → RL/F (Gm,L) → T → 1,

ÿâëÿþùàÿñÿ ïëîñêîé ðåçîëüâåíòîé òîðà T , ïðèâîäèò ê òî÷íîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè

H1
(
K,RL/F (Gm,L)

) → H1(K,T ) → H2(K,Gm) → H2
(
K, RL/F (Gm,L)

)

äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé K/F . Èìååì H2(K,Gm) = Br(K) - ãðóïïà
Áðàóýðà ïîëÿ K. Ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà 90 è ëåììå Ôàääååâà-Øàïèðî,
H1

(
K, RL/F (Gm,L)

)
= 0 è

H2
(
K, RL/F (Gm,L)

)
= H2(KL,Gm) = Br(KL),
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ãäå KL = K ⊗F L. Ñëåäîâàòåëüíî,

H1(K,T ) = Br(KL/K) := Ker
(
Br(K) → Br(KL)

)

- îòíîñèòåëüíàÿ ãðóïïà Áðàóýðà ðàñøèðåíèÿ KL/K.
Ãðóïïà õàðàêòåðîâ òîðà T ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì àóãìåíòàöèè Z[G/C] → Z.

Èç òî÷íîé ïîñëåäàâàòåëüíîñòè

H0(G,Z[G/C]) → H0(G,Z) → H1(G, I) → 0

íàõîäèì H1(G, I) = Z/[L : F ]Z, ïðè÷åì êàíîíè÷åñêàÿ îáðàçóþùàÿ ãðóïïû
H1(G, I) ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñ êëàññîì ïëîñêîé ðåçîëüâåíòû
â ãðóïïå Ext1

G(Z, S∗) = H1(G, I). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîä îáùåãî ýëåìåíòà
â ãðóïïå Br(KL/K) äëÿ K = F (T ) ðàâåí [L : F ].

4.2. Ýëåìåíòû íîðìû 1. Ïóñòü L/F - êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Ãàëóà ïîëåé
ñ ãðóïïîé Ãàëóà G. Ðàññìîòðèì òîð S = R

(1)
L/F (Gm,L) ýëåìåíòîâ íîðìû 1 â

ðàñøèðåíèè L/F (ñì. [2, Ãë. VI, �8]). Ðåøåòêà êîõàðàêòåðîâ S∗ èçîìîðôíà
ÿäðó àóãìåíòàöèè I := Ker

(
Z[G] → Z

)
. Ïóñòü P - ïåðìóòàöèîííûé òîð ñ

ãðóïïîé êîõàðàêòåðîâ Z[G × G] è ϕ : P → S - ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîð-
ôèçì òîðîâ, èíäóöèðîâàííûé G-ãîìîìîðôèçìîì ðåøåòîê Z[G × G] → I,
ïåðåâîäÿùèé (g, g′) â g − g′. Ïîëîæèì T = Ker(ϕ). Òàêèì îáðàçîì, ìû
èìååì ðåçîëüâåíòó (1) òîðà T . Íàïèñàâ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï
êîãîìîëîãèé äëÿ ýòîé ðåçîëüâåíòû ïîëó÷àåì, èçîìîðôèçì

H1(K,T ) ' S(K)/RS(K) = Ĥ−1
(
K, (KL)×

)

äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé K/F , ãäå RS(K)- ïîäãðóïïà ãðóïïû S(K)
ýëåìåíòîâ íîðìû 1 â ðàñøèðåíèè KL/K, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè âèäà
g(x)/x äëÿ âñåõ x ∈ (KL)× è g ∈ G. Èñïîëüçóÿ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äëÿ T ∗ äâîéñòâåííóþ (1), ïîëó÷àåì èçîìîðôèçìû:

Ĥ0
(
G, End(T ∗)

) ' Ĥ0
(
G, End(Z[G]/Z)

) ' Ĥ0
(
G, End(Z)

)
= Z/|G|Z.

Äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H ⊂ G èìååì:

Ĥ0(H,T∗) = Ĥ−1(H, I) = Ĥ−2(H,Z) = Hab := H/[H, H],

Ĥ0(H, T ∗) = H1(H,Z[G]/Z) = H2(H,Z) = Ĥ := Hom(H,Q/Z).

Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ñïàðèâàíèÿ Hab ⊗ Ĥ → Z/|G|Z ñîâïàäàåò ñ kZ/|G|Z,
ãäå - k ïåðèîä ãðóïïû Hab, ò.å. íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òà-
êîå ÷òî (Hab)k = 1. Ïî Òåîðåìå 2.2, ïîðÿäîê îáùåãî ýëåìåíòà â ãðóïïå
Ĥ−1

(
K, (KL)×

)
äëÿ K = F (S) ðàâåí |G|/r, ãäå r - íàèìåíüøåå îáùåå êðàò-

íîå ïåðèîäîâ ãðóïï Hab äëÿ âñåõ ïîäãðóïï H ⊂ G. Íåòðóäíî ïîêàçàòü,
÷òî r ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì ìàêñèìàëüíûõ ïîðÿäêîâ öèêëè÷åñêèõ
p-ïîäãðóïï â G ïî âñåì ïðîñòûì äåëèòåëÿì p ïîðÿäêà ãðóïïû G.



ÏÅÐÈÎÄÛ ÃËÀÂÍÛÕ ÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ 7

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] À. Êàðòàí, Ñ. Ýéëåíáåðã, Ãîìîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà, Èçäàòåëüñòâî �Èíîñòðàííàÿ Ëè-

òåðàòóðà�, Ìîñêâà, 1960.
[2] Â.Å. Âîñêðåñåíñêèé, Àëãåáðàè÷åñêèå òîðû, Èçäàòåëüñòâî �Íàóêà�, Ìîñêâà, 1977.
[3] J.-L. Colliot-Th�el�ene, J.-J. Sansuc, La R-�equivalence sur les tores, Ann. Sci. �Ecole Norm.

Sup. (4) 10 (1977), no. 2, 175�229.

Department of Mathematics, University of California, Los Angeles, CA
90095-1555, USA

E-mail address: merkurev at math.ucla.edu


