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Séminaire de Théorie des Nombres
Paris 1958-89

Le prodmt de Petersson et de Rankin p-adigque
Haruzo HIDA"

0. Soit p > 5 un nombre premier et soit A = Of[X]] ot O désigne I'anneau des
entiers p-adiques d'une extension finie K'/@,. On fixe un générateur tepologique
u du groupe multiplicatil 1 + pZ,. Pour chaque couple (F, @) de formes modu-
laires A-adiques ordinaires (voir ci-dessous pour la définition), on a construit
dans [H1] un produit de Rankin p-adique T, qui interpole p-adiquement les
valeurs spéciales du produit de Rankin D(s, f, g) pour deux spécialisations f et
g de I et G, et qui est le quotient ¢'une série de trois variables ®(X, Y, Z) par
une série d'une varlable H(X), avec la propriété d'interpolation pour tout triplet
critique d'entiers (k,£,m) :

‘D?if 3 1 u ]_ uw™ 1) _ ‘I}(Uk — 1,11'2 — 1,um - 1) _ *D(m,fk,gdw_m)
- H(uk - 1) T ey

ol “=” est une constante canonique {voir Théoréme 2 ci-dessous), et fi (resp.
ge) esi; la spécialisation de F (resp. G) au poids k (resp £), et goJw™™ est la
torsion de ¢¢ par une puissance w~™ du caractére de Telchmiiller w. L'utilité
de cette sére est déja évidente d’aprés les travaux de Perrin-Riou et Tilouine
(par exemple, [P-R] et [T]) dans lesquels I'existence de cette sérle joue un réle
important, D'autre part, la construction de D, donnée dans [H1] n'est pas si
facile & comprendre parce que l'idée simple est en fait cachée par la complexité
inéluctable dans le traitement du cas général des formes modulaires [-adiques
pour toute extension finie I de A. Dans cette petite note, en se restreignant
au cas des formes modulaires A-adiques avee “Neben-typus” primitif et en se
concentrant sur seulement deux variables relatives & F et G, on se propose de
construire D, assez simplement,
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1. On commence par une forme modulaire parabolique g € So(SLz(#)) avec
son développement de Fourier :

o0

g= Z a(n, g)g" (g= exp(2niz)}.

n=0

Considérons d'autre part la série d’Eisenstein :

By(z) = > (mz+n)~* (x> 2).
(m,n)E(X2~(0))/{£1}

Si g est une forme parabolique de poids £, Ia série gE, est une forme parabolique
de poids & = x + £. Notons que S(5Ly(Z)) a une base B = {f} consistant en
des formes propres pour tout opérateur de Hecke, On veut regarder le coefficlent
o(f) dans la décomposition :_

9B, ch(f)f
o

Sous le produit de Petersson (f,h) = fsr, @\ Foy*~%dzdy, 1a base B est
orthogonale parce que (f|T(n), %) = (f,h|T(n)) pour tout opérateur de Hecke,
Donc, par ia formule de Shimura [Shl, §2], on a ' '

of) = (f,98:) _ 2(k—1)D(k—1,f,9)
(£, (4m)*=(f, )

onD(k—1,f9)=((2s+2—k ~£) s E(nT)-a(n,g)n”’.

Pour étudier le nombre ¢(f), on peut changer le produit scalaire () en gardant
la propriété (f|T(n), k) = (f, b{T(n)). Donc on veut définir un nouveau produit
bilinéaire (algébrique) sur l'espace des formes modulaires. On va fatre une telle
canstruction un peu plus généralement en incluant le cas de Neben- Typus
non-trivial. Soit IV un entier premier 4 p et scit ¢ un caractére de Dirichlat
moduloe Np. On suppose que le conducteur de 1 est divisible par N. On note
M(To(Np), ) l'espace des formes modulaires holomorphes avec caractéres 1.
Alors, pour chaque sous-anneau A de C contenant les valeurs de ¢, on défnit
M(A) = Mi(To(Np), 4; A) comme le sous-espace des formes modulaires favec
coefficlents a(n, f) dans A. On note S(4) = Si(To(Np),v; A} le sous-espace
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des formes paraboliques dans M;{I's(Np),; A). L'effet de I'opérateur de Hecke
T(n) sur Mi(To{Np),%; A) est donné sur les coefficients de Fourler par

a(m, fIT(m) = Y. dT(da(TE ).
0<d|(m,n)
Ici on a suivi Ia convention que ¥(m) = 0 si m a un diviseur cormmun non trivial
avec Np. On écrit h(A) = hy(Np,1; A) l'algébre engendrée par 7'(n) sur A dans
End 4(5(A)). Alors il est connu que ki (Np, ¢; A) est commutative avec l'identité
T(1) et Se(Fo(Np),1; A) estle A-dual de hy(T'o(Np), v; A) pour I'accouplement
(e.g. [H1, II, Prop. 1.2]) :
< h, f >=a(1, f|R).
Ici, on va démontrer ce fait dans le cas o1 A est un corps K : On voit par
la formule de T(n) que < T(n),f >= a(n,f). Alors si < A(K),f >= 0,
a(n, [} =< T(n),f »>= 0 pour tout n et done f = 0, 81 < A, 5(K) >= 0,
alors
aln, f|k) =< T(n}, flh >="e(1, fIT(n)k) =< h, f|T(r) >=0.

Done f|k = 0 pour tout f ¢ S{K). Donc 'accouplement est non dégénéré des
deux cOtés, et on a le résultat parce que S(X) est de dimension finie,

Supposons pour le moment que le conductenr de 1 est égal & Np. Par la
théorie des formes nouvelles {e.g. [M, §4.6]), on sait que S(K) est engendré par
des formes propres pour tout opérateur de Hecke, el en particulier, A(K) est
semi-simple. Donc on a un produit non-dégénéré sur h(K)

(R.9) = Tracay yxc(hg).

Cela donne un morphisme injectif »{K)-linéaire ¢ : o(K) — A(K)}*. Alors on a
i7 R(E)* —— A(K). Par dualilé, on a '

i: §(K) — S(R)
Alors 7 induit un produit
(1a) (£:9)a =¥f)(g} suwr S(K)

qui satisfait (f|h,g). = (f,g|h)s pour tout h € R(K). Ce produit est donc
un analogue du produit de Petersson modifie : (f,g) = (f°|r,g)np, ol
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Np 0
que (fih,q)" = (f,g)k) pour tout b € R(K) (IM, Th. 4.5.4-5]). Donc on a

7
(18) (_f,glt = M si f est une forme propre pour tout b € h{K).

(£ (5 F)

Comme 3 est primitif modulo Np, folr = W( £} pour une constante
W(f*) # 0si fest une forme propre pour tout ~ € A(K); donc, on a

T= et f¢ désigne la conjugaison-complexe de f, qui satisfait aussi

t(%i = ((';—’f,'% si f est une forme propre pour tout k ¢ R{K)
et si Y est primitif modulo Np.

(1e)

Slle conducteur de + est égal a N, on se restreint 4 la partie ordinaire $°7¢(K)
et h°™(K) fvoir la définition dans le paragraphe 3). On sait que A°"%(K) est semi-
simple ([H1, I, Prop. 4.4]) et s'identifie au K-dual de ST K}, Alors on définit
le produit (,), : $T4(K) x §°r(K) -— K de la méme fagon que ci-dessus
en remplagant A(K) par A°™(K). Dans ce cas, on a Tégalité (15) pour la forme
ordinaire f, mais I'égalité (1c) n'est pas nécessairement vrate.

Pour chaque caractére de Dirichlet £ et on définit 1a somme de Gaugs par

c )
2
G(é) = Z £0(r) exp(%) pour le conducteur C de ¢,
==l
S1 K est un corps de nombres contenant %(n} et p(n) pour tout n, alors il est
bien connu [e.g. [M, Th. 7.1.3, 7.2,12-13)) que

-2t k—f -1
S Beiy)e : j,p){_qugf’_ ;)/’)Mk_z(ro(zvp),w-lw;ff),

0% Bel&)#) = Xim, metar—y /1y € Hm)(mNpz + n)=~|(mNpz + n)] -2+, _,.
Donc si g € S¢(To(Np), p; K),

—2i)h— -
(2a) gEk—z(sf’“l%b)E( 2 lz(kz_Gg 1¢)Sk(Pn(NP),¢;K)-

En faif, quand ¢ est primitif modulo N b, on peut écrire le g-développement de
E(¢) assez facilement [M, Th. 7.1.3, Th 7.2.12-13) ;

—2mi)RG(E1 e
R AN o )
n=10<d|n
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Alors on a, pour une forme propre pour tout opérateur de Hecke
f € 8i(T'o(Np),4; K)

(—2m3)* G (o ) (£, 9Br—e(e7'))a
o et e
— (fagEk—f((P_lw))J - P(k—'l)D(k—l,f,g),
(£, 1Y (4m)¥-t(f, f)

otk = k—£, D(s, f,g) = Ly (2 +2—k—£,07 ) 00 a(nf)a(n, g)n =" et “x”
est une constante non nulle dans K (qui va étre précisée plus tard). Clest une
partie du théoréme d'algébricité de Shimura [Shl, Th.3]. En fait, uné assertion
similaire est vraie pour D{m, f, g) pour tout entier m avec £ <m < k.

2. On suppose dorénavant que ¢ et lp sont des caractéres de Dirichlet module
Np, N est premiera p, p > 5, et

(4e) kE>£2>2
(4b) les conducteurs de 1, ¢ et Y~ sont divisibles par N;
(4c) " fet g sont ordinaires au sens de [H1,I,§3]

On écrit D(s, f, g) pour le produit de Rankin primitif; i.e., la fonction D(s, f, g)
coincide avee L(s — 8 + 1,7 x 1r’), o la fonetion L(s, 7 x ') est la fonction
L de GL(2) x GL(2) des représentations automorphes 7 et «' engendrées par
f¢ et g respectivement (voir [J]). Soit f° (resp. g°) la forme primitive assoclée 4
I (xesp. g). Alors on peut écrire, si f # f°,

f(2) = £°(2) — o' f*{pz) pour une constante o, |

Sott C(f) le plus petit niveau possible de f° (ie. le conducteur de f°). On
définit une constante (le “fecleur ¢” de f) W(f) par f°lr = W(f)f° pour

] -1 N
T = (O(f) 0 ) On considére

B =g Y Ee—o( (9 7")")=) — (o ) 0)p*  Br— el (0™ 2)°) ()}

T DD S Oy

=1 0<dn,(p.d)=1
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(—2m)* G (") o
C(w,bgo”l)k“fI‘(k ) et on écrit

gF = o f)f + I+,

pour ¢y =

ou f1 est un élément orthogonal & f pour le produit {, ). Par définition, E
cotncide essentiellernent avec Ey—e{tpp 1) sl gp~" est primitif modulo Np, mais
sinon il y a une petite différence. Pour relier (f,gE) et D(s, f,g), on divise
l'argument selor Jes six cas suivants :

CasA : f=fetg=g'et Py ! estprimitif modulo Np;

CasB : f=f"etg=g'et yp ! estprimitif modulo N;

CasC : f=fletg#g° (= ¢p! estprimitif modulo Np);

CasD : f# foetg=yg"et 1! estprimitif modulo Np);

CasD': f# fletg=yg"et vy estprimitif modulo N (= £=2);

CasE : f# fletg+#g°et " estprimitif modulo N.
Ecrivons

E.(EY(z;8) = Im{z)* Z £ (n)(mNpz -+ n) " |mNpz + n| 2.
(m n)E@?~(0))/{£1}

Alors on a
(4x) = T(s)D(s, £, 6) = (f,gBe—e(tbp™ Wzs + 1K) ([Sh1, (241}
I est bien commu que E.(£)(z;1 — &) est aussi holomorphe et, pour
" (f\[’}P _01)
aEp oYzl —k)r=E  (eg [H1, I Cor. 6.3]),
oa ¢; = m1i%2~%(Np)t~(*/%) pour & = k — £. Donc on voit, sl 1 est primitif,

(.f’gE)ﬂ — (f:gE) :C—lr(k_l)D(k—I:fa g)
HH.  GH 7 (4m)¥=2 (£, f)

si P~ est primitif modulo Np (ie., dans le cas A) et

oy (gl _ | DSl alr)
(5%) D=""Gn =" D

(5a) o(f) =
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dans les cas B et C ol ¢ == (4r) !0 (£)n~1(—i)F 42~ (Np)t~(*—9/2 (parce que
E,|r* = (-1)*E,). On décompose W(f) = W'(f)W,(f) pour la p-partie Wy(f)
définie dans [H1, 1I, p. 38]. Par I'éguation fonctionnelle [J, Th. 19.14, Th. 15.1]
{voir aussi [H1, I, Th. 9.1, 11, {5.3)]), on a, dans le cas B,

] (2#)””?(6)@(2, fc;Q'c) — —Ns(k_z_n/?p“”l'd){p_l(p) '
© XW'(FYW'(9)° G~ )N 2(2m) 2"V (R — 1)D(k ~ £)D(k - 1, , 9)-

Alors on a la formule suivante :

Cas A : Directerient par (5a), on a

o) — Nyt L= OT(k = D(k — 1, )
(Ta) D =) arptG o)A 17, 1)

Alors on pose Fy(f,g) = p*~¢

Cas B : On va faire le caleul comme suit : Par (5b), ona

D, £l gl7)

AN ==

= W)Wl ~ ¥ ¢(p)alp, ) alp, g);o“)g%f%,)gc)

= (=Np)*~p™ ™ o(p)
X (1~ (p)alp, /)p*F) (IZ‘S:Z)IQ g{;;gfg;}l’é” ":?) :

Ici on a utilisé (Ba) et les faits que W{f)°W'( f) = W,()°, W(g)W'(9)" = W, (),
Gl G L) = (—1)** et |a(p, ) = p~D72, |a(p, g)] = p'¢~1/2. Dans ce
cas, on définit le facteur d'Euler supplémentaire en p par

Ey(f,9y=0"""T¢"To(p)(1 — o~ (p)alp, flalp, 9)°p* ")
= —a(p, f)a(p,9) " (1 — ¥~ p(p)a(p, f)a(p, 9)p~°).
Cas C : On peut é&crire g(#) = ¢°(z) — 5'¢°(p=). Alors par (5¢), on a

(7o) e(f)=(~Np)**(1 - alp, f)cﬁ'pl—‘ﬂéi’ijifzéﬁfb;i?fif):_ﬁ’(?,?%-
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On pose alors
Ey(f,9) ="' (1 —alp, £)°B'P ") = p*H (1 — alp, £) 1 H).-

Maintenant, on suppose que f n'est pas primitive (mais son conducteur est
divisible par N). Alors on peut écrire f(z) = f°(z) — o f*(pz) pour une unique
forme primitive f° de niveau N, et on voit .

Foir(e) = —ap MW (NS — ') (e [HL L, p. 47).

Ona

C(F9B) _ (H9B) _ aT(k—1D(k—1,Ir,9)

(8a) C(f) - (f, f)c: T (f; f).v = (47r)k—1(fc|7-’ f)
st P~ est primitif modulo Np fi.e., dans les cas D et F) et

by FS0lrER) DS glr)
(8t) e ¢ T MR vy

dans les cas I’ et E ott ¢g = (47)~ID(€)m~1(—i)F 420 %(Np)! ~(¥=B/2, par [H1,
11, (9.5)], on sait

(8¢) (£l Fwp = (1 W(£)p' = Palp, HSHS, v,
ot _ (Pt et
st = (-0 7m) (i)

Par Téquation fonctionnelle de 7 [J] (voir aussi [H1, I, TH. 9.1]), on a, dans le

cas E,

( (2TF)H2£T(J€)D(£, fc,gC) — N3(kuEml)/?.W(f)W(g)cG(d)(P—l)N——I/Z
8d)

% (2m) 2Dk - DIk — £)D(k - 1, £, 9),
et dans le cas D',

(83) R (QTF)_QeP(E)D(ﬂ,fC,gc) - _N3(k—£—l)/2pk—f—1

XW(F)W' (9) b (p) Glspee ™ N 1122y 72 E=Dp(k — )T (k — £)D(k — 1, f, 9),
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Alors on a les formmules sulvantes ;
CasD:
o f) = (~Np)*a(p, g)a(p, F)™*

(94} ) , Ik — OT(k — 1)D(k — 1, f,
x S(f)1(1 - ap, g™ (%(z.)k'_fc);(fb_lp))( 47E)k_11( f{j’)ﬂ).

Alors on pose

Ey(f,9) =p*ta(p, 9)alp, £)7(1 - &'a(p, ¢)p ).

CasD':
of) = aa(=1)* W(g)(1 — &' a(p, g)'“'p‘f)p((ﬁ;i}g;)
(95) = (-Np)k—£¢¢—1 (p)a(p" g)a(p, f)-—-l S(f)—l

v e p ME—OT (k=)D -1, f,
X (1 a'a(p,g)°p f)(zé)k—e();(;,-«190))(471(.)k—11(f£jr)0)'

Pour obtenir 1a derniére égalité, on a utilisé la formule (8¢). On pose
Ey(£,9) ="~ 9 (p)a(p, g)alp, £) (1 - 'alp, g)p ).
=p~'/a(p, g)°alp, (L - oa(p, 9)°p™").

Cas E: On écrit f(z) = f(2) — o' f(p2) et g(z) = ¢°(2) — A'¢*(p2) (g]7(z) =
wﬁ’p“"ﬂW(g)(gU‘ - ﬁ’—lpfgoc(pz))). Alors, on a

D(L, £%,9|r) = B'p~ W (g)
(1= 8" a(p, /)1 - o'a(p,g)°p~*)(1 — o' B'p )DL, £°, 5°).
Done, en utilisant (84), on a

(9<) o(f) = ca(~1Y:B'p~H*W (g)

(1= 8, 1)~ ol )71 - o T )
= (=)' S(F) 7 Blalp, £ (1 " alp, )1 - o'alp, 9)p (1L - /B
o LUk = OT(k— 1)D(k — 1, ,9)
(2mi) =G (o) (4m)F (0, %)
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On pose
Ey(f,9) = P'alp, )1 (1 — B alp, ))(1 — &ap, ) p )1 — o' B 7).

Finalement on pose S{f) =1 dans les cas A, Bet C.

3. Maintenant on veut Interpoler p-adiquement la valeur ci-dessus en variant
g et f le long des formes modulaires A-adiques F et G et.en gardant les
hypothéses (4a, & ¢) : Pour simplifier, on suppose toujours que p = 5. On fixe
un plongement ¢, : § — Q,.

On commence par la définition des formes modulaires A-adiques. Posons
My(%, Q) = My(To(Np),+; Q) et prenons une base B = {f} de cet espace. On
prend une combinaison linéaire

Mk(¢§q"p) = Z @pf = Mk("l’a@) ®ﬁp dans @p[[g]]

feB

Soit X le corps des fractions de (. Posons My(3; K) = K{[g]] N Mx(#;Q,). On
considere l'anneau des séries formelles A = O[[T]], Comme on a supposé que
p25, Ly =T X pparz+— (< z >, w(z)) pour

T=1+pZ, et p:{(EZ;KP_l:l}.

Alors Z, 22 T par z — u” pour z € Z,, et dorc, on a un caractére

X:I‘E}u’n—>(1+T)z:Z(z)T"EAX.

==

Si on spécialise y en un point u* — 1, on a y(z)(uF — 1) = z* et si on considére
X comme un caractére de ZX, alors x(2)(u® — 1) =< z >*=w™¥(2)z*. On écrit
ce caractére yz. Donc, pour n'importe quel entler » premier & p, x(n) satisfait
que ‘
x()(uF —1) =< n >k,

Soit 4 un caractére modulo Np avec )(—1) = 1. Une série formelle de deux
variables F' = F(q)} = Y oo A(n; F){(T)q"™ € Al[g]] est dite une forme A-adique
avec caractére ¥ sl F(u* — 1) € Mi(w~*; K) pour tout k assez grand, Alors
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on peut définir l'action de l'opérateur de Hecke T'(n) sur une forme A-adique F'

par la formule -

Am FIT@) = Y a7 x(@A(SF).
0<d|{m,n)

Par définition, F|T(n)(u* — 1) = F(u* — 1)|T(n) pour tout n et donc F|T(n)
est de nouveau une forme modulaire A-adique. 1l y a beaucoup d'exemples de

formes A-adiques. Si on pose

3

B9 =4+ Y| S @

n=10<din,(p,n)=1

ott A(y) est la série d'Twasawa associée 4 la fonction I p-adique de Kubota-
Leopoldt; ie., A()(u* — 1) = (1 — g (p)p* L1 — k,dw*), alors

B()(u* - 1) = o {Br(d¥)(2) — g~ p)p" ™ Bulshw ™" )(p2)}

oil ¢ = (_zm);?;;'b lwk). Ici on a posé Yw ™ (p) = 0 st Yw™* est primitif
modulo Np et yw*(p) est la valeur du caractére primitif associé a g™ si
Yw™F a conducteur N. Si 4 est non-trivial, alors A($) € A et donc E(3) est
une forme A-adique. Si ¢ = id (et N = 1), alors A(y) € T-2A et done TE(y))
est une forme A-adigue.

Pour une forme modulaire g € Sy(y, @), prenons le produit ¢ ()} dans A[[g]]
et aprés, falsons le changement de variable : T —s w7 +y~f —1;

9+ B()T) = gE(¢)(u™" T +u* - 1) € Al[q])-
Alors, sik > £,

g% B(p)(u® — 1) = gB()(u™(u* — 1) +u™t — 1)

= gB($)u*t — 1} € Si(pyw*; K).

Done g+ E{1p} ou g * TE(4)) est une forme A-adique.
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Notons S(i; A) lespace des formes modulaires A-adiques avec caractére .
Par la théorie de l'algébre de Hecke p-adique [H2] (voir aussi [W, Prop. 1.2.1]), il
existe un unique facteur direct S°7%(4); A) tel que

S(th; A) = ST (3h; A) @ §7°(y; A)

ot T(p) est inversible sur S°"(4); A} et topologiquement nilpotent sur 5(1H; A).
De plus, S°™(1); A) est libre de rané fini sur A. On note e la projection sur
5°74(36; A). Donc on peut considérer I'algébre de Hecke RoTd(3h; A) sur A qui est
A-dual de S°7%(+ : A). Similairement, on peut décomposer *

Si(9; O) = S(; O) & S3°(4; O).

Dans ce cas, ia projection ordinatre e sur S2™(3; 0) est donnée comme une
limite p-adique
e= lim T(p)" dans hy(Np,;0).
00

Le morphisme d'évaluation #' — F(uf — 1) est surjectif si k£ >-2. Cest une
conséquence de la liberté de h°™{y, A) sur A [H2, Th. 3.1] et de 'existence d'une
forme A-adique © telle que ©(0) = 1; par exemple, on peut prendre TE{id)
comme © 3 un facteur constant prés, Dong par dualité, on a un isomorphisme
de O-algébres :
h{sh; A)/Peh(3p; A) & ehr(N, 0 ™"; 0)

qui envoie T(n) sur T(n), ot P = {® € A|®(u* — 1) = 0}. Comme on sait
que ehg(N, gbw"“k;(’)) est réduite pour tout & > 2 et I'ensemble {FPi}iza2 est
Zariski-dense dans Spec(A), on voit que k{; A) @4 L (L désignant le corps des
fractiong de A) est semi-simple, On peut donc définir une forme bilinéaire de la
méme fagon que dans le cas déja traité :

(a2 S(#L) % S(@hik) — (S(#iL) = S(¥;4) @a L),

Soit I une forme propre dans 5°74(1; A) pour tout apérateur de Hecke et
g € Se(; @M O). On considére e(g + E(p4)) et

o(F) = Dy(13 ) = AL ZE e (e 4 g ), e
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parce que (F, F), = 1. Notons que
e(f * Ble™'9)) = «(F)F + X pour X € (LF)%;

alors g * B{p 1) (uf — 1) = o(F)(u* — )F(uf — 1)+ X(u* — 1)+ b, o h est tel
que e{h) = 0 par construction. Donc on &

3

THEOREME 1. — Si g € Si(ip; QN Q) est une forme propre ordinaire, il existe un
unigue élément D,(T; F,g) € L tel que, pour tout k > £ > 2,
Dp(u* — L F;9) = (=N 45(f) 7 By (S 9)

Pk — OT(k -1, fi, 9)
(@i~ (4m ) Gt~ fR, £R)

oil fi = F(uf —1) et E, et S(fr) sont les facteurs d’Euler supplémentaires en p
définis au paragraphe 2.

Maintenant, on va essayer de falre varier g. Soit & une forme propre dans
59740 Ag), ott As = O[[S]] pour la variable S. On continue de considérer
E(p™Y) € M (p;Ar) pour Ap = OJ[T]]. Formons le produit GE(p~11))
dans O[T, 5|[[¢]] et posons

G * E(p™ ) (T, 8) = GE(p )} (1 + TH1+ Sy = 1;5).

Ona G+ E(p ') T,uf~ 1) = G(ut —~ 1) E(p~*9)(T) € S(3; O[[T]]) pour tout
£>2.
Si on a une série formelle H(T,S)(¢) = 3 A(n, H){T,5)¢" telle que
n=1
H(T,u* — 1) € S(¢;O[[T]]) pour tout £ > 2, alors H(T,S) — H(T,u? — 1)
H(T,S5) — H(T,u* — 1)
51
tisfait la méme condition pour tout £ > 3, et donc on peut définir H, =
Hi(T,S) — Hy(T,u* — 1)
S P
2

est divisible par $; = S — (v — 1) et H; =

our S = 5 — (u? — 1). En répétant cette démarche,

o1 voit
H=) Hy(T,u™?-1)S 008,

n=0
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T,S) — Ho(T,u™

Sﬂ-}-l
H(T,$)). Le développement de H ci-dessus est convergent sous la topologie de

l'idéal maximal de O[T, 5], et on voit

2 —
oft §i = § — (utl — 1) et Hpy = 2n Y a1, 9) =

H € S(; O[T ®oym OIIT, 1.
On peut donc appliquer la projection e 4 H. En particulier, on a
e(G * E(p ™ 9)) € S7(5; O[[TT]) ®oppay OIIT, ST

On  peut étendre le produit scalalre (), lnéalrement sur
8er(3h; O[TY) @oyry O[T, S]] et de nouveau, on note {,), ce produit scalaire
& valeurs dans le corps des fractions de O[[T, 5]j. Maintenant, on définit, dans
le corps des fractions de O[[T, 5]},

pP(Tr S: F: G) = (FJ &(G * E({pﬁiw)))ﬂ‘
On a alors J

THEOREME 2. — Il existe une unique fonction D, (T, 5; F, G € Frac(O[]T, 51])
telle que, pour tout k > £ > 2,

Dp(u* — 1,0  —1; F,6)

e T(k— &T(k — 1)D(k — 1, fi,
= (—N)*ES(F) Ep(fk’gf)(szg)k"z(‘iwgk—léggm(bcwk—zﬂkfiej)cg)'

Pour simplifier, on suppose que N = 1 et on suppoese aussi que ¢ = . Alors
(TE(id))(0) = (1-1) log(). Done e( G (TB(id)))(T, T) = (1-2) log(w)&(2).
Done, notant que (F, F'), = 1, on a une formule de résidu.

THEOREME 3, — SI N =1, alors

(4 T)0+8)7! = DT, 5 F,Or—s = (1= 3 ) og(u)(F, G

C'est un ahalogue p-adique de la formule de résidu complexe :

Res=D(s, f,9) = T(k) 1271 (4x)*(£, ) si f,9 € Si(SL2(Z)).
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Remarque : On peut définir le module O de congruence de F' par
Sord(N; A)/{FA & (FLL n 8°7¢(N; A))}. qui est un A-module de type fini et
de torsion. Ce module € est isomorphe 4 celui défini dans {H1, II, §4], et par
définition, 1l existe une séric H € O[[T]] telle que C = A/HA. Alors, il est fa-
cile de vérifler que HD, € O[T, 5]]. Alors que l1a fonction L p-adique de trois
variables est obtenue dans [HI, 1] dans un cadre trés général, on ne sait pas
si le résultat d’holomorphie comme ci-dessus est vrai pout celle qui interpole Ia
fonction L primitive complexe en général sans I'hypothése (48). Le théoréme 2
donne donc le seul cas connu sous 'hypothése (46) pour Ie probléme de I'ho-
Iomorphie. Si on peut calculer en général les facteurs d’Euler supplémentaires
en Np sans utiliser léquation fonctionnelle, on peut probablement démontrer

cette holomorphie en général par la vole employée dans [H3].

Manuscrit recu le 12 juin 1990

* p. 87 : Supporté partiellernent par NSF.
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