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Abstract. We give a geometric description of a certain class of epimorphisms between complex
reflection groups. We classify these epimorphisms, which can be interpreted as “morphisms”
between the diagrams symbolizing standard presentations by generators and relations for complex
reflection groups and their braid groups.

1. Introduction

Dans l’étude des groupes de r´eflexion, il est classique de consid´erer certaines
classes de bons sous-groupes (les sous-groupes paraboliques) et de bons au-
tomorphismes (les automorphismes “de diagramme”). Nous proc´edons icià la
définition età l’étude d’une classe de bons quotients.

Notre motivation originale ´etait de comprendre pourquoi les pr´esentations
par générateurs et relations classiques (voir les tables de [BrMaRou]) associ´eesà
diff érents groupes de r´eflexion présentent certaines similarit´es. Prenons l’exemple
du diagramme de Coxeter de typeF4. Quand on en supprime la double-barre, on
obtient le diagramme de Coxeter de typeA2 × A2. En termes de pr´esentations,
supprimer la double-barre consiste `a ajouter une relation de commutation. Ainsi
cette opération décrit un morphisme surjectif deW(F4) versW(A2× A2) :

�������� �������� �������� �������� � �������� �������� �������� ��������
Quelle est la signification g´eométrique d’un tel morphisme ? Quelles en sont les
conséquences, en termes d’arrangements d’hyperplans, d’invariants polynomi-
aux et de groupes de tresses ?
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Desépimorphismes semblables apparaissent fr´equemment entre groupes de
réflexion complexes. Nous expliquons comment construire des suites exactes

1 ��G ��W̃ ��W ��1

où W̃ etW sont deux groupes de r´eflexion complexes.
Soit W̃ un groupe de r´eflexion complexe, agissant sur un espaceṼ . Dans

la situation qui nous int´eresse,G est un sous-groupe distingu´e deW̃ et l’action
deW = W̃/G sur la variété quotientṼ /G s’étend en une action lin´eaire sur
l’espace tangentV à Ṽ /G en 0.

Nous montrons queW est un groupe de r´eflexion surV si et seulement sĩV /G
est une intersection compl`ete etW agit trivialement sur TorC[V ]∗ (C[Ṽ /G],C).

Nous expliquons alors comment relier les degr´es deW̃ , son arrangement
d’hyperplans, ses r´eflexions, ses sous-groupes paraboliques, son groupe de
tresses `a ceux deW . Par exemple, dans le cas (crucial) o`u G ne contient pas
de réflexions, l’image d’une r´eflexion deW̃ est une r´eflexion deW du même
ordre.

Nous abordons ensuite (partie 4) le probl`eme de la classification des paires
(W̃ ,G). Un des résultats obtenus est le suivant : lorsqueṼ est de dimension 2
etG = {±1}, la correspondancẽW 	→ W induit une bijection entre les classes
de conjugaison de groupes de r´eflexion complexes de dimension 2 engendr´es
par des r´eflexions d’ordre 2 et contenantG et les groupes de Coxeter finis (non
triviaux) de dimension au plus 3.

Nous donnons des tables de transformations ´elémentaires entre diagrammes
“ à la Coxeter” qui permettent de d´ecrire récursivement l’ensemble des paires
(W̃ ,G). Nous expliquons comment le morphismẽW � W peutêtre interprété
comme un “morphisme de diagramme”.

Dans une derni`ere partie, nous traitons le probl`eme inverse : au lieu de con-
struireW à partir deW̃ etG, nousétudions l’existence d’un groupe de r´eflexion
W̃ étant donn´esW etG.

La classification des groupes de r´eflexion complexes rec`ele de nombreuses
coı̈ncidences num´erologiques et correspondances internes. Certaines de ces
coı̈ncidences sont bien comprises. Par exemple, certains groupes de r´eflexion
sont des sous-groupesparaboliquesd’autres groupes de r´eflexion. D’autres
coı̈ncidences sont expliqu´ees par la th´eorie des ´eléments r´eguliers de Springer
[Sp]. D’autres encore peuvent ˆetre interprétées grâceà la correspondance de
McKay. Le présent travail permet d’expliquer un nouveau type de correspon-
dance entre groupes de r´eflexion.

Outre le fait qu’elle permet de mieux comprendre la classification de
Shephard-Todd, un des int´erêts de la correspondance d´ecrite ici est de relier des
groupes de Coxeter, dont la combinatoire est bien connue, `a certains groupes de
réflexion complexes (non r´eels) pour lesquels des pr´esentations ne sont connues
que de fa¸con empirique.
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Nous détaillons par exemple le cas du groupe exceptionnelG31 qui admet
comme quotient de r´eflexion le groupe sym´etriqueS6, faisant apparaˆıtre une
hypersurfaceS6-invariante remarquable deC5. Or, si un diagramme pourG31

est propos´ee dans [BrMaRou], la question de savoir si ce diagramme donne aussi
une présentation du groupe de tresses associ´e est toujours ouverte. Ce diagramme
est compatible, via le morphismeG31 � S6, avec la pr´esentation de Coxeter de
S6, indice qui renforce la conviction qu’il est probablement le “bon” diagramme
pourG31.

Reste bien entendu `a préciser quelles propri´etés exactes doivent v´erifier de
“bons” diagrammes des groupes de r´eflexion complexes. Le pr´esent travail four-
nit une nouvelle condition de compatibilit´e à inclure dans le cahier des charges.

2. Préliminaires

Soit k un corps de caract´eristique nulle. Sin est un entier naturel non nul, on
noteraµn(k) le groupe des racinesn-èmes de l’unit´e dansk.

2.1. SoitW un groupe fini agissant sur unek-algèbreA. Si I est un idéal de
A, on noteraWI (ouWSpecA/I ) le groupe d’inertie deI . Si χ est un caract`ere
irréductible deW , on noteraAW

χ la composanteχ -isotypique deA.

2.2. SoitV un espace vectoriel (tous les espaces vectoriels consid´erés seront de
dimension finie) surk. On noteraV ∗ le dual deV et k[V ] = S(V ∗), l’algèbre
symétrique deV ∗. Nous confondrons parfois le sch´ema Speck[V ] et l’espace
vectoriel de ses points surk, i.e., V . Soit I un idéal dek[V ]. On dira queI (ou
Speck[V ]/I ) est une intersection compl`ete si le nombre minimal de g´enérateurs
deI estégalà dimV − dim(Speck[V ]/I).

Une graduation surV est une action dek× avec poids strictement positifs.
On dira qu’une graduation est standard si les poids sont tous 1. SiV est muni
d’une graduation, alors l’alg`ebrek[V ]hérite d’une graduation, c’est-`a-dire, d’une
action dek× avec poids positifs ou nuls.

2.3. SoitA unek-algèbre commutative de type fini, munie d’une graduation.
SoitAn la composante de degr´e n deA. On poseA+ = ⊕i>0Ai . On suppose
queA0 = k : en particulier,A+ est un idéal maximal deA. SoitX = SpecA et
soit 0 le point deX correspondant `a l’idéal maximalA+ deA. Si I est un idéal
homogène deA, alors le nombre minimal de g´enérateurs homog`enes de l’idéal
I est dimI/A+I par le lemme de Nakayama.

L’espace tangentV = (A+/(A+)2)∗ au schémaX en 0 est unk-espace
vectoriel gradu´e. Le lemme suivant est classique :

Lemme 2.1. Soientp1, . . . , pn deséléments homog`enes deA+. AlorsA est
engendrée parp1, . . . , pn si et seulement si les images dep1, . . . , pn dans
V ∗ = A+/(A+)2 engendrentV ∗. En particulier,dimV est le nombre minimal
de générateurs deA.
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D’après le Lemme 2.1, une scission gradu´eeV ∗ → A+ du morphisme surjec-
tif A+ → V ∗ induit un morphisme surjectif dek-algèbres gradu´eesk[V ]� A,
c’est-à-dire une immersion ferm´ee de SpecA dans son espace tangent en 0. SiA

est une alg`ebre de polynˆomes, alors l’application construite est un isomorphisme.

2.4. Soit Ṽ un k-espace vectoriel gradu´e et soitG un sous-groupe fini de
GLgrad(Ṽ ), où GLgrad(Ṽ ) est le sous-groupe deGL(Ṽ ) deséléments com-
mutantà l’action dek×. On noteN(G) le normalisateur deG dansGLgrad(Ṽ ) :
N(G) est un groupe r´eductif (non nécessairement connexe) dont la composante
connexe de l’´elément neutre est le centralisateur deG dansGLgrad(Ṽ ).

L’algèbrek[Ṽ ]G est unek-algèbre commutative gradu´ee de type finie et
k[Ṽ ]G0 = k. Le groupeN(G) agit de mani`ere gradu´ee sur lak-algèbrek[Ṽ ]G
et, puisqu’il est r´eductif et quek est de caract´eristique 0, on peut choisir une
scission gradu´eeN(G)-équivarianteV ∗ → k[Ṽ ]G+ du morphismek[Ṽ ]G+ � V ∗,
où V = (k[Ṽ ]G+/(k[Ṽ ]G+)2)∗. On identifieraṼ /G avec le sch´ema Speck[Ṽ ]G.
Alors V est l’espace tangent `a Ṽ /G en 0 et la scission pr´ecédente induit une
immersion ferm´eeN(G)-équivariantẽV /G→ V .

On noteI le noyau du morphisme surjectif d’alg`ebresk[V ]� k[Ṽ ]G, c’est-à-
dire l’idéal de définition du sch´emaṼ /G dansV . On dit queG est d’intersection
complète si l’id éal I l’est ou, de mani`ere équivalente, si dimI/k[V ]+I =
dimV − dim Ṽ (en effet, Krulldimk[Ṽ ]G = dim Ṽ ).

L’ensemble desdegrésdeG est l’ensemble des poids dek× agissant surV
(pris avec multiplicités). C’est aussi l’ensemble des degr´es d’un syst`eme mi-
nimal d’invariants fondamentaux homog`enes deG dans son action surk[Ṽ ].
L’ensemble desdegrés des relationsdeG est l’ensemble des poids dek× sur
I/k[V ]+I . On noteraN(G, rel) le sous-groupe deN(G) deséléments qui agis-
sent trivialement surI/k[V ]+I .

On appelleréflexiondeV un automorphismeg d’ordre fini tel que ker(g −
1) est un hyperplan deV . On dira queG est deréflexions’il est engendr´e
par ses r´eflexions. Le th´eorème de Shephard-Todd-Chevalley [Ben, Th´eorème
7.2.1] donne plusieurs caract´erisations des groupes de r´eflexion en termes de leur
algèbre d’invariants :

Théorème 2.2 (Shephard-Todd-Chevalley).Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) G est de réflexion,
(ii) k[V ]G est une alg`ebre de polynˆomes,
(iii) k[V ] est un(k[V ]G)[G]-module libre de rang1.

L’équivalence entre les assertions (i) et (ii) du Th´eorème 2.2 montre qu’un
groupe de r´eflexion est d’intersection compl`ete.

On appelledouble réflexiondeV un endomorphismeg d’ordre fini tel que
ker(g−1) est de codimension 2 dansV . Kac et Watanabe [KaWa, Th´eorème A]
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ont montré que, siG est d’intersection compl`ete, alorsG est engendr´e par ses
réflexions et ses doubles r´eflexions (la réciproque n’est pas vraie).

2.5. SiV est unk-espace vectoriel,W est un groupe de r´eflexion dansGLgrad(Ṽ )

et L est un sous-espace deV , alors le groupeWL est de réflexion surV [Ste,
Théorème 1.5]. On noteA(W) l’ensemble des hyperplans des r´eflexions deW . Si
W ′ est un groupe de r´eflexion surV ′, on dira quef : W → W ′ est un morphisme
de groupes de r´eflexion si c’est un morphisme de groupes et si l’image d’une
réflexion deW est 1 ou une r´eflexion deW ′.

3. Quotients de groupes de r´eflexion

SoientW̃ un groupe de r´eflexion sur unk-espace vectoriel̃V ,G un sous-groupe
distingué deW̃ et W = W̃/G. Soit V l’espace tangent `a Ṽ /G en 0. On fixe
un plongementN(G)-équivariantṼ /G → V . On poseB = k[Ṽ ], A = k[V ]
et on noteI l’id éal deA définissant la sous-vari´eté ferméeṼ /G. On aBW̃ =
(A/I)W = AW/IW .

On noteA′(W̃ ) le sous-ensemble des ´elémentsH deA(W̃ ) tels queW̃H �=
GH . On définitA′(W̃ ) comme le quotient deA′(W̃ ) par la relation d’équivalence
qui identifieH etH ′ si W̃H etW̃H ′ ont la même image dansW . PourH ∈ A(W̃ ),
on fixe une forme lin´eaireαH ∈ B définissantH . PourC ⊆ A(W̃ ), on pose
αC =∏

H∈C α
eH
H où eH = |GH |.

Dans cette partie, nous allons donner une condition n´ecessaire et suffisante
pour que le groupeW soit de réflexion surV (cf. Théorème 3.2). Lorsque cette
condition est r´ealisée, nous comparons les propri´etés des groupesW etW̃ (sous-
groupes paraboliques, ordres des r´eflexions, arrangements d’hyperplans, degr´es
des invariants, groupes de tresses associ´es...).

3.1. Bons sous-groupes distingu´es des groupes de r´eflexion

Dans ce paragraphe, nous allons montrer queW est de réflexion surV si et
seulement siG est d’intersection compl`ete etW agit trivialement surI/A+I .
Cette deuxi`eme condition a plusieurs interpr´etations qui sont donn´ees par le
lemme suivant :

Lemme 3.1. Les propriétés suivantes sont ´equivalentes :

(i) le schémaṼ /W̃ ×V/W V est réduit ;
(ii) l’application canoniqueṼ /G→ Ṽ /W̃ ×V/W V est un isomorphisme ;
(iii) on a I = AIW ;
(iv) W agit trivialement surTorA1 (A/I,A/A+) � I/A+I .
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Démonstration.On aṼ /W̃ ×V/W V = SpecAW/IW ⊗AW A = SpecA/(AIW).
D’autre part, l’application canoniquẽV /G → Ṽ /W̃ ×V/W V est bijective sur
les points ferm´es. Il résulte alors du Nullstellensatz que l’application canonique
A/(AIW)→ A/I est un isomorphisme si et seulement siA/(AIW)est réduit. En
outre, c’est un isomorphisme si et seulement siI est engendr´e par des ´eléments
W -invariants.

On a TorA1 (A/I,A/A+) � I/A+I . Ainsi,W agit trivialement sur ce module
si et seulement siI = AIW + A+I . D’après le lemme de Nakayama,I =
AIW + A+I impliqueI = AIW .

Le résultat suivant est dans la mˆeme veine que les§3.3.2 et 3.3.3 de [Go].

Théorème 3.2.Le groupeW est de réflexion surV si et seulement siG est
d’intersection compl`ete etW agit trivialement surI/A+I .

Démonstration.Supposons queW agit trivialement surI/A+I et queA/I
est une intersection compl`ete. Alors,I peut être engendr´e parr élémentsW -
invariants, o`ur = dimV−dim Ṽ (Lemme 3.1, ´equivalence entre (iii) et (iv)). Par
conséquent, l’idéalIW deAW est engendr´e parr éléments. PuisqueAW/IW =
BW̃ est une alg`ebre de polynˆomes en dim̃V variables,AW est engendr´ee par
dim Ṽ + r éléments. Comme KrulldimAW = dimV = dim Ṽ + r, on en déduit
queAW est une alg`ebre de polynˆomes, donc queW est de réflexion surV .

SupposonsW de réflexion surV . Alors,A est unAW -module libre de rang
|W |, doncAW/IW ⊗AW A est unAW/IW = BW̃ -module libre de rang|W |.
PuisqueB � BW̃ [W̃ ] commeBW̃ [W ]-modules, on aBG � BW̃ [W ] comme
BW̃ [W ]-modules. Par cons´equent,A/I = BG est unBW̃ -module libre de rang
|W |. Finalement, la surjection canoniqueAW/IW ⊗AW A → A/I est un iso-
morphisme, doncW agit trivialement surI/A+I par le Lemme 3.1, ´equivalence
entre (ii) et (iv).

PuisqueAW etAW/IW sont des alg`ebres de polynˆomes,IW est engendr´e par
r éléments. Par cons´equent,I est engendr´e parr = KrulldimA−KrulldimA/I

éléments, doncI est une intersection compl`ete.

Le Théorème 3.2 nous am`eneà la définition suivante :

Définition 3.3. On dira queG est un bon sous-groupe distingu´e deW̃ (ou sim-
plement queG est bon dans̃W ) si G est d’intersection compl`ete et siW agit
trivialement surI/A+I .

Si G est bon dans̃W , on a une action triviale deW sur sur les groupes Tor
supérieurs :

Proposition 3.4. SiG est un bon sous-groupe distingu´e deW̃ , alors on a un
isomorphisme deAW [W ]-modules :

TorA∗ (A/I,A/A+) � TorA
W

∗ (AW/IW ,AW/(AW)+).
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Démonstration.On a

AW/IW ⊗L
AW A � AW/IW ⊗AW A � A/I

carA est libre commeAW -module etI = AIW carG est bon (⊗L désigne le
foncteur dérivé à gauche de⊗). Puisque

(AW/IW ⊗L
AW A)⊗L

A A/A+ � AW/IW ⊗L
AW (A⊗L

A A/A+),

on a

A/I ⊗L
A A/A+ � AW/IW ⊗L

AW AW/(AW)+.

Proposition 3.5. SiG est de réflexion, alors c’est un bon sous-groupe distingu´e
deW̃ .

Démonstration.En effet, on a alors un isomorphismẽV /G
∼→ V et le Théorème

3.2 apporte la conclusion.

Remarque 3.6.SiG est d’intersection compl`ete, il n’est pas n´ecessairement bon
dansW̃ . PourW̃ = µ2(C)×µ4(C) agissant surC2 etG le sous-groupe engendr´e
par(−1,−1), G est d’intersection compl`ete mais n’est pas bon dans̃W .

Remarque 3.7.On suppose ici queG n’est pas de r´eflexion. Si l’action deG sur
Ṽ est absolument irr´eductible, alorsN(G, rel) est fini.

Soitd le pgcd des degr´es des relations deG. Alors,N(G, rel)∩k× = µd(k).
Par cons´equent, sĩW est irréductible etG est bon dans̃W , alors l’ordre du centre
deW̃ divised (en effet, un groupe de r´eflexion est irréductible si et seulement si
il est absolument irr´eductible).

Remarque 3.8.SupposonsG d’intersection compl`ete. Alors,G est bon dans̃W
si et seulement sĩW est contenu dansN(G, rel). D’autre part, sĩV /G est une
hypersurface (i.e., TorA1 (A/I,A/A+) est de dimension 1) etk est algébriquement
clos, alorsN(G) = k× ·N(G, rel).

3.2. Propriétés du quotient

On suppose ici queG est un bon sous-groupe distingu´e deW̃ . On sait que
Z = Ṽ /G est une intersection compl`ete. Notonsq : W̃ → W la surjection
canonique etp : Ṽ → Ṽ /G = Z ↪→ V . Nous allons ´etudier dans ce paragraphe
les propriétés des applicationsp etq.
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3.2.1. Sous-groupes paraboliques.La propriété de la paire(W̃ ,G) est héritée
par les sous-groupes paraboliques :

Théorème 3.9.Soitx ∈ Ṽ . Alors,Gx est bon dansWx : de plus, l’application
canonique de l’espace tangent `a Ṽ /Gx enx versV est injective et elle induit un
isomorphisme de groupes de r´eflexionW̃x/Gx

∼→ Wp(x).

Démonstration.Soitm l’id éal maximal deB définissantx. NotonsH = Gx le
groupe de d´ecomposition dem dansG, K̃ = W̃x le groupe de d´ecomposition de
m dansW̃ etK = K̃/H .

Soit mH = m ∩ BH et mG = m ∩ BG. Notons queK est le groupe de
décomposition demG.

Le morphisme SpecBH
mH
→ SpecBG

mG
est étale, donc il induit un isomor-

phisme dekK-modules(mH/m
2
H)
∗ ∼→ (mG/m

2
G)
∗. Il s’agit donc de d´emontrer

queK est de réflexion surE = (mG/m
2
G)
∗.

Soit n l’id éal maximal deA au-dessus demG. L’application naturelle de
l’espace tangentE deAn/In vers l’espace tangent deAn est injective. Cette
application estK-équivariante. L’espace tangent deAn est canoniquement iso-
morpheà V (et cet isomorphisme est compatible `a l’action deK). PuisqueK
agit fidèlement surE et est de r´eflexion surV (c’est le groupe de d´ecomposition
den), il est de réflexion surE, d’où le résultat.

Corollaire 3.10. SoitL un sous-espace dẽV . Alors,GL est un bon sous-groupe
distingué deWL. L’application canoniqueW̃L/GL → Wp(L) est un isomor-
phisme de groupes de r´eflexion.

Démonstration.Choisissons un pointx ∈ L tel queW̃x = W̃L. Les espaces
tangents `aV/Gx enx et 0 sont isomorphes de mani`ereW̃x-équivariante, donc
W̃x/Gx est un groupe de r´eflexion sur l’espace tangent `a Ṽ /Gx en 0, d’après le
Théorème 3.9 et l’application canoniquẽWx/Gx → Wp(x) est un isomorphisme
qui envoie une r´eflexion sur une r´eflexion.

Remarque 3.11.Si on prendW̃ ′ un sous-groupe de r´eflexion quelconque dẽW ,
alorsG∩W̃ ′ n’est pas n´ecessairement bon dans̃W ′ (prendreW̃ = µ4(C)×µ4(C),
W̃ ′ = µ4(C)× µ2(C) etG = W̃ ∩ SL2(C)).

3.2.2. Comparaison entreW et W̃ . On noteram ∧ n le plus grand diviseur
commun de deux entiers positifsm etn.

Théorème 3.12.On a les propriétés suivantes :

(i) G est engendr´e par des réflexions et des doubles r´eflexions.
(ii) Le morphismẽW → W est un morphisme de groupes de r´eflexion. L’image

d’une réflexions d’ordre r autour d’un hyperplanH̃ est une réflexion
d’ordre r/(r ∧ eH̃ ) si r � | eH̃ ; son déterminant est alorsdet(s)eH̃ .
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(iii) Soit H̃ ∈ A′(W̃ ). Alors, il existe un unique hyperplan de r´eflexionφ(H̃ ) de
W contenantp(H̃ ). L’applicationφ est un isomorphismeA′(W̃ )

∼→ A(W).
Pour H ∈ A(W), l’ensembleφ−1(H) est la réunion des composantes
irr éductibles dep−1(H ∩ Z).

(iv) Pour H ∈ A(W), il existe une forme lin´eaire αH ∈ A définissant
H dont l’image dansA/I estαφ−1(H). L’algèbreBG est engendr´ee par

{αφ−1(H)}H∈A(W) etBW̃ .
(v) Soit H un hyperplan de r´eflexion deW et H1, H2 deux composantes

irr éductibles distinctes dep−1(H ∩Z). Alors,H1∩H2 est contenu dans le
lieu de ramification deG.

Démonstration.PuisquẽV /Gest une intersection compl`ete, (i) résulte de [KaWa,
Théorème A].

L’assertion (ii) est une cons´equence imm´ediate du Corollaire 3.10.
Soit H̃ ∈ A′(W̃ ). D’après (ii) et le Corollaire 3.10, il existe un unique hy-

perplan de r´eflexionφ(H̃ ) contenantp(H̃ ). Puisque l’image dẽH dansA(W̃ )

est déterminée parWφ(H̃), l’applicationφ est injective.
PourH ∈ A(W), H ∩ Z est purement de codimension 1 dansZ. La sous-

variétép−1(H ∩ Z) deṼ est une r´eunion (non vide) d’hyperplans de r´eflexion,
car c’est une sous-vari´eté fermée purement de codimension 1 dẽV contenue
dans le lieu de ramification dẽW . Cela prouve la surjectivit´e deφ et donc (iii).

SoitH ∈ A(W) etαH ∈ A une forme linéaire définissantH . Alors, l’image
α de αH dansA/I est, à une constante pr`es, un produit

∏
H̃∈φ−1(H) α

aH̃

H̃
avec

aH̃ ≥ 1. Soit H̃ ∈ φ−1(H), x ∈ H̃ tel queW̃H̃ = W̃x et m l’id éal maximal
correspondant deB. Soit mG = m ∩ BG et mK = m ∩ BK où K = Gx . Soit
n l’id éal maximal deA au dessus demG. Le noyau de l’application canonique
n/n2 → mG/m

2
G est contenu dans les invariants parW̃x (carW̃x/K est un groupe

de réflexion surn/n2 et agit fidèlement surmG/m
2
G). Par cons´equent, l’image de

αH +n2 par cette application est non-nulle.Ainsi, l’id´ealαBG
mG

de l’anneau local
régulierBG

mG
est premier. PuisqueBK

mK
estétale surBG

mG
, l’id éal premierα

eH̃

H̃
BK

mK

deBK
mK

est engendr´e parα. Par cons´equent,αBm = α
eH̃

H̃
Bm, doncaH̃ = eH̃ .

Puisque{αH }H∈A(W) etAW engendrentA, on aétabli (iv).
Soients1 ets2 deux réflexions dẽW d’hyperplans de r´eflexionH1 etH2 telles

queq(s1) = q(s2) — cela existe par (ii). Soitg = s1s
−1
2 . On ag ∈ G etg n’est

pas trivial, puisqu’il agit non trivialement surH1 \ (H1 ∩ H2). Commeg agit
trivialement surH1 ∩H2, on en déduit (v).

Remarque 3.13.La sous-vari´eté p(H̃ ) deV peutêtre contenue dans un sous-
espace vectoriel strict deφ(H̃ ) (prendreW̃ = µ2(C) × µ2(C) etG engendr´e
par(−1,−1)). En outre, la vari´etéH ∩ Z n’est pas n´ecessairement irr´eductible
(même exemple).
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Corollaire 3.14. Supposons queG ne contient pas de r´eflexions (c’est-`a-dire,
eH̃ = 1 pour H̃ ∈ A(W̃ )). Alors,

(i) G est engendr´e par des doubles r´eflexions.
(ii) Une réflexion deW̃ a pour image dansW une réflexion du mˆeme ordre.
(iii) G est contenu dansSL(Ṽ ).
(iv) L’image de l’idéal Jacobien deAW surA est l’idéal Jacobien deBW̃ sur

B.

Démonstration.Les assertions (i) et (ii) sont des cons´equences imm´ediates du
Théorème 3.12.

PuisqueαC ∈ BG pourG ∈ A(W̃ ) (Théorème 3.12 (iv)), on aαA(W̃ ) ∈ BG.

Or, αA(W̃ ) ∈ BW̃

det−1 (cf. par exemple le Lemme 3.24), donc det|G = 1, ce qui
montre (iii).

L’assertion (iv) est une cons´equence du Th´eorème 3.12 (iv), car l’id´eal Jaco-
bien deAW surA est engendr´e par

∏
H∈A(W) α

|WH |−1
H et l’idéal Jacobien deBW̃

surB par
∏

H̃∈A(W̃ ) α
|W̃H̃ |−1

H̃
.

Remarque 3.15.SoitH le sous-groupe deG engendr´e par les r´eflexions deG.
Quitte à remplacer̃W , G et Ṽ parW̃/H , G/H et Ṽ /H , on se ram`ene grâceà
la Proposition 3.5 au cas o`uG ne contient pas de r´eflexions, c’est-`a-dire, au cas
où l’applicationṼ → Ṽ /G est non ramifi´ee en codimension 1.

La relation entre les degr´es deW̃ , W et G est donn´ee par la proposition
immédiate suivante (cf. Remarque 3.7) :

Proposition 3.16. Munissons̃V desagraduation standardetV de lagraduation
induite. SoitVi le sous-espace deV de degré i, Wi le fixateur de⊕j �=iVj etEi

l’ensemble des degr´es deWi pour la graduation standard surVi .
AlorsW = ×iWi etWi est un groupe de r´eflexion surVi . En outre,

⋃
i iEi

est la réunion de l’ensemble des degr´es deW̃ avec l’ensemble des degr´es des
relations deG.

Dans le cas d’un groupe de Coxeter̃W , le groupeW est naturellement un
groupe de Coxeter :

Proposition 3.17. Supposons que(W̃ , S̃) est un groupe de Coxeter dans sa
représentation naturelle. SoitS l’ensemble des ´eléments non triviaux de l’image
de S̃ dansW . Alors(W, S) est un groupe de Coxeter.

Démonstration.Nous avons icik = R. Dans cette preuve, nous consid´ererons
la topologie classique. SoitX (resp.X̃) le complémentaire des hyperplans de
réflexion deW (resp.W̃ ) dansV (resp.̃V ).Alors,S̃ est l’ensemble des r´eflexions
par rapport aux murs d’une chambrẽC (=composante connexe) dẽX. SoitD
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l’image deC̃ dansV . Alors,D est connexe et on noteC la composante connexe
deX la contenant.

Soit H̃ un hyperplan de r´eflexion d’unéléments̃ ∈ S̃ tel ques̃ /∈ G. Soit
H̃+ l’intersection deH̃ avec l’adhérence dẽC. Alors,p(H̃+) est contenu dans
l’adhérence deC. Puisquep(H̃+) est contenu dans un unique hyperplan de
réflexionφ(H̃ ) de W (Théorème 3.12 (iii)), cet hyperplan est un mur de la
chambreC. Par cons´equent, l’image dẽs est une r´eflexion autour d’un mur de
C.

3.2.3. Groupes de tresses.Dans ce paragraphe, nous supposons quek = C. La
topologie consid´erée sera la topologique classique. Posons :

M̃ = Ṽ −
⋃

H̃∈A(W̃ )

H̃

et
M = V −

⋃
H∈A(W)

H.

Soit x0 ∈ M̃, B̃ = π1(M̃/W̃ , x0) et B = π1(M/W,p(x0)). D’après le
Théorème 3.12, (iii), l’applicationp : Ṽ → V vérifie p(M̃) ⊂ M donc elle
induit un morphisme de groupesp∗ : B̃ → B.

SoitH̃ ∈ A(W̃ ), γ un chemin dẽV tel queγ (0) = x0, γ (t) ∈ M̃ pourt < 1
et γ (1) ∈ H̃ −⋃

H̃ ′∈A(W̃ ),H̃ ′ �=H̃ H̃ ∩ H̃ ′. Soit sH̃ le générateur de d´eterminant
exp(2iπ/|W̃H̃ |) deW̃H̃ . On note[γ ] ∈ B̃ la classe d’homotopie de chemins de
x0 à sH̃ (x0) dansM̃ associéeà γ [BrMaRou, Appendix 1 et§2.13] : c’est un
sH̃ -générateur de la monodromie.

Alors p([γ ]) = [p(γ )]. Si H̃ ∈ A′(W̃ ), c’est unq(sH̃ )-générateur de la
monodromie. Sinon, c’est l’´elément neutre deB.

Supposons maintenant quẽW est le complexifi´e d’un groupe de r´eflexion
réel agissant sur l’espace vectoriel r´eel Ṽ ′, avecṼ = Ṽ ′ ⊗R C. On reprend les
notations de la Proposition 3.17 et de sa preuve. On fixe une chambreC̃ deW̃
dans̃V ′ et on choisit un pointx0 deC̃. Pours̃ ∈ S̃, on choisit un cheminγ dans̃V ′
avecγ (0) = x0, γ (t) ∈ C pourt < 1 etW̃γ (1) =< s̃ >. Soitσs̃ = [γ ] l’ élément
deB̃ associé. Brieskorn [Br] a montr´e (voir aussi Deligne [De, Th´eorème 4.4])
queB̃ est engendr´e par lesσs̃ , avecs̃ ∈ S̃ et que les relations entre lesσs̃ sont
les relations de tresses.

De même, on a des g´enérateursσs deB pours ∈ S : d’après ce qui pr´ecède,
ce sont les images desσs̃ , pours̃ ∈ S̃, s̃ /∈ G.

On a montré le résultat suivant :

Proposition 3.18. Si W̃ est le complexifi´e d’un groupe de r´eflexion réel, alors
l’application canoniquep∗ : B̃ → B est une surjection. Elle envoieσs̃ surσq(s̃)
si s̃ /∈ G et sur1 sinon.
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Cette proposition reste vraie dans le cas g´enéral où W̃ n’est pas
nécessairement le complexifi´e d’un groupe de r´eflexion réel (voir [Bes, Propo-
sition 4.3]).

3.2.4. Extensionssuccessiveset r´eductibilité. La proposition suivante est imm´e-
diate.

Proposition 3.19. SoitW̃ ′ un sous-groupede r´eflexiondẽW contenantG.Alors,
G est un bon sous-groupe distingu´e deW̃ ′.

Remarque 3.20.Il se peut queG soit un bon sous-groupe distingu´e deW̃ ′ sans
être un bon sous-groupe distingu´e deW̃ (prendreW̃ ′ = µ2(C)×µ2(C) dans la
Remarque 3.6).

Proposition 3.21. SoitH un sous-groupe distingu´e deW̃ contenantG. Alors,
H est bon dans̃W si et seulement siH/G est bon dansW .

SiH est bon dans̃W , l’isomorphisme canoniquẽW/H
∼→ W/(H/G) est

un isomorphisme de groupes de r´eflexion.

Démonstration.Soit m l’id éal maximal deAH définissant le point 0 deV/H .
L’injection deṼ /G dansV induit une injection du plan tangent(m/(IH +m2))∗
à Ṽ /H en 0 dans le plan tangent(m/m2)∗ àV/H en 0. La proposition d´ecoulera
de la propriété deW̃ d’agir trivialement sur le conoyau de cette injection.

On aI = I W̃A (Théorème 3.2), doncIH = I W̃AH = I W̃+I W̃m ⊆ I W̃+m2

et finalementIH + m2 = I W̃ + m2. Par cons´equent,W̃ agit trivialement sur
(IH+m2)/m2 qui est le noyau de la surjection canoniquem/m2 → m/(IH+m2).

Les Propositions 3.21 et 3.5 ram`enent la classification des paires(W̃ ,G)

(avecG bon) au cas o`uG est de réflexion ou bien ne contient pas de r´eflexions.
Si le groupeW̃ est réductible, une d´ecomposition dẽW est presque toujours

compatibleà une décomposition deG :

Proposition 3.22. SoientṼ1 et Ṽ2 des sous-espaces̃W -stables dẽV avecṼ =
Ṽ1⊕Ṽ2. SoientW̃1 = W̃Ṽ2

etW̃2 = W̃Ṽ1
.AlorsG1 = G∩W̃1 (resp.G2 = G∩W̃2)

est un bon sous-groupe distingu´e deW̃1 (resp.W̃2). En outre,G/(G1×G2) est
un bon sous-groupe distingu´e deW̃/(G1×G2).

Si G1 = G2 = 1, G �= 1 et Ṽ1 et Ṽ2 sont irréductibles, alors,̃V est de
dimension2, il existe un entierd tel queW̃1 etW̃2 sont des groupes de r´eflexion
cycliques d’ordred etG = W̃ ∩ SL(Ṽ ).
Démonstration.D’après le Corollaire 3.10,G1 etG2 sont bons dans̃W1 et W̃2.
Par cons´equent,G1 × G2 est bon dans̃W . Il résulte maintenant de la Proposi-
tion 3.21 queG/(G1×G2) est bon dans̃W/(G1×G2).

Supposons maintenantG1 = G2 = 1, G �= 1 et Ṽ1, Ṽ2 irréductibles. Exa-
minons tout d’abord le cas o`u Ṽ1 etṼ2 sont de dimension 1.Alors̃W est abélien et
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G ne contient pas de r´eflexion. Par cons´equent,G ⊆ SL(Ṽ ) (cf. Corollaire 3.14)
donc est cyclique. Soitd son ordre. AlorsW̃1 et W̃2 sont cycliques d’ordred
comme le montre le calcul deN(G, rel) qui sera effectu´e aux Paragraphes 4.1
et 4.2.1. En particulier,G = W̃ ∩ SL(Ṽ ) et est engendr´e par unélément de la
forme(s1, s2) ∈ W̃1× W̃2 = W̃ où s1 et s2 sont d’ordred.

Revenons maintenant au cas o`u Ṽ est de dimension quelconque. SoitH1 un
hyperplan de r´eflexion deW̃1 agissant sur̃V1,H2 un hyperplan de r´eflexion deW̃2

agissant sur̃V2 etL = H1⊕H2. Alors,GL est un bon sous-groupe distingu´e de
W̃L = W̃H1× W̃H2 dans son action sur(Ṽ1/H1)⊕ (Ṽ2/H2) qui est de dimension
2 (cf. Corollaire 3.10). D’apr`es la remarque pr´ecédente, on en d´eduit queGL est
engendr´e par unélémentg = (s1, s2) où si est une r´eflexion génératrice dẽWH̃i

.
Soitw ∈ W̃1.Alors,gwg−1w−1 ∈ G∩W̃1 = 1. Par cons´equent,s1 ∈ Z(W̃1).

La représentatioñV1 étant irréductible, elle est par cons´equent de dimension 1
et s1 engendrẽW1. De même,Ṽ2 est de dimension 1 et̃W2 est engendr´e pars2.

Les deux propositions pr´ecédentes permettent de ramener la classification
des paires(W̃ ,G) (avecG bon) au cas o`u W̃ est irréductible.

3.3. Construction `a partir du rang2

Le résultat suivant pr´ecise le Th´eorème 3.12 et explique comment construireG

bon dans̃W .

Théorème 3.23.Les assertions suivantes sont ´equivalentes :

(i) le groupeG est bon dans̃W ;
(ii) il existe une familleG de sous-groupes deG engendrantG et pour chaque

G′ ∈ G, un sous-espaceL deṼ tel queG′ est un bon sous-groupe distingu´e
deW̃L ;

(iii) il existe une familleG de sous-groupes deG engendrantG et pour chaque
G′ ∈ G, un sous-espaceL de codimension2 de Ṽ tel queG′ est un bon
sous-groupe distingu´e deW̃L.

Nous allons commencer par d´ecrire l’action d’une r´eflexion ou d’une double
réflexion sur un produit de formes lin´eaires.

Lemme 3.24. Soit F une famille finie d’hyperplans dẽV stable et permut´ee
transitivement par un ´elémentg ∈ GL(Ṽ ). Soitα = ∏

H∈F αH où αH est une
forme linéaire définissantH . SoitH ∈ F eta ∈ k× défini parg|F |(αH ) = aαH .
Alors,g(α) = aα.

SupposonsF réduiteà un hyperplanH eta �= 1, i.e., g(αH ) ∈ (k−{1})αH .
Sig est une réflexion, alorsH = ker(g − 1).
Sig est une double r´eflexion, alors il existe une (unique) r´eflexions d’hyper-

planH telle quegs est une réflexion. En particulier,ker(g − 1) ⊂ H .
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Démonstration.SoitaH ∈ k× défini parg(αH ) = aHαH ′ oùH ′ = g(H). Alors,
g(α) = (

∏
H ′∈F aH ′)α et g|F |(αH ) = (

∏
H ′∈F aH ′)αH , d’où la première partie

du lemme.
L’hyperplanH est stable parg etg n’agit pas trivialement sur̃V /H .
Si g est une r´eflexion on en d´eduit queH = ker(g − 1).
Supposons maintenant queg est une double r´eflexion. Il existe une unique

réflexions d’hyperplanH telle quegs(αH ) = αH . Alors,gs est une r´eflexion.

Le lemme suivant fournit un crit`ere pour queGsoit bon en termes d’invariants.

Lemme 3.25. Supposons queG ne contient pas de r´eflexions. Alors,G est bon
dansW̃ si et seulement siG ⊆ SL(Ṽ ) et pour toutC ∈ A′(W̃ ), on aαC ∈ BG.

Démonstration.SupposonsG bon dans̃W . Les propriétés requises sont donn´ees
par le Théorème 3.12 (iv) et le Corollaire 3.14 (iii).

Montrons maintenant la r´eciproque. SoitH ∈ A(W̃ ), C ∈ A′(W̃ ) con-
tenantH etK = GW̃H . L’ensembleC est stable sous l’action deK. D’après
le Lemme 3.24,αC ∈ B

W̃H

det−1. Donc,αC ∈ BK

det−1. Il résulte de [Sta, Lemme 2.2]
que la famille des hyperplans de r´eflexion deK est incluse dansC. Puisque
les éléments deC sont des hyperplans de r´eflexion deK, on en déduit que
A(K) = C.

Pours ′ une réflexion autour d’un hyperplanH ′ ∈ C, il existe s ∈ W̃H tel
que ss ′ ∈ G, donc det(ss ′) = 1 et s, s ′ ont le même ordre. Par cons´equent,
|W̃H ′ | ≤ |W̃H |. On montre de mˆeme l’inégalité inverse. Par cons´equent, l’entier
|W̃H ′ | est indépendent du choix deH ′ ∈ C. On le notee.

PuisqueαiC ∈ BK

det−i , il résulte de [Sta, Th´eorème 2.3] queBK

det−i = αiCB
K

pour 0≤ i < e.
On a montré queBG = ⊕

0≤i<e α
i
CB

K , doncBG est engendr´ee parBK et
αC . Par cons´equent, l’espace des invariants dẽWH dansV est un hyperplan et
doncW̃H est un groupe de r´eflexion surV . Donc,W est de réflexion surV .

Démonstration du Th´eorème 3.23.Notons que (iii)⇒(ii) est clair.
SiG est bon, alors il est engendr´e par des r´eflexions et des doubles r´eflexions

d’après le Théorème 3.12, donc il existe une famille finieF de sous-espaces de
codimension 2 dẽV telle queG est engendr´e par lesGL pourL ∈ F . D’après
le Corollaire 3.10,GL est un bon sous-groupe distingu´e deW̃L. On a montr´e
(i)⇒(iii).

Montrons maintenant (ii)⇒(i). Grâce aux Propositions 3.21 et 3.5 et au Corol-
laire 3.10, on peut remplacerGetW̃ parG/Gr etW̃/Gr , oùGr est le sous-groupe
engendr´e par les r´eflexions deG. On peut ainsi supposer queG ne contient pas
de réflexions.

SoitC ∈ A′(W̃ ). SoitG′ ∈ G,L un sous-espace dẽV tel queG′ est bon dans
W̃L etg ∈ G′ une double r´eflexion.
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On aαC = αC′αC′′ où C ′ = C ∩ A(W̃L) etC ′′ = C − C ′. L’ensembleC ′
admet une partition en partiesD formée des hyperplansH ′ avecG′W̃H ′ fixé.
Pour une telle partieD, il résulte du Lemme 3.25 queαD ∈ Bg. PuisqueαC′ est
un produit de telsαD, on aαC′ ∈ Bg.

Il r ésulte du Lemme 3.24 queαC′′ ∈ Bg. Par cons´equent,αC ∈ Bg, donc
αC ∈ BG′ puisqueG′ est engendr´e par des doubles r´eflexions (Corollaire 3.10).
Donc,αC ∈ BG et le théorème résulte du Lemme 3.25.

Le résultat suivant pr´ecise la premi`ere implication du Th´eorème 3.23. On
noteζe une racine primitivee-ième de l’unité dansk.

Théorème 3.26.SoitGunbonsous-groupedẽW necontenant pasde r´eflexions.
PourH ∈ A(W̃ ), soitsH le générateur deW̃H de déterminantζ|W̃H |.

Alors,Gest engendr´epar lessH ′s
−1
H où{H,H ′}décrit lespairesd’hyperplans

deA′(W̃ ) ayant la même image dansA′(W̃ ).

Démonstration.SoitG′ le sous-groupe dẽW engendr´e par lessH ′s
−1
H . Puisque

GW̃H = GW̃H ′ , det(sH ) = det(sH ′) etG < SL(Ṽ ), on aG′ ≤ G.
Si GW̃H = GW̃H ′ pour H,H ′ ∈ A(W̃ ), alorsG′W̃H = G′W̃H ′ . Par

conséquent, il résulte du Lemme 3.25 queG′ est bon dans̃W et du Théorème 3.12
(iv) queBG′ = BG. Par cons´equent,G′ = G.

Remarque 3.27.Il ne suffit pas queG soit engendr´e par des ´eléments de la
formes ′s−1 comme dans le Th´eorème 3.26 pour qu’il soit bon, comme le montre
l’exemple suivant.

Soit W̃ = B2(4) (sous-groupe deGL2(C) des matrices monomiales `a coef-
ficients non nuls dansµ4(C)) etG le sous-groupe engendr´e parg = −1. Soit

s =
(

0 1
1 0

)
et s ′ =

(
0 −1
−1 0

)
. Alors,g = s ′s−1 et s, s ′ engendrent les groupes

W̃kers−1 et W̃kers′−1 respectivement. Cependant,G n’est pas bon dans̃W car il
n’est pas bon dans le sous-groupe deW̃ formé des matrices diagonales qui est
égalàµ4(C)× µ4(C) (cf. Propositions 3.19 et 3.22).

3.4. Cas o`uW est abélien

Nousétudions dans ce paragraphe le cas o`uW est abélien, c’est-à-dire le cas o`u
G contient le groupe des commutateurs deW̃ . Dans ce cas, bien qu’un groupe
abélien puisse toujours ˆetre réalisé comme un groupe de r´eflexion, il est possible
queW ne soit pas un groupe de r´eflexion surV , comme le montre l’exemple de
la Remarque 3.6. On a cependant les deux r´esultats suivants :

Proposition 3.28. SiG = [W̃ , W̃ ] est le sous-groupe engendr´e par les commu-
tateurs deW̃ , alors c’est un bon sous-groupe distingu´e deW̃ .
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Démonstration.PourH ∈ A(W̃ ), le groupeGW̃H est distingu´e dansW̃ . Par
conséquent, siC ∈ A(W̃ ), alorsC estW̃ -stable, donckαC est une repr´esentation
de dimension 1 dẽW . Alors,G = [W,W ] agit trivialement sur cette derni`ere et
le Lemme 3.25 montre queG est bon dans̃W .

Combinée aux Propositions 3.21 et 3.22, la proposition pr´ecédente donne
une description compl`ete des cas o`u G est un bon sous-groupe distingu´e deW̃
contenant[W̃ , W̃ ].
Remarque 3.29.Stanley a d´eterminé les cas o`u G = W̃ ∩ SL(Ṽ ) est
d’intersection compl`ete [Sta, Th´eorème 5.1]. Comme la Remarque 3.6 le mon-
tre,W̃ ∩ SL(Ṽ ) peutêtre d’intersection compl`ete sans ˆetre un bon sous-groupe
distingué.

Proposition 3.30. SoitG = W̃ ∩ SL(Ṽ ). On suppose quẽW/G est d’ordre
premierp. AlorsA′(W̃ ) est réduità un seulélémentC. De plus, le groupeG est
bon dansW̃ et l’algèbreBG est engendr´ee par les invariants fondamentaux de
W̃ etαC : Ṽ /G est donc une hypersurface dansV . L’idéal I est engendr´e par
un seulélément qui est obtenu en remarquant queα

p

C ∈ BW̃ .
Soientd1, . . . , dn les degrés deW̃ et soitN = |A(W̃ )|. Alors les degr´es de

G sontd1, . . . , dn,N et le degré de la relation deG estNp.

Démonstration.Cela résulte du Lemme 3.25 et de [Sta, Th´eorème 3.1 et Corol-
laire 5.6].

4. Classification

Le but de cette partie est de d´eterminer les paires(G, W̃ ) où W̃ est un groupe de
réflexion etG un bon sous-groupe distingu´e deW̃ . On supposera pour cela que
k = C.

Le Théorème 3.23 montre qu’il suffit de traiter le cas o`u Ṽ est de dimension
2. Grâce aux Propositions 3.21 et 3.5, on peut remplacerG et W̃ parG/Gr

et W̃/Gr , où Gr est le sous-groupe deG engendr´e par les r´eflexions deG : on
étudiera donc le cas o`uGne contient pas de r´eflexions. D’apr`es le Corollaire 3.14,
cela implique queG est contenu dansSL(Ṽ ).

Dans cette partie, nous ferons donc l’hypoth`ese suivante :
OnsupposequeGest contenudansSL(Ṽ ). Enoutre, et ce jusqu’`a laSect. 4.5,

on suppose quedim Ṽ = 2.
Une référence possible pour les r´esultats utilis´es concernant les groupes de

réflexion complexes est [BrMaRou].
Fixons tout d’abord quelques notations. SoitṼ un espace vectoriel de di-

mension 2 muni de sa graduation standard et soit(x, y) une base dẽV . On note
(X, Y ) la base dẽV ∗ duale de(x, y).Via le choix de cette base, nous identifierons
GL(Ṽ ) avecGL2(C).
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Il est bien connu que tout sous-groupeG de SL2(C) est d’intersection
complète et que son alg`ebre d’invariantsBG est engendr´ee par trois polynˆomes
homogènesp1, p2 etp3. On posedi = degpi . Lespi seront num´erotés de sorte
qued1 ≤ d2 ≤ d3 et choisis de sorte que l’espace qu’ils engendrent dansBG

soit stable sous l’action du normalisateurN(G) deG dansGL2(C). On notera
V ∗ cet espace vectoriel et on notera(X1, X2, X3) leséléments deA = k[V ] cor-
respondant `a (p1, p2, p3) : l’image deXi par le morphisme surjectif d’alg`ebres
graduéesA = k[X1, X2, X3] → BG estpi . On notera(x1, x2, x3) la base deV
duale de(X1, X2, X3). Le groupeGL(V ) sera identifié àGL3(C) par le choix
de cette base. On notera

ϕ : N(G)→ GL3(C)

le morphisme de groupes induit.
PuisqueG est d’intersection compl`ete, le noyauI du morphismeA→ BG

est engendr´e par unélément homog`eneR de degrée (le degré deXi estdi). Avec
ces notations, on a

|G| = d1d2d3

e
.

4.1.G d’ordre 2

Avant de s’intéresser au cas g´enéral, nous allons d´ecrire la situation lorsqueG
est d’ordre 2. Supposons donc queG = µ2(C), l’unique sous-groupe d’ordre 2
deSL2(C) (on identifieC× avecZ(GL2(C))). On prendp1 = XY , p2 = X2,
p3 = Y 2 etR = X2

1 −X2X3. On a doncd1 = d2 = d3 = 2 ete = 4 car tous les
Xi sont de degr´es 2. L’ensemble des degr´es deG est alors{2,2,2} et l’ensemble
des degr´es des relations est{4}.

Le normalisateur deG dansGL2(C) estGL2(C) et, sig ∈ GL2(C), alors
ϕ(g)(R) = (detg)2R. SiCO(R) est le groupe conforme orthogonal de la forme
quadratiqueR surV , alors l’image du morphisme naturel de groupes alg´ebriques
ϕ : GL2(C)→ GL(V ) est contenu dansCO(R). De plus,

N(G, rel) = √SL2(C) = {g ∈ GL2(C) | g2 ∈ SL2(C)}.
et l’image deN(G, rel) par le morphismeϕ est le groupe orthogonalO(R) de
la forme quadratiqueR. La proposition suivante r´esulte de ce qui pr´ecède, du
Théorème 3.2 et de la Proposition 3.16 :

Proposition 4.1. SoitW̃ un groupe de r´eflexion complexe de rang2et contenant
G = {1,−1}. AlorsG est bon dans̃W si et seulement sĩW est engendr´e par des
réflexions d’ordre2. Dans ce cas, si2, a etb sont les degr´es deW dansV , alors
les degrés deW̃ dansṼ sont2a et2b.

Notons les r´esultats ´elémentaires suivants :
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Lemme 4.2. Soitg unélément deGL2(C) dont les valeurs propres sontλ etµ.
Alors les valeurs propres deϕ(g) dansV sontλ2, µ2 etλµ.

Corollaire 4.3. Si s̃ est une réflexion d’ordre2 deGL2(C), alorsϕ(s̃) est une
réflexion d’ordre2 deO(R). Réciproquement, sis est une réflexion deO(R),
alorsϕ−1(s) est formé de deux r´eflexions d’ordre2.

Le morphismeϕ établit une bijection entre l’ensemble des classes de con-
jugaison de sous-groupes deGL2(C) engendr´es par des r´eflexions d’ordre 2
et contenant−1 et l’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes non
triviaux deO(R) engendr´es par des r´eflexions.

Remarquons qu’un sous-groupe fini deO(R) stabilise une structure r´eelle sur
l’espace vectorielV , donc la correspondance ci-dessus d´efinit une bijection entre
les classes de conjugaison de sous-groupes finis deGL2(C) engendr´es par des
réflexions d’ordre 2 et contenant−1 et l’ensemble des classes de conjugaison de
sous-groupes finis non triviaux deGL3(R) engendr´es par des r´eflexions, c’est-
à-dire, l’ensemble des classes d’isomorphisme de groupes de Coxeter de rang
compris entre 1 et 3.

Un cas particuli`erement int´eressant est celui o`u le groupe W̃/G est
irréductible. Un cas particuli`erement int´eressant est celui o`u le groupeW̃/G

est irréductible. Il n’y a que trois classes d’isomorphisme de groupes de Cox-
eter irréductibles de rang 3, les groupes de typeA3, B3 et H3. Leurs images
réciproques parϕ sont les groupes de typeG12, G13 etG22 respectivement.

La Table 1 donne la liste des groupes de r´eflexion complexes de rang 2,
engendr´es par des r´eflexions d’ordre 2 et contenantG = µ2(C), leurs degr´es, le
type du groupẽW/G et les degr´es deW̃/G ; d désignera un entier naturel non
nul (on convient queI2(1) = A1).

Table 1.Quotients par±1 de groupes engendr´es par des r´eflexions d’ordre 2

W̃ degŕes deW̃ W̃/{1,−1} degŕes deW̃/{1,−1}
G12 6, 8 A3 2, 3, 4
G13 8, 12 B3 2, 4, 6
G22 12, 20 H3 2, 6, 10
I2(2d) 2, 2d I2(d) 1, 2,d

G(2d, d,2) 2d, 4 I2(d)× A1 2, 2, d

4.2. Sous-groupes deSL2(C) etGL2(C)

Si d est un entier naturel non nul, on noteraµd le groupeµd(C). Pourζ ∈ C×,
on pose :

t (ζ ) =
(
ζ 0
0 ζ−1

)
.
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On pose aussi

σ =
(

0−1
1 0

)
et

s =
(

0 1
1 0

)
.

On pose Cd = {t (ζ ) | ζ d = 1},

I2(d) =< Cd, s >et
Ĩ2(d) =< σ,C2d > .

Le groupeĨ2(d) est une extension centrale du groupe di´edral d’ordre 2d, I2(d),
parZ/2Z. Notons queĨ2(1) est conjugu´e àC4 dansGL2(C).

On noteS̃4 le normalisateur dẽI2(2) dansSL2(C). SoitÃ4 le groupe d´erivé
deS̃4. Le groupeS̃4 (respectivement̃A4) est une extension centrale du groupe
symétrique de degr´e 4 (respectivement du groupe altern´e de degr´e 4) parZ/2Z.
On noteÃ5 un sous-groupe deSL2(C) extension centrale du groupe altern´e de
degré 5 parZ/2Z. La proposition suivante est bien connue :

Proposition 4.4. SoitG un sous-groupe fini deSL2(C). AlorsG est conjugu´e,
dansGL2(C), à un et un seul des groupesCd (d ≥ 1), Ĩ2(d) (d ≥ 2), Ã4, S̃4 et
Ã5.

Pour finir, on pose

T =
{(

a 0
0 b

) ∣∣∣∣ a, b ∈ C×
}
,

C∞ = {t (ζ ) | ζ ∈ C×}
et

I2(∞) = 〈C∞, s〉.
La Table 2 donne, en fonction du groupeG, les valeurs des param`etres|G|, d1,
d2, d3, e, N(G) etN(G, rel).

Remarque 4.5.Le groupeĨ2(2) est le groupe des quaternions.

Justifions maintenant la table pourG = Cd etG = Ĩ2(d) (les trois derniers
cas se traitent de mani`ere similaire et sont laiss´es au lecteur).

4.2.1.G = Cd . SoitG = Cd pourd ≥ 3. Le normalisateurN(G) deG dans
GL2(C) est

N(G) = 〈T , s〉.
On prendp1 = XY , p2 = Xd , p3 = Y d etR = Xd

1 − X2X3. On a donc
d1 = 2, d2 = d3 = d et e = 2d. On as ∈ N(G, rel), doncN(G, rel) =
〈s, N(G, rel) ∩ T 〉. Finalement,

N(G, rel) = I2(∞)µd.
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Table 2.Sous-groupes finis deSL2(C)

G |G| d1, d2, d3 e N(G) N(G, rel)

C2 2 2, 2, 2 4 GL(Ṽ )
√
SL(Ṽ )

Cd (d ≥ 3) d 2, d, d 2d 〈s, T 〉 I2(∞)µ2d

Ĩ2(d) (d ≥ 3) 4d 4, 2d, 2(d + 1) 4(d + 1) Ĩ2(2d)C× Ĩ2(2d)µ4(d+1)

Ĩ2(2) 8 4, 4, 6 12 S̃4C× S̃4µ12

Ã4 24 6, 8, 12 24 S̃4C× S̃4µ24

S̃4 48 8, 12, 18 36 S̃4C× S̃4µ36

Ã5 120 12, 20, 30 60 Ã5C× Ã5µ60

4.3.G = Ĩ2(d)

Considérons maintenantG = Ĩ2(d). On prendp1 = X2Y 2, p2 = X2d + Y 2d ,
p3 = XY(X2d −Y 2d) etR = X2

3−X1(X
2
2−4Xd

1). On a doncd1 = 4,d2 = 2d,
d3 = 2(d + 1) et e = 4(d + 1). Calculons maintenant le normalisateur deG.
Tout d’abord, remarquons que le groupe d´erivé deG est le groupeCd donc le
normalisateur deG est contenu dans le normalisateur deCd .

Si d ≥ 3, alors le normalisateur dẽI2(d) est contenu dans< s, T >. Pour
déterminerN(G) etN(G, rel), il suffit de déterminer leur intersection avecT ,
puisques ∈ N(G, rel) :

T ∩N(G) =
{(

a 0
0 b

) ∣∣∣∣ a2d = b2d

}

T ∩N(G, rel) =
{(

a 0
0 b

) ∣∣∣∣ a2d = b2d, (ab)2d+2 = 1

}
.

Supposons maintenantd = 2. On aN(G) = S̃4 · C× et, pour montrer que
N(G, rel) = S̃4µ12, il suffit de montrer quẽS4 est contenu dansN(G, rel) et
d’utiliser la Remarque 3.7. Montrons donc queS̃4 stabiliseR. L’espace vectoriel
des invariants deG de degré 6 est de dimension 1 et engendr´e parp3 et on note
ε : S̃4 → C× le caractère linéaire deS̃4 par lequelS̃4 agit sur cet espace
vectoriel. Alors,S̃4 agit surCR via le caract`ere linéaireε2 de S̃4. Comme
l’abélianisé deS̃4 est d’ordre 2, le caract`ereε2 est trivial, doncS̃4 ⊂ N(G, rel).

Remarque 4.6.SiG = Ã4, S̃4 ou Ã5, alors les degr´es deG sont tous distincts.
Il en résulte que sĩW est un groupe de r´eflexion deGL2(C) contenantG comme
bon sous-groupe distingu´e, alorsW̃/G est abélien.
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Table 3.Groupes de r´eflexion irréductibles de rang 2

W̃ W̃ ∩ SL2(C) W̃/Z(W̃ ) aW̃

G(mn, n,2) Ĩ2(mn/2)

(m pair)

G(mn, n,2) Cmn

(m impair)
G4 Ĩ2(2) A4 3
G5 Ã4 A4 3
G6 Ĩ2(2) A4 6
G7 Ã4 A4 6
G8 Ã4 S4 4
G9 S̃4 S4 4
G10 Ã4 S4 12

W̃ W̃ ∩ SL2(C) W̃/Z(W̃ ) aW̃

G11 S̃4 S4 12
G12 Ã4 S4 2
G13 S̃4 S4 2
G14 Ã4 S4 6
G15 S̃4 S4 6
G16 Ã5 A5 5
G17 Ã5 A5 10
G18 Ã5 A5 15
G19 Ã5 A5 30
G20 Ã5 A5 3
G21 Ã5 A5 6
G22 Ã5 A5 2

4.4. Classification en rang deux

La Table 3 donne la liste, `a conjugaison pr`es, des groupes de r´eflexion W̃
irréductibles de rang 2, le type dẽW ∩ SL2(C), deW̃/Z(W̃ ) ainsi queaW̃ =
[W̃ : W̃ ∩ SL2(C)].

Pour la classification en dimension sup´erieure, nous aurons aussi besoin des
groupes de r´eflexion de rang 2 non irr´eductibles. Ceux-ci sont produits directs
de deux groupes cycliques d’ordrem etn. Pouréviter la confusion avecCd , on
préfèrera la notation

Z/mZ ⊕ Z/nZ :=
{(

ζ 0
0 ζ ′

) ∣∣∣∣ ζm = ζ ′n = 1

}
.

L’intersection deZ/mZ ⊕ Z/nZ avecSL2(C) estCm∧n. Soit d un diviseur
dem ∧ n. Pour queCd soit bon dansZ/mZ ⊕ Z/nZ, il faut et il suffit que
Z/mZ ⊕ Z/nZ ⊂ N(Cd, rel) = I2(∞)µ2d , ce qui ne se produit que sim|d et
n|d. Ainsi les seules paires(W̃ ,G) où W̃ est réductible etG est non trivial et
bon sont de la forme(Z/mZ ⊕ Z/mZ, Cm).

Les calculs effectu´es précédemment permettent maintenant d’obtenir la clas-
sification :

Proposition 4.7. Soit W̃ un groupe de r´eflexion de rang2 et soitG un sous-
groupe distingu´e deW̃ contenu dansSL2(C). AlorsG est bon dans̃W si et
seulement si on est dans l’un des cas suivants :

(a) G = C2 et W̃ est engendr´e par des réflexions d’ordre2 (cf Table 1).
(b) G = Cd (d ≥ 3) et W̃ = G(mn, n,2) avecm|d etd|mn.
(c) G = Ĩ2(d) (d ≥ 3) et W̃ = G(2d, d,2) ou W̃ = G(4d,4d,2).



426 D. Bessis et al.

Table 4.Quotients non ab´eliens de groupes de r´eflexion de rang 2

(G, W̃ ) degŕes deW̃ e W degŕes deW

(Cd,G(mn, n,2)) mn,2m 2d G(m,1,1)×G(mn/d,mn/d,2) m,mn/d,2

(Ĩ2(2),G12) 6, 8 12 A2 2, 3, 1

(Ĩ2(2),G13) 8, 12 12 A2× A1 2, 3, 2

(Ĩ2(2),G14) 6, 24 12 G(3,1,2) 3, 6, 1

(Ĩ2(2),G15) 12, 24 12 G(3,1,2)× A1 3, 6, 2

(d) G = Ĩ2(2) et W̃ = G(4,2,2) ou W̃ = Gi avec4≤ i ≤ 7 ou12≤ i ≤ 15.
(e) G = Ã4 et W̃ = Gi , i = 5 ou7≤ i ≤ 15.
(f) G = S̃4 et W̃ = G15.
(g) G = Ã5 et W̃ = Gi , 16≤ i ≤ 22.

Pour W̃ = G(mn, n,2), on a utilisé le fait suivant : on aG(mn, n,2) =
< s,G(mn, n,2) ∩ T > et G(mn, n,2) ∩ T = {

(
a 0
0 b

)
| amn = bmn = 1,

(ab)m = 1}.
Étudions maintenant deux exemples de groupesW̃ exceptionnels.
Considérons d’abordW̃ = G15. PuisqueW̃ ∩ SL2(C) = S̃4, les seulsG

distingués dans̃W sontµ2(C) (qui a déjà été étudié), Ĩ2(2), Ã4 et S̃4 (ce sont
tous des sous-groupes caract´eristiques dẽS4).

On aW̃/Z(W̃ ) � S4, doncW̃ ≤ S̃4 ·µ∞. Puisque[W̃ : W̃ ∩SL2(C)] = 6,
on a plus pr´ecisémentW̃ ≤ S̃4 ·µ12. On en déduit queĨ2(2), Ã4 etS̃4 sont bons
dansW̃ .

Pour W̃ = G11, on a aussĩW ∩ SL2(C) = S̃4 et W̃ ≤ S̃4 · µ∞. On a
[W̃ : W̃ ∩ SL2(C)] = 12, doncW̃ ≤ S̃4 · µ24. Puisque|W̃ | = |S̃4 · µ24|, on a
l’ égalité W̃ = S̃4 · µ24. On en déduit queÃ4 est bon dans̃W mais queĨ2(2) et
S̃4 ne sont pas bons dans̃W .

La Table 4 contient toutes les paires(G, W̃ ) telles queG est bon dans̃W ,
G �= {1,−1} etW = W̃/G n’est pas ab´elien.

4.5. Classification en rang sup´erieur

Grâce au Th´eorème 3.23, le probl`eme général de la classification des paires
(W̃ ,G) se ramèneà la classification en rang 2 ´etablie ci-dessus. Pr´ecisons com-
ment cette r´eduction s’op`ere. SoitW̃ ⊂ GL(V ) un groupe de r´eflexion et soitG
bon dans̃W . D’après 3.23 (iii), siG est non trivial, il existe un sous-espaceL de
V de codimension 2 et un sous-groupe non trivialG′ deG tel queG′ est un bon
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sous-groupe distingu´e deW̃L. La classification en rang 2 donne, pour chaqueW̃L,
une liste desG′ possibles. SoitG′ la clôture distingu´ee deG′ dansW̃ . Toujours
grâce au Th´eorème 3.23, il est clair queG′ est bon dans̃W . D’après 3.21, le
groupeG/G′ est bon dans̃W/G′. Comme l’ordre deG/G

′
est strictement plus

petit que celui deG, on peut, quitte `a itérer l’opération, reconstruireG à partir
de groupesG′ de rang 2.

On est ainsi ramen´e à classifier, pour̃W donné, les paires(L,G′) avecL
de codimension 2 etG′ bon dansW̃L, à conjugaison pr`es. Il suffit d’ailleurs
de consid´erer, parmi ces paires, celles pour lesquellesG′ est minimal, puisqu’il
s’agit simplement d’initier le processus r´ecursif ; les tables que nous donnons plus
bas en donnent la liste. Les diagrammes “`a la Coxeter” fournis dans [BrMaRou]
facilitent la recherche des paires(L,G′). Sauf pour les groupes exceptionnels
G27, G29, G33 etG34, ces diagrammes poss`edent la propri´eté suivante : soitS
un système de g´enérateurs dẽW correspondant au diagramme ; pour tout sous-
groupe “parabolique”, c’est-`a-dire de la formẽWL pour un certain sous-espace
L, il existe un sous-ensembleI ⊂ S tel que le sous-groupe engendr´e parI soit
conjugué à W̃L.

4.6. “Morphismes de diagrammes” et nouveaux diagrammes

Considérons la pr´esentation< S|R > associée au diagramme standard d’un
groupe de r´eflexionW̃ ⊂ GL(Ṽ ). Soit I ⊂ S. Le sous-groupe dẽW engendr´e
par les réflexions deI est de la formẽWL, oùL est un sous-espace deV . L’espace
L est de codimension 2 quandI est compos´e de 2éléments liés par une relation
de tresses usuelle, ou compos´e de 3éléments liés par une relation de valence
3, par exemple une relation circulairestu = tus = ust (voir [BrMaRou]).
Quotienter par unG′ bon dansW̃L correspond `a ajouteràR une ou plusieurs
relations suppl´ementaires, liant les ´eléments deI . SoitR′ le nouvel ensemble de
relations. Le groupe quotientW admet la pr´esentation< S|R′ >.

Il se trouve que, dans la plupart des cas (en fait dans tous les cas, si l’on con-
sidère les diagrammes modifi´es que nous proposons plus bas), cette pr´esentation
est identique, pour peu que l’on ´elimine les générateurs et les relations redon-
dants,à celle donn´ee par le diagramme standard deW . Ainsi, le morphisme
W̃ � W provient d’un “morphisme de diagrammes” entre leurs diagrammes
standard. Nous n’abordons pas cette formalisation dans le pr´esent travail. Il
serait souhaitable de comprendre g´eométriquement la cat´egorie des groupes de
réflexion avec “morphismes de diagrammes”. Notons toutefois qu’elle exigerait
une définition précise non seulement de la cat´egorie des diagrammes, ce qui ne
pose pas de difficult´e, mais aussi du “foncteur” qui `a un groupe de r´eflexion as-
socie son diagramme (ou vice-versa). Deux difficult´es apparaissent : la pr´esence
d’éléments deNGL(Ṽ )(W̃ )/W̃ qui ne peuvent pas ˆetre réalisés comme automor-
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phismes de diagrammes et la pr´esence de sous-groupes paraboliques qui ne sont
pas conjugu´esà des sous-groupes paraboliques standard.

Les seules exceptions `a la compatibilité entre diagrammes sontG12, G13 et
G22 : selon la Table 1, ils admettent comme quotients de r´eflexion les groupes
de Coxeter de type respectivementA3, B3 etH3 ; or, partant des diagrammes de
[BrMaRou], on ne retrouve pas au quotient des syst`emes g´enérateurs de Coxeter.
Nous proposons de nouveaux diagrammes, compatibles au quotient avec les
présentations de Coxeter.

Soienta, b, c, e, f des entiers. Le diagrammẽIa,b,c(e, f )

a	
����� b�������������� c	
�����������
e

s t u

f

symbolise la pr´esentation

< s, t, u|sa = tb = uc = 1, . . . tstus︸ ︷︷ ︸
e+1 termes

= . . . ststu︸ ︷︷ ︸
e+1 termes

, ustut . . .︸ ︷︷ ︸
f+1 termes

= stutu . . .︸ ︷︷ ︸
f+1 termes

> .

La relation entres et t est la relation de tresses de longueure “tordue” en inter-
calantu en dernière et en avant-derni`ere position. De mˆeme pour celle entret et
u, d’où les arêtes “tordues” du diagramme.

Les groupesG12, G13 etG22 correspondent `a a = b = c = 2 et respective-
mentà(e, f ) égalà(3,3), (4,3) et(5,3). On vérifie aisément qu’en supprimant
les relations quadratiques on obtient une pr´esentation du groupe de tresses as-
socié.

Les groupes de r´eflexion complexes de rang 2, non r´eels, contenant−1
et engendr´es par des r´eflexions d’ordre 2 correspondent aux paires(e, f ) ∈
{(3,3), (4,3), (5,3), (d,2)(d ≥ 2)}. Ce sont exactement les paires(e, f ) avec
e, f ≥ 2 telles que 1/e + 1/f > 1/2.

En ajoutant la relationsu = us, les relations se simplifient et l’on retrouve
la présentation de Coxeter associ´eeà

2�������� 2�������� 2��������e

s t u

f

(cf Table 1).
Le diagrammẽIa,b,c(e, f ) redonne les pr´esentations de [BrMaRou] pour un

certain nombre de groupes de dimension 2 (en dehors des casG12, G13 etG22

où les présentations sont nouvelles). Ils fournissent ainsi des diagrammes pour
tous les groupes de r´eflexion complexes de rang 2 qui ne sont pas de Shephard :

– I2,2,d(e,2) pourG(de, e,2), d, e ≥ 2
– I2,2,3(2,4) pourG15

– I2,3,3(2,2) pourG7, I2,3,4(2,2) pourG11 et I2,3,5(2,2) pourG19.
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4.7. Tables des quotients ´elémentaires

SoitW̃ ⊂ GL(Ṽ ) un groupe de r´eflexion complexe. Les Tables 5 et 6 permettent
de retrouver tous lesG ⊂ W̃ tels queG ⊂ SL(Ṽ ) etG est bon dans̃W , ainsi que
les quotientsW = W̃/G correspondants. Consid´erons le diagramme standard
associé à W̃ , c’est-à-dire la réunion disjointe des diagrammes standard associ´es
aux facteurs de r´eflexion irréductibles dẽW . Les quotientsW = W̃/G sont les
groupes de r´eflexion obtenus en appliquant une ou plusieurs des transformations
élémentaires d´ecrites. (Les tables contiennent toutes les paires(W̃ ,G) oùG est
bon, non trivial, minimal — pour simplifier les tables, nous n’avons pas exclus
certains cas o`uG n’est pas minimal).

Les tables se lisent de la fa¸con suivante. La premi`ere colonne donne le nom
usuel d’unW̃ irréductible, la seconde son diagramme. La troisi`eme colonne
donne le diagramme quotient, obtenu en rajoutant la relation donn´ee dans la
dernière colonne. Un g´enérateur deW̃ est envoy´e sur le générateur de mˆeme
nom deW . Comme il est expliqu´e en 4.5, un quotient ´elémentaire est donn´e par
le choix d’un sous-espaceL deV de codimension 2 et deG′ minimal bon dans
W̃L.

Exemple.Le groupeG(4,2,4) admet de multiples quotients de r´eflexion :

2�������� ��������2
��������

2�����������
�

2�������� 2��������
����

2��������
s

t1

t ′1
t2 t3

st1=t1s−→ 2�������� 2��������
2�����������

�

2�������� 2��������
����

2��������
s

t1

t ′1
t2 t3

t1=t ′1−→ 2�������� 2�������� 2�������� 2��������
s t1 t2 t3

t1=t3−→ 2�������� 2�������� 2��������
s t1 t2

t1=t2−→ 2�������� 2��������
s t1

s=t1−→ 2��������
s

Remarque 4.8.
– La transformation deS4 (ouG25) versS3 (ouG4) consiste `a “replier” le dia-

gramme. Une telle transformation pourSn n’est pas possible sin ≥ 5 (c’est
li é à la simplicité du groupe altern´eAn pourn ≥ 5). Ainsi tous les quotients
non triviaux deSn s’obtiennent par des morphismes de diagrammes.

– Excluons la règleZ/pZ ⊕ Z/pZ � Z/pZ. Partant dẽW quelconque, et ef-
fectuant les transformations au hasard, on aboutit toujours `a un diagramme qui
ne peut plus ˆetre transform´e. Ce diagramme est celui dẽW ab= W̃/[W̃ , W̃ ],
qui est un produit direct de groupes de r´eflexion de rang 1.
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Table 5.Bons quotients minimaux en rang sup´erieurà 3

W̃ Diagramme dẽW Diagramme deW Relation

Engendré par des r´eflexions
s1, . . . , sr d’ordrep

p	
�����
s1

s1 = · · · = sr

S4,G25
p	
����� p	
����� p	
�����
s t u

p	
����� p	
�����
s t

s = u

G26
2	
����� 3	
����� 3	
�����
s t u

2	
����� 3	
����� 3	
�����
s t u

st = ts

G28
(= W(F4))

2	
����� 2	
����� 2	
����� 2	
�����
s t u v

2	
����� 2	
����� 2	
����� 2	
�����
s t u v

tu = ut

G29
2	
����� 2	
����� 2	
�����

2	
�����
���

2	
�����
2	
�����

���
2	
�����

s t u

v

2	
����� 2	
����� 2	
����� 2	
�����
s t v u

tu = ut

G31

s w2	
�����
2	
��������

�

2	
����� 2	
�����
2	
�����

����

t u v

������� s w2	
�����
2	
��������

�

2	
����� 2	
�����
2	
�����

����

t u v

su = us

G(p,1, n) p	
����� 2	
����� 2	
����� . . . 2	
�����
s t1 t2 tn−1

p	
����� 2	
����� 2	
����� . . . 2	
�����
s t1 t2 tn−1

st1 = t1s

G(md,md, n)

2	
�����

2	
����� 2	
�����2	
�����
2	
���������

2	
����� 2	
�����
����

. . . 2	
�����
t1

t ′1 t2 tn−1
md

2	
�����

2	
����� 2	
�����2	
�����
2	
���������

2	
����� 2	
�����
����

. . . 2	
�����
t1

t ′1 t2 tn−1
m

t1t
′
1t1 . . .︸ ︷︷ ︸

m termes
= t ′1t1t ′1 . . .︸ ︷︷ ︸

m termes

G(d, d, n)

2	
�����

2	
����� 2	
�����2	
�����
2	
���������

2	
����� 2	
�����
����

. . . 2	
�����
t1

t ′1 t2 tn−1
d 2	
����� 2	
����� . . . 2	
�����

t1 t2 tn−1
t1 = t ′1

G(3d,3d, n)

2	
�����

2	
����� 2	
�����2	
�����
2	
���������

2	
����� 2	
�����
����

. . . 2	
�����
t1

t ′1 t2 tn−1
3d 2	
����� 2	
����� . . . 2	
�����

t ′1 t2 tn−1
t1 = t2

G(de, e, n) d�������� 2	
�����2	
�����
2	
���������

2	
����� 2	
�����
����

. . . 2	
�����
t1

t ′1
t2 tn−1

e + 1

s d�������� 2	
�����

2	
����� 2	
�����2	
�����
2	
���������

2	
����� 2	
�����
����

. . . 2	
�����
t1

t ′1 t2 tn−1
e

s

st1 = t1s
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Table 6.Bons quotients minimaux en rang 2

W̃ Diagramme dẽW Diagramme deW Relation

Ip,p(m)
p	
����� p	
�����
s t

m
p	
�����
s

s = t

Ip,q (md)
p	
����� q	
�����
s t

md
p	
����� q	
�����
s t

m
sts . . .︸ ︷︷ ︸
m termes
= tst . . .︸ ︷︷ ︸

m termes

Ĩa,b,c(e, f )
a	
����� b�������������� c	
�����������

e

s t u

f
a	
����� b�������� c	
�����e

s t u

f

su = us

4.8. Un exemple :G31

Soient

s =



−1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 , t =




1/2−1/2−1/2−1/2
−1/2 1/2−1/2−1/2
−1/2−1/2 1/2−1/2
−1/2−1/2−1/2 1/2


 , u =




0 i 0 0
−i 0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




v =




1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


 , w =




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




SoitW̃ le sous-groupe deGL4(C) engendr´e pars, t, u, v,w. C’est le groupe
de réflexion complexeG31.

Soit G = O2(W̃ ), le plus grand 2-sous-groupe distingu´e deW̃ . C’est un
groupe d’ordre 64, engendr´e par


−1 0 0 0

0−1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,



−1 0 0 0

0 1 0 0
0 0−1 0
0 0 0 1


 ,




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0−1
0 0−1 0


 ,




0 0 1 0
0 0 0−1
1 0 0 0
0−1 0 0


 ,




0 0 0−i
0 0−i 0
0 i 0 0
i 0 0 0
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Les droites de la base canonique deC4 forment un syst`eme d’imprimitivité de
G ; le groupe sous-jacent des permutations de ces quatre droites est le sous-groupe
kleinienK deS4 (le sous-groupe engendr´e par les doubles transpositions). Les
coefficients non nuls de la matrice d’un ´elément deG sont soit tous dans{−1,1},
soit tous dans{−i, i}.

La représentation naturelle deG est irréductible. Le centre deG est d’ordre
4. Le carré d’unélément deG est une matrice diagonale `a coefficients diagonaux
dans{−1,1}. Ainsi l’exposant deG est 4.

Etant donn´ee une r´eflexion génératricer de W̃ , on consid`ere l’ensemble
des réflexions dansG · r. C’est un ensemble `a 4 éléments. Pour chacun de ses
éléments, on consid`ere une forme lin´eaire définissant l’hyperplan de r´eflexion et
enfin, on notepr le produit de ces formes lin´eaires. On a

ps = X1X2X3X4, pt = ((X1+X2)
2− (X3+X4)

2)((X1−X2)
2− (X3−X4)

2)

pu = (X2
1 +X2

2)(X
2
3 +X2

4), pv = (X2
1 −X2

4)(X
2
2 −X2

3)

etpw = (X2
1 −X2

2)(X
2
3 −X2

4).

L’algèbreC[X1, X2, X3, X4]G est engendr´ee parps, pt , pu, pv, pw. C’est
une hypersurface,i.e., le noyau du morphisme canonique

C[Ys, Yt , Yu, Yv, Yw] → C[X1, X2, X3, X4]G, Yr 	→ pr,

est engendr´e par un polynˆomeR. L’expression de ce polynˆome est plus simple
dans une nouvelle base des invariants :

p1 = X4
1 +X4

2 +X4
3 +X4

4 = −8ps + pt + 3pu + 2pv + pw
p2 = 2(X2

1X
2
2 +X2

3X
2
4) = pu + 2pv + pw

p3 = 2(X2
1X

2
3 +X2

2X
2
4) = pu + pw

p4 = 2(X2
1X

2
4 +X2

2X
2
3) = pu − pw

p5 = 4X1X2X3X4 = 4ps

Alors,

R = Y 2
1Y

2
5 − 2Y1Y2Y3Y4+ Y 2

2Y
2
3 + Y 2

2Y
2
4 + Y 2

3Y
2
4 − Y 2

5 (Y
2
2 + Y 2

3 + Y 2
4 )+ Y 4

5

L’action deW̃ surC[X1, X2, X3, X4]G se factorise parW = W̃/G. L’action
induite deW sur⊕iCYi est la repr´esentation de r´eflexion deW = S6. Dans son
action surC5, le groupeS6 laisse invariante l’hypersurfaceR = 0, qui est une
singularité quotient, de groupeG.
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5. Construction deW̃ à partir de W et G

Dans les parties pr´ecédentes, nous avons ´etudié le cas d’un groupe de r´eflexion
W obtenu comme quotient d’un groupe de r´eflexion W̃ par un sous-groupe
distingué d’intersection compl`eteG. Dans cette partie, nous nous int´eressons au
problème inverse, `a savoir l’existence d’un groupe de r´eflexionW̃ étant donn´es
W etG. Sauf mention du contraire nous ne supposons plus quek est de carac-
téristique nulle.

5.1. Un rappel de g´eométrie algébrique

On appellera sch´ema un sch´ema noeth´erien séparé sur le corpsk. Rappelons
l’existence de clˆotures normales de revˆetements :

Lemme 5.1. Soit Y un schéma normal,H un groupe fini agissant surY et
π : X → Y un revêtement ´etale connexe. Soitf : Y → Y/H l’application
quotient.

Alors, il existe un revˆetement ´etale connexep : Z → X deX et un groupe
fini G agissant surZ tels quefπp : Z → Y/H est l’application quotient par
G.

Démonstration.Soit k(X) une clôture séparable dek(X). Soit K ′ la clôture
normale de l’extensionk(X)/k(Y )H dansk(X) etZ la normalisation deX dans
K ′. Pour montrer queZ satisfait aux propri´etés du lemme, il faut montrer que le
revêtementp : Z→ X est non ramifi´e.

SoitK = ⋃
F F où F décrit les extensions finies dek(Y ) contenues dans

k(X) telles que la normalisation deY dansF n’est pas ramifi´ee surY . L’extension
K/k(Y )W est normale. Puisquek(X) est un sous-corps deK, on déduit queK ′
est un sous-corps deK, donc queπp : Z → Y est non ramifi´ee et finalement
quep est non ramifi´ee.

Proposition 5.2. SoitX un schéma lisse connexe simplement connexe surk,G
un groupe fini agissant surX etW un groupe fini agissant surX/G. On suppose
que le lieu de ramification deG a codimension au moins2.

Alors, il existe un unique groupe finĩW agissant surX, contenantG comme
sous-groupe distingu´e et tel queW̃/G = W .

Démonstration.Le problème est de montrer que le revˆetementX→ (X/G)/W

est galoisien. Il suffit de le montrer pour un ouvert dense deX : nous allons le
faire pourU le complémentaire du lieu de ramification deG dansX.

Notons queU/G est lisse, puisqueU l’est etU → U/G estétale. Puisque la
codimension du compl´ementaire deU dansX est au moins 2 et queX est lisse et
simplement connexe, la vari´etéU est simplement connexe [SGA1, X, Corollaire
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3.3]. Notonsπ l’application quotientX→ X/G. En outre, le th´eorème de puret´e
de Zariski-Nagata [SGA1, X,Th´eorème 3.1] affirme que le lieu de ramification de
π−1((X/G)lisse)→ (X/G)lisse est vide, car s’il ne l’´etait pas, il serait purement
de codimension 1. Par cons´equent,U/G = (X/G)lisse est stable parW . Le
Lemme 5.1 permet de conclure que le revˆetementU → (U/G)/W est galoisien.

5.2. Application aux groupes de r´eflexion

Nous utiliserons de la proposition pr´ecédente le corollaire suivant :

Corollaire 5.3. Soit Ṽ un espace vectoriel de dimension finie surk muni de
sa graduation standard,G un sous-groupe fini deGL(Ṽ ) etW un groupe fini
agissant de mani`ere graduée surṼ /G. On suppose queG ne contient pas de
réflexions et quek est algébriquement clos de caract´eristique nulle.

Alors, il existe un sous-groupẽW deGL(Ṽ ) contenantG commesous-groupe
distingué et tel queW̃/G = W .

Démonstration.Puisqu’un espace affine sur un corps alg´ebriquement clos de
caractéristique nulle est simplement connexe, on d´eduit de la Proposition 5.2
l’existence du groupẽW .

Soit a ∈ Ṽ ∗ et w ∈ W̃ . PuisqueW̃ agit de mani`ere gradu´ee surk[Ṽ ]G,
l’ élémentw(

∏
g∈G g(a)) est homog`ene de degr´e |G|. Par cons´equent, les

élémentswg(a) sont tous de degr´e 1. Ainsi, W̃ agit de mani`ere gradu´ee sur
k[Ṽ ] et préserve le sous-espacẽV ∗ de k[Ṽ ], doncW̃ est un sous-groupe de
GL(Ṽ ).

Remarque 5.4.(i) Si G contient des r´eflexions, le r´esultat n’est plus vrai : on
le voit en prenantG = W groupe de r´eflexion (̃V /G étant identifié à Ṽ ).

(ii) Le corollaire nécessitek algébriquement clos. La partie§4.1 fournit des cas
où k = R et W̃ agit surṼ ⊗R C mais pas sur̃V .

(iii) Le corollaire reste vrai pourk algébriquement clos de caract´eristiquep, à
condition que les ordres deG etW soient premiers `ap, puisque le groupe
fondamental d’un espace affine sur un tel corps n’a pas de quotient non
trivial d’ordre premieràp (étant donn´e trois groupes finisH � H ′ � Γ

avecH = Op′(H) etp � | [Γ : H ], alorsH = Op′(H ′), doncH � Γ ).
(iv) Le corollaire est faux en g´enéral pourk algébriquement clos de caract´eris-

tiquep, comme le montre l’exemple suivant. On prendE espace vectoriel
de dimension 2 surk muni d’un endomorphisme de FrobeniusF . SoitB
un sous-groupe de BorelF -stable deGL(E) etU le radical unipotent de
B. Soit Ṽ = E/UF , G = UF 2

/UF etW = BF 2
/UF 2

. Alors, Ṽ est un
espace affine de dimension 2 surk, Ṽ → Ṽ /G est non ramifi´ee,W est un
groupe de r´eflexion sur̃V /G. Néanmoins, le revˆetement̃V → (Ṽ /G)/W

n’est pas galoisien ; une clˆoture normale est donn´ee parE→ Ṽ .
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Théorème 5.5.Soit Ṽ un k-espace vectoriel muni de sa graduation standard,
G un sous-groupe fini deGL(Ṽ ) et Z = Ṽ /G. SoitV un k-espace vectoriel
gradué,W un groupe de r´eflexion surV etL un sous-espace affine homog`ene
deV/W tel qu’il existe un isomorphismeZ

∼→ L×V/W V compatible `a l’action
dek×.

On suppose queG ne contient pas de r´eflexions et quek est un corps
algébriquement clos de caract´eristique nulle.

Alors, il existe un (unique) groupe de r´eflexionW̃ sur Ṽ contenantG comme
sous-groupe distingu´e et tel quẽW/G = W . En outre,G est un bon sous-groupe
distingué deW̃ etW agit trivialement sur le quotient deV par l’espace tangent
àZ en0.

Démonstration.Notons queW agit fidèlement surZ. L’existence dẽW résulte
alors du Corollaire 5.3. PuisquẽV /W̃ � Z/W est un espace affine,̃W est de
réflexion.

SoitE l’espace tangent `aZ en 0, vu comme sous-espace deV . PuisqueW
agit fidèlement surE et qu’il est de réflexion, il agit trivialement surV/E. Quitte
à remplacerV parE, on est dans le cas o`uV est l’espace tangent `aZ en 0 et on
conclut par le Th´eorème 3.2 queZ est une intersection compl`ete.
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Note added in proof.

Degrés fantômes etéléments réguliers.

Reprenons les hypoth`eses et notations de la Proposition 3.16. Soitχ̃ un caract`ere
irréductible deW̃ contenantG dans son noyau. Soitχi le caractère irréductible
deWi tel queχ1⊗χ2⊗ . . . soit le caract`ere irréductible deW = W1×W2× . . .
induit parχ̃ . Alors

Fχ̃(t) =
∏
i≥1

Fχi (t
i) ,

où Fχ̃ désigne le degr´e fantôme associ´e à χ̃ .
D’autre part, siw̃ est unélémentζ -régulier (où ζ est une racine de l’unit´e)

de W̃ et si (w1, w2, . . . ) désigne son image dansW , alorswi est unélément
ζ i-régulier deWi .


