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Abstract

We study the cohomology of Deligne—Lusztig varieties with aim the construction of actions of Hecke
algebras on such cohomologies, as predicted by the conjectures of Broué, Malle and Michel ultimately
aimed at providing an explicit version of the abelian defect conjecture. We develop the theory for varieties
associated to elements of the braid monoid and partial compactifications of them. We are able to compute the
cohomology of varieties associated to (possibly twisted) rank 2 groups and powers of the longest element wy
(some indeterminacies remain for G;). We use this to construct Hecke algebra actions on the cohomology
of varieties associated to w or its square, for groups of arbitrary rank. In the subsequent work [E. Digne,
J. Michel, Endomorphisms of Deligne—Lusztig varieties, Nagoya J. Math. 183 (2006)], we construct actions
associated to more general regular elements and we study their traces on cohomology.
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1. Introduction

L’objet de cet article est la construction d’actions d’algebres d’Iwahori—Hecke sur la co-
homologie de certaines variétés de Deligne—Lusztig. L’existence de ces actions fait partie des
conjectures précisant, pour les groupes réductifs finis, la conjecture de Broué sur les blocs a
défaut abélien des groupes finis.

Dans ce travail, nous établissons des propriétés générales des variétés de Deligne—Lusztig et
de leur cohomologie et nous montrons 1’existence des représentations d’algebres de Hecke pour
deux types de variétés de Deligne—Lusztig, celles associées a I’élément = du monoide de tresses
et a sa racine carrée wg. Nous y parvenons grace a un calcul de la cohomologie de certaines
variétés pour des groupes de rang 2 (celles associées a des puissances quelconques de wy).

Rappelons maintenant les conjectures auxquelles nous nous intéressons.

Soit G un groupe réductif connexe sur une cloture algébrique d’un corps fini, muni d’une
isogénie F dont une puissance est un endomorphisme de Frobenius. Nous notons G le groupe
(fini) des points fixes de F. Soit W le groupe de Weyl de G et B (respectivement B) le mo-
noide (respectivement le groupe) de tresses associé a W. Pour w € W, on dispose d’un relevé de
longueur minimale w dans B™.

Soit T = W%, ou wo est I’élément de plus grande longueur de W. Soit w € W tel que w est
une « F-racine d-ieme de 7 », i.e., (WF)¢ = & FZ. Dans [5], une action 2 droite de Cg(WF) sur
H X(w), Q) est construite (déduite d’une action de Cg+ (WF) sur X(w)) et il est conjecturé
que

(i) I'action de Q¢Cp(WF) sur H( X(w), Qy) se factorise en une action d’une algebre de Hecke
«cyclotomique » relative a Cw (w F).

(if) Homg, r (HI (X(w), Qo). H (X(w), @) =0 i i # J.

On passe de la conjecture générale sur les £-blocs a défaut abélien a cette conjecture en faisant
trois restrictions :
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— on suppose que le centralisateur d’un groupe de défaut est un tore (son type est alors un
élément régulier),

— on étend les scalaires de Zy a @g,

— on se restreint aux caracteres unipotents.

Les conjectures (i) et (ii) devraient étre complétées par une prédiction des parametres de
I’algebre de Hecke et de sa trace sur la cohomologie.

Les parties §2 et §3 développent des propriétés générales des variétés de Deligne—Lusztig
généralisées et de leur cohomologie. Nous reprenons et complétons des résultats de Deligne—
Lusztig et Lusztig.

Dans §2, nous présentons la construction, suivant Deligne, de variétés associées a des éléments
du monoide de tresses. Plus généralement, nous introduisons des compactifications partielles de
ces variétés, associées a des éléments d’un monoide « complété ». Nous établissons en particulier
une relation avec des variétés pour des sous-groupes de Levi (proposition 2.3.13).

Dans §3.2, nous développons différentes techniques reliant la cohomologie de la variété X(w)
a celle de variétés X(w') pour des éléments w’ plus courts que w. Les techniques utilisées repo-
sent sur I’étude de décompositions des variétés, de certains morphismes propres et de situations
de lissité rationnelle.

Nous étudions la structure comme (@(GF )-module de la cohomologie des variétés X(w)
dans la partie §3.3. Nous étudions les valeurs propres de 1’endomorphisme de Frobenius. Nous
décrivons la partie de la cohomologie ou le groupe agit trivialement ou par la représentation
de Steinberg. Nous étudions les éléments w de longueur minimale tels qu’une représentation
irréductible donnée apparait dans H(X(w), @g).

Nous étudions les propriétés de rationalité des caracteres des HJ(X(W), Qy) dans la par-
tie §3.4.

Dans la partie §4, nous déterminons la structure comme (@g GF)-module de la cohomologie
des variétés X(wg) pour des groupes de type As, A2, By, >B; et 2G, (nous obtenons aussi des
résultats partiels pour G2). Nous procédons par récurrence et nous devons calculer pour cela la
cohomologie de certaines variétés X(ww(z)m). A décalage et twist de Tate pres (qui ne dépendent
que de la famille de la représentation irréductible concernée), le résultat ne dépend pas de m et
nous conjecturons (cf. §3.3.23) que de tels phénomenes de périodicité sont généraux. Ces calculs
sont rendus possibles par les outils développés au §3.

La derniere partie §5 est consacrée a I’étude de certains endomorphismes des variétés X(w).
Elle généralise des résultats de [24] et [5]. Nous expliquons comment I’étude d’endomorphismes
associés a des éléments contenus dans un sous-groupe parabolique se ramene au cas de variétés
associées au sous-groupe de Levi correspondant. Nous utilisons ceci pour démontrer que cer-
tains endomorphismes des variétés X () et X(wp) vérifient des relations quadratiques et nous en
déduisons I’action d’algebres de Hecke sur la cohomologie (conformément a la conjecture (i)).

Dans une suite de ce travail [12], la conjecture (i) est établie pour diverses classes d’éléments
réguliers et la trace de ’algebre de Hecke cyclotomique sur la cohomologie est étudiée.

2. Variétés de Deligne-Lusztig et groupes de tresses
2.1. Groupes de tresses

2.1.1. Soit (W, S) un systeme de Coxeter fini, c’est-a-dire, un groupe fini W et une partie
génératrice S de W telle que, si myy est 'ordre de ss’ pour s,s” € S, alors W admet comme
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présentation
(s€S|s2= 1,ss’~-~=s’s~~>.
~—— N———
m..s m../

sS 55

Soit W un ensemble muni d’une bijection W = W, w > w et soit [ la longueur sur W
définie par I’ensemble de générateurs S. Nous définissons le monoide de tresses d’ Artin-Tits B
associé a W par la présentation

(we W | wiwy =w lorsque wiwy = w’ et [(wy) +[(wp) =1(w)).

L’application w — w induit un morphisme de monoides 8: BT — W. Notons S le sous-
ensemble de W en bijection avec S. La présentation précédente est équivalente (cf. e.g. [28,
proposition 1.1]) a la présentation « classique »

(seS|ss’---=s's--:).
—_—  ——
m“/ m./

Nous notons aussi / 1a longueur sur BT définie par S. Alors, W = {w € B™ | [(w) =1(B(wW))}.

On note B le groupe de méme présentation que B : c’est le groupe de tresses d’ Artin—
Tits. L application canonique BT — B est injective (cf. e.g. [28, corollaire 3.2]). L’identité de S
s’étend uniquement en un anti-automorphisme de BT, appelé retournement.

Nous notons « < » I’ordre de Bruhat sur W. Pour w € W, nous appelons support de w I’en-
semble {s € § | s < w}.

Pour I C §, nous notons W le sous-groupe de W engendré par /. Ona w € Wy ou [ estle
support de w. On note wé I’élément de plus grande longueur de W; et on pose wo = wg . Nous
dirons que w € W est I-réduit (respectivement réduit-1) si pour tout s € / on a sw > w (respec-
tivement ws > w). Notons que w € W est I-réduit (respectivement réduit-7) si et seulement si
pour tout v € Wy, on al(v) 4+ I(w) = [(vw) (respectivement [(w) + [ (v) = [(wv)).

Soit T = wg ; c’est un élément central de B (lorsque W est irréductible, c’est le générateur
positif du centre du groupe des tresses pures, noyau de g: B — W).

2.1.2. Tl nous sera commode de travailler avec une version enrichie de B™.
Soit W un ensemble muni d’une bijection W = W, w > w. Le monoide de tresses complété
B™ a pour ensemble de générateurs {y(w), y(w)}wew. w'ew €t pour relations

y(h=y(D =1,

y(w)y(wz) = y(wiwz) pour [(wiwz) =1(wr) + [(w2),

y(w)y(w') = y(ww’) lorsque w et w’ ont des supports disjoints,

y(w)y(w') = y(w)y(w) lorsque wv = vw et [(wv) =I(w) + (v) pour tout v < w'.

On a une injection B* — B induite par w — y(w) qui nous permet d’identifier BT avec
le sous-monoide de B* engendré par les y(w). On note w = y(w) et on pose W = { W }yew.
On munit B+ d’une fonction longueur : ¢’est le morphisme de monoides [ : BT — N donné par
Lw) =1(w) =1(w).

On dispose d’un morphisme p: B — BT donné par y(w) — w et y(w) > w. C’est une
section de I’injection canonique.
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Remarque 2.1.3. Une propriété remarquable de B est I’existence d’un morphisme de monoides
Bt — ZB™ donné par y(w) — wet y(w) > ngw v. Si ce morphisme s’avérait ne pas étre
injectif, il y aurait lieu d’étudier si les relations supplémentaires donnent lieu a des relations entre
variétés correspondantes (cf. §2.2.14).

2.1.4. Nous rappelons maintenant la construction et les propriétés des formes normales des
éléments de BT .

Nous notons < la divisibilité A gauche dans BT, i.e., x <y s’il existe z € B™ tel que xz =y.
Le monoide B étant simplifiable, la relation < est un ordre partiel. Nous notons B1+ (respec-
tivement B;) le sous-monoide de B (respectivement le sous-groupe de B) engendré par I, ot
I1cS (BI+ s’identifie au monoide des tresses du sous-groupe W; de W engendré par I). De
méme, nous notons QT le sous-monoide de BT engendré par ITU W I

Lemme-Définition 2.1.5. Soit w € BT. Alors

(1) 1l existe un unique diviseur a gauche maximal de w dans W. Nous le notons a(w), et nous
posons (W) = a(w)_lw.

(ii) 11 existe un unique diviseur a gauche maximal de w dans B;r. Nous le notons oy (W) et nous
posons wr(W) = oy (w)’lw.

Preuve. (i) est, par exemple, [28, proposition 2.1]. (ii) résulte immédiatement de [28, lemme 1.4]
car I’ensemble des x € B;’ tel que x < w vérifie les hypotheses de loc. cit. O

Nous dirons qu’une décomposition w = wy - - - Wi est la forme normale de w si pour tout i on
aw; =a(w;w;1---Wg). Le monoide B étant simplifiable, tout w posséde une unique forme
normale, qui en donne une décomposition canonique en produit d’éléments de W.

Le résultat suivant est classique (cf. par exemple [28, corollaire 4.4]).

Proposition 2.1.6. Soit o un automorphisme du systeme de Coxeter (W, S).

(i) (W7, {t1}1es/0) est un systeme de Coxeter, oil tj = w{) et I décrit I’ensemble des orbites de
o dans S. De plus, les longueurs dans ce systeme de Coxeter s’ajoutent si et seulement si
elles s’ajoutent dans W.

(i) On a un isomorphisme B‘J{,g = Cp+(0), tj > W(I).

2.2. Variétés « classiques »

2.2.1. Nous rappelons ici quelques résultats géométriques qui nous seront utiles par la suite.

Soit k un corps algébriquement clos. On appelle variété sur k un schéma quasi-projectif sur k.

Soit {Z;} une famille finie de sous-variétés localement fermées d’une variété X. Nous no-
tons | J Z; I'union de ces sous-variétés—ce sera une sous-variété localement fermée lorsque
nous utiliserons cette notation. Nous notons aussi [ [ Z; cette union lorsque Z; N Z; = § pour
i#J.

On utilisera le résultat suivant, pour montrer que certains morphismes de variétés sont des
isomorphismes [2, proposition I1.6.6 et corollaire de 6.1].
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Théoreme 2.2.2. Soit f:X — Y un morphisme bijectif. On suppose que les composantes ir-
réductibles de X sont ses composantes connexes et que Y est normal. Si f est séparable (par
exemple birationnel), alors c’est un isomorphisme.

Proposition 2.2.3. Soit f:X — Y une fibration localement triviale de fibre normale (respec-
tivement lisse). Alors, X est normale (respectivement lisse) si et seulement si Y est normale
(respectivement lisse).

Preuve. En effet, localement pour la topologie de Zariski, on a un produit cartésien. Dans le cas
d’un produit cartésien, 1’assertion sur la lissité est établie dans [6, VI, III, théoreme 2] et celle
sur la normalité dans [6, V, I, proposition 3]. O

Nous aurons aussi besoin de comparer des propriétés a travers un revétement étale [29, I,
remarque 2.24 et proposition 3.17].

Proposition 2.2.4. Soit f:X — Y un revétement étale fini. Alors, X est lisse (respectivement
normale) si et seulement si Y est lisse (respectivement normale).

Définition 2.2.5. Nous dirons qu’un endomorphisme fini ¢ d’une variét¢ X « vérifie la formule
des traces » si Y, (— 1) Trace(¢ | H (X, Qp)) = [X?].

Rappelons la formule des traces de Lefschetz « classique » [29, théoréme 12.3].

Théoreme 2.2.6. Si X est une variété projective lisse et si le graphe de ¢ est transverse a la
diagonale, alors, ¢ vérifie la formule des traces.

Le théoreme suivant (conjecture de Deligne) est dii a Fujiwara [13] :

Théoreme 2.2.7. Soit X une variété sur la cloture algébrique d’un corps fini, munie d’un
endomorphisme de Frobenius F et soit ¢ un endomorphisme fini de X. Alors pour n entier
suffisamment grand et tel que F" commute a ¢, I’endomorphisme ¢ F" vérifie la formule des
traces. En particulier, pour un tel n on a

Z( D) Trace(¢ | HL(X, @p)) = — lim Z|X¢F”k

2.2.8. Dans cet article nous utiliserons les notations suivantes : p est un nombre premier,
IF est une cloture algébrique du corps fini IF,, G est un groupe réductif connexe sur IF muni
d une isogénie F dont une puissance est I’endomorphisme de Frobenius attaché & une structure
rationnelle de G sur un corps fini. Nous notons G’ le groupe (fini) des points fixes de G sous F.
Nous notons & le plus petit entier tel que F° soit un endomorphisme de Frobenius munissant
G d’une structure rationnelle déployée sur le sous-corps F s a q° éléments de F p> OU g est un
nombre réel positif défini par cette condition (¢° est une pulssance entiere de p).

Nous notons B la variété des sous-groupes de Borel de G et W le groupe de Weyl de G :
ses éléments correspondent aux orbites de G dans son action diagonale sur B x B. Muni de
I’ensemble S de générateurs correspondant aux orbites de dimension 1, W est un groupe de
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Coxeter. Pour w € W, nous notons O(w) I’orbite correspondante. On a un isomorphisme ca-
nonique O(w) x5 O(w’) = O(ww’) donné par la premiére et la derniere projection lorsque
[(ww”) =1(w) +1(w).

On dit que By est en position relative w avec B, (et on note B; > B,) lorsque (B, B;) €
O(w).

L’action de F sur W stabilise S. L’application correspondante S — S s’étend de maniére
unique en un automorphisme B — B. On a obtenu ainsi une action de F' sur B compatible (via )
avec I’action sur W. On définit de méme une action de F sur B' par F(y(w)) = y(F(w)) et
F(y(w)) =y(F(w)). Lordre de cette action est §.

On fixe dans toute la suite un couple F-stable T C B formé d’un tore maximal de G et d’un
sous-groupe de Borel le contenant. La variété B s’identifie a G/B par I’isomorphisme B > gB.
On identifie le groupe de Weyl a Ng(T)/T, en associant ’orbite de (B, ”B) a w € Ng(T)/T;
avec I’identification ci-dessus, on a

O(w) = {(g1B., g2B) € G/B x G/B | g; ' ¢» € BuB}.
La géométrie des orbites O(w) est liée a celle des cellules de Bruhat B(w) = {B’ € B|B = B},

qui sont des espaces affines de dimension /(w). L’adhérence de B(w) dans 5 est la variété de
Schubert B(w) = Hw’gw Bw).

Lemme 2.2.9. Soit O(w) ’adhérence de O(w) dans B x B.

(1) Ona O(w) = ]_[w’gw ow").

(ii) La variété O(w) est lisse si et seulement si B(w) est lisse.

Preuve. Considérons le diagramme :

ou les fleches sont données par g(g1, g2) = (5'B, 82B), p(g1, 82) = gl_lgz et r(g) = ¢B. Les
morphismes p, g, r sont ouverts. On a r~1(B(w)) = BwB. On en déduit que I’adhérence de
BwB est égale a r N (B(w)) = ]_[w’gw Buw'B, car cette derniere variété est une union de fibres
de r. De méme, 1’adhérence dans G x G de p~'(BwB) = {(g1,82) € G x G | gflgz € BwB}
est {(g1,82) € G x G| gl_lgz € Uw’gw Bw’B} ; enfin ces deux derniéres variétés étant unions
de fibres de ¢ et ayant pour images par g respectivement O(w) et ]_[w/gw O(w’), on en déduit le
(i) du lemme.

Le (ii) se déduit (cf. proposition 2.2.3) du fait que dans le diagramme ci-dessus g et r sont
des fibrations localement triviales de fibre B x B et B respectivement et que p est une fibration
triviale de fibre G. O

Corollaire 2.2.10. Soit I C S. Alors, les variétés B(w(l)) et O(wé) sont lisses.



756 F. Digne et al. / Advances in Mathematics 209 (2007) 749-822

Preuve. On a B(wé) ~ BW;B/B ou BW;B est un sous-groupe parabolique de G, donc B(wé )

est une variété lisse. Par conséquent, (’)(wé) est lisse d’apres le lemme 2.2.9. O

2.2.11. Pour w € W, nous posons O(w) = O(w), B(w) = B(w), BwuB = BwB et nous
. w .

écrirons By — B, la propriété « (B, By) € O(w) ».
Avec ces notations, nous avons la

Définition 2.2.12. Pour 7y, ..., % € W U W, nous posons

Oy, ....tr) = Ot1) xpO(t2) xp--- xg O(tx)
= {B1,....Bir) € BB, 5 By
= {(g1B, ..., gk11B) € (G/B)™ | g lgiy 1 € By;B).

Nous notons p’: O(tq, ..., 1) — B, (By,...,Bry1) — Bj la premiére projection et p”: (B,
..., Bgy1) > By la derniere projection.

Lemme 2.2.13. Soient t{,...,t, € WU W. Alors, la variété O(ty,...,1t;) est normale. Si la
variété O(t;) est lisse pour tout i, alors la variété O(ty, ..., t) est lisse.

Preuve. Notons g; (respectivement g;) 1’oubli du premier (respectivement du dernier) sous-
groupe de Borel ; nous allons démontrer par récurrence sur k que ces applications définissent des
fibrations localement triviales O(tq, ..., 1) — O(fa, ..., tx) (respectivement O(tq, ..., ) —
O(t1, ..., tk—1)), de fibres isomorphes a 3(¢1) (respectivement B(#;)).

Démontrons tout d’abord le résultat pour k = 1. On a un carré cartésien

o)

Z
T
G

B

ounZ={(g,B)eGxB|(BB,B)ecO())},r(g) =%B, s(g,B) = (B, B’) et p est la premitre
projection. On a un isomorphisme G x B(t;) = Z, (g,B’) — (g, ¢B’), donc p est une fibration
triviale de fibre B(¢1). Puisque r est une fibration localement triviale de fibre B, on en déduit que
p’ est une fibration localement triviale de fibre B(¢1) (localement, on a un produit direct).

Le cas de la seconde projection p” = g se traite de maniére symétrique.

Nous traitons maintenant le cas général par récurrence sur k. On considere le carré cartésien

%
Oy, ..., t) Oz, ..., t)

i It

O, ..., 1) O(t2, ..., tx1).
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Par récurrence, q]/(_l est une fibration localement triviale de fibre B(#1) et q,/(/_l est une fibration
localement triviale de fibre B(f). Par conséquent, g;’ et g sont des fibrations localement triviales
de fibres B(#;) et B(t1) respectivement (localement on a des produits cartésiens au-dessus d’un
ouvertde O(tp, ..., t_1)).

On déduit alors par récurrence que O(t1, ..., ty) est normale (proposition 2.2.3) car les varié-
tés de Schubert B(7;) sont normales [30, théoreme 3].

Si les variétés O(t;) sont lisses, les variétés B(#;) le sont aussi d’apres le lemme 2.2.9 et on
déduit par récurrence que O(t1, ..., t;) est lisse (proposition 2.2.3). O

2.2.14. Nous allons maintenant généraliser 1’idée de [5,8] consistant a associer une variété
3 un élément de BT au cas d’éléments de BT. Nous allons voir que la construction de [8] se
recolle convenablement.

Pour #1,...., e WU W et 1,...,1; € W, nous écrirons (t{,...,#) C (f1,..., 1) si pour
tout i, on a ti/ =tiouti=weWet t{ < w. On a une décomposition en union de sous-variétés
localement fermées

Oty ... 1) = 11 ot],....t). (2.2.15)

(1] seeert ) C A1 l)

Proposition 2.2.16. Soient w,w’ € W.

(i) On a une immersion ouverte canonique O(w) — O(w ).
(ii) Si w < w’, alors on a une immersion fermée canonique O(w) — O(w’).
(iii) Si l(ww') = I(w) + I(w"), alors (p’, p”") induit un morphisme canonique O(w,w’) —
O(ww') qui se restreint en un isomorphisme canonique O(w, w') = O(ww’).
(iv) Si w et w’ ont des supports disjoints, alors le morphisme canonique

@, p"):0(w, w) = O(ww')

est un isomorphisme.

(v) Sil(wv) =I1(w) + [ (v) pour tout v < w’, alors (p’, p"') induit un isomorphisme canonique
O(w, w) = ]_[ugw’ O(wv). De méme, si l(vw') = I(v) + I[(w') pour tout v < w, alors
(p', p) induit un isomorphisme canonique O(w, w') = ]_[vgw O(vw').

(vi) Siwv=vw > w pour tout v < w’, alors on a un isomorphisme canonique

O(w, w") = O(w', w)

caractérisé par la commutativité du diagramme

O(w, w") O(w', w)
O(ww").

Preuve. (i), (ii), (iii) sont conséquences immédiates des définitions ou sont des propriétés clas-
siques de 1’ordre de Bruhat.
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Démontrons (iv). La caractérisation de 1’ordre de Bruhat par les suites extraites d’une décom-
position réduite montre que {v | v < ww’} = {vivy | (v1, v2) C (w, w')}. Comme de tels vy, vo
vérifient les hypotheses de (iii), le morphisme est un isomorphisme entre les termes de la décom-
position (2.2.15), il est donc bijectif. Il se restreint en un isomorphisme entre les ouverts denses
O(w, w') = O(ww’), donc il est birationnel. Puisque les variétés considérées sont normales
(lemme 2.2.13), c¢’est un isomorphisme (théoreme 2.2.2).

Pour démontrer (v), nous commengons par un lemme.

Lemme 2.2.17. Soit I un sous-ensemble de S, soit w € W un élément réduit-1, soit w' € Wy et
soit v < ww'.

Siv > w, alors v =ww| on w| < w'. Sinon, v=wiw] ou wy <w, w; <w et l(wiw)) =
I(wy) +1(w)).

Preuve. Puisque v < ww’, il existe vy < w et v] < w’ tels que v = vyv|. D’apres le lemme
d’échange, il existe w; < vy et w| < v tels que v = wyw] et (v) =I(wy) + I (w)).
Siv ;é w, alors w; # w, donc wi < w, d’ou la conclusion de 1’énoncé dans ce cas.
Supposons maintenant v > w. Comme précédemment, il existe wr < wy et wé < w’1 tels que
w = wow) et [(w) = [(wz) + [(w}). Puisque w), € W et w est réduit-7, on a w) = 1, donc
w < wy et finalement w = w;. O

Supposons [(wv) = [(w) + [(v) pour tout v < w’. Alors, w est réduit-1, pour I le support
de w'. 1l résulte du lemme 2.2.17 que le complémentaire de | | » O(ww)) dans O(ww’)
est 'union des O(ww)) ot wy < w, wj < w’ et I[(wyw)) = I(wy) + [(w}). Comme les
longueurs s’ajoutent, si wy < wy et w) < w) alors wow) < wiw] donc cette union est une
sous-variété fermée. Par conséquent, | | ,O(ww/l) est une sous-variété ouverte de la va-

’
wiKw

wi <w
riété normale O(ww’), donc ¢’est une variété normale. On conclut comme précédemment que
', p"H:0w,w)— ]_[w/lgw, O(ww)) est un isomorphisme.

La seconde partie de (v) se démontre de la méme maniere.

L hypothése de (vi) montre que w est réduit-1 et I-réduit, ou [ est le support de w’. L’ assertion
(vi) est alors conséquence immédiate de (v). O

La proposition 2.2.16 fournit, par produits fibrés, des morphismes canoniques pour les variétés
associées a des suites. Par exemple, (vi) fournit un isomorphisme canonique

O(tly"'vtrywvwlvt}’+1’ ""tk) l) O(tl’ ""tr’wlvwatr+l9”'ytk)
pour t1,...,tx € W U W. Les isomorphismes donnés par les (iii), (iv) et (vi) de la proposi-
tion 2.2.16 sont associés a chacun des trois types de relations de B : en composant ces iso-
morphismes on dispose donc d’isomorphismes entre deux variétés O(zq, ..., ) et (’)(t{, el t,é)
lorsque t=t; ---t; et t' =t/ - - - t, sont égaux dans B*.

Proposition-Définition 2.2.18. Soit t € BT. Le systeme d’isomorphismes entre variétés
O(t], ..., 1) telles que t| - - - t, =t est transitif et on note O(t) la limite projective du systéme.
Elle est munie d’une application (premiére et derniére projections, que nous notons (p’, p”’))
vers B x B.

Preuve. Lorsque t € BT, le résultat est di & Deligne [8, application 2].
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Dans le cas général, les items (iv) et (vi) de la proposition 2.2.16 montrent que les isomor-
phismes entre variétés O(t1, ..., #) correspondant a une relation de B' sont déterminés par
des isomorphismes correspondants donnés par la proposition 2.2.16(iii) entre les termes de la
décomposition (2.2.15) de ces variétés, c’est-a-dire des isomorphismes dont la transitivité a été
démontrée par Deligne. On en déduit donc la transitivité du systéme d’isomorphismes en géné-
ral. O

Chaque décomposition t = t;---t; avec t; € W U W fournit un isomorphisme canonique
o) = O(ty, ..., t).

L’action de F sur B induit un morphisme O(t, ..., 1) = O(F(t1), ..., F(t)). Ces mor-
phismes sont compatibles aux isomorphismes canoniques de la proposition 2.2.16. Par consé-
quent, F induit un morphisme O(t) — O(F(t)), pour toutt € BY.

2.3. Variétés de Deligne—Lusztig généralisées

2.3.1.  Nous allons maintenant introduire les variétés de Deligne—Lusztig attachées aux é1é-
ments du monoide de tresses et des compactifications partielles de ces variétés associées aux
éléments du monoide de tresses complété. Ces variétés sont 1’objet principal d’étude de cet ar-
ticle.

Définition 2.3.2. Soit t € BT et soit I' € B x B le graphe de F. Nous appelons « variété de
Deligne-Lusztig » attachée a t la variété

X(t) =01t xBxp I'={x €O | p"(x)=F(p'(x))}.
De méme, pour t1, ..., t € WU W, nous posons
X(t1, .. ) ={B1.....B) | (B1..... B, FB)) € Oty ... 1)}

Nous noterons parfois X¢(t) (respectivement X(t, F'), respectivement Xg(t, F')) pour préciser
le groupe (respectivement 1’isogénie, respectivement le groupe et I’isogénie) utilisé dans la défi-
nition de la variété.

Les variétés de Deligne-Lusztig sont munies d’une action de G’ : I’action diagonale de G
sur B¥*1 se restreint en une action de G sur X(71, .. ., ).

L’endomorphisme F induit un morphisme X(t) — X(F(t)) pour tout t € BT. En particulier,
les variétés de Deligne—Lusztig sont munies d’une action de F ¥ Site( §+)F , alors X(t) est
munie d’une action de F.

Notons que, de méme que pour les variétés O(t), chaque décomposition t =t ---t; avec
t; € WU W fournit un isomorphisme canonique

X(t) = X(t1, ..., 4).
Par composition, on obtient un isomorphisme canonique
X(tr, .. ) = X(t, . 1)

pourt{,...,t,i/eWUEtelsquetlmtk:t’l~~-t;{,.
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Pour w € W, la variété X(w) est isomorphe a la variété de Deligne-Lusztig «ordinaire »
[9, définition 1.4]

~

X(w) = X(w) = [B'eB|B % FB)} = {¢BeG/B|g ' F(g) e BuB}.
p

Plus généralement, nous pouvons identifier les variétés de Deligne—Lusztig associées a des
éléments du monoide de tresses a des variétés de Deligne—Lusztig ordinaires pour un autre
groupe et une autre isogénie en appliquant la proposition suivante dans le cas ou les t; sont
dans W (cf. [23, §1.18]).

Proposition 2.3.3. Soit F| I’isogénie de G* définie par

Fi(gr. ... g) = (82.---. & F(g1)).

Soitt =ty ---ty € BY. Alors, on a un isomorphisme entre X(t) et la variété Xk (t, F)) attachée
a lélément t' = (ty,...,t;) du monoide de tresses complété (§+)k du groupe de Weyl de G*.
L’action de F°® correspond par cet isomorphisme a I’action de F lk‘s et action de G a celle

de (GKF1,

Preuve. Notons Ogx (t) la variété associée a t’ dans le groupe G*. Soit t' =t/ - - -t/ une décom-
osition en éléments de WXUWX avect, = (t, ,,...,t.,) ett, . € WUW. On a un isomorphisme
posion: W avee = (1.8 et], € WOW :
e la variété

{(xl,...,xH]) GOGk(t{,...,tl/)

|x1 =B, B, ....Bp), xi41= (B2, B3, ..., B, Bry1)};

!/ / z
vers OG(tl,l’ ..., 1y ;) donné par

(X1, ..., X141)

= (p1(x1), .., prGas) = pa(xD)s .o p2(Xig1)s - pr(xD), - pr(Xi41))

ol p; : G¥ — G est la i-me projection.

Comme t = t/1,1 . ~t;’k, on a un isomorphisme canonique (’)(t{’l, e, tl”k) = O(t). La variété
X (t) étant la sous-variété de O(t) définie par p”(x) = F(p’(x)), on obtient I’'isomorphisme
annoncé.

Par cette identification, 1’action de F 1"3 correspond bien i celle de F? et celle de (GHF1 a
cellede GF. O

2.3.4. La proposition suivante montre que pour b € BT, les variétés X(b) sont lisses et
montre aussi que si b = wj - - - wy est une décomposition en produit d’éléments de W d’un élé-
ment de B telle que O(w;) est lisse pour chaque i, alors X(w, - - - W) est une compactification
lisse de X(b).

Proposition 2.3.5. Soit t € B ; alors, la variété X(t) est normale. De plus, si pour tout élément
w de W qui intervient dans une décomposition de t, la variété O(w) est lisse, alors, la variété
X(t) est lisse.
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Preuve. En considérant les éléments (1,...,1,t;,1,...,1) € (§+)k, la proposition 2.3.3 ra-
mene la preuve au cas ol on at=t;---t; avec t; € W U W tel que pour tout (t{, ey t,ﬁ) C
(t1,....tx) avect|,....tp e Woonal(ty---1) =), I(t).

.....

(t1,....5) et t],...,t; € W. On suit la preuve de [25, lemme 4.3]. Soit £L:G — G, g >
g 'F(g) Iapplication de Lang : c’est I’application quotient par G¥, pour son action par mul-
tiplication 4 gauche. C’est donc un revétement étale de groupe de Galois G'. Soit r: G — B,
g+ $B.Onar ' (B(t) =BtB et r—1(X(t)) = L~ (BtB), ot on a identifié X(t) 2 une sous-
variété de B via p’.

On a un diagramme commutatif

L
£~ '(BtB) ————— BtB
X(t) B(t).

Rappelons que r est une fibration localement triviale de fibre B (cf. preuve du lemme 2.2.9).
Par conséquent, la normalité ou la lissité de B(t) est équivalente a celle de BtB (proposi-
tion 2.2.3). Il en est de méme pour X(t) et £~ 1(BtB) (proposition 2.2.4). La proposition résulte
alors de [30, théoréeme 3] et du lemme 2.2.9. 0O

Notons que, puisque O(s) est lisse lorsque s € S (c¢f. corollaire 2.2.10), I’hypothese de la
proposition 2.3.5 sera vérifiée si les seuls éléments de W qui interviennent dans t sont de la
forme sou s € S.

Proposition 2.3.6. Soittc BT,

(i) La variété X(t) est de dimension [(t) et ses composantes connexes sont irréductibles.
(ii) Site BT, alors X(t) est quasi-affine.
(iii) Site BT et g > h oit h est le nombre de Coxeter de G, alors X(t) est affine.
(iv) Sit est un produit d’éléments de W, alors X(t) est projective.

Preuve. Soitb I’élément du monoide de tresses produit des éléments obtenus en remplacant dans
t chaque élément w par w. Alors, X(b) est un ouvert dense de X(t) ; d’autre part, la dimension
de O(b) est I(b) + dim B et on conclut que dim X(t) = /(t) en utilisant que I’intersection de I"
(qui est de dimension dim 3) avec O(b) est transverse.

La proposition 2.3.3 ramene (ii) au cas d’une variété de Deligne-Lusztig ordinaire et le
résultat est alors [19, théoréeme 2.3]. De méme, (iii) se déduit du cas des variétés ordinaires
[9, théoreme 9.7], le nombre de Coxeter de G* étant le méme que celui de G.

Le point (iv) est immédiat, puisque O(t) est projective dans ce cas. O

2.3.7. La proposition suivante (cf. [22, Lemma 3]) décrit les variétés associées a une suite
d’éléments contenus dans un sous-groupe parabolique F'-stable du groupe de Weyl comme in-
duites a partir de variétés associées a un sous-groupe de Levi. Pour I C S, on note P; le
sous-groupe parabolique BW;B, on note U; son radical unipotent, on note L; le complément
de Levi contenant T et on note B; le sous-groupe de Borel B NL; de L;. Rappelons que si By
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est un sous-groupe de Borel de L;, alors B;U; est un sous-groupe de Borel de G. On note pr,,
la projection de P; sur L; = P;/Uj.

Proposition 2.3.8. Soit I C S une partie F-stable et soient t1, ..., t, € Wi UW,. Alors, I’appli-
cation

GF/U;? XL;: XL[ (tls e tk) - XG(tls e tk),

2UT xpr (Br.... B> (“B1U)), ... " (BU)))

définit un isomorphisme de variétés compatible avec Uaction de G¥ x F™ pour tout m tel que
F™ fixe (t1, ..., ty).

Preuve. Le morphisme y de 1’énoncé est compatible 4 I’action de G x F™ pour m comme
ci-dessus. Soit /; € L tel que B; = liB 1. Le morphisme peut alors se réécrire :

2U7 xpr ("By....."Br) > (1B,.... "*B).
Nous allons montrer que y est bijectif. Considérons 1’application
{(g1,. &) € G | g giv1 €BiB, i #k; g F(g1) € BuB}
- GF ot xpr il € LA 4 € BBy, i #k; [VF(l) € BryBy ),
donnée par

(812w g0) = XUL xpr (o D),

ol I ' F() = pr, (g7 ' F(gn), i =li—ipr, (g ' g) pouri =2, ... ketxUF =G ngii; Uy
On a gl_lF(gl) = gl_lgzgz_l . --gk_lF(gl) eL,;Uj et glll_l € GF'Uy, donc I’application est
bien définie : [ est défini a multiplication par [ € Lf a gauche pres. Mais alors, tous les /; sont
multipliés par [ a gauche et donc x par [~! a droite.
L’action de B par multiplication a droite sur les g; est transportée par cette application sur
I’action de By = B/U; par multiplication a droite sur les /;. On a donc une application induite

fiXa( o t0) = GT /UL xpr Xu, (11, 1)

qui est un inverse a gauche de y. Puisque x/; € g|B et gilf]UI = g,-,llf_]lUI pouri >2,0na
xl; € giB pour tout i. Par conséquent, f est inverse a droite de y.

Le morphisme produit (x, 1y, ..., ) — (xI1,.. L xl) G x GF > GF est séparable. Il le
reste apres passage au quotient par Uf X B’; puis par Lf et enfin par U’; a ’arrivée. Par restric-
tion a la sous-variété fermée Xg (71, ..., fx) et a son image inverse GF/Uf XLF Xy, (1,05 ),

le morphisme reste séparable.
Le morphisme y étant bijectif, séparable et la variété d’arrivée étant normale (proposi-
tion 2.3.5), c’est bien un isomorphisme (théoreme 2.2.2). O



F. Digne et al. / Advances in Mathematics 209 (2007) 749-822 763

Nous allons maintenant introduire une technique (proposition 2.3.13) qui nous permettra
d’étudier par récurrence les variétés de Deligne-Lusztig (généralisées) et qui généralise le cas
particulier de 1’énoncé précédent ol tous les #; sont dans W.

Pour cela nous avons besoin de deux lemmes sur le monoide de tresses.

Lemme 2.3.9. Soientw € BV ets €S tels que Vs € BT et soit wy - - - Wi, la forme normale de w.
Alors, pour tout i, on a ¥i""Wks € S,

Preuve. Nous allons démontrer le lemme par récurrence sur k. L’élément Vs € BT est de lon-
gueur 1, donc ¥s =t € S. On a wy - - - wis = twy - - - wg. Par [28, lemme 4.6], il existe w’] <w
tel que a(twy ---wg) = tw’l. L’égalité précédente montre que wi < o (twy - - - Wg) = tw’l < twy.
Il y a donc deux possibilités :

i) W, = wy et alors tw; = WS pour un certain s; € S. Alors wyp - -- W;S = S| W - - - Wy et on

i) w) t alors t p t S. Al t
conclut par récurrence.

(i) II existe s; € S tel que w; = w/lsl = tw’l. Ici encore on en déduit que wy---Wwis =
S|W2 - - - Wi et on conclut de méme. 0O

Lemme 2.3.10. Soient we BV et I,J C S tels que Y B; C Bj. Alors, @IWY < J et I’image
B(wj(w)) dans W est J-réduite.

Preuve. De I’hypothése il résulte que si s € I, alors ®/™s € B;. Posons /s = a~!b ou
a,be B;r n’ont pas de diviseur a gauche commun (non trivial) (ce qui est toujours possible par
[28, corollaire 3.2]). On a oy (bw; (W)) = b, car, si on écrit bw; (W) = bxy ou bx = oy (bwj(W)),
en simplifiant on a x < w; (W) ce qui implique x = 1 puisque par définition aucun élément de
B;’ ne divise w;(w). Donc tout élément t de J qui divise bw;(w) divise b. Mais comme on
a awy(w)s = bw; (w), tout t € J qui divise a divise bw; (W) ; le fait que a et b n’aient pas de
diviseur commun implique alors que a = 1. Alors, /(b) = 1, donc b € J et ®/™s ¢ J, ce qui
démontre la premiere assertion.

Nous démontrons la deuxieme par récurrence sur le nombre de termes de la forme normale de
wj(w), ’assertion étant claire si cette forme n’a qu’un terme. Notons wy - - - Wy cette forme nor-
male. Par le lemme 2.3.9, J| = "2""WI est inclus dans S. La premiére partie du lemme montre que
@5 (W2 WOT  J;, donc @y, (W2 -+ W) = Wg - - - Wg. On en déduit que B(wo - - - wi) est Ji-réduit
par I’hypothese de récurrence. On est ramené a prouver le résultat dans le cas ou la forme nor-
male a deux termes, c’est-a-dire a prouver que si v; € W est un élément J-réduit qui conjugue J;
sur J et vy € W un élément J;-réduit qui conjugue I sur J; alors vyv; est J-réduit. Un élément
s de J ne divise pas v, donc divise viv; si et seulement s’il existe un élément de S qui divise

. , . . . 71 7212
vy et dont le conjugué par vy vaut s. Ceci est impossible car '1 s € J; et aucun élément de J; ne
divise vp. O

Définition 2.3.11. Soit L (respectivement U) un complément de Levi (respectivement le radical
unipotent) d’un sous-groupe parabolique de G et n € G tel que L est n F-stable. On pose

X“Yn) ={gUeG/U| g F(g) e UnF(U)}

(nous noterons f(]é’U(n, F) cette variété quand nous voudrons préciser G et F'). Sur cette variété
les groupes G et L agissent respectivement par multiplication & gauche et 2 droite.
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Définition 2.3.12. Soient w € BT et I C § tels que WF(B;) = B;. On pose z = w; (W), on
note zp ---z la forme normale de z et on pose I; =%"%F() (onalj =TetI; C S par
les lemmes 2.3.9 et 2.3.10). Soient 21, ..., z; des relevés dans Ng(T) de zy, ..., zx ; on note
X1, ..., 2) la variété

“’Lll ><»--><IkaUll XX I

Xox (G1h- 20, F1)
ol Fr(g1,---,8k) = (82, 8k, F(g1)).
Autrement dit,
X1y Gl1se.nn2p) = {(&1Uy,, ..., &Uy)
|gi_1gi+1 €U,z Uy, pouri <k et gk_lF(gl) eUpzF(Up)}.

Le groupe G ~ (G¥)F1 (cf. proposition 2.3.3) agit par multiplication a gauche sur cette

ciis s . . N C . . . Gloenzi)FI ~_ 3 2F
variété. Soit z = Zj - - - Zx. La premicre projection induit un isomorphisme L; [0 © — Lj".

Ceci fournit une action a droite de LfF sur X1y (21, -+, 2k)-

Proposition 2.3.13. Sous les hypotheses et avec les notations de la définition 2.3.12, soit y =
o (W) et soity =Y - --yp une décomposition de 'y en éléments de W. Alors, I’application

((€1Uz. ... &Up). By, ... By) = ($'(B1Up), 8 BaUy), ... 81 (B, Uy),
S (EFB)UY, ), & (2 *FBUL), ..., 5% (*FB)UY,))

définit un isomorphisme
X1, s 22) Xpzr XL, 1. - 3. 2F) S X(Plseees Vi 2l oo Z0)-
Via les isomorphismes canoniques, on en déduit un isomorphisme
X1 Gt @) xqr Xi, (v 2F) = X(w)

qui ne dépend pas de la décomposition choisie de'y et qui est compatible avec les actions de GF
etde F" pour tout n tel que 1,y et (21, ..., 2x) soient F"-stables.

Preuve. Nous pouvons simplifier la formule du morphisme en introduisant / € L; tel que
B; =B et en posant [; = %% F(l) € L. On a alors "% F(B)Uy, = B car B;U, =B
et F(B)) = li Ei%kF(By)) = liBII. . Le morphisme s’écrit donc

(€10, ..., 8Up), By, ..., By))
= (1B1U)), ¥ (BaU)), ..., 8 B, U), $1B, #2B, ... $kB). ()
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Sous cette forme on vérifie qu’il est a valeurs dans X(y1, ..., ¥n, 21, .-.,2k) ; par exemple, en
écrivant que gl._lgH_l € Uy, z; Uy, on trouve que

(@il Ngimliv) € Ul 211Uy, CBzB (car ] '2il41 = 2),

donc (8% B, 8i+1li+1B) est bien dans O(z;).
Remarquons maintenant qu’on peut se ramener au cas k = 1. En effet par la proposi-

tion 2.3.3, on a un isomorphisme X(w) = Xt ((yZ1, 22, ..., Z), F1) ou (yz1,22,...,2;) €
(BH)X est un élément dont le O x.x1I, €St (21,22, ...,2Z;) € Wk, I’image de (By,...,Bp4r) €
X(y1,---» Y, 21, ..., 2k) par cet isomorphisme est I’élément de Xqr ((y1, 1,..., 1), ..., (yn, 1,

D, (z1,-.-,2k), F1) donné par

(B1.Bpi2, ... Brgr), B2, Buya, ... Brg), ... Buy1, Brga, ... Biys)),

et on vérifie que cet isomorphisme est compatible avec la formule (x). ~

Nous sommes donc ramenés au cas ot w =yz avec z€ W, “I =1; on a X(;)(2) = {gUy |
g 'F(g) € U;zF(Up)} et le morphisme qui va de 5((1)(1') XLiF XL, (1, ..., yn, 2F) vers
X(y1, ..., Yn, z) est donné par

(¢Ur, By, ..., Bp)) = (*B1Up), $B2U)), ..., 5B, Up), ¢ (FF(B1)Uy)). (k)
On se ramene alors au cas & = 1 en utilisant I’isomorphisme donné par la proposition 2.3.3,

X(w) = Xgn (V1. -, Yn—1.¥42), F1)

(notons que y,z € W d’apres le lemme 2.3.10) ; on vérifie que cet isomorphisme est compatible
avec (kx).

Nous sommes donc ramenés au cas w € W, oll comme expliqué apres la définition 2.3.2,
on a X(w) => {hB | h~'F(h) € BwB} et Xy, (y,2F) = {IB; | I"'*F () € B;yB,}. 1l s’agit
alors de montrer que le morphisme j,, donné par (gUy,/B;) — gIB réalise un isomorphisme
X(1)(@) xyzr Xu, (7. 2F) 2 X(w).

Or le diagramme suivant est commutatif :

G/U[ XL, L]/B] G/B

iT iy

X1 () XLiF XL, (v, 2F) — X(w)
Jw

ol i, est 'inclusion canonique, i 1’application induite par les deux inclusions canoniques
5((1)(2) — G/U; et Xy,(y,zF) < L;/B; et ou j, donné par la méme formule que j,,
est un isomorphisme (il admet comme inverse gB +— (gU;, B;)). Montrons que i est in-
jectif : si (WUy,IBj) et (h'U;,l'IB;) sont tous deux dans X(I)(z) XLLF XL,(y,zF) avec
I' € Ly alors h='F(h) et (hl")"'F(hl') sont dans U;3F(U;) et Iintersection (U,ZF(U,)) N
(U ISF('"H)3F(Up)) nlest pas vide, puisqu’elle contient s~ 'F(hz=!. Or L; = Uy \
P;iFPp)/ {F(Uy), donc !’ € LfF . Par conséquent, i est une immersion fermée.
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Montrons maintenant que j, est surjectif. Soit & € G tel que h~'F(h) € BwB. On a
BwB U;B;yzFB;)FUy) = U,B;yB1zF(U1) car *F(By) = By. Soit I’ € B;yB; tel que

h='F(h) € U;l'zF(Uy). Puisque F(L;) = Ly, il existe [ € Ly tel que ["'*F()=1. On a
alors A= F(h) e I7'U;2F(Up)F(l). Soit g =hl~'. Ona g~ F(g) e U;2F(Uy), donc (g,1) €
5((1)(2) XLF X, (y, 2F). On a donc montré que jy,, est surjectif.

On en déduit que j,, s’obtient a partir de j par changement de base, donc c’est un isomor-
phisme. O

3. Cohomologie

On fixe un nombre premier ¢ différent de p. Pour la commodité de 1’exposition, on fixe un
isomorphisme Q¢ => C. Pour tout t € B, la variété X(t) est munie d’actions de G¥ et de F?®
qui commutent. Ces actions sont données par des morphismes propres. Elles induisent donc des
actions qui commutent sur les groupes de cohomologie ¢-adique a support propre H! (X(t), Qo).
Puisque I’endomorphisme F? induit une équivalence de sites étales, il agit par un endomor-
phisme inversible sur la cohomologie. Nous avons donc une représentation du groupe G x (F?)
sur la cohomologle Nous nous intéressons dans cette partie au Qg (GF x (F ‘3)) module gradué
H}(X(t), Q¢). Nous omettrons dans la suite les coefficients quand ils sont égaux a Q et écrirons
simplement HC’ (X(t)).

3.1. Constructions

3.1.1. Pouro:A — B un morphisme d’algebres, nous notons o * le foncteur de restriction a
travers o de la catégorie des B-modules vers celle des A-modules.

Pour C un complexe et i € Z, nous notons C[i] le complexe décalé de i crans vers la gauche.
Pour k un anneau commutatif et M un k(F?)-module, nous notons M (i) le k(F%)-module o* M,
ot o :k(F%) — k(F?%) est I’automorphisme qui envoie F® sur ¢~ F?.

3.1.2.  Nous allons passer en revue un certain nombre de propriétés des (G’ x (F?))-modules
H (X(1)).
La proposition 2.3.8 admet le corollaire suivant (Ia cohomologie « s’induit » d’un sous-groupe

de Levi au groupe).

Corollaire 3.1.3. Soit I une partie F-stable de S. Alors, pour toute suite t1, ..., ty d’éléments
de Wy U W ,, on a isomorphisme de (GF x F%)-modules gradués

RSI (HC*(XLI (t,..., tk))) = HC*(X(;(tl, R tk)).

Nous avons noté RG I’induction de Harish-Chandra définie sur les L -modules par
IndG o pL F OU pp r est la restriction de pr,, en un morphisme de groupes PF — LF
1 I

3.1.4. Nous généralisons maintenant une partie de [9, théoréme 1.6]. Pour t',t” € BT, on a
un isomorphisme canonique

X(t't") = {(a,b) € O(t) x O") | p"(b) = F(p'(@)) et p"(a) = p' (D) }.
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Définition 3.1.5. Pour t',t” € BT, nous définissons le morphisme Dy : X(t't") — X(t"F(t))
comme la restriction du morphisme O(t") x Ot”") — O(t") x O(F (1)), (a, b) — (b, F(a)).

Choisissons des décompositions t' =ty ---t; et t’ =t;|---t, avec ; € W U W. Alors, le
morphisme Dy : X(t1, ..., ;) = X(tkt1, ..., ta, F(t1), ..., F(#)) estdonné par Dy (B, ..., B,)
= Bi+1,..., By, FB1), ..., F(By)).

Proposition 3.1.6. Soient t',t" € B*. Alors, le morphisme Dy induit une équivalence de sites

étales X(t't") D, X" F (). Il induit donc un isomorphisme de (GF x (F%))-modules gradués
HXX(EY) <> HXXEF(X))).

Preuve. La démonstration de [9, theorem 1.6 (case 1)] s’applique ici. On a un diagramme com-
mutatif

Xt L (D
=
F F
X(FW)F(t") ————= X(F(t") F*(t)).
F(t)

Puisque F 8 est une équivalence de sites étales, F aussi en est une; les fleches verticales sont
donc des équivalences de sites étales, il en est alors de méme des fleches horizontales. O

Deux éléments t et t' de B sont F-conjugués s’il existe w € B tel que t' = w™'tF(w). La
proposition 3.1.6 montre 1’invariance de la cohomologie H}(X(t)) pour une forme particuliere
de F-conjugaison.

Conjecture 3.1.7. La classe d’isomorphisme du (G¥ x (F?®))-module gradué H}(X(t)) ne dé-
pend que de la F-classe de conjugaison de t € B,

Nous le prouverons pour G de type A», cf. corollaire 4.2.6.
Proposition 3.1.8. Soit o une isogénie sur G commutant a F. Notons encore o I’automorphisme
correspondant de S et celui qui s’en déduit sur B™. Alors, pour tout t € BT, I’isogénie o induit

un isomorphisme de (GF x (F‘S))—modules gradués H} (X(t)) = o*H}(X(o(t))).

Preuve. La proposition se déduit du fait qu'une isogénie induit une équivalence de sites
étales. O

3.2. Dévissages
3.2.1. Pour j:U— X 1’i_nclusion d’une sous-variété localement fermée, on notera Ay le
faisceau sur X donné par j(Q). Si j est une immersion ouverte et i : Z — X est I’immersion

fermée complémentaire, on a une suite exacte de faisceaux sur X

0—> Ay—> Ax —> Az — 0,
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donc une suite exacte longue
oo > HI(U,Qp) —» H.(X,Qp) > H/(Z, Q) - HF' (U, Qp) — - -.

Par faisceau sur une variété X(t) nous entendrons un faisceau G’ -équivariant et il en sera de
méme pour les morphismes.

Proposition 3.2.2. Soient w € W et t,t' € BT. Alors la variété X(twt') admet une filtration par
des sous-variétés fermées Xo C Xy C --- C Xjq) = X(twt') ou X; = Uvgw,l(u)gi X(tvt). De
plus Xi —=Xi—1 = [, <, 10)=i X(AVY) est une décomposition en union de composantes connexes.
On en déduit une filtration du faisceau constant Axwyy dont les quotients successifs sont

Ax, X, = @ AX(tvr))-

v<w, l(v)=i

Preuve. On obtient la filtration de Axtwt) a partir des suites exactes associées aux décomposi-
tions « ouvert-fermé » provenant de la stratification en sous-variétés fermées. O

Soient w € W et s € S tels que ws < w. Alors, le morphisme (p’, p”): O(ws) — B x B se
factorise par I'immersion fermée O(w) — B x B. Par produit fibré et restriction, on en déduit
un morphisme canonique X(tw st') — X(twt) pour t,t' € BT.

Proposition 3.2.3. Soient t,t' € Bt,weWetseS tels que ws < w.
(1) Soit 7 : X(twst') — X(twt') I’application canonique. Alors,
Ry Axtwst') = Axwty[—2]1(=1).
En particulier, pour tout i, on a un isomorphisme de (G¥ x (F%))-modules :
H (X(twst)) ~ H 2 (X (twt)) (—1).
(i1) Soit ' : X (tw st’) — X(twt') I’application canonique. Alors,
R7t| Axtw st') = Ax(twt)[—21(—1) & Ax(twr)-
En particulier, pour tout i, on a un isomorphisme de (G¥ x (F%))-modules :
H (X(tw st) ~ HI 72 (X(twt)) (-1) & H. (X(twt)).

Preuve. L’application 7 provient par changement de base par I" — B x B (cf. définition 2.3.2)

de I’application canonique analogue 7 : O(twst’) — O(twt). La deuxiéme projection O(s) AN
B est une fibration en droites affines. On a un carré cartésien

O(twst') —— O(s)

T T

O@wt) —— B.
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Par conséquent, le morphisme 7 est une fibration en droites affines. Par changement de base, on
déduit (i).

De méme I’application 7’ provient par changement de base d’une application analogue 7’.
La restriction de 7" au fermé O(twt’) est un isomorphisme et la restriction a2 O(twst') est 7. La
suite exacte « ouvert-fermé »

0— Aowst) = Aoaw st) = Aowr) = 0
devient donc, par application de R/, un triangle distingué
Aowt)[=21(=1) = R7| Aoaw st) = Aowr) ~ -

Le morphisme associ€ Aowyy — Aowt)[—1]1(—=1) est nul (il correspond a un élément de
Ext™ (Ao(wt)» A0(twr)(—1))), d’ou

R Aotw sty = Aowt)[—21(—1) & Aotwr)
et (ii) s’en déduit par changement de base. O

Lorsque sw < w, on a une proposition analogue pour les applications canoniques X (tswt') —
X(twt') et X(ts wt') — X(twt).

3.2.4. Soita:X — SpecF, une variété sur F, de dimension n. Suivant Deligne [7, §3.3.11],
nous dirons que la variété X est rationnellement lisse si le morphisme (@4) x()[2n] — Ra!@g
adjoint du morphisme trace est un isomorphisme. En particulier, une variété lisse est rationnel-
lement lisse. Les conjectures de Weil sur les valeurs propres de 1’endomorphisme de Frobenius
s’appliquent aux variétés rationnellement lisses.

La variété X est rationnellement lisse si pour tout point fermé i, : {x} — X, le morphisme
canonique Qg (n)[2n] — Rii@g est un isomorphisme, i.e., si H(’x)(X, Q¢) =0pouri #n et
H(an> (X, Qp) ~ Qy(—n) [20, définition Al.a]. Cela implique que le faisceau constant décalé
Qe[n] est pervers [1, §4.01].

Proposition 3.2.5. Soit w € W. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) O(w) est rationnellement lisse.

(i) X(w) est rationnellement lisse.
(iii) Pour tout y < w le polynome de Kazhdan—Lusztig Py o, vaut 1.
(iv) Le polynome de Kazhdan—Lusztig P 4, vaut 1.

(v) La variété de Schubert B(w) est rationnellement lisse.

Preuve. Montrons d’abord que (i) et (v) sont équivalents.
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Restreignons le diagramme de la preuve du lemme 2.2.9. On obtient

47 (O(w)) —= O(w)

|
7 (Bw) —— Bw)

ou les morphismes p, g, r sont des fibrations localement triviales, de fibres respectives G, B x B
et B. Par conséquent la lissité rationnelle de O(w ) est équivalente a celle de B(w) (localement,
on compare la lissité rationnelle d’une variété et celle du produit de cette variété par une variété
lisse).

D’apres [20, théoreme A2], la variété B(w) est rationnellement lisse au point b € B(y) C
B(w) si et seulement si Py ,, = 1. La sous-variété fermée S des points non rationnellement lisses
de B(w) est donc I’union des B( y) tels que Py, # 1. L’équivalence de (v), (iii) et (iv) en résulte,
car S étant fermée, on a B(1) C S si et seulement si S est non vide.

Les fibrations de la preuve de la proposition 2.3.5 montrent que (ii) et (v) sont équivalents
(cf. [25, preuve du lemme 4.3]). O

Si x est une indéterminée ou un élément de @Z, nous notons H, (W) I’algebre de Hecke
de W avec paramétre x, i.e., le quotient de I’algébre du groupe de tresses B sur Z[x!/?, x~1/2]
par I’idéal bilatere engendré par les (s 4+ 1)(s — x) pour s € S. On note Ty, (ou simplement 7y,)
I’'image de w € W dans H,(W). On pose T, = Zw’gw Ty pour w e W.

Lemme 3.2.6. Le morphisme canonique Z[x1/2 x~1/21p+ — H,. (W) s’étend en un morphisme
d’algebres Zx1/2, x_1/2]§+ — Hx (W) donné par w— T, pour w e W.

Preuve. La vérification que les relations qui définissent B sont vérifiées dans 7, (W) se fait
par un calcul immédiat dans 1’algebre de Hecke. 0O

Nous notons 7¢ I'image de t € BT par ce morphisme.
Nous étudions maintenant la lissité rationnelle de O(ws) sous I’hypotheése que O(w) est
rationnellement lisse.

Lemme 3.2.7. Soit w € W tel que O(w) est rationnellement lisse et soit s € S. Alors, une des
assertions suivantes est vraie :

(1) ws <w. Alors, Ty Ty = (x + D) Ty.

(i) s 7( w. Alors, Ty Ty = Tys et O(ws) est rationnellement lisse.

(i) s <w,ws > w et il existe y e W tel que ys <y < w et l(y) =1(w) — 1. Alors, y est
l'unique élément maximal de {v € W | vs < v < w}, les variétés O(ws) et O(y) sont ra-
tionnellement lisses et Ty Ty = Tys + xT). h

(iv) s <w,ws > w et il n’existe aucun y € W tel que ys <y < w et [(y) =1(w) — 1. Alors,
O(ws) n’est pas rationnellement lisse.

Preuve. Remarquons tout d’abord que O(w ) est rationnellement lisse si et seulement si Ty, =
D,, (ot CJ, est la base de Kazhdan-Lusztig [26, §5.1] et Dy, = xl(“’)/ZC{U). En effet, on a
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Dy =) y<w Py Ty, et O(w) est rationnellement lisse si et seulement si Py ,, = 1 pour tout
y < w. Selon la proposition 3.2.5, la variété O(w) est rationnellement lisse si et seulement si
le coefficient de D,, sur 71 vaut 1 (si ce coefficient ne vaut pas 1, c’est un polyndme a coef-
ficients positifs, de terme constant 1 et de degré strictement plus grand que 1). La formule de
multiplication pour les D,, s’écrit (cf. [26, §5.1.15]) :

(x 4+ 1)Dy,, Sl ws < w,
= L(ws)—1(y) .
Dy, Dy Dys + Z y<w,ys<y ,LL(y, w)x 2 . Dy, simon.
[(y)#l(w) mod 2

Le cas ws < w donne I’assertion (i) du lemme.

Lentier u(y, w) est le coefficient de x ) ~{0=1/2 dans Py . Puisque O(w ) est rationnel-
lement lisse, on a u(y, w) =0 sauf si /(y) =I(w) — 1 et on a alors u(y, w) =1.

Supposons ws > w et O(w ) rationnellement lisse. Alors la formule ci-dessus donne :

TyTs = Dys + Z xDy. 1)
y<w,ys<y

L(y)=l(w)-1

D’autre part, un calcul direct donne :

TwTs = Tys +x< > T+ Tvx)). )

v<w, vs<v

Sis ;{ w on a donc Ty T = Ty = Dyy d’ot le (ii) du lemme.

Supposons maintenant s < w. L’égalité (2) montre que le coefficient de T, Ty sur 7 vaut
x + 1. Il en résulte que dans (1), il y a au plus un y. S’il n’existe aucun y, alors Dy, = Ty +
x(ZKw’ vs<p Ty + Tys)) a un coefficient x 4+ 1 sur 71 donc O(ws) n’est pas rationnellement
lisse d’ou I’assertion (iv).

S’il existe un y, alors les coefficients de 77 dans Dy et dans D, doivent €tre égaux a 1, sinon
le coefficient de T dans le membre de droite de (1) excéderait x + 1. Par conséquent, O(ws) et
O(y) sont rationnellement lisses, donc Ty, = Dy, et Ty = Dys. La comparaison des égalités (1)
et (2) montre alors que 7Ty = Zv<w’ vs<v(TU + Ty) et on déduit I’assertion (iii). O

3.2.8. Nous étudions maintenant le lien entre variétés X apres oubli d’un sous-groupe de
Borel.

Proposition 3.2.9. Soient t,t' € BT, w e W et s € S tels que s < w et ws > w. Alors, on a un
triangle distingué de complexes de faisceaux sur X (twst') :

Axtwst) = RmiAx(tw sty = Ay[—2](—=1) ~

o w:X(tw st') — X(twst') est la projection canonique et Y est la sous-variété fermée
Uve W,vs<v<w X(t!t/) de X(tﬂt/)'

En outre, le faisceau Ay est dans la sous-catégorie triangulée pleine de la catégorie
DP(X(twst)) engendrée par les Axwy, VE W, vs <v < w.



772 F. Digne et al. / Advances in Mathematics 209 (2007) 749-822

On suppose maintenant que O(w) et O(ws ) sont rationnellement lisses. Alors, il existe un
unique élément y € W tel que ys <y <w etl(y)=Il(w)—1.0naY = X(tXt/) et le triangle
distingué est scindg, i.e.,

R Axw st) = Axtwst) @ Axtyt)[=21(=1).

Preuve. L’ensemble des éléments v € W tels que v < w et vs < w est clos inférieurement pour

I’ordre de Bruhat. Soit V = [yew, y<w, ysgw O(.s) Pouvert de O(w, s ) complémentaire de

Z= [ oxsH= | ows.

xeW, x<w, xs<w veW,vs<v<w

Soit maintenant V=[] ey <, ys2w(Os) HO(Y)) I'ouvert de O(ws ) complémentaire de

Z= ]_[ O(x) = U O(v).

xeW, x<w, xs<w veW,vs<v<w

Alors, on prouve par la proposition 2.2.16(v) appliquée avec w’ = s que le morphisme p =
(', p"):O(w,s) — O(ws) se restreint en un isomorphisme r: V => V et en un morphisme
q: Z — 7. On a alors un diagramme commutatif, ol les deux carrés sont cartésiens et les fleches
verticales propres :

Vel 0w s) <7

L,

V(—J> O(M) QZ.

Par changement de base, on a j*Rps Ao (w,s) = Rr+j* Ao(w,s) = Av. Par conséquent, j* étant
exact, on a 0 = 71 j*Rps A0 (w,s) = J T2 1RP+ AO(w.s)» 1€, T>1RPxAO(w,s) €St supporté
par Z. Puisque i* est exact, on a

‘E>1Rp*A(f)(w’£) ~ i*i*‘r>1Rp*A(/)(&’£) ~ i*‘E>1i*Rp*A@(£,£)
~ i*T>1Rq*i/*A(9(w,£) ~ i*‘L’>1Rq*AZ.
On vérifie, comme dans la preuve de la proposition 3.2.3(ii), que
Rqs Ay >~ Az @ Agz[-2](—1).

Par conséquent, on a T3 Rq«A; =~ Az[—2](—1). Puisque les fibres de p sont connexes, on a
PxAO(w,s) = AOws) €t le triangle distingué

PxAO(w.s) = RPxAOw.s) = T21RPxAO(w.5) ~
fournit le triangle distingué

AO(E) —> Rp*A(’)(&’E) —> AZ[—Z](—I) o,
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Comme Y = (O(t) xgZ x 3 O(t")) x g« I', nous déduisons par changement de base le triangle
distingué voulu pour les variétés de Deligne-Lusztig.

Montrons maintenant 1’affirmation sur Ay. Soient v, v’ € W distincts avec vs < v < w et
v's < v’ < w. Uensemble {x € W | x < v, x < v’} est réunion des intervalles I, = {x ¢ W,
x <z}, 0l zs <z,z <vetz <v'. Parconséquent, X(tvt") NX(tv't") = | J, X(tzt') ol z décrit les
éléments de W tels que z < v, z < v’ et zs < z. On en déduit le résultat sur Ay par application
itérée de la suite exacte de Mayer—Vietoris.

Nous allons maintenant utiliser le lemme 3.2.7 pour établir la derniere partie de la proposition.
Puisque O(w) et O(ws) sont rationnellement lisses, I’égalité du lemme 3.2.7(iii) peut se ré-
€crire (Ty — Ty)Ty = Tys — Ty, car T, Ty = (x + 1)T, d’apres le lemme 3.2.7(i). Dans la preuve
du lemme 3.2.7(iii), nous avons montré que Ty = Zv;w vs<v(Tv + Tys), ce équivaut a I’égalité :
{fvjvs<v<w}={v|vs <v<y}. Onadonc Z = O(y) et on a un triangle distingué

Ao(ws)ld] = Rpx Ao (w,s)ld] = Aoy)ld = 2](=1) ~.

La variété O(ws) est rationnellement lisse, donc Ao (ws)[d] est un faisceau pervers pur de
poids d sur O(ws), ot d = [(w) + 1. Puisque la variété O(y) est rationnellement lisse
(lemme 3.2.7(iii)), le complexe Ao (y)[d —2](—1) est un faisceau pervers pur de poids d. On a
donc une suite exacte de faisceaux pervers

Puisque Ap(ws)ld] et Ap(y)ld — 2](—=1) sont purs de méme poids, le faisceau pervers

Rp1Ao(w,s)[d] est pur, donc la suite exacte se scinde d’apres le théoréme de décomposition
[1, théoreme 5.3.8], i.e.,

Rps Ao(w,5)[d] = Ao(ws)[d]1® Ao(y)ld = 21(=1).

Par changement de base, on déduit une décomposition analogue au niveau des variétés de
Deligne-Lusztig. O

Nous généralisons maintenant [9, theorem 1.6 (case 2)]. Noter que ce résultat, contraire-
ment aux précédents, ne provient pas directement par changement de base d’un résultat sur
les variétés . Nous remercions George Lusztig de nous avoir communiqué le principe de la
démonstration de la remarque de [9, §1.6.3] que les morphismes « d » sont nuls.

Proposition 3.2.10. Soients €S etb € B™. Soit p : X(ssb) — X(sb) déduit par changement de
base de (p', p"):O(s,s) — O(s). Alors, on a un triangle distingué de complexes de faisceaux
sur X(sb) :

Ax(sh)[—21(=1) & Ax(sb)[—1]1 = RporAx(ssh)y = Axp)[—2]1(=1) ~.

En particulier, on a une suite exacte longue de (G¥ x (F%))-modules :

= HIT (X)) (= 1) — HI72(X(sb))(—1) @ H! 7' (X(sb)) — H!(X(ssb))
- H72(XBD) (1) — -+
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Preuve. Choisissons une décomposition b = wy ---wy avec w; € W. Soit X la sous-variété
fermée {(B1, B2, B3, ..., Biy2) € X(s, 5, wy, ..., wg) | By = B3} et soit X, 1’ouvert complémen-
taire dans X(s, s, w1, ..., wg). L’application

(B1,B2, B3, By, ..., Biy2) = (Bi, By, ..., Biy2)
fait de X un fibré en droites affines au-dessus de X(wy, ..., wg), donc
HI(X)) ~ H72(X(b)) (= D).
La variété X, est un ouvert de la variété
Y={(®Bi,....Bry2) | B1,B3,....Br2) € X(s, wi, ..., wi), By 5> By}

La restriction 7 : Y — X(s, wy, ..., wg) de p est une fibration en droites affines et 7 restreint a
Y — X est un isomorphisme. On déduit alors de la suite exacte 0 - Ax, - Ay - Ay_x, — 0
un triangle distingué

RmAx, = Axsh)[—2]1(—=1) 2 AX(sb) ~

9 € Hom(Axsh)[—21(=1), Ax(sh)) = Ext?(Axshy, Axshy (1)) = H*(X(sb)) (1).

Toutes les fleches étant G¥ -équivariantes, on a d € H 2(X(sb))GF. Puisque sb € BT, on dé-
duit de la proposition 3.3.14 a venir (mais dont la preuve n’utilise que des résultats déja
prouvés) que HC2 I(Sb)fz(X(sb))GF = 0. La variété X(sb) est lisse, donc on obtient par dualité
H 2(X(sb))GF =0, donc d = 0. Par conséquent, le triangle distingué donne un isomorphisme
R Ax, = Axsb)[—21(=1) @ Ax(shy[—1] d’ou HI(X2) = HI7>(X(sb))(—1) & H; ™' (X(sb)).
On conclut en utilisant la suite exacte associée a la décomposition ouvert-fermé X(ssb) =
X OUX;. O

3.3. Représentations unipotentes

3.3.1. Nous allons généraliser [24, théoreme 3.8].
On dira que w, w’ € W sont F-conjugués s’il existe v € W tel que w’ = vwF (v) ™!,

Proposition 3.3.2. Pourb,b’ € BT, ona

() (H.(X(b) ® H (X1))S" =0 pouri +i' <1(b) +1(b).
(ii) Les valeurs propres de F® sur (Hé X)) ® Hél(X(b’)))GF sont des puissances entiéres
de ¢°.
(iii) Sii+i’ =1(b)+1(b'), les valeurs propres de F® sur (H!(X(b)) ® HZ/(X(b/)))GF sont des
puissances de q° inférieures a qs(l(b)+l(b/))/2
est F-conjugué a B(b').

et cette valeur ne peut étre atteinte que si 3(b)
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Preuve. Par le théor¢eme de Kiinneth, (Hci X(b)) ® HC"/(X(b’ )))GF est un facteur direct de
HIH (GF\(X(b) x X(b'))). On est donc ramené A prouver les propriétés ci-dessus pour cette
cohomologie.

Soient (x1,...,xx) et (x{,...,x;) deux suites d’éléments de W telles que b = x; ---x; et
b’ = x| ---x] respectivement. Identifions X(b) et X(b’), comme dans la proposition 2.3.3, aux
variétés de Deligne—Lusztig ordinaires du groupe G¥, pour I’isogénie F, associées aux éléments

(x1,...,x) et (x],..., x;) respectivement. La variété G\ (X(b) x X(b)) est alors identifiée a
la variété (G)F1\(X(x1,...,xx) x X(x],...,x;)). D’autre part si les éléments (xi, ..., xi) et
(x{,...,x;) sont Fi-conjugués par (vy, ..., vx), alors les éléments B(b) = x; ---x; et (b)) =

x{ ---x; sont F-conjugués par vi. On est donc ramené a démontrer la proposition pour des varié-
tés de Deligne-Lusztig ordinaires. Nous supposons donc dans la suite que b et b’ sont dans W.

Nous pouvons alors appliquer les résultats de Lusztig [24, proposition 3.4 et lemme 3.5] :
la variété G¥ \(X(b) x X(b’)) admet une stratification par 1’union, quand w; parcourt W, des
variétés

Y(b, b, wi) = GF\{(B1,B}) e X(b) x X(b') | B; = B} }.

On note Z(v, wy) la fibre de (B, “'B) par (p’, p"): O(v) — B x B,pour ve B* et w; € W. Si
v =sj -- - S est une décomposition avec s; € S, alors on a un isomorphisme

Z(v,wi) =~ {(Bo,...,By) e BT |B;_; 55 B;, (Bo,By) = (B,"'B)}.

Prenons v =bF (W])f)/ ou b’ est le retourné du mot b'. Alors, on a un isomorphisme de
F%-modules (cf. [24, lemme 3.5] ol la variété Z(v, wy) est notée Zy ' w,)

HI(Y(b,b, wy)) =~ H (Z(bF (Wb, wy)).

La démonstration donnée par Lusztig s’étend du cas ou F est un endomorphisme de Frobenius
au cas ou F est une isogénie dont une puissance est un endomorphisme de Frobenius, la seule
propriété de F utilisée étant le théoreme de Lang.

Enoncons maintenant le lemme clef :

Lemme 3.3.3. (i) Ona HL’: (Z(v,w1)) =0 pouri <Il(v) — l(wq).

(i) Les valeurs propres de F 8 sur HZ? (Z(v, wy)) sont des puissances de q‘s.

(iii) De plus si k = 1(v) — I(wy), les valeurs propres de F® sont inférieures i g% =1 @)/2,
cette valeur ne pouvant étre atteinte que si B(v) = wj.

Preuve. Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur /(v). Si la variété Z(v, wy) est non
vide, alors une décomposition réduite de w1 peut étre extraite de v. Cette variété est donc vide si
[(v) <l(wy) ousil(v) =1(wy) et B(V) # wy.Sil(v) =1(w;) et B(v) = w; la variété est réduite
a un point : ceci démontre le lemme pour /(v) =I(w1). C’est le point de départ de la récurrence.

Supposons /(v) > I(w1). Si ve W, alors la variété est vide et I’énoncé est vrai. Nous pouvons
donc supposer que v¢ W, i.e., que v=attb ou t € Seta,b € BT. Soienta=s;---s; et b=
Si+3 - - S; des décompositions avec s; € S. On a alors la décomposition v ==sj - - - s;tts; 3 - - - Sg.
Soit F le fermé de Z(v, wy) formé des (Bo,...,B;,B;+1,Biy2,...,Bg) tels que B; =B, et
soit O I’ouvert complémentaire. Alors, F est un fibré en droites sur Z(ab, w1), donc Hé F) ~
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Hé_z(Z(ab, w1))(—1). Quant a O, il est isomorphe au complément de la section nulle d’un fibré
en droites sur Z(atb, wy). On a une suite exacte longue de cohomologie associée a la fibration

- — HI72(Z(atb, w)))(~1) — H!(Z(atb, w))
— HIYN0) —» HI7Y(Z(atb, w))(—=1) — ---.

L’hypothese de récurrence montre alors que HC’: F)=0et HL’: (0O)=0pouri <I(v) —I(wy) et
que

AW () ~ gIEDT @D (Z,ab, w)))(~1) et
HZ(V)—Z(wl)(O) ~ Hcl.(atb)_l(w‘)(Z(atb, wl)).

La suite exacte longue associée a la décomposition « ouvert-fermé »
-+ H{(0) — Hl(Z(v, w))) — H.(F) - H(0) — ---

montre que Hg (Z(v,w1)) =0 pour i < I(v) —I(wy), et que pour tout i, les valeurs propres
de F% sur Hj (Z(v,w1)) sont des puissances de q‘s. Elle montre aussi que les valeurs propres
de F3 sur H'W7'™)(Z(v, w)) sont des puissances de ¢° inférieures a g®¢M—1w)/2,
De plus, cette valeur ne peut étre atteinte que si F° a une valeur propre g®¢@»—/(wi)/2
sur H@ =17 ab w))). Par I'hypothése de récurrence, il faut donc que w; = B(ab) =
B(attb) = B(v), d’ou le lemme. O

De ce lemme nous déduisons maintenant facilement la proposition : aucune des strates
Y (b, b’, w|) n’ayant de cohomologie en degré strictement inférieur a l(bF(wl)f)’) —l(wy) =
1(b) + [(b), les suites exactes longues «ouvert-fermé » données par la stratification montrent
qu’il en est de méme pour GF \(X(b) x X(b")); de méme, les valeurs propres de F 8 sur la
cohomologie de toute strate étant des puissances de ¢°, les suites exactes longues «ouvert-
fermé» donnent la méme propriété pour HZ? (GF \(X(b) x X(b"))). Elles montrent aussi que

Hcl(b) H®) (GF\(X(b) x X(b"))) est isomorphe 2 un sous-espace de

@ Hg(b)+l(b’)(z(bp(w])f)’, w1))-
w1

Les valeurs propres de F 8 sur Hcl(b)H(b/)(GF \(X(b) x X(b'))) sont donc des puissances de
q° inférieures a g®UMHM))/2 et cette valeur ne peut étre atteinte que s’il existe wy tel que
B(F(w)b') =wy, i.e., si B(b) est F-conjugué a B(b’). O

Le corollaire suivant est une généralisation des résultats de [24, corollaire 3.9] et de [10, III,
théoreme 2.3].

Corollaire 3.3.4. (i) Les valeurs propres de F 8 sur un sous-G¥ -module irréductible p de
H.(X(t)) (pour te B™) sont dans q‘SN)\pa)p, out Ay est une racine de I'unité et w, € {1, q‘s/z},
tous deux indépendants de i et de t.
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(ii) Pour tous b et b dans B, les valeurs propres de F? sur (Hé X)) ® Hci,(X(b’)))GF
sont des puissances entiéres de q°.

Preuve. Montrons d’abord la propriété (i) pour t € B*. Dans ce cas, nous pouvons suivre telle
quelle la preuve de [24, corollaire 3.9] en remplacant [24, théoréme 3.8] par le (ii) de notre
proposition 3.3.2 qui en est la généralisation pour les éléments du monoide de tresses. On obtient
alors que les valeurs propres de F° sur les sous-G* -modules irréductibles de méme type dans
les HZ: (Xp) different par des puissances de ¢°. On voit que ces valeurs propres sont des racines
de 1'unité a une puissance de ¢%? prés en prenant un b € W dans la cohomologie duquel p
intervient : dans ce cas on a une variété de Deligne—Lusztig ordinaire pour laquelle on connait le
résultat.

En général, on raisonne par récurrence sur le nombre d’éléments de W dans une décomposi-
tiondet. Sit=twt' avecwe Wett, t BT, alors dans la stratification de la proposition 3.2.2,
les variétés X; — X;_1 vérifient la conclusion du théoréme (par récurrence). En considérant les
suites exactes longues de cohomologie associées a cette stratification, on voit qu’il en est de
méme pour X(t), d’ou (i).

Montrons (ii). Par (i), les valeurs propres de F' % dans (Hé X(b)) ® Hc",(X(b’)))GF sont de la
forme ApAywpw,yq*? avec k € N, oll p et p’ sont des représentations contragrédientes I’une de
I’autre. Si on prend b et b’ dans BT on sait qu’on doit avoir une puissance entiére de ¢°. Donc
Wy =wy eth, = A;,l. On en déduit le résultat. O

3.3.5. Pour H un groupe, on note Irr(H) 1’ensemble des classes d’isomorphisme de Qg H -
modules simples de dimension finie. Nous notons R(H) le groupe de Grothendieck de la caté-
gorie des @e H-modules de dimension finie et R (H) le sous-monoide donné par les classes des
modules. On note [V] I'image dans R(H) d’un Q¢ H-module V. Par abus de notation, on note
simplement p I’image d’un élément p € Irr(H). On pose V, = (V, p)p.

Soit L le sous-groupe du groupe de Grothendieck des Q; (G x (F?%))-modules gradués de
dimension finie, engendré par les classes des représentations ot les valeurs propres de F° sont de
la forme ¢ g% avec ¢ une racine de 1’unité et j € N/2. On définit un morphisme L — Z[t'/?, h]®
R(GT) comme suit. Soit p une représentation irréductible de G et A une représentation de (F 8y
donnée par A(F?) = ¢q% . Alors, on envoie la classe de la représentation p ® A, placée en degré i,
sur hitd p.

D’apres le corollaire 3.3.4, la classe [HX(X(t))] de H}(X(t)) est dans L et le sous-
groupe de L engendré par les classes de telles représentations s’envoie injectivement dans
Z[tY?, h] @ R(GF). Dans la suite du texte nous identifierons [HX(X(t))] a un élément de
Z[t'2, hl @ R(GT), et pour p € Trr(GF), nous considérerons (H}(X(t)), p) comme un élément
de Z[tl/ 2, h]. Dans de nombreux cas, nous pourrons décrire cet élément en termes de caracteres
de I’algebre de Hecke.

On sait que H, (W) ® Q(xl/z) est absolument semi-simple [16, théoreme 9.3.5] et qu’apres
spécialisation des scalaires a Q a travers I’homomorphisme f : /x = 1,ona H, (W) ® s Q —
Q[W]. On a donc une bijection («spécialisation») de 1’ensemble des caractéres irréductibles
de H, (W) ® Q(x'/2) vers I’ensemble des caracteres irréductibles de W. Si x est un caractere
de W, on note y, le caractere de H, (W) qui se spécialise en x ; on a x(w) = f(xx(Ty)) pour
toutw e W.
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Pour ¢ € R(W x (F)) ® Q, on note Ry le «caracteére fantdéme », élément de R(GH ® Q,
donné par

Ry =|W|™! Z Y (wF)(—1) [Resgr H. (X(w))]
i20,weW

(ici la notation Resgr signifie que nous oublions I’action de (F 3>)_ On note £(GF, 1) I’ensemble
des caractéres unipotents irréductibles de G

Pour tout caractére F-stable y de W, nous choisissons une extension x de x a W x (F)
triviale sur F? et rationnelle. Si W est irréductible, il y a une unique telle extension rationnelle,
sauf si § = 2, auquel cas une telle extension est unique au signe pres [26, proposition 3.2]. Soit m
un entier multiple de 8. Nous notons H,» (W) I’algébre de Hecke spécialisée en /x g"?* eR.
Nous notons y,m le caractére de H,m (W) x (F) qui se spécialise en X (c’est une extension du
caractere ygm de Hym (W)).

3.3.6. Nous allons maintenant étendre et généraliser des résultats de [10].

Proposition 3.3.7. Pour tous t € BY, g € G et pour tout entier positif m multiple de 8, le
nombre de points fixes sous g F™ de X(t) est

X | = >0 o) Y. (. Ry): Xgn (TiF).
peE(GF 1) xelr(W)F

Preuve. Fixons une décomposition t =t; ---t; avec t; € W U W. Comme en (2.2.15), on a

X(t1, ... 1) = ]_[ X(1], ..., 1)

(15wt C(t1oens)

..........

sition 1.2, théoremes 1.3 et 2.3] appliqués a la variété Xgk (1, ..., %, F1) isomorphe a X(t)
(cf. proposition 2.3.3). O

Corollaire 3.3.8. Soitte B™. Ona

0) [HX(X®)],__,= > Ry u(LiF)

x elrr(W)F

= Y ) (pRy)-(TiF).

peE(GF,1)  yelrr(W)F
(1) Side plus t est un produit d’éléments w de W tels que X(w ) est rationnellement lisse, alors,

[HX(X®)]= > Ry %2 (TtF)

xeler(W)F

= 3 o 3 (0.Ry) - Ry (TiF).

peE(GF 1)  xelr(W)F
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Preuve. D’apres le corollaire 3.3.4 et la convention 3.3.5, si m est tel que km/ )

on a

=1 pour tout p,

Y (=)' Trace(g F™ | H.(X(V)) = Trace(g | [H (X®)],__, ,_n)-
i
Par la formule des traces de Lefschetz, le premier membre est égal a |X(t)¢F"
pour, tout m suffisamment divisible,

[HXXO) ey = D 2 D (0.Rp) Xgn(TtF),

peE(GF, 1)  xelr(W)F

|. On obtient donc

ce qui montre (i), les deux membres étant des polyndmes égaux pour une infinité de valeurs de ¢.

Démontrons (ii). La proposition 2.3.3 permet de nous ramener au cas ou la suite t est réduite a
un seul terme w. Puisque X(w ) est rationnellement lisse, les conjectures de Weil sur les valeurs
propres de I’endomorphisme de Frobenius montrent que

Trace(g F™ | HL(X(1)) = Y a0/%¢"™ 2 p(g)(p. HI(X(1)).
P

Jointe a la proposition 3.3.7, la formule des traces de Lefschetz fournit alors I’égalité

Z( g™ {p, HL(X®)) =Y (0, Ry) Xgn (TLF)

X

pour tout m. On en déduit (ii). La proposition s’en déduit. O

3.3.9. Nous étudions maintenant les propriétés de rationalité des caracteres des groupes de
cohomologie.

Proposition 3.3.10. (i) Pour tout t € B et pour tout i, le groupe Hci (X(t)) est unipotent comme

GF -module, et les valeurs propres de F® dans HLf (X(t)) sont de module inférieur ou égal a g®'/?.
(i) Si de plus t € B est un produit d’éléments w tels que X(w) est rationnellement lisse,

alors pour tout i le groupe Hc’: (X(t)) a un caractére rationnel comme (GF x (F%))-module.

Preuve. Supposons pour commencer que t est comme dans (ii). Le corollaire 3.3.8(ii) montre
que H}(X(t)) est unipotent et pour tout entier strictement positif m, on a :

X[ = 3= 1) Trace(g F | H (X))

= Z(—l)i Z (quai/z)m Trace(g | Hci (X(t))p).

peE(GF 1)

Soit [A] le caractere de (F‘S) défini par F3+> . On pose Hj X(t), = @{mx,,:x} HL’: (X(1),.
Alors, pour tout g, I’élément

Z( 1) [2q*"/*] Trace(g | H(X(1)),)
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de R({F?)) ne prend que des valeurs entiéres sur les puissances strictement positives de F?,
donc est stable par tout o € Gal(Q/Q). Comme o ([Ag%/?]) = [0 (1)¢q%/?] et que les carac-
teres [Aq‘w 2] sont tous distincts quand i décrit Z et A décrit les racines de 'unité, on en
déduit que o (Trace(g | HL’: (X(t)))) = Trace(g | HL’: (X(t))s (). Par conséquent, le caractére du
(GF x (F 8 })-module HL’: (X(t)) est o-stable, donc rationnel. On a prouvé (ii) ainsi que le cas
particulier de (i) ou ¢ est comme dans (ii).

On suppose maintenant que t est de la forme t =t;---t, avec #1,...,%, € SUS. On va
établir (i), dans ce cas, par récurrence sur le nombre de i tels que #; € S. Soit i tel que
t; € S. Alors, la variété X(ty ---t;_it;t;11---t;) est union de I'ouvert X(t) et du fermé com-
plémentaire X(t;---t;_1tjyq-- n) Par récurrence, le (i) de la proposition est établi pour
X(ty---t_1t;tiyg---t,) et pour X(t;---t;_1t;11 - - t,). La suite exacte longue associée a la dé-
composition ouvert-fermé montre le resultat pour X(t).

Considérons maintenant un élément quelconque t=t;---t, de B * (avec t; € W U W). Nous
allons montrer (i) par récurrence sur le nombre de #; dans W. Le résultat est déja établi pour
te BT,

Soit j tel que t; = w € W et considérons la stratification de la proposition 3.2.2, ou t =
tp---tj_qet t = tjy1---t,. Parrécurrence, tous les X; — X; 1 vérifient (i). La propriété (i) pour
X(t) se déduit alors de la suite spectrale associée a la stratification. O

Nous utiliserons parfois le raffinement suivant de la proposition 3.3.10(ii), qui étudie I’action
de F. Lorsque F n’est pas un endomorphisme de Frobenius, la formule des traces ne s’applique
pas directement et nous contournons le probléme en utilisant le théoréme 2.2.7 de Fujiwara.

Proposition 3.3.11. Soitt € BT produit d’éléments w € wr te(s que X(w) est rationnellement
lisse ; alors, pour tout i, le caractére du (GF % (F))-module H!(X(t)) est rationnel.

Preuve. Ecrivons t=t;---tyavect; € KF et X(t;) rationnellement lisse. Soiti €{0,...,6—1}
et (¢, F1) = (gF', F®). Pour m =i (mod §), on a gF™ = ¢(F3%)™=D/3 donc, pour m assez
grand, on a (cf. théoréme 2.2.7) :

[

X1, ... 0¥ =) (1) Trace(g F™ | H(X (11, ... 1))

Puisque X(t1, ..., ) est rationnellement lisse, le corollaire 3.3.4, joint aux conjectures de
Weil, montre que les valeurs propres de F sur Hi (X(t1, ..., %)), sont de la forme upqi/z ol i,
est une racine §-ieme de A,. Donc, si on note H "X, ..., tk))ﬁ" I’espace propre généralisé de
F dans H’ X(tq, .. tk))p pour la valeur propre i ,q" i2 ona

|X(t1,...,tk)gFm|=Z( DYy (Mpqi/z)mTrace(gIHCi(X(t],...,tk))’;"),

P {Mp ‘/‘l’p_)"ﬂ}
et on conclut comme dans la preuve du (ii) de la proposition 3.3.10. O

Remarque 3.3.12. Nous conjecturons que tout €lément de Cp+(F) est produit d’éléments de
Cp+(F) et d’éléments de W',
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3.3.13. Soit Id le caractére identité de G'. Soit Id,2, le caractére de H,2, (W) qui se spécia-
lise en le caractere trivial de W (il prend la valeur (h26)' ™) sur Ty,).

Proposition 3.3.14. Soit t € B*. La classe de la partie GF -invariante de H}(X(t)) est donnée
par (H*(X(©)), 1d) = Id;2, (Ty).

Preuve. Nous procédons par récurrence sur le nombre d’éléments de W dans une décomposition
de t.

Démontrons d’abord le résultat quand t € B*. En considérant une décomposition t =
wi---W; ou W; € W et en utilisant la proposition 2.3.3, on se ramene au cas ou t € W. Soit
f un élément de N (T) qui releve ¢. Soit U le radical unipotent de B.

Soit Y(7) = {g € G | g~ ' F(g) € iU}. C’est une variété munie d’une action de G par mul-
tiplication a gauche et de T'F par multiplication 2 droite. On dispose aussi d’une action de
U N U par multiplication 2 droite. On a un isomorphisme de variétés compatible a I’action de
GF 19, §1.11]

g—*B,  (Y(H/(UN'U))/TT = X@).

Le morphisme quotient 7: Y(7) — Y(#)/(UN ’_ U) est une fibration a fibres des espaces affines
de dimension /(wqg) — [(¢). Par conséquent, 7, Q; >~ Q¢[2(I(¢) — I (wp))](l(t) — [(wg)), donc on
a un isomorphisme de Gf -modules

HY (X (1) = H P 0=ONy i) /1) (L (wo) — 1(1)).

La variété Y(t)/G¥ est isomorphe 2 U et I’action correspondante de T'¥ est 1’action par conju-
gaison. Cette action s’étend en ’action par conjugaison du groupe connexe T. Or, un groupe
connexe agit trivialement sur la cohomologie [9, proposition 6.4], donc

HXU) ~ BT ~ 1 (v ()17

~ ijz(l(w())fl(t)) (X(t))GF (l(l) - l(wo))-

Puisque U est un espace affine de dimension /(wp), on en déduit ’égalité (H>(X(t)),Id) =
(h26)! O,

Passons maintenant a I’étape générale de la récurrence. Considérons une décomposition
t =twt’ avec t,t' € BT et w € W. On considere la stratification correspondante (cf. proposi-
tion 3.2.2). L’hypothese de récurrence s’ applique aux composantes des variétés X; — X;_1. En
particulier, la partie G’ -invariante de leur cohomologie est en degré pair. Il en résulte que les
morphismes de connection des suites exactes longues ouvert-fermé de cohomologie associées
a la stratification sont nulles lorsque ’on se restreint 2 la partie ot G/ agit trivialement. Par
conséquent,

H (X)) =P H X - X%,

d’ou la proposition. O
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Soit ¢ le caractere signe de W et & 1’extension telle que F agit trivialement. Nous notons St
le caractére de Steinberg R: de GF.

Proposition 3.3.15. Soitte BT. Ona (HX(X(1)), St) = &4,2,(Ty). En d’autres termes :

(i) La représentation de Steinberg n’intervient pas dans H}(X(t)) sit ¢ B™T.
(ii) Pour te BT, le seul groupe de cohomologie oi la représentation de Steinberg intervient est
Hcl(t) (X(t)) ; dans celui-ci, elle a multiplicité 1 et est associée a la valeur propre I de Fé.

Preuve. Lorsque t est un produit d’éléments de S, le résultat est fourni par le corollaire 3.3.8(ii),
car g2(T5) =0 (siseS) et g,2(Ty) = 1.

Soit maintenant t =t; ---t, avec #1,...,t, € SUS. Soit i tel que #; € S. Par récurrence sur
le cardinal de {i | #; € S}, la représentation de Steinberg n’intervient pas dans la cohomologie
de la variété X(t; ---t;_1t;t; 11 ---t,). La suite exacte associée a la décomposition ouvert-fermé
O(t;) = O(t;) 1 O(1) montre que HZ? X(t)st = HZf_l(X(tl <eoti—1tiy1 - - ty))se et la proposi-
tion en découle par récurrence.

Soit t = t;---t, avec t1,...,t, € W U W. Nous allons procéder par récurrence sur
> ;U(t;) — 1), ot i décrit les entiers tels que #; ¢ W. La proposition est déja établie lorsque
cet entier est nul. Sinon, il existe i tel que ; = v € W — §. Soient w € W et s € § tels que
v =ws et w < v. Par récurrence, la représentation de Steinberg n’intervient pas dans la co-
homologie des variétés X(ty ---t;_jwstj1q---t,) et X(t;---t;_W'tj11---t,) pour w’ < w. La
proposition 3.2.9 permet alors de déduire la proposition pour X(t). O

Pour w € W, on pose R, = Y, (= DI[H!(X(w))] € R(GF).
Proposition 3.3.16. Pour touts € S¥ ettoutn €N, ona

np2n n

[H (X(s")] = ——(Ri+ R) + = (Ri = Ry).

Preuve. Lorsque le rang de G est 1, la proposition résulte des propositions 3.3.14 et 3.3.15, car
alors R| + Ry = 2[Id] et Ry — R = 2[St]. Le cas général s’en déduit par induction de Harish-
Chandra a partir du sous-groupe de Levi défini par s (cf. corollaire 3.1.3). O

Proposition 3.3.17. Soient s € S et b € Bt tels que bF(s) = sb. Alors, il existe Hy, H; €
Z1t'2, hl @ R(GF) tels que [H} (X(s"b))] = h" Hy + (h2t)" H; pour tout m € N,

Preuve. Nous appliquons la proposition 2.3.13 avec I = {s} et w = s"'b. Soit z = w;(b) et
n € N tel que oy (b) =s". On a alors w; (s"b) =z et a; (s"b) =s"1". Soit z =1z, - - - z la forme
normale de z et Z; un relevé de z;. On pose F’' = Z; --- z; F. Soit L = L; un sous-groupe de Levi
de G de type A;. On note Y = 5((1)(21, ..., Zk), variété munie d’une action a droite de LE et
d’une action 2 gauche de G*'.

OnaX(s"b) > Y x  Xp (s"*", F"). Le groupe LY ' possede deux caracteéres unipotents, Idy,
et Sty, et la proposition 3.3.16 montre que [H*(Xy,(s"*", F'))] = K"+ Sty, +(h%¢)"+" 1dy,. On
déduit de la formule de Kiinneth que

[H (X(s"b))] = A" [HF (V)sy | + 020" [HE (Ve ],

d’ou la proposition avec Hy = h"'[H} (Y)sy ] et H; = (hzt)”[H;"(Y)IdL]. O
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Proposition 3.3.18. Soit x € R(W x (F)) ® Q tel que R; € RT(GF) et soit I une partie
F-stable de S. On suppose que X est combinaison linéaire de caracteres ¥ € Irr(W X (F)) tels
W (F) _
que (Reswl ¥, 1d) =0.
Alors, pour tous t,t € BT et tout caractére unipotent p tel que {p, R;) # 0, on
HX(twht')), =0.

Preuve. Nous procédons comme dans la preuve de la proposition 3.3.15 pour nous ramener au
cas ol t, t’ sont dans le sous-monoide engendré par S.

Puisque Tw(l) est un multiple de I’'idempotent central de H2, (W) associé au caractere trivial
Id;2,, il agit par O dans toute représentation V de H,2,(W) dont la restriction a W, ne contient pas
le caractere trivial. Par conséquent, pour tout ¥ € Irr(W x (F)) tel que (Res%l>q (F) Y, 1d) =0, on
a2, (T@(z) o) =2, (Tt TE(I] Ty F) = 0. Par hypotheése, x est combinaison linéaire de caracteres
Y ayant cette propriété, donc )th,(T@ét,F )=0.

L’orthogonalité des caracteres R¢; [24, §3.19.2] permet de déduire du corollaire 3.3.8(ii)
que (H(j"(X(tg(I)t/)), R;) = )th,(T@(l)t,F) = 0. Puisque Rj € RT(GF), on obtient finalement
HX(tw{t)),=0. O

Corollaire 3.3.19. Pour tous t,t' € BT et pour tout caractére unipotent p # Id, on a
H(X(twyt')), =0.

Preuve. Lusztig [26, §5.10 et theorem 6.17] a montré qu’il existe une famille d’éléments a,, r €
R(W x (F)) ® Q, pour w € W, vérifiant les propriétés suivantes (nous suivons les notations de
Lusztig au signe pres) :

— Pour w # 1, on a (Resw ay r, Id) =0.

- OnaR,,, € RT(GF).

— Le sous-groupe de R(G’') engendré par les R
engendré par les R > pour ¢ #1d.

a,r» POUr W # 1, coincide avec le sous-groupe

Le résultat se déduit alors immédiatement de la proposition 3.3.18, appliquée a x = a,,r pour
weW—{1}. O

3.3.20. Nous généralisons maintenant des résultats de [24].

Proposition 3.3.21. Soit p un caractére unipotent de G* et soit by € B+ un élément de longueur
minimale tel que H}(X(bo)), # 0. Alors

(1) bg € W et, si p* est le caracteére dual de p, I’élément by est aussi de longueur minimale
pour la propriété HY (X(bg)) o+ # 0.
(i) Ona HL’: (X(bo))p =0 pouri #I(bg) et F? agit sur Hé(b(’) (X(bo)), avec une valeur propre
de module ¢®'®0)/2,
@iii) B(bg) est de longueur minimale dans sa classe de F-conjugaison et cette classe de F-con-
Jjugaison ne dépend que de p.
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(iv) Soitb € B tel que Hcl(b) (X(b)), #0. Alors, les valeurs propres de F3 sur Hg(b) (X(b)),
sont de module inférieur ou égal a q®*®/2 et cette valeur ne peut étre atteinte que si (b)
est F-conjugué a (bg).

Preuve. L’assertion que by est dans W est [24, example 3.10.c]. On pose w = by et soit w =
s1 -+ - s, une décomposition réduite de w. Soitt' = | - - - 5. Le complémentaire de I’ouvert X(w)
de X(t') est stratifié par des variétés X(b') avec b’ € B+, [(b’) < I(w). Par minimalité de w, les
groupes de cohomologie de ces variétés ne font pas intervenir p. Les suites exactes longues
de cohomologie montrent alors que les composantes de type p de H(f: (X(w)) et de Hci X(t))
sont isomorphes. D’apres la proposition 3.3.10(ii), on a H*(X(t")),« # 0. En échangeant les
roles de p et p* on déduit que p* ne peut pas intervenir dans H(X(w')) si [(w') < [(w). La
stratification montre donc que H}(X(W))y* =~ HY(X(t')),* # 0 et w est aussi un élément de
longueur minimum tel que p* intervient dans la cohomologie de la variété associée, d’ou (i).

On déduit de la proposition 3.3.2(i) que si Hg (X(W)), # 0, alors, i > I(w).

La variété X(t') est une variété projective lisse (cf. proposition 2.3.5). La dualité de Poincaré
montre que si H! (X(w)), # 0, alors p et p* interviennent aussi dans H* ™~ (X(t')), donc dans
H621<w)_i(X(w)). On a donc aussi 2I1(w) —i > [(w), d’ou i =[(w). D’autre part, les conjectures
de Weil montrent que les valeurs propres de F % sur Hg(w) (X(t')) sont de module q‘” w)/2
est donc de méme pour de Hcl-(w) (X(w)), et I’assertion (ii) est établie.

Prouvons (iii). Supposons que w n’est pas de longueur minimale dans sa F-classe de conju-
gaison. D’apres [15, théoreme 1.1] et [17, théoréme 2.6], il existe s € S tel que w = sw’ F(s)
avec [(w) =I(w') + 2, i.e., w=sw's dans BT. Alors, les propositions 3.2.10 et 3.1.6 montrent
que HX(X(W")), # 0 ou HX(X(sw')), # 0, ce qui contredit la minimalité de w.

Soit maintenant w' € W tel que [(w’) = [(w) et tel que Hcl(w) (X(w")), # 0. D’apres (ii), les
valeurs propres de F? sur Hcl.(w) (X(w)),, sont de module g% /2 donc F? a pour unique valeur
propre g% ™ sur le sous-module (non nul) Hg(w)(X(w))p ® Hf(w)(X(w/))p* de (H!™ X(w)) ®
HCl(w)(X(w’)))GF. La proposition 3.3.2 affirme alors que w et w’ sont F-conjugués.

Considérons enfin (iv). On a vu dans (i) que Hcl.(w) (X(W))p* # O etdans (ii) que F 3 agit sur cet
espace avec une valeur propre de module g% ™)/2_ Le résultat résulte alors de la proposition 3.3.2
appliquée a (H:™ (X(b)) & H™ (X(w))©". O

.l en

Le corollaire suivant résulterait de I affinité des variétés X(b) pour b € B, qui n’est connue
que pour g assez grand (proposition 2.3.6(iii)).

Corollaire 3.3.22. Pour toutb € BT et touti <1(b) ona HCi X(b)) =0.

Preuve. Soit p € £(GF,1) et soit w € W un élément de longueur minimale tel que
H!™ (X(w)),+ # 0 (cf. proposition 3.3.21). Soit i tel que H!(X(b)), # 0. On a donc
(H!™ (X(w)) ® H (X(b)))S" # 0. On déduit de la proposition 3.3.2 que [(w) +i > I(w) +1(b),
donc que i > I(b), d’ou le corollaire. O

3.3.23. Nous proposons maintenant plusieurs conjectures mettant en évidence des phéno-
menes de périodicité. Elles sont vérifiées dans les cas des groupes de rang 2 et des éléments pour
lesquels nous calculons la cohomologie (théoremes 4.2.4,4.2.9,4.3.4,4.3.5,4.43 et 4.4.4).
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On note N = [(wq). Pour x € Irr(W)F nous notons A y (respectivement a, ) le degré (res-
pectivement la valuation) du degré générique du caractere y; € Irr(H;(W)) correspondant a x
(¢f. [26, 4.1.1]). Par ailleurs, comme les coefficients (Rj, o) sont indépendants de g (cf. [26,
theorem 4.23]), et comme Rj (1) est la valeur en ¢ d’un polyndme a coefficients indépendants de
q («degré fantdme »), pour tout p € £(GF', 1) il existe un polyndme a coefficients indépendants
de g dont p(1) est la valeur en ¢ (en effet, la partie unipotente de la représentation réguliere est
donnée par erlrr(W)F R; (1)R5). Nous définissons A, et a, comme le degré et la valuation de
ce polyndme (voir aussi [4, theorem 1.32]).

Conjecture 3.3.24. Soitwe BT. Ona
[ (XGew)) | = h* 202X [HE (X(w) ]
On note P — P Iinvolution de Z[t*!/2, h*!] donnée par h — hlettl/2— =12,
Conjecture 3.3.25. Soitw € BT tel que w <X nt". Alors on a
(HX(X(w '), p) = (h*N 7240 2N =00 40)" (1 (X (W), p).

Soit E I’involution d’Ennola de £ (GF , 1) (cf. [4, theorem 3.3] ; loc. cit. consideére une permu-
tation avec signes og dont I’effet sur les dimensions est de changer ¢ en —g ; nous considérons
ici la permutation sous-jacente ; on a E(p) = (—1)42 o (p)).

Conjecture 3.3.26. Supposons wq central dans W. Soitw e BY. Ona
(HF (X(wow)), p) = hR*N=ArtN=@oT4)12( g (X (w)), E(p)).
Un indice pour ces conjectures est la
Proposition 3.3.27. Les conjectures 3.3.24, 3.3.25 et 3.3.26 sont vraies pour h = —1.

Preuve. D’apres le corollaire 3.3.8(i), on a

(HE(XW) 0)y = D Rz p)u(TwF).
xelr(W)F
En sommant sur p € £(G’, 1), nous transformons la conjecture 3.3.24 spécialisée en 1 = —1 en

I’assertion équivalente

Yo Y Ry M (T TyF)

xelr(W)F pe&(GF,1)

=y > et ARy p) i (TwF).

xelrr(W)F peE(GF,1)
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Comme Ay et ay sont les mémes pour tous les x tels que (Rj, p) # 0 (cf. [26, theorem 4.23]),
onaA,=A, eta,=a, lorsque (Ry, p) # 0; nous pouvons donc réécrire cette égalité

> Ry (TaTwF)= Y V% AR 5(TyF),
xelr(W)F xelrr(W)F

ce qui équivaut par indépendance lin€aire des R a I’assertion :
Kt (Ta T F) = 02N~ gy (Ty F).

Soit w(x;) le caractere central de x;. Puisque & est central, cela revient a voir que w (x;)(Tx) =
12N—ax=Ax  &galité bien connue (voir par exemple [26, 5.12.2]).
Par un calcul analogue, la conjecture 3.3.25 se transforme en

% (T ' T2 F) = "N == A0 3 (T F).

Vue la formule ci-dessus pour w(x;)(Ty), ceci équivaut a )Z,(TW_IF) = x:(TwF) ; ceci résulte
de ce que t =1 Ty T, 1 F > F estun anti-automorphisme semi-linéaire de H;(W)
(F) qui fixe les caracteres irréductibles (car il les fixe pour r = 1, puisque tous les caracteres
irréductibles de W sont réels et que nous avons choisi I’extension y rationnelle).

Enfin, par un calcul analogue, la conjecture 3.3.26 se transforme en

0G(Ry) %t (Tw Ty, F) = tN @ T 402 R 2(TW F).

Puisque par loc. cit. on a w(x;)(Tw,) = tN_(“P+AP)/2a)(X)(w0), cela revient a 1’égalité
oc(Rz) = w(x)(wo) Ry. Cette égalité est a son tour équivalente a oG (Ry) = Ruyuw,. Cette der-
niere égalité se ramene au cas des groupes quasi-simples ; pour les groupes exceptionnels c’est
une vérification d’un nombre fini de cas que nous avons effectuée par ordinateur. Pour les cas des
groupes classiques, nous pouvons extraire la preuve de celle de [4, theorem 3.3]. En effet, avec
les notations de loc. cit., T~ est un tore de type wwg si T est de type w ; 1’énoncé [4, theorem 3.3]
suppose le tore d-déployé pour un certain d ; mais la preuve de la commutation de I’induction
de Lusztig avec og donnée pages 52-53 de loc. cit. n’utilise pas cette hypothese dans le cas des
tores. O

3.4. Indépendance de ¢

3.4.1. Soit X une variété quasi-projective sur IF‘[,. On note CH, (X, n) les groupes de Chow
supérieurs de Bloch. On pose H™'(X, Z(n)) = CH, (X, r — 2n) («homologie de Borel-Moore
motivique »). Nous renvoyons a [21, II, §I1.2] et [18] pour leurs principales propriétés.

Lorsque X est lisse, on dispose de morphismes «cycle» : Hrm(’t(X, Z(n)) ®z Q¢ —
H (X, Q¢(n))* et en sommant, on obtient

¢ (X): @ B (X, Z(n)) ®2 Qe(n) — H' (X, Qo).

Si y est un endomomorphisme propre de X, alors il induit un endomorphisme de H™°'(X, Z(n))
et ¢" (X) est équivariant pour cette action.
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Remarque. La construction du morphisme cycle pour des variétés singulieres ne semble pas
encore exister dans la littérature. Pour I’application que nous en faisons a la cohomologie des
variétés de Deligne—Lusztig associées a des groupes de rang 2, le cas des variétés lisses sulffit.
En effet, dans le lemme 4.3.2, la variété X(y) est lisse, car EF = {1, wy}. Dans les autres cas,
les variétés concernées sont associées a des éléments de B™.

Proposition 3.4.2. Soientb, b’ € B*. On considére I’action diagonale de G¥ sur X(b) x X(b').
Alors, pour tout r, le morphisme cycle ¢ induit un isomorphisme

€D HI! (X(b) x X ('), Z(m) % ©z Qe(m) = H (X(b) x X (b)), Q).

Preuve. Commencons par introduire deux définitions. Un morphisme f:Y — X est un quasi-
fibré vectoriel de rang r si c’est une fibration localement triviale (pour la topologie de Zariski), de
fibres isomorphes a 1’espace affine A”. Le morphisme f*: H] (X, Z(n)) — H] (Y, Z(n)) est
alors un isomorphisme (cf. par exemple [18, §1.2.7]). On introduit une relation d’équivalence sur
les variétés comme la cloture de la relation d’étre un quasi-fibré vectoriel et on dit qu’une variété
est un quasi espace affine si elle est dans la classe d’un point. Pour un quasi espace affine X, les
morphismes ¢” sont donc des isomorphismes.

Soient t1, ..., t,, t{, e, tr/l, € §S. Lusztig [27, §2.6] introduit une stratification par des sous-

variétés fermées (G¥ x (F))-équivariantes
O=ZL0 - ZL] c---C ZLm =X(t17-7tl’l) X X(tia -~-»tn/)-

On fixe i eton pose Z =Z;, — Zy, ,. Lusztig [27, §3.3 et 3.5] introduit des variétés lisses Zg
et Z; munies de I’action libre d’un groupe fini 7 commutant aux actions de G et de F. II
construit un isomorphisme (GF x (F))-équivariant Zy/7 — Z [27, Lemma 3.4] et un quasi
fibré vectoriel (G x (F) x T)-équivariant f:Z; — Zo. Il montre [27, §3.26] que G \ Z; est
un quasi espace affine.

On en déduit que c(Z 1)GF est un isomorphisme, donc que c(ZO)GF est un isomorphisme et
finalement que c(Z)GF est un isomorphisme.

Les suites spectrales qui calculent la comohologie £-adique et la cohomologie motivique de
X(t, ..., ty) X X(ti, ..., ty) a partir de celle des Z;, — Z;, , sont compatibles avec les mor-
phismes «cycle ». On déduit que c(X(71, ..., ;) X X(ti, e, tn/))GF est un isomorphisme.

Soient maintenant sy, ..., Sy, 5], ..., s, € S. Soient #; = s; et t/ = 5. D’apreés ce qui précede,

G

F
. . . « s, / ’ N
les morphismes ¢ sont des isomorphismes pour les variétés X(#;,, ..., f;,) X X(ti; e tl.,,), ou
r

1<ij<---<i,<netl< ii << i;, < n’. On déduit de la suite spectrale de Mayer—Vietoris
qui calcule la cohomologie de X(s1, ..., s;) X X(si, e, sr/l,) a partir de celle des X(#;,, ..., ;) X
F . .
X(t),....t; ) que c(X(s1, .., $n) X X(s7, ..., s;/))G est un isomorphisme.
1 v

Dans le cas général, on utilise la suite spectrale qui provient de la stratification (2.2.15) de
X(b) dont les pieces sont des X(sq,...,s,) avecs; € S. O

Remarque 3.4.3. Lorsque b et b’ sont produit d’élements de S, alors,

CH' (X(b) x X(b),n)¢" =0
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pour n # 0 : parmi les groupes de Chow supérieurs de X(b) x X(b), seuls les groupes de Chow
ordinaires ont des invariants sous G

On déduit de la proposition 3.4.2 le corollaire suivant.

Corollaire 3.4.4. Soientb, b’ € B*. Alors, pour tout i, il existe un Q(F)-module L' tel que pour
tout £1q, on a un isomorphisme de Q¢ (F)-modules

~

. . F
Qe ®g L' = HI(X(b) x X(B), Q¢)°
3.4.5. Pour b e B*, soit H (X(b),Q¢); la partie de H:(X(b), Q) ol les valeurs propres

de F? sont de module ¢%/2. D’apres le corollaire 3.4.4, on a, pour t, b € BT, en considérant la
partie de HCk(GF\X(t) x X(b)) ol F? agit par qsk 2, que

Skah = ) (HTH (X, Q)0 HL(X(D), Qe))

iJj

est indépendant de ¢ (o1 pour une représentation V de G’ on note V* la représentation contra-
grédiente).

Proposition 3.4.6. Pour tout b € B, tout x € Ir(W)F et tous i, j, le produit scalaire
(Ry, H.(X(b), Qy) ) est indépendant de £ et est nul si a, # j (mod 2).

Preuve. Sit est dans le sous-monoide de B engendré par S, on a par le corollaire 3.3.8(ii) :

HX(X(®), Q)= Y Ry (TtF).

xelr(W)F

En tenant compte de cette formule on a

Seb =Y (HE(X(©).Qp), ;. HI(X(D), Q)7 )

i

et comme les valeurs propres de F? sur HL’F (GF\X(t) x X(b)) sont des puissances entieres de g°
(voir corpllaire 3.3.4(ii)), cette somme est nulle si k" est impair. Soit X2, (Tt F ) ) le coefficient
de (h*t)//? dans g2, (TtF) et soit

fl K my=" 3" R mF)aei(Ry. H(XM), Qe), )

i,xelrr(W)F

pour m € Hy2,(W). On trouve donc que f(k,k’, Ty) est indépendant de £ pour tout t dans le
sous-monoide de BT engendré par S et pour tous k, k' et est nul si k” est impair. Nous avons
retiré 1’étoile sur Hci (X(b), Q¢); 41—k en utilisant que Ry est rationnel, car X est rationnel.

Pour w € W, on fixe une décomposition réduite w = s1---s, et on pose By, = 5 T,
Alors, {By}wew est une base de H;2,(W). Soit {Cy}wew la base de Kazhdan—Lusztig de
Hy2,(W). 11 existe des entiers py y ;i tels que Cy =) ; Pow.i(W*)'B,. Ona f(k,k',Cy) =
Zi,v DPow.i f(k —2i,k" —2i, By). On en déduit que f(k, k', Cy,) est indépendant de £ et est nul
si k” est impair.
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N

Nous fixons maintenant b et nous notons g(x,i, j) ’assertion de 1’énoncé, a savoir :
(Rjz, Hci (X(b), Q¢);) est indépendant de £ et nul si a, # j (mod 2). Nous allons démontrer
g(x, 1, j) par récurrence décroissante sur a, et croissante sur i. Nous fixons donc une famille F,
nous posons a = ax et nous fixons un élément w de la cellule bilatere déterminée par F. Nous
supposons démontrée g(x,i’, j) pour tout j et tout i’ si a, > a, ou pour tout j et i’ < i si
a, = a. Nous voulons en déduire g(x, i, j) pour x € F. Par [26,5.2.1] on a );2,(Cy, F)ry =0
sii’ < —ay ; eten lisant la preuve de [26, 5.2] on voit que X;2;,(Cy F) =0sia, <a,ousiay, =a
et x ¢ F. Comme dans loc. cit. nous notons ¢, r 5 := (—l)l(w)ihz,(Cw F)(—ay)-

On obtient

fli—a,j—a,C)==D""Y" ey z(Ry. HL(X(b). Qe) ;)
xeF

+ > 21 (Cow ) —ari-in(Rys HY (X(0), Qo))

i’ {xelrr(W)¥|a, >a}

+ Y A (CuF)Carioin(Ry, H (X(0),Q0),0, ).
i'<i, xeF

Les autres termes étant nuls par les remarques qui précedent. Par hypotheése de récurrence les
deux derni¢res sommes sont indépendantes de £ (en utilisant g(x,i’,i" + j — i) pour a, > a et
pour i’ < i, respectivement). On obtient donc que er}' cyF 5 (Rz, H.(X(b), Qy) ), qui s’écrit
(Ra s Hj (X(b), Q¢) ;) avec les notations de [26, 6.17.2], est indépendant de £ pour tout w et est
nul si j # a (mod 2).

Or d’apres [26, (b) above 6.17.1] I’espace engendré par les R, . coincide avec celui engendré
par les Ry, d’ou le résultat. O

Rappelons une version du théoréme de densité de Chebotarev.

Théoreme 3.4.7. Soit L une extension galoisienne de Q. Il existe une infinité de { tels que
L N Q¢ =Q (pour tout plongement de Qq dans C).

Proposition 3.4.8. Soit p un caractére unipotent et soit b € BT. Supposons que pour tous
i et j, le produit scalaire (0, Hg (X(b), Q¢) ;) est indépendant de £, pour 0 = p + p* et
pour 0 un caractere unipotent irréductible différent de p et p*. Alors pour tous i, j, on a
(p, Hci (X(b), Qp) ;) = (p*, Hci (X(b), Q¢) ;) et ce produit scalaire est indépendant de £.

Preuve. L’hypotheése implique que la partie p, p*-isotypique de HI(X(b), Q) j que nous no-
terons simplement H; est de la forme a; jo + a; ;p* ol a; j + a; ; est indépendant de £. Nous
prouvons la conclusion par récurrence croissante sur i, et pour i donné par récurrence croissante
sur j. Par récurrence, on sait donc que pour k < i ettout/,oupourk =iet/ < j,ona a,’(’l =ai,].
En ne retenant que les termes correspondant a la partie p, p*-isotypique dans S»; 3;,p,p On obtient
que

Y (= (H ) ) =2ai ja] j+ ) 2aii(ainj—1 +a] ;)
k1 I<j

/
+ Z Z 2ax 1 (azi—k,2j—1 + az,-_k,zj_z)
I

k<i
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est indépendant de £. On obtient donc que a; ja; jest indépendant de £. D’apres le théo-
réme 3.4.7, il existe une infinité de £ tels que ni p ni p* ne soient a valeur dans Q. Pour de
tels £, on a donc nécessairement a; j = a; ; donc a; ja; ; = (aij + agj)2/4. Pour tout £ on a

donc a; ja] ; = (ai j +aj ;)*/4 ce qui implique ¢; j = a] ; = (a; j +a] ;)/2. O
4. Cohomologies dans les groupes réductifs de rang 2

4.1. Généralités

Nous allons déterminer la cohomologie d’un certain nombre de variétés de Deligne—Lusztig
dans des groupes G de rang 2 (déployés ou non). Dans tous les cas notre résultat principal
sera une «quasi-périodicité» des cohomologies calculées par rapport a la multiplication par un
¢lément central de BT,

Les parties Id-isotypiques et St-isotypiques de la cohomologie d’une variété X(y) sont
connues par les propositions 3.3.14 et 3.3.15. Nous nous intéressons donc seulement a la par-

tie isotypique de ces cohomologies pour les autres caracteres unipotents. Si py, ..., p, sont ces
caracteres, nous écrirons alors H (y) pour la partie (p1, ..., p)-isotypique de ) _; h' H.(X(y)),
représentée suivant notre convention de §3.3.5 par un élément de VATRES hllpt, ..., pul.

Nous commengons par donner un certain nombre de conséquences des propositions du §3.
Nous notons S = {s, ¢} les générateurs de W.

Pour raccourcir les démonstrations, si x, y, z € B+ nous écrirons dans le texte qui suit qu’un
résultat est obtenu «par x % y ER Z» pour signifier que la variété X(x) est une sous-variété ou-
verte de X(y), que X(z) est la sous-variété fermée complémentaire et que le résultat est obtenu en
considérant la suite exacte longue HL’, X(x)) — Hci X)) —> HCi X(z)) — Hci+1(X(x)) —
-+ - qui en résulte.

Lemme 4.1.1. Soit y € BY. Alors,

(i) pourtout x € BY ona H(xy) = H(yF(x)),
(i1) H(sty)= H(sty),
(i) H(ssy) = H(ssy)=h*tH(sy),
(iv) H(ssy)=(h*t+ D)H(sy),
(v) H(wyy)=0.

Preuve. (i) résulte de la proposition 3.1.6. (ii) est une relation du monoide B™. (iii) et (iv)
proviennent de la proposition 3.2.3 appliquée a w = s. (iv) provient du corollaire 3.3.19. O

4.2. Type Ay

4.2.1. Nous considérons maintenant le cas d’un groupe (déployé ou non) de type A,. Dans
ce cas il existe un unique caractere unipotent p différent de St et Id. Nous omettrons la mention
de p dans la notation pour H (y) qui sera représenté par un élément de Z[t'/?, h].

On note R, la représentation de H, (W) x (F) donnée par Ty (\_/)172)’ T, —~ (’6 *_/’1?) et
F— ((1)(1)) si G est déployé, F — ((1)(1)) sinon.

Lemme 4.2.2. Soit y € B*. Alors,

(i) H(stsy)=H(stsy)=h*tH(sy).
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(i) H(sty)=hH(ty).

(iii) H(stsy) =hH(sty).

(iv) Soit o I'automorphisme de BT donné par I’échange de s (respectivement s) et t (res-
pectivement t) (c’est U'action de F si (G, F) est non déployé, i.e., de type >A»). Alors
H() =H(©G ().

(v) Si'y estdans le sous-monoide engendré par W, alors on a H(y) = Trace(Ty F | R2,).

Preuve. (i) vient des relations de BT, de la proposition 3.2.9 appliquée &4 w = st et y =5, et de
4.1.1(v). (ii) est obtenu par 4.1.1(v) et par

tsty % stsy L 1y,
(iii) est obtenu par 4.1.1(v) et par
0 f
stsy = stsy —> sty.

(iv) est une conséquence de la proposition 3.1.8 en prenant comme isogénie 1’automorphisme
d’opposition de G. Enfin (v) est une conséquence immédiate du corollaire 3.3.8(ii) et du fait que
dans un groupe de type A; toutes les variétés X(w ) pour w € W sont rationnellement lisses
(cf. proposition 3.2.5). O

4.2.3. Nous décrivons maintenant pour un certain nombre de variétés une périodicité par
rapport a la multiplication par  ; nous conjecturons qu’une telle périodicité a lieu pour toutes
les variétés associées a des éléments de B+.

Théoréme 4.2.4. Soit (G, F) un groupe déployé de type As, soit w = (st)* et soit y € BT
apparaissant dans la table ci-dessous. Alors, pour tout n, on a H(yn™) = (h33)" £ (y) ot f(y)
est la valeur de H (y) donnée par la table.

y H(y)

1 2

5.t W2t +h
st 2 +1

s, tt Ry
st,ts h2

st, ts h

st, ts K3t

sts, tst, stt, sst 0

sts, tst, stt 42+ n?
stst, ssst K312

tsst, sstt 103 + ht
tstst = stsst 1713 4 h0:2

Preuve. Nous procédons par récurrence sur n. Nous traitons en méme temps le point de départ
de la récurrence (n = 0) et le cas général (ot I’on suppose le théoreme prouvé pour n — 1) pour ne
pas avoir a dupliquer certains raisonnements identiques dans les deux cas. Nous supposons donc
H(yr™™ ') connu pour tout y dans la table, et nous allons déterminer H (yx"), en raisonnant
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par longueur croissante de y dans la table du théoreme 4.2.4. Notons qu’un résultat sur H (x) est
équivalent au résultat correspondant pour H (o (x)) d’apres le lemme 4.2.2(iv).

o Cas de ", sm" et sm". Sin =0 la valeur se déduit de la proposition 3.3.16. Sinon, nous
appliquons la proposition 3.3.17 pour m =0, 1,2,3,4 et b = tsstx”~!. Les valeurs de H(s"b)
sont dans la table (connues par récurrence) pour m = 0, 1 et permettent de déterminer avec les
notations de la proposition 3.3.17 : H; = At (h8e3) 1 et Hy = h03 (h813)"~ 1, d’ou, pour tout m,
on a H(s"b) = (h83)"~1(h"*63 + h*t (h*t)™) ce qui donne les valeurs recherchées pour m =
2, 3,4 en tenant compte de s’b=x".

e Cas de st". Sin =0 lavaleur se déduit du lemme 4.2.2(v). Sinon on a

H(sn") = H (ssstsstr" ') = h*? H(stsstr" ") = b’ 1> H (ststn" ")
— h(’tzH(ngJt"_l) — h8t3H(§n’n_l)

d’apres les lemmes 4.1.1(iii) et 4.2.2(iii) puis encore (iii) et (i).
e Cas de str”. Sin =0 on utilise le lemme 4.2.2(v) et sinon on a

H(stn") = H(stttsttsn" ") = h*? H (ststtse" ') = i1 H (st stsm" ")
=h"PH(stse" ") = h* H(sta"™")

d’apres les lemmes 4.1.1(iii), 4.2.2(iii), (i) et (iii).

Jusqu’a la fin de la preuve, tous les éléments de B™ que nous allons considérer sont de la forme
yrr”. Pour simplifier les notations, nous poserons H (y) = (h813) ™" H (yx™) et aussi ﬁ’;. X)) =
Hg+8n (X (y™))(3n). Notons que les lemmes 4.1.1 et 4.2.2 restent vrais pour H sauf 4.1.1(i) qui
toutefois reste vrai pour x € BT, car on a alors H (xyn") = H(yn"x) = H(yxn") cette derniére
égalité car " est central dans B,

e Cas de st et st. On a H(st) =h 2t 'H(sst)y = h=2t"'H(sts) = h~'t~'H(st) par
4.1.1(iii), (i) et le lemme 4.2.2(iii) ce qui ramene au cas précédent. Par les lemmes 4.2.2(iv)
et 4.1.1(i), on obtient H (st ).

e Cus de sts, tst et stt. Par sts % sts EN st (ou sts est connu par H(sts) = H(tss) =
h?tH (ts) en utilisant 4.1.1(i) et 4.1.1(iii)) on trouve la valeur de H (sts) ; par le lemme 4.2.2(iv)
on en déduit tst et par 4.1.1(i) on en déduit stt.

e Cas de st, sts, sst, tst et stt. Par les lemmes 4.2.2(iv) et 4.1.1(i) on a H(sts) = H (sst) =
H (tst) = H (stt). Nous allons étudier simultanément les deux éléments st et sts. Par

f

st st t

ou la valeur H(t) = H(s) est connue, on trouve qu’il existe ¢ € {0, 1} tel que H(st) =
e(h +h*) + h3t. Par

f
sts 2 sts = ss
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on trouve qu’il existe 6,y € {0, 1} tels que H (sts) = (h* + 130 + (h* + hs)tzy. En utilisant
maintenant la suite exacte longue qui résulte de la proposition 3.2.10 :

o= HIT (X)) (=) = HI72(X(st) (1) @ H 7 (X(st)) — HY (X(sts))

c

- H72(XM®)(=1) — -,

on trouve ¢ =@ = 0. Enfin, par sts % sts ER ts (ou sts est connu par H(sts) = hH(st) par le
lemme 4.2.2(iii)) on trouve y = 0.

e Cas de tsst. On a H (tsst) = H (sstt) par 4.1.1(i) et on trouve la valeur de sstt par

sstt 2 sstt L, st

ou le terme du milieu est connu par H (sstt) = h2t H (stt) (cf. 4.1.1(iii)).

e Cas de stst. On a H (stst = ssts) = H (s°t) par 4.1.1(1) et s’t 2 ss°t 7, §2¢ donne le résultat
ot H(ss’t) = h*t? H(st) par 4.1.1(iii).

e Cas de tstst. On a le résultat par tstst 2 tstst 7, stst ot le terme du milieu est connu par
H (tstst = rtstt) = H (ttrts) = h%3 H(ts) par 4.1.1(Gii). O

Avant de formuler une conjecture qui généralise le résultat ci-dessus, faisons quelques re-
marques sur la conjugaison dans le groupe de tresses de type A». Nous appelons « conjugaison
par permutation circulaire » la relation d’équivalence sur B cldture transitive de la relation

Xy ~ yX.

Proposition 4.2.5. Soient B (respectivement B™) le groupe (respectivement le monoide) des
tresses de type Aj. Soit w € BT. Alors, il existe un unique n > 0 et un unique 'y dans la liste
ci-dessous tel que w est conjugué dans B a w''y.

(i) s* aveca > 0.
(ii) st.
(iii) s1t%28% ... g92%-1t%2% qvec k > 1, a; > 2, la suite (a;) est plus grande pour I’ordre lexico-
graphique que (a;+4 (mod 2k)) pour tout d.
@iv) wos® avec a € {0, 1}.
(V) wos®1t92893 . .. t92%=28%%~1 gyec k > 1, a; > 2 et la suite (a;) est plus grande pour ’ordre
lexicographique que (a;+4 (mod 2k—1)) pour tout d.

De plus, tout élément de BT est conjugué par permutation circulaire i un des éléments (i)—(v)
ou a un de leurs conjugués par wy.

Preuve. La conjugaison par wy réalise I’automorphisme de B* donné par s — t,t — s. Il en
résulte que tout élément de B de la forme xwqy (avec X,y € B™) est divisible par wy & gauche.

Notons pour commencer qu’'un élément de la forme t*1s ...s% est conjugué par wo a
st ... 1%k Par conséquent, tout élément s*1t%2 ... t%2* avec a; > 2 est conjugué par permu-
tation circulaire a un élément du type (iii) ou a un conjugué par wo d’un tel élément. De méme,
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tout élément de la forme wos?! t¥2s% . . . t92%-2g%2k~1 gvec k > 1, a; > 2, est conjugué par permu-
tation circulaire a un élément du type (v) ou a un conjugué par wg d’un tel élément.

Il est clair que tout élément de B est conjugué par permutation circulaire 2 un élément
W = WX, oll aucun des permutés circulaire de w n’est divisible par ng. Fixons un tel w.
A conjugaison prés par wo, I’élément x est de la forme s 928 . .. §@k-1t%ks%%+1 of k > 0,
at,...,ax = letayy41 = 0. Puisque x n’est pas divisible par wg, on a trois possibilités : x = s%!
oux=s%"touay,as,...,ax—2,ax—1=2,etaxy =2 siays+; #0.

Supposons n pair. Si x = s%!, on est dans le cas (i). Si x = s?!t, alors a; = 1, car x est conjugué
circulairement 2 sts® ~! qui n’est pas divisible par wq par hypotheése. On est alors dans le cas (ii).
Sinon, quitte a remplacer x par un permuté circulaire, on peut supposer que a4+ = 0. Puisque
x est conjugué circulairement a s~ 1492 ... s%%-1~Igt%%g ce dernier n’est pas divisible a droite
par wo, donc ap; > 2 et on est alors dans le cas (iii).

Supposons maintenant n impair. Si x = s!, on est dans le cas (v) pour a; > 2 et dans le cas
(iv) sinon. Si x = s?'t, alors wox = sts?! t1t est conjugué circulairement a wos®! +1 et on est dans
le cas (v). Sinon, quitte a remplacer x par un permuté circulaire, on peut supposer que azx+1 7 0.
Puisque wox est conjugué circulairement a wos®! a2 e Igg@t1t alors asgy 1 # 1 et on est
dans le cas (v), au changement k — k + 1 pres.

Il reste a vérifier que la liste donnée ne contient pas deux éléments conjugués. Comme toute
conjugaison est composée de « conjugaisons élémentaires » (cf. [28, corollaire 4.5]) de la forme
w i v lwy ot ve W,v 'wy € BT, il suffit d’étudier I’effet de la conjugaison par chaque
élément de W sur chaque forme donnée. II suffit en outre de considérer le cas ol v £ w, car
sinon il s’agit d’une conjugaison par permutation circulaire. Les seuls w a considérer sont donc
ceux des types (i), (ii) et (iii). On montre alors facilement que si ve W, v £ w, v < wy, alors v
ou wov~! centralise w. O

Corollaire 4.2.6. Si G est de type A déployé, alors pour tout i I’application t — Hg X(t))
définit une fonction de classe : BT — R(GF x (F)).

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la proposition 3.1.6, qui montre que si X et y
sont conjugués par permutation circulaire, on a Hj Xx)~H C’ (X(y)), du lemme 4.2.2(iv) qui
montre que si X et y sont conjugués par wy, alors on a HL’: X(x)) ~ HL’: (X(y)), et de la derniere
remarque de la proposition 4.2.5 qui montre que toute conjugaison dans BT peut étre réalisée
par une conjugaison par permutation circulaire suivie d’une conjugaison par wg. O

La liste de la proposition 4.2.5 forme un systeéme de représentants des classes de conjugaison
dans BT. On définit une fonction de classe ¢ sur B en lui attribuant la valeur 0 dans les cas (i)
et (ii), la valeur a dans le cas (iv) et la valeur k£ dans les cas (iii) et (v) et en demandant que
¢(r"b) = n + ¢(b). Nous conjecturons le résultat suivant, qui outre le théoréme 4.2.4, est étayé
par de nombreux autres calculs :

Conjecture 4.2.7. Supposons G de type A, déployé et soit b € B*. Alors, on a H(b) =
(—h)!®=¢®) Trace(Ty, | R_p).

4.2.8. Nous allons maintenant considérer un groupe tel que (G, F) soit de type 2A>. Par
conséquent, on a 8§ = 2, p est un caractére unipotent cuspidal et les valeurs propres de F° qui lui
sont attachées sont dans —g®/?¢™N.
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Théoréme 4.2.9. Supposons (G, F) de type > A, et soit y € BY apparaissant dans la table ci-
dessous. Alors, pour tout n, on a H(yn™) = (h¥3)" f(y) oit f(y) est la valeur de H(y) donnée
par la table.

y H(y)

1 0

s, t,s, 1 htl/2

stts R332 4 pel/2
st, ts, tt, ss h3t3/2+h211/2
sts 214312

sts h2:1/2

S ISS R3t12 4 p315/2
ssts, stss, tsst h313/2 + h05/2
sssts B817/2 4 p643/2
sstss, stsst n5/2

Preuve. Comme pour le théoreme 4.2.4, nous procédons par récurrence sur n en traitant en
méme temps le cas n = 0 et le cas général, et en raisonnant par longueur croissante de y. Mais,
a la différence du théoréme 4.2.4, nous supposons a 1’étape n le théoreme démontré pour "
(si n = 0 cela résulte du lemme 4.2.2(v)). La récurrence s’achévera par la preuve pour 7" 1.
Tous les éléments de B™ que nous allons considérer sont de la forme yn”. Comme dans le
cas A déployé, nous poserons H(y) = (h33) ™" H(yx") et H.(X(y)) = H ¥ (X(yx"))(3n).

e Casde st" et stw”. La preuve dans le cas A, déployé est encore valable ici.
e Casdesett. Ontrouve lavaleurde H(s) pars % s EN 1, et H(t) améme valeur par 4.1.1(i).

o Casdest, ss, tsettt. Parst % st EN t ot le terme du milieu est donné par H (st) = H(ss) =
h?tH(s) par 4.1.1() et (iii), on trouve la valeur de H(st). Par 4.1.1(i) on a H(ss) = H(ts) =
H(tt) = H(st).

e Cas de sts. Ona h*tH(sts) = H(ssts) = H(stst) =hH(sts) = h3tH(s), respective-
ment par 4.1.1(iii), 4.1.1(1), 4.2.2(iii) et 4.2.2(i).

o Cas de sts, ssts, sssts, tsst et stss. Par sts 2 sts ER ts ou le terme du milieu est donné par
H(sts) = hH(st) par le lemme 4.2.2(iii) on trouve qu’il existe ¢ € {0, 1} tel que H (sts) =
2041312 4 e(h? + h3)t1/2,

Nous appliquons maintenant la proposition 3.3.17 avec b = ts, pour m =0, 1, 2, 3. Avec les
notations de la proposition 3.3.17 on a H (sts) — h H (ts) = (th% — h) H; et avec les valeurs calcu-
1ées ci-dessus on trouve H (sts) — hH (ts) = (th> — h)h?t'/% + e(h* + h3)t!/2, qui n’est divisible
par th®> — h que si € =0, ce qui est donc le cas. On a donc H; = h’t'/? et Hy = h3t3/2, ce qui
donne les valeurs pour ssts (m = 2) et sssts (m = 3). Par 4.1.1(i) on déduit tsst et stss.

e Cas de stss. On trouve la valeur en utilisant stss 2 s tss L sss ol le terme de gauche est
donné par H(stss) = hH(sts) (lemme 4.2.2(iii)) et celui de droite par H(sss) = h*t2H(s)
(4.1.1(i1)).
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o Cas de sstss, stsst et w. Par sstss > sstss ER stss ou le terme du milieu est donné par
H (sstss) = h’t H(stss) = h3t H (s ts) par les lemmes 4.1.1(iii) et 4.2.2(iii) on trouve qu’il existe
¢ €{0,1} tel que H(sstss) = h't5/2 + &/(h + h®)r3/2 et c’est aussi la valeur de H (stsst)
par 4.1.131).

Par sstsst 2> sstsst 7, sstss ot le terme du milieu est donné par
H (sstsst) = h*t> H (tsst ) = h*t> H(tstt) = h*t*> H (stss) = h’1> H(s 1s),

la premiere égalité par 4.1.1(i) et (iii), les autres respectivement par les lemmes 4.1.1(1),
4.2.2(iv) et 4.2.2(iii), on trouve qu’il existe ¢” tel que H () = H (sstsst) = ¢”t>/>(h” + h®) +
e32(h6 + n7y.

Par la proposition 3.2.10, on a une suite exacte longue

e HIT3(X(tss) (—1) — HI72(X(stsst)) (—1) @ H ' (X(stsst))
— H' (X(sstsst)) — H'7*(X(tsst))(—1) — -

et on déduit que &’ < ¢”.

Enfin, par sstsss 2> sstsss EN stsss oul le terme de gauche est donné par H (sstsss) = H (i)
(cf. 4.1.1(1)), le terme du milieu est donné par H (sstsss) = h?tH (stsss) = h3tH(stss) (cf.
lemmes 4.1.1(iii) et 4.2.2(iii)) et le terme de droite est donné par H (stsss) = H (tttst) = H (sssts)
par les lemmes 4.1.1(i) et 4.2.2(iv) respectivement, on trouve ¢’ =0. O

4.3. Type B;

4.3.1. Nous allons maintenant considérer un groupe G de type B,. Si G est déployé nous
noterons o, 7, p et O les 4 caractéres unipotents de G* différents de St et Id, ot o (respec-
tivement 7) est le caractere de la série principale correspondant au caractere s — 1, t > —1
(respectivement s — —1, 1 = 1) de W, p est le caractere de la série principale correspondant
au caractere de dimension 2 de W, et 6 est le caractere unipotent cuspidal. Nous écrirons donc
H (y) pour la partie (o, 7, p, 0)-isotypique de D _; h'H C‘ (X(y)), représentée suivant notre conven-
tion 3.3.5 par un élément de Z[t'/?, h][o, 7, p, 0].

Si G est de type 2 By, alors F est une isogénie dont le carré est le Frobenius pour une [ 2-struc-
ture ot g2 est une puissance impaire de 2. I y a deux caractéres unipotents différents de St et
Id. TIs sont cuspidaux, de dimension ¢(g> — 1) /+/2, associés aux valeurs propres A, = {83 =
(—1+ i)/ﬁ et w, = g (respectivement A, = §85 =(-1- i)/«/z et w, =q) de FZ oulona
posé g = e27/3 (cf. corollaire 3.3.4 et [23, §7.3]). Nous les noterons p™ et p—. Ils ne sont pas
rationnels, mais définis sur Q(i) et échangés par I’élément non trivial de Gal(Q(i)/Q). D’apres
la proposition 3.4.8, qui est applicable car (p* + p~)/+/2 est un Rj; (cf. proposition 3.4.6), ils
ont méme multiplicité dans chaque cohomologie et ces multiplicités sont indépendantes de £.
Nous représenterons la partie (o™, p~)-isotypique H(y) de Y_; h' H (X(y)), par P € Z[t'/2, h]
représentant (p+ 4+ p7)P € Z[t'/2, h][p*, p~1.

Puisque wq = stst est central dans B, nous allons trouver une périodicité pour la translation
par wo, a condition pour B, déployé d’introduire I’involution E sur les caracteres unipotents qui
échange o et t ainsi que p et 6 (E pour « Ennola», car cette involution correspond a 1’échange
de g et de —q).
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Nous commencons par énoncer des conséquences des résultats du §3 pour B;.
Lemme 4.3.2. Soit y € BY. Alors

() H(ststy) =hH(stsy).
(ii) H(zstsy)=h?tH(tsy).
(iii) H(stsy)=h>tH(sy)+ H(stsy).
Les assertions obtenues en échangeant s et t dans les assertions précédentes sont aussi
vraies.
(iv) Considérons les représentations de H(h*t)(W) x (F) données par les valeurs suivantes sur
les générateurs :

o2, (Ty) = ht, 012, (Ty) = —1, o(F)=1.
(T =—1, o, (T)=h*,  ©(F)=1,

-1 0 %t ha2 1 0
)Oh2t(Ts)=<h@ hzt)’ Ph2z(T1)=<Ot «_/1—t>’ PhZz(F)=<O l)

si G est déployé et pj2,(F) = ((1) (1)) sinon. Alors si y est dans le sous-monoide engendré
par W, on a

|
H(y) = 5(0‘ - Trace(Ty | 02, — Tp2, + pp2,) + T - Trace(Ty | —op2, + Tp2, + 0p2,)

+ p - Trace(Ty | 02, + Tp2; + pp2,) + 0 - Trace(Ty | —0p,2; — Tj2, + phz,))

si G est déployé et H(y) = (1/\/5) Trace(Ty F | pj2;) sinon.
(v) Si G est non déployé et si y est produit d’éléments de C g+ (F) et d’éléments de W, alors
H(y) a tous ses coefficients pairs.

Preuve. (i) est obtenu par 4.1.1(v) et par ststy 2 ststy ER stsy. (ii) vient de la proposi-
tion 3.2.9 appliquée avec w = sts et y = ts, etde 4.1.1(v). (iii) vient du lemme 3.2.7(iii) appliqué
avec w = st et y = s, et de la proposition 3.2.9. On obtient (iv) comme conséquence immédiate
du corollaire 3.3.8(ii) et du fait que dans un groupe de type B, toutes les variétés X(w ) pour
w € W sont rationnellement lisses (cf. proposition 3.2.5), en utilisant [26, théoreme 4.23 et §4.15]
si G est déployé et [26, p. 373] si G n’est pas déployé.

Démontrons le (v). La proposition 3.4.8 montre que pour tout y les multiplicités de p™* et p~
dans ch (X(y), Q¢)k sont indépendantes de £ pour tout j et tout k, ot ch (X(¥), Q¢)i est la partie
de ch (X(y), Q¢) ou les valeurs propres de F' % sont de module qak/ 2 Le (v) dit que la multiplicité
de pT etde p~ dans ch (X(y), Qg) est paire. Comme HCj (X(y), Qe)x est un sous-(GF x (F))-
module de H! (X(y), Q) stable par Gal(Q¢/Qy), on a Trace(gF | H! (X(y), Qo)x) € Qy. La
somme |GF|_l deGF Trace(gF | HCj X)), Qi)pt (g_l) appartient donc a la méme exten-
sion de Q¢ que p*, c’est-d-dire & Q(i). Comme y est stable par F, ce dernier induit un
automorphisme sur la cohomologie dont les valeurs propres sur HJ X(y), Q¢)x sont de la
forme :t§136qk/ 2, on 4136 est une racine carrée de A,+ = g‘g’. La somme ci-dessus vaut donc
¢q*?(nt — n7), ot nt (respectivement n~) est la multiplicité de pT dans la partie de

H! (X(y), Q)i correspondant 4 I’espace propre généralisé de F pour la valeur propre 4“136qk/ 2
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k/2 n’appartienne

(respectivement —§l36qk/ 2). Comme il existe une infinité de ¢ tels que {136q
pas a Qg (i) (théoréme 3.4.7), cela force n* =n~, donc (H/! (X(), Qe)k, pT) est pair. Comme
cette multiplicité est indépendante de ¢ on obtient le résultat. Le méme raisonnement s’ap-

pliquea p~. O
4.3.3. Nous démontrons maintenant un théoreme analogue a 4.2.4.

Théoréme 4.3.4. Supposons (G, F) de type By déployé et soit y € BT apparaissant dans
la table ci-dessous. Alors pour tout n € N, on a H(ywg) = (hstz)"E”(f(y)) ou f(y) est
la valeur de H(y) donnée par la table ci-dessous (ot nous avons étendu E par linéarité a
Z[t'2, h[o, , p, 0]).

y H(y)

1 o+14+2p

s h(t + p) + K2t (o + p)
t h(o + p) + k2t (x + p)
s (h%t +1)(o + p)

t (h%t+ 1) (z + p)

ss Wt + p)+ W2 + p)
tt h2(a +p) + h4t2(r + p)

st,ts  h2t(c+T+p+6)

st.ts  h(p+o)+h%i(t+6)

ts,st h(p+7)+h%t(c+06)

st,ts  h%t0 + h3tp

sts (Pt+h*2) o +T+p+0)

sts (W2t +h* 2 ( +6)

tst h2t +h*2) (o +6)

sts R+t +m3 10 +0)+h* e +p+7+6)
sts W3O +0) +h*2(r +6)

tst B3t + 1)+ h*2 (0 +6)

Preuve. Comme dans le théoréme 4.2.4, nous procédons par récurrence croissante sur n en
traitant en mé€me temps le cas n = 0 et le cas général, et en raisonnant par longueur croissante
de y. Nous commencons par le

o Cas de swy et tw;.  Sin =0 la valeur se déduit du lemme 4.3.2(iv). Sinon, on a
H(swi) =th>H (ststwa ") = th*H (stswi ™) = B> E(H (sw) ™))

respectivement par les lemmes 4.1.1(iii), 4.3.2(i) et les valeurs données dans la table. Le cas de
twy est analogue.

o Cas de wy, sw;, ssw;, twg et ttwg.  Sin = 0 la valeur se déduit par exemple de la proposi-

tion 3.3.16. Sinon, nous appliquons la proposition 3.3.17 avec b = tstwgf1 pour m =0, 1,2, 3.
Par I’hypothese de récurrence nous avons

Hb) = (K°2)" " B (1310 + 1) + 12 (0 +0)).
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Soit Y le fermé complémentaire de X(sb) = X(wg) dans X( Qowg_l). Par

stswgfl oyl mwgfl et tstwg*1 oyl &wgq

on trouve qu’il existe ¢ € {0,1} tel que H(Y) = R VE (2 (r 4+ o + 20) +
e(h® + h3)10). Par

et 4.1.1(v) on en déduit H(w() = (W3 12)" 'E"" 1 (W32 (v + o + 20) + e (h® + h*)t0). Avec les
notations de la proposition 3.3.17 on doit avoir H(sb) — hH(b) = (ht* — h)H; d’ou H (sb) —
hH(b) = (W)Y E""1((ht> — )3t (0 + 1) + e(h® + h*)16), ce qui n’est divisible par ht? —
h que si e = 0. Donc & = 0 et on trouve les valeurs H; = h =2t~ ' (h’t>)"E"(p + o) et Hy =
h=Y (W t?)" E" (p + 7). En appliquant la proposition 3.3.17 avec m = 2, 3 on en déduit les valeurs
pour sw;, et ssw;;. On proceéde de fagon symétrique pour twj; et ttwj, en échangeant les roles de
sett.

e Cas de st. Par les lemmes 4.1.1(iii), 4.3.2(1) et (ii), on a H(stwg) = H(gtstswg_l) =
R2tH (ststswh ') = k3t H (ststwi ™) = B3> H(stwj 1), ce qui est le résultat cherché car la
table montre que E(H(gwg_l)) = H(gwg_l).

e Casde sts. On procede exactement comme le cas précédent.

e Cas de sts ettst. Ona

H(stswp) = H(stswp) —h*tH (swg) = E(H(stswg ")) —h P E(H(swg "))

=hPE(H (stswi "))

par le lemme 4.3.2(iii), les cas précédents, et a nouveau le lemme 4.3.2(iii). Le cas de st est
analogue.

Jusqu’a la fin de la preuve, tous les éléments de BT que nous allons considérer sont de la forme
yW. Pour simplifier les notations, nous posons H(y) = (W3t~ E"(H(ywy)) et H'.(X(y)) =
E"(HIP"(X(yw))(2nm).

e Casde stetst. Enutilisant H (sts) = H (sst) = h’t H(st) et sts %> sts EN st on trouve qu’il
existe ¢, &’ € {0, 1} tels que

H(sty=h(p+0)+h’t(t +60)+ (1 +h)(eT +£'60).

En reportant ces valeurs dans la suite exacte longue déduite de st 2> st ER sontrouve s =¢ =0.
On procede symétriquement pour sz.

e Cas de sts. On trouve le résultat par sts 2 sts N st ou le terme du milieu est donné par
H(sts) = H(tss) = h*tH(ts).
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o Cas de st, ts, sts et sst.  Par st 2 st EN t on trouve qu’il existe ¢, &', &” € {0, 1} tels que

H(st) = h’t0 + K3tp + e(h+ hz)p +&'(h + hz)a + 8”(h2 + h3)t1’.

Symétriquement, par st 2> st 7, s on trouve qu’il existe n, n’, n” € {0, 1} tels que
H(st) = 1210 + 13tp +n(h +h*)p + 1/ (h + h?)t + 0" (h* + h¥)to.

En comparant, on trouve e =nete' =¢"=n"'=n"=0.
A ce stade on a donc (la premiere égalité par 4.1.1(i))

H(st) = H(ts) = h*t0 + h’tp + &(h + h*)p.

Par sts 2> sts i) ts et H(sts) = h%ﬂ(gt) (4.1.1(iii)), on trouve qu’il existe § € {0, 1} tel que

H(sts) =e(h* + 1) p +8(h* + h*)tp + ht (0 +6) + h*t* (1 +6).

Par sts 2 sts ER ss on voit que § = 0. Enfin, en utilisant la suite exacte longue qui vient de la
proposition 3.2.10

= HO(X®)) (=) — HL(X(st))(—1) @ H2(X(st)) — H> (X(sst))
— H (X®)(=1) - -
(ot H(sst) = H(sts) par 4.1.1(i)) on trouve ¢ = 0. On procede symétriquement pour tst. O
Théoréme 4.3.5. Supposons (G, F) de type > B et soit y € BT apparaissant dans la table ci-

dessous. Alors pour tout n, on a H(ng) = (hstz)"f(y) ou f(y) estla valeur de H(y) donnée
par la table.

y H(y)

1 0

S ts,t hil/2

ts, st, ss, tt h2¢1/2 + h3¢3/2
sts 131312

sts n2l/2

sts, tst h4e3/2

sts 213372

Preuve. La démonstration procede comme dans le théoréme 4.2.9.

e Cas de swy, stswg, stswy. On procede exactement comme pour les mémes cas dans le
théoreme 4.3.4.
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e Cas de stsw;. Ona hH(stswy) = H(ststw) = H(stswt) = H (sstsw)) = thH(gtswg)
ol la premiere égalité est par le lemme 4.3.2(1), la deuxiéme car w( est central, la troisiéme par
4.1.1(1) et la derniere par 4.1.1(iii).

Dans la suite, les éléments de B considérés sont de la forme ywg. Pour simplifier les
notations, nous posons H(y) = (h5t2)_"H(ng) et ﬂic(X(y)) = H£+5”(X(ng))p+ (2n) =
HI " (X(ywp)) - (2n).

e Casdes. On conclut pars % s ENEY

e Cas de st, ss, ts, tt. On trouve ss par ss % ss N s ou le terme du milieu est donné par
4.1.1(iii). Les autres éléments sont F-conjugués par permutation circulaire (cf. 4.1.1(1)).

o Cas de sts et wy. Par sts %> sts ER ts on trouve qu’il existe ¢ € {0, 1} tel que
H(sts) = h*t3/2 + e(h? + 1)t'/2.

Par wy 2 stst ER tst, ot le terme du milieu est égal a h%r H(sts) par 4.1.1(iii), on trouve qu’il
existe n € {0, 1} tel que

H(wo) =e(h> +h*) 1'% + n(h* + 1)e/2.
On conclut en utilisant le lemme 4.3.2(v) qui montre qu’on doit avoire =n=0. O
4.4. Type G,

4.4.1. Nous considérons maintenant un groupe G de type G,.

Si G est déployé, nous notons o (respectivement t) le caractere linéaire de W donné par
s — —1, t +— 1 (respectivement s > 1, t — —1) et nous notons A (respectivement B) la re-
présentation irréductible de degré 2 ou wy agit par —1 (respectivement 1). Par abus de notation,
nous noterons de la méme fagon les caracteres unipotents de la série principale autres que Id
et St. Il y a 4 autres caracteres unipotents, qui sont cuspidaux et associés aux valeurs propres
Ap=1,—-1, ], 7% respectivement oit 1’on a posé j = ¢%7/3. Nous les noterons p, p_1, pjetpj.
Nous ne saurons démontrer un théoréme que pour les caracteres différents de B et p_;. Nous
écrirons donc H (y) pour la partie o, 7, A, p, pj, pj2-isotypique de > h"HL’: (X(y)), représentée
par un élément de Z[t, h][o, T, A, p, pj, ,sz].

Si (G, F) est de type G, alors F est une isogénie dont le carré est ’endomorphisme de
Frobenius pour une F 2 -structure o g est une puissance impaire de 3. Le groupe G/ possede
6 caracteres unipotents différents de St et Id, tous cuspidaux. Ils ne sont pas rationnels mais dé-
finis sur Q(¢3) ot 3 = €27/3. 1ls forment 3 orbites sous Gal(Q(£3)/Q). La premiére contient
deux caracteres de dimension ¢ (g2 + v/3¢ + 1)(¢% — 1)/(2+/3), associés aux valeurs propres
Ap=ietw,=gqde F? (respectivement A, = —i et w, = q) (cf. corollaire 3.3.4 et [14,4.7]);
nous noterons p; et p_; ces caracteres. La deuxieéme orbite est identique sauf que la dimen-
sion des caracteres qu’elle contient est ¢ (g2 — +/3¢ + 1)(¢> — 1)/(2+/3) ; nous noterons p; et
p"; les caracteres correspondants. La troisieme orbite contient deux caractéres de dimension

q(g* — 1)/+/3, associés aux valeurs propres A, = {152 etwp, =g de F 2 (respectivement A o= ;172
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et w, = q) ol 1p = e?7/12

. Nous noterons P, et Py, Ces deux caracteres. Nous noterons H (y)
la partie (p;, p—i, p{, ,0/,,-7 '05152’ pcgz)—isotypique de >, hiHCi (X(y)). Nous représenterons H (y)
par P € Z[tl/z’ h][lolv p*l" IO,,’ 10/_1‘1 10;152’ 10{172]

Ici encore wo = ststst est central dans BT, et nous allons trouver une périodicité pour la

translation par wg, a «1’involution d’Ennola » E pres (qui correspond a I’échange de g et de —q)
qui dans le cas déployé échange B et p_; d’une part, et A et p d’autre part. Dans le cas non
déployé, E échange p; et p;, et p_; et p’;.

Nous commengons par rappeler des conséquences des résultats des deux premiers chapitres
pour un groupe de type Go.

Lemme 4.4.2. Soit y € BY. Alors

(i) H(stststy) = hH (sistsy).

(i) H(stsy)=H(stsy)+h* H(sy).

(i) H(t stsy) = H(tstsy)+h’tH(tsy).
(iv) H(ststsy) = H(ststsy)+h*tH(stsy).
(v) H(tststsy) =h*tH(tstsy).

Les symétriques des assertions ci-dessus obtenues en échangeant s et t sont aussi vraies.

(vi) Considérons les représentations A2, et By, de H(h>t) x (F) définies sur les générateurs
par:

-1 0 ht h/3t
Ahzt(n)=<h@ h2t>’ Ahzt(Tt)=< 0 -1 >,

_ 2
Bth(Ts)=<h\/l; h(z)t> Bth(Tr)=<hOt h_\f)

et dans les deux cas Ay, (F) = B2, (F) = (19) si G est déployé et (9 ) sinon. Alors si y
est dans le sous-monoide engendré par W, on a si G est déployé :

6H (y) = ATrace(Ty | Aj2, +3B)2, + 20y2, + 27)2,)
+ o Trace(Ty | 2A,2, +40y2, — 27;2,) + T Trace(Ty | 2Aj2, — 20,2, + 472,)
+ p Trace(Ty, | Aj2, — Bjo, + 202, + 27)2,)
+ (pj + pj2) Trace(Ty | 2A,2, — 2052, — 2772;)

et sinon
1
H(y)= 5 ((0i + pi) Trace(Ty F | Ajae/v/3 + Byay)

+ (o} + p_;) Trace(Ty F | Ay, /'3 — By2,))

+ (05, + p,7) Trace(Ty F | A, /V3).
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(vii) Supposons G non déployé et y produit d’éléments de Cpg+(F) et d’éléments de wF. Soit
H/ (v, Q¢)k la partie de H/ (v, Q) ot les valeurs propres de F? sont de module qSk/z. Si

les multiplicités de tous les caractéres unipotents cuspidaux dans HZ (y, Q¢)x sont indépen-
dantes de £ pour tout j, alors tous les coefficients de H(y) sont pairs.

Preuve. (i) est obtenu par 4.1.1(v) et par stststy > stststy EN ststsy. (i), (iii) et (iv) viennent
du lemme 3.2.7(iii) et de la proposition 3.2.9. Pour (v), on obtient a partir du lemme 3.2.7(iii) et
de la proposition 3.2.9

H(t ststs y) = H(wyy) + h°t H(1stsy).

En utilisant de plus le lemme 4.1.1(v) on obtient le résultat. On obtient (vi) immédiatement par
le corollaire 3.3.8(ii) en utilisant [26, p. 376] (voir aussi [14, 4.7]) grace au fait que dans un
groupe de type G toutes les variétés X(w ) pour w € W sont rationnellement lisses (cf. propo-
sition 3.2.5). _

Le (vii) dit que la multiplicité de tout caractere unipotent cuspidal p dans H/ X)), Qe)k
est paire. Comme H! (X(y), Q¢)x est un sous-(GF x (F))-module de H/ (X(y), Q;) stable par

Gal(@g/@g), on a Trace(gF | H! X(), Qo)r) € Q. La somme

G771 3" Trace(gF | HZ (X(»), Q) )o(g™")
geGF

appartient donc a la méme extension de Qy que p, c’est-a-dire a Q¢(¢3). Comme y est stable
par F, ce dernier induit un automorphisme sur la cohomologie dont les valeurs propres sur
H/ (X(¥), Q¢)x sont de la forme :I:p,qu/z, ou /i, est une racine carrée de A,. La somme ci-
dessus vaut donc u qu/ 2nt —n),ount (respectivement n ™) est la multiplicité de p dans la

partie de H/ (X(y), Q¢)x correspondant a I’espace propre généralisé de F pour la valeur propre
uqu/z (respectivement —uqu/z). D’apres le théoreme 3.4.7, il existe des € tels que Mquﬂ
n’appartienne pas a Q¢(¢3) (car u,, est une racine primitive 8-i¢éme ou 24-i¢me de 1’unité), donc
nt =n" et (H (X(y),Q¢)x, p) est pair. Comme cette multiplicité est indépendante de £ on
obtient le résultat. O

On notera que dans la table ci-dessous, I’échange de s et t dans une variété échange o et T dans
la cohomologie correspondante. En caractéristique 3, ce résultat peut se démontrer en utilisant
I’isogénie de G induite par I’automorphisme du diagramme ; dans les autres caractéristiques nous
ne savons que le constater.

Théoréme 4.4.3. Supposons (G, F) de type Go déployé et soit y € BT apparaissant dans la
table ci-dessous. Alors pour toutn € N, on a H(ng) = (h'3'E" (f(y)) ou f(y) estla valeur
de H(y) donnée par la table (dans la table nous avons posé J = p; + p ;> et nous avons étendu

E par linéarité a Z[tV/?, hllo, T, A, p, J]).

y H(y)

o+1+2A
h(o + A) + h%t (1 + A)
h(t + A) +h%t (0 + A)

(suite a la page suivante)

- ! —
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(suite)

y H(y)

s (h2t + 1)(z + A)

t (W%t +1)(0 + A)

st, ts h3tA + h2tJ

st ts h(r+A)+h%t (o +J)
ts, st ho +A)+h2t(x+J)
st,ts Wi +t+A+T)

ss 2o+ A)+h* (T + A)
tt W2+ A) + 142 (0 + A)
sts B+ +h* 20+ )
tst Bt +J)+h* 2@+ 1)
sts 2o +1+A+ D+t + D) +h%0 + A)
sts 2t +h* 2o + )

sts Bi+A) + 1t +J)
stst h4t2p + 12

1sts, stst Bt +o+p+J)

stst B3t(o + 1)+ h*2(x + p)
tsts Wi+ ) +h*2 0 +p)
ststs 823 + h*?)(x + p)

tstst 1Or3 (o + p) + 312 (x + p)
rstst W2+ )+ 183 + p)
ststs 1o + 1)+ hor3 (x + p)

Preuve. Nous procédons comme pour le théoreme 4.2.9, en démontrant le théoréme par récur-

rence sur n ; a ’étape n nous le supposons démontré pour ng_l, ou y est dans la table, ainsi

que pour wj ; ainsi nous terminons la démonstration en le démontrant pour WS-H.

o Cas de swy et tw;;.  Sin =0 la valeur se déduit du lemme 4.4.2(vi). Sinon, on a H (sw;) =
H(sstststw) ") = h2t H (stststw) ) = i3t H (ststswi ") = h3E(H (swj ")), en utilisant
les lemmes 4.1.1(iii), 4.4.2(i) et la récurrence. Le cas de twj, est analogue.

e Cas de stwy et de tswy,.  Sin =0 la valeur se déduit du lemme 4.4.2(vi). Sinon, on a
H(tswp) = H (tsstststwy ') = h?t H (tstststw) ') = k3t H (¢ ststswi ")
=112 H (tstswi ) =P E(H (1sw) ™)
par les lemmes 4.1.1(iii), 4.4.2(i), 4.4.2(v) et la récurrence. Le cas de gwg est analogue.

e Cas de stswy.  Sin =0 la valeur se déduit du lemme 4.4.2(vi). Sinon, on a H (stswg) = (par
le lemme 4.4.2(ii)) H (st swi) —h?t H(swii) = (voir la preuve du cas swi!) 13t H (st ststswy ) —
B3t H (ststswi ') = (par le lemme 4.4.2(v)) k12 H (s tstswy~ ') — hPt2 H (ststswi~ ') = (par
le lemme 4.4.2(iv)) 1713 H (stswj ") = (par la table) h7t3 E (H (stswi~")). Le cas de £stwi) est
analogue.

o Cas de tstswy.  Sin =0 la valeur se déduit du lemme 4.4.2(vi). Sinon, on a

H(tstswj) = H(tst swj) — h*tH(tswj)  (par le lemme 4.4.2(iii))
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=n3tH (tst ststswi ') —h' H(tseswi ")
(voir les preuves des cas swy et 1sw()

=h3tH (1st ststswi ) — 002 H (¢ sestswi ) — BT H (estswi )
(par le lemme 4.4.2(ii))

=12 H(ts tstswy ) — 2073 H (tseswly )
(par le lemme 4.4.2(v))

=h2H(t ststswy )+ 1T H (¢ seswh ') =207 H (tseswi )
(par le lemme 4.4.2(iv))

= h7t3H(£ &WS_I) - h7t3H(ng_1) (par le lemme 4.4.2(v))

=h’r*H(tsw)™")  (par le lemme 4.4.2(jii))

= h7t3E(H(ng_l)) (par la table).
Le cas de ststwy est analogue.

o Cas de ststswg.  Sin =0 la valeur se déduit du lemme 4.4.2(vi). Sinon, on a

H(ng) = H(g ng) - hth(&wg) (par le lemme 4.4.2(iv))
=1t H (s tswi ") — WOt H (seswi ™)
(voir les cas de tstswy et de stswy)
=hn""PH(swi™")  (par le lemme 4.4.2(ii))
=h'E(H (stszswy ™)) (par la table).
o Cas de swj, ssw;, twg et ttw;. Si n =0 la valeur se déduit par exemple de la proposi-

tion 3.3.16. Sinon, nous appliquons la proposition 3.3.17 avec b = tststwg*1 pourm =0,1,2,3.
Par I’hypothese de récurrence nous avons

Hb) = (1) BN (132 (x + p) + h° (0 + p)
= (") E"(h 2t '+ A+ h7 (0 + 4)),

et H(sb) = H(wy) = (W73 (r + o + 2A). Ces deux égalités permettent dans la proposi-
tion 3.3.17 de déterminer H; = (h't3)"E"(h 2t~ (r + A)) et Hy = (W')"E"(h~' (0 + A))
et on en déduit les valeurs pour m = 2, 3. On procede de fagon analogue pour tw; et ttw.

Jusqu’a la fin de la preuve, tous les éléments de B™ que nous allons considérer sont de la forme
yW. Pour simplifier les notations, nous posons H(y) = (h7t3)_”E”(H(yW8)) et E’IC(X(y)) =
E™(HT" (X (yw)) (3n)).
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o Cas de st et sts, ts et tst.  Par st > st L s on trouve qu’il existe €4, &7 € {0, 1} tels que
H(st)=h(t+A) +h*t(c +J) + (h* + 1°)t (e4A + &.7).

Par sts 2 sts ER st on trouve qu’il existe &5, £, €2 € {0, 1} tels que

H(sts)=h** (0 + D)+t + A) + (P + 1)t (eo0 +ejpj +2j20)2).

Mais par 4.1.1(1) et (iii) on a H(sts) = h2t H (st), donc en comparant les valeurs on trouve que

€A =6 =& =¢j =¢; =0 dou le résultat pour les deux premieres variétés. On procede de

fagon analogue pour ¢s et tst.

e Cas de sts. Par sts 2 sts ER st, o H(sts) =h’tH(ts) par 4.1.1(i) et (iii), on trouve la
valeur.

e Cas de stst et de ststs, tsts, tstst. Par ststs 2> ststs ER stst on trouve qu’il existe &;, &, €

{0, 1} tels que
H(ststs) = hr (t + p) + B2t (0 + J) + (B* + 1%) 1 (ecT + € ,p).
Par stst 2> stst ER sts on trouve qu’il existe &4, €, € ;2 € {0, 1} tels que
H(stst) =1t(o +J)+h*P (@ +p) + (B* + 1) (ec0 +€jpj +£,2p)2).

Mais on a H (ststs) = H (tstss ) = h>t H (tsts ) = h>t H(stst). En comparant les valeurs on trouve
le résultat. Les variétés tsts et tstst se traitent par des arguments symétriques.

o Cas de st et de sts, tst. Par st % st i> t on trouve qu’il existe €4, €, &5 € {0, 1} tels que

H(st) = h*tA+h*tJ + (h* + h)(e:T +eaA) + (h + 1P )teq0.

Par la symétrie entre o et T (qu’on peut obtenir ici en considérant st 2 st ER S), on trouve
&g =& =0.
Par sts 2 sts ER ts on trouve qu’il existe ¢ € {0, 1} tel que

H(sts) =ht(t + )+ h* (0 + J) + (h* + h¥)ea A + (b + h*)reA.

En comparant avec sts 2 Sts i) ss on trouve que ¢ = 0. Enfin, en comparant avec la suite exacte
longue qui vient de la proposition 3.2.10

= HY(X®) (=D — H (X60)(=1) @ HE(X(st) - H3 (X(sst))
— H (X®)(=1) > -

on trouve que €4 = 0. On obtient H (tst) par un argument symétrique.
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e Cas de stst. Par stst 2> stst i) tst on trouve qu’il existe ¢, &5, €/, gp € {0, 1} tels que
H(stst) =h*t*p + BT + (B> + h*)t(eo0 + £jpj +£2p2) + (h* + B 176, 7.

La symétrie entre ¢ et T (qu’on peut obtenir ici en considérant stst 2> stst ER sts) montre que
er =645 =0.

o Cas de tstst.  Par tstst % tstst i> stst on trouve qu’il existe o, o € {0, 1} tels que

Hitstst) = h (o + p) + (B°1*) (xr + p) + (I + 1) (jpj + o j2p)2)
+ (h4 +h5)t(8jpj +8j2pj2).

e Cas de wy. Par wg 2 ststst L tstst ou H (ststst) = hH (ststs) (cf. lemme 4.4.2(i)) on
trouve qu’il existe £, &, € {0, 1} tels que

H(wo)=h"t (0 + 7 +2p) + (° + 1)t (e p; +eppp)+ (h® +n")e*(ajp; +appp)
+ (B + h®)r*(erT +£pp).

Nous appliquons maintenant la proposition 3.3.17 avec b = tstst, sous la forme (en suivant
les notations de la proposition 3.3.17) : H(sb) — hH(b) = (h*t — h)H;, en particulier on voit
que H (sb) — h H (b) doit étre divisible par h2t — h. Avec les valeurs obtenues, cela implique que
er=¢€p=0.

Nous finissons en utilisant le corollaire 5.4.3 qui montre que les caracteres p; et p;2 ne peu-
vent intervenir dans la cohomologie de X (" wg), donc que &; =¢&,2 =a; = o ;2 = 0 (notons

J J
que le corollaire 5.4.3 dépend du théoréme 4.4.4 mais pas du théoreme 4.4.3). O

Théoreme 4.4.4. Supposons (G, F) de type >G» et soit y € Bt apparaissant dans la table ci-
dessous. Alors pour tout n, on a H(ywo) = (h'3)" E"(f(y)) ou f(y) est la valeur de H(y)
donnée par la table ; dans cette table nous avons posé A = p; + p—; + P, + P, et B= ,0 +
p + Pes, + Pl s avec ces notations E échange A et B.

y H(y)

1 0

s, t,s, 1 htl/2 A

st,ts (htV/2 4 B313/2)A

ss, st, ts, tt (W22 4 n313/2)A

sts, tst m33/2(A + B)

sts B2 24 + 13328

sts, tst h432A 4 13t 3/23+gn(h‘+h4)z3/2(p s F07)
stst, tsts (h3 312 4 pS¢ 5/2)B 2
stst, sts e 3/2A +h53/2B

stst, tsts (h4t3/2 + h5t5/2)B

ststs h5t5/2B

ststs n*3/2B

ststs, tstst, ststst ~ h0r5/2B

Ci-dessus e, € {0, —1} est une constante indépendante de ¢.
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Preuve. La preuve procede comme pour le théoreme 4.4.3, sauf que nous allons utiliser I'ingré-
dient supplémentaire (les notations sont celles de §3.4.5) :

Proposition 4.4.5. Nous fixons i, j € N, b € B*. Soit M, = H,ﬁ (X(b), Qg); ; supposons que
(Mg, M) est indépendant de £, et que (p;, M¢) = (p’_;, M) = 0. Alors (p;, M¢) = (p_;, My),
(,0{152, M) = (p§172, My) et My est indépendant de L.

Preuve. Soient a;,a_;,a 7 les multiplicités respectives de p;, p—;, Pes > ,0{72 dans M,.
12 1

5,a
Comme p; + p—; + P, —il,?)gfjlet ,olf + /0/,,- + P, + Py, sont combinaisons lin€aires de Ry, on
déduit de la proposition 3.4.6 et de I’hypotheése que o :=a; +a—; et f := ars, + a, sont indé-
pendants de £. L’hypothése nous donne que y :=a;a_; + ags dgr = aj (¢ —a;) + ags B - aifz)
est indépendant de £. Il existe une infinité de ¢ tels que ni p; ni Pg3, ne soient a valeurs dans Qg
¢3, = B/2 ce qui donne y = (a? + B2)/4.
Donc pour tout £ on a y = (a4 2)/4. Mais on a toujours a; (o — a;) < «?/4 avec égalité uni-
quement si @; = «/2 (et similairement pour a 5 et B). On a donc nécessairement @; = «/2 =a_;

(théoreme 3.4.7), ce qui pour ces £ force a; = /2 eta

¢
et ars =,3/2=a§172. O

Nous avons évidemment la proposition analogue en échangeant p; et p; et p_; et p’ ;. En
général nous saurons que 1’hypothese de la proposition a lieu car (My, M) sera le seul terme
inconnu de la somme $3; 2} b,b-

Nous commengons par

o Cas de swy, twg, StW, LSW;, SISW, tstsW, ststw, ststswg. La preuve procede exacte-
ment comme pour les mémes éléments dans le cas de G».

Jusqu’2 la fin de la preuve, tous les éléments de B™ que nous allons considérer sont de la forme
yWj. Pour simplifier les notations, nous posons H (y) = (hWt)H"E"(H (yw()) et nous noterons
H'(y)j lapartie pi, p—i, pj, p_ ;> Pgs > P;7 -isOtypique de E"(HIT™(X(ywd), Q¢) j+61). Comme
expliqué dans la preuve du théoreme 4.2.4, les items de 4.1.1 sont encore vrais pour H sauf le (i)
qui est encore vrai si x € BY.

e Casdesetdet. 1 élément s est donné pars > s 2, 1. On en déduit t par 4.1.131).

e Cas de ss, ts, st et tt. L’élément ss est donné par ss 2 s i) s ou ss est donné par 4.1.1(iii).
On déduit les autres éléments par 4.1.1(1).

e Cas de sts, de stst et de tsts. Remarquons tout d’abord qu’on a H(stst) = H(ssts) (par
4.1.140)) = hztﬁ(its) (par 4.1.1(iii)).

Par sts % sts EN ts on trouve que

H(sts) =" 2A+ 130 + (1 +n%)P A,

ol < A dénote un sous-module de A. Alors par stst %> stst ER tst et la remarque préliminaire
on trouve que <A =0.
On obtient 7sts par un raisonnement symétrique.
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e Cas de ststst et de ststs. Par un raisonnement analogue au cas précédent, on a H (ststst) =
h?t H (ststs), et on obtient H ( ststst) par le lemme 4.4.2(i), d’ou les deux valeurs.

o Cas de sts, tsts, ststs et wo, ainsi que tst, stst et tstst. Par sts % sts i) ts on trouve qu’il
existe B8, B* € {0, —1} et un sous-module A de A tels que

H(sts) = P02 B+ W' A+ (17 + 1) (Bogs + B70,7) + (0 + 1) Ay

On peut appliquer 4.4.5 avec My = H?(sts); car (Mg, M) est le seul terme non nul de
S4+14n,2+12n.stssts» C€ qui prouve que A; est rationnel et indépendant de £. On voit de méme
que B est indépendant de £ et que S = B* en appliquant 4.4.5 avec My = H*(sts)3.

Ensuite, par tsts 2 tsts ER sts on trouve qu’il existe un sous-module A, de A tel que
Htsts) = (h*32 + 0°t2) B + (P + h*) 12 Ay + (h* + 1)1/ A,

En appliquant 4.4.5 avec My = H 3 (tsts)3 on voit que A, est indépendant de £.
Puis, par ststs 2> ststs ER tsts on trouve qu’il existe un sous-module B de B tel que

H(ststs) = h°P2B + (h* + 1°)t' 2 Ay + (h* + 1) By + (B + h®) 132 As.

En appliquant 4.4.5 avec My, = H*(ststs)3 on voit que B est indépendant de £.

Enfin, par wg 2 ststst 7, ststs ou ststst est donné par le lemme 4.4.2(i), on trouve qu’il
existe un sous-module B, de B tel que

H(wo) = (B° +h®) "2 Ay + (h° + 1®) 2By + (h® + 17)13 2 Ay + (h® + h7)1%/* B,.

En appliquant 4.4.5 avec My = H’ (wg)s on voit que B, est indépendant de £.

En appliquant alors le lemme 4.4.2(vii) on trouve que A| = A, = By = B, = 0 (des inconnues
que nous avons introduites, seule 8 n’a pas été prouvée nulle ; nous 1’avons notée ¢, dans la
table).

Les éléments tst, tstst donnent la méme valeur que respectivement sts et ststs par 4.1.1(i), et
stst s’obtient par un raisonnement symétrique de celui utilisé pour tsts. 0O

5. Endomorphismes des variétés X (w)

Pour t € BT, suivant [5], nous nous intéresserons dans cette partie a certains morphismes
commutant a I’action de G entre variétés X(t) qui nous permettront de construire 1’action de
Cg(WF) mentionnée dans I’introduction.

5.1. Combinatoire
Nous considérons la catégorie 13 d’objets les éléments de B, avec
Homp(w, w)={ye B|w =y 'wF(y)}

et la composition est donnée par le produit. Soit B la sous-catégorie pleine d’objets les éléments
de BT,
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Nous introduisons deux sous-catégories de B, dont I’ensemble des objets coincide avec BY.
La catégorie D est la plus petite sous-catégorie telle que

lye BT ly<sw, y 'wF(y) =w} C Homp+(w, W)
et D est la plus petite sous-catégorie contenant D et dont toutes les fleches sont inversibles.

Remarque 5.1.1. (i) Homp+(w, w') est ’ensemble des y € B* qui admettent une décompo-
sition y =y ---y, avec y; € BT, telle qu’il existe une suite wy, ..., w11 d’éléments de BT
avec Wi =W, Wyl =W,y S W; et wip1 =y, 'w; F(y)).

(ii) De méme, Homp(w, w') est I’ensemble des y € B qui admettent une décomposition y =
yi---yn avecy; € BT ou yl._1 € BT, telle qu’il existe une suite wi, ..., W, d’éléments de B
avecw]; =W, W, 1 =W,y <W;siy; € BT etyi_1 < Wy si yi_1 € BT, etw;y | = yi_lwiF(y,').

Soit Dt la catégorie d’ensemble d’objets BT et dont les fleches sont engendrées par les

— 1" :w — W poury € BY vérifianty < w ety ' wF(y) = W', avec les relations " =
Y=y .,w W pour y vérifianty < wety™ 'wF(y) =W, avec les relations yy '~ =
Y vy lorsquey =yiy2 < W.

On a un foncteur canonique DT — B qui est I’identité sur les objets et envoie y}v W osury.

Proposition 5.1.2. Le foncteur canonique Dt — B induit un isomorphisme D+ = Dt

Preuve. Il s’agit de montrer que Dt — Best pleinement fidele.

Soit £(y, w, w') ’ensemble des suites (yy, ...,y,) d’éléments de BT de produit y et telles
qu’il existe une suite wy, ..., w,11 d’éléments de BT avec wi =w, w, . =W, y; < W, et
Wiy = ylflwi F(y;). Limage du foncteur s’identifie a la sous-catégorie de B d’objets BT et
d’ensemble de fleches de w 2 w’ les y € Hompg(w, w') tels que E(y, w, w') # 0.

Nous allons démontrer par récurrence sur /(y) que :

(1) Sive W,vwetv<y,alors il existe (u,...,u,) € E(y,w,w) avecu; =v.
(i) Si(y1,....¥n)s @1,....2) € E(y, w, W), alorsona yy, - Yy, = Vg - Vay -

La proposition résultera de I’assertion (ii).

Considérons v comme en (i). Posons v =sv’ avec s € S. Soit (y1,...,¥,) € E(y, W, W).

Supposons tout d’abord s < y;. Posons w; = s’]wF(s) et y; = sy’]. Alors, vV < w
et V' <y y2---yn, donc par récurrence il existe (V',up,...,u,) € E(¥|y2---¥yn, Wi, W) et
(V. up, ..., uy) satisfait I"assertion (i). Par récurrence, on a yu,, -+ Ya, W' = Vy, *** Yy, vy, » donc
Ya,, " Yo 'v ="y, """ Vyi-

Supposons maintenant s % yi. Soit t € S tel que y; = ty} Soit d le p.p.cm. de s et t,
i.e., le plus court élément de BT divisible & gauche par sett. Onas<xw, sy, txw
ett<y doncd=<wetd=x<y (lemme 2.1.5). Soit d € B tel que d = td’ et soit w; =
t_le(t). Alors, d' < wy et d' < y/1y2-~-y,,. Par récurrence, on déduit de (i) qu’il existe
d,y,,....¥) € EF Y2+ Yn, W1, W), donc (d,y5,...,y,) € E(y,w, W). Puisque s < d, on
déduit de I’étude précédente qu’il existe (v,up,...,u,) € E(y,w, w'), d’ou (i). L’étude précé-
dente montre aussi que Vy, o Yy, Ya =Yy, o Yy donc, en utilisant a nouveau le cas précédent,
Va,, " Yo 'v ="y, " Vyi-
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Soient maintenant (zp, ..., zx) € £(y, w, w). Soitu € W tel que z; = uz/l. Nous avons mon-
tré qu’il existe (u, up, ..., w,) € E(y, w, W) tel que yu, -+ Yuy Yu = Vy, - -+ Vy, - Par récurrence,
(i) montre que yu,, -+ Yuy = Vg "+ Vo V) » 4ONC Y, ** Yay Yu = Vg -+ Vo Vay» 00 le (i) O

Remarque 5.1.3. On en déduit que le sous-monoide By C Cp+(WF) considéré dans [5, 5.6(ii)]
s’identifie 2 Endp+ (W).

Soit D la catégorie déduite de D+ en rendant toutes les fleches inversibles. Puisque B est un
groupoide, le foncteur canonique D+ — B s’étend de maniére unique en un foncteur D — B.

Proposition 5.1.4. Le foncteur canonique D — B induit un isomorphisme D => D.
Commencons par un lemme.
Lemme 5.1.5. Soit X un ensemble fini de fleches de Dt de méme source vérifiant :

(i) Tout facteur initial d’une fleche de X est dans X, i.e., siy'y” € X alors y” € X.
(ii) Si, pours,teSona ysy € X et wy € X, alors Yty € X.
0

Alors X est 'ensemble des facteurs initiaux d’une fleche y € Dt

—1 -1
s WF(s) et ytw,t wF(t) sont

Preuve. Remarquons d’abord que la condition (ii) a un sens : si yg"
deux fleches de méme source, alors la fleche

existe, car s < w et t < w implique Wés't} < w. Soit y une fleche de longueur maximale dans X.

Si y n’est pas multiple de toutes les fleches de X, alors il existe f € X qui est un facteur initial de
y etseStels que ys f € X et ysf n’est pas un facteur initial de y. Fixons un tel f de longueur
maximale. Comme la longueur de f est inférieure a celle de y, il existe t € S tel que y; f soit un
facteur de y. Par (i) on a y1 f € X et (ii) implique que

Y= )/wgs,t}f eX.

Comme y;5f est un facteur initial de y, la fleche y; n’est pas un facteur initial de y. Donc il
existe un facteur initial f’ de y;, dont ¥4 f soit un facteur et qui soit facteur de y, et uns’ € {s, t}
tel que yy ' ne soit pas facteur de y. Comme f” est plus long que f, on a une contradiction. O

Corollaire 5.1.6. L’ensemble des fleches yx de D de source donnée telles que x € W est formé
des facteurs initiaux d’une unique fleche yy avec u € W.

Preuve. L’ensemble X des fleches de 1’énoncé vérifie les conditions du lemme 5.1.5 car xs € W
. . {s.t}
et xt € W implique xw,”" € W. O

Preuve de la Proposition 5.1.4. Il s’agit de montrer que D — B est pleinement fidele. Le
lemme 5.1.7 ci-dessous ramene la preuve de la proposition au cas de fleches positives (i.e.,
de D) et la proposition 5.1.2 1’a déja résolu. O

Lemme 5.1.7. Soit y une fleche de D etx,y € B tels que y = yxyy_l. Alors, il existex',y € B

tels que y = yXTIyyr ety 'x=yxL
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Preuve. Soient x =Xj---X,, ety =Yy ---y, des décompositions en éléments de W. Nous dé-
montrons le lemme par récurrence sur m + n ; nous rajoutons dans 1’hypothese de récurrence que
x' et y’ ont des décompositions en éléments de W de longueurs respectives n’ et m’ telles que
n+m' <m+n.

Par 5.1.6, yx, et yy, sont facteurs d’une fleche yy. Ecrivons u = x;x| =y y]. Alors

-1 _ -1
yX[Vyl _VX/I yy']

Notons que comme la propriété est claire sim =0 oun =0, i.e., si X ou y est I’identité, on 1’a
démontrée si m 4+ n < 2 ; on peut aussi supposer n, m > 1.
Ona

-1 _ -1.-1 _ -1 -1
yny - VX2~-Xm VX| )/y] Vyzi..yn - yxz---xm )/le Vy’l )/yz...yn .
Comme m < n + m, par récurrence il existe X", y” € B™ tels que
—1_,—1 "
sz-uxm )/X/l - Vx// yy .

Notons que y” est produit d’au plus m — 1 termes dans W ; si x” # 1 ceci est assuré par I’hypo-
theése de récurrence. Sinon y” = x'l_lxz ---X,, estdans BT, et donc produit de m — 1 termes de W
au plus. On peut donc appliquer I’hypothése de récurrence qui affirme qu’il existe x”,y’ € B
tels que yyr v ¥y, oy, = yXT/,I ¥y- On en déduit le lemme en posant X' =x"x"”. O

5.2. Traces

5.2.1. Soit C* la catégorie des variétés quasi-projectives sur I 4 munies des morphismes
propres. On a un foncteur Dt - Ct qui envoie w sur X(w) et y € Homp, (w, w) sur Dy
(cf. proposition 3.1.6).

Soit C la localisation de C* en les morphismes qui induisent des équivalences de sites étales.
Le foncteur précédent s’étend en un foncteur D — C.

En composant avec le foncteur H, on obtient un foncteur de C vers la catégorie des Q¢GF-
modules gradués.

Par abus de notation, nous noterons encore

Dy € Homg, ¢ (HS (X(W)), H (X(W)))

I’image par le foncteur ci-dessus de Dy € Home (X(w), X(w')). Nous nous intéresserons a cal-
culer la représentation de Endp(w) ainsi obtenue dans Endé(H;" (X(w))), qui sera dans certains
cas une «algebre de Hecke cyclotomique » associée au groupe Endp (w).

Soit Sh I’opérateur de torsion sur les classes de conjugaison de G¥ défini comme suit. Soit
g€ GFetheGtel que g =h"'F(h). Alors, Sh((g)) = (F(h)h~"). On note encore Sh 1’auto-
morphisme de 1’espace des fonctions centrales sur G qui s’en déduit.

Pour deux endomorphismes de Frobenius 7} et F> de G, soit Shr,,/F, la descente de Shin-
tani de Gf1 a G2 (cf. [10, I, 7]). Pour g € G™, soit h € G tel que g = h_lFl(h). Alors,
Shr,/p,((8)) = (hF>(h)~1). On note encore Shp, /F, I'application linéaire des fonctions cen-
trales sur G vers celles sur G2 qui s’en déduit.
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On note T, I’endomorphisme de Q,[BF] = lndgpp Id donné par B+ ) p B, ot B’ décrit les
éléments de B tels que B’ % B.

Proposition 5.2.2. Soit w e (BT)F, g € GF et soit d un entier strictement positif. Alors,

() L’endomorphisme gDwF" de X(w%) vérifie la formule des traces pour tout n > 0.
(i) Siwe WF, ona
DywF"
g [X(wh)* |
Sh¢ (g = Trace(gTw | Ind](;’i Id)) sin=0,

- pnd+1

Shpn/F oShpna+i jpn (g > Trace(gTwF” | IndgFM,Jrl Id)) sin > 0.

s 14 s I I
Preuve. L’élément w € (B+)F peut s’écrire sous la forme wol -~-w0" ou I, ..., I; sont des

sous-ensembles F-stables de S (proposition 2.1.6). Soit

Y:X(g{)‘,...,Qg‘,...,wg,...,wgk)
(la suite QQ, e W 8‘ est répétée d fois), une compactification lisse F-stable de X(wd ) (propo-
sitions 2.3.6, 2.3.5 et corollaire 2.2.10).
Soit
[
D = Dwgm&gk .

Le morphisme gD’ F" est fini et, comme il a une puissance égale a une puissance de F, son
graphe est transverse a la diagonale. Par conséquent, I’opérateur g D' F" sur Y vérifie la formule
des traces (théoreme 2.2.6). Notons qu’il prolonge I’endomorphisme g Dy F" de X(w?).

Nous considérons maintenant la stratification de Y donnée par (2.2.15). L’opérateur g D' F"
permute les pieces de cette stratification de la méme maniére que D’. Nous allons montrer par
récurrence sur la longueur de w et pour chaque w par récurrence sur la dimension des pieces que
gD’ F" vérifie 1a formule des traces sur toute union D’-stable de piéces.

Les deux membres de la formule des traces pour un endomorphisme f d’une variété X sont
additifs par rapport a la décomposition de X comme union d’un nombre fini de sous-variétés
localement fermées f-stables. Cela est clair pour le second membre et résulte pour le premier
membre de la longue suite exacte de cohomologie pour ’'union d’un ouvert et d’un fermé. Pour
prouver que gD’ F" vérifie la formule des traces sur une union de pigces, on est donc ramené 2
le prouver pour une orbite de pieces sous D’.

Sur une orbite qui a au moins deux pieces gD’ F" n’a pas de point fixe. La cohomologie d’une
telle orbite est la somme directe des cohomologies des pieces et gD’ F" permute cycliquement
les facteurs de cette somme directe, donc a une trace nulle et vérifie la formule des traces dans
ce cas. Si I’orbite est une seule piece D’-stable, cette piece est de la forme X((vy - -- vi)?), ol
Vi € W}j, et gD'F" induit g Dy, ...y, F" sur cette piece. Si vy - - - v n’est pas égal a w, I"opérateur
8Dy, ...y, F" vérifie la formule des traces sur cette pi¢ce par récurrence sur /(w). Si vy --- vy =W,
par récurrence sur la dimension des pi¢ces on sait que g Dy F" vérifie la formule des traces sur
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la réunion de toutes les autres pieces de Y. Comme il la vérifie sur Y, il la vérifie par additivité
sur X(w?).

Démontrons maintenant la deuxiéme assertion de la proposition. Un point fixe de g Dy F" sur
la variété X(w, ..., w) (ou w est répété d fois) est une suite (B, ..., By) telle que

Bi,....By) = ((F"(B), ...,  F"(By), s F"" (By)).

Une telle suite correspond 2 la donnée de By tel que By = 8'F4"+1(B,) et $F"(B;) % By.
Soit k tel que g¢ = k~! F™+1(k) et posons B’ = B et g’ = kg F"(k)~!. Alors les conditions
deviennent B’ € BF""" et &' (B)X B'.Ona

nd+1 n ,
Trace(g' T,y F" |1nc1](;’,’fnd+l 1d) =| {B' e B | €F"(B) 2> B').

Pour conclure, il faut donc montrer que si n = 0 alors (g’) = Shd((g)) et sinon (g') =
Sth/Fnd+1 o ShF/Fn (g)

Commencons par le cas # = 0. On a une bijection de I’ensemble des classes de conjugaison
rationnelles des conjugués géométriques de g vers H!(F, Cg(g)), donnée par Xg — k=1 F (k).
Ici, la classe de g’ est paramétrée par I'image de g¢ dans H'(F, Cg(g)). Or, d’apres [10, IV,
proposition 1.1], telle est I'image de la classe de g par Sh.

Supposons maintenant n > 1. Soit alors & € G tel que g = hF"(h)~!. Comme g € GF,
onag?=gF'(g) --F4=Dn(g) = hF¥(h)~! et g’ = (kh)F"(kh)~'. Donc, en utilisant que
ShF/Fn (g) C GFn, on a

Shp/pn(g) = F" (Shp pn (9)) = F™ (k' F(h))
— (h—lngnd+l(h)) — ((kh)—and-‘rl(kh))

et Shpn paa+1 de cette classe vaut bien (g). o

La proposition suivante nous permettra de démontrer que certains opérateurs Dy ont une trace
nulle sur la cohomologie de X(w) (quand nous saurons qu’ils vérifient la formule des traces).

Proposition 5.2.3. Soient w € Bt ety € Endp+ (W) tel que y <X et que 'image B(y) € W soit
non triviale. Alors I’endomorphisme Dy de X(w) n’a pas de points fixes.

Preuve. D’apres les propriétés des mots dans B (cf. par exemple [5, 3.20)), le fait que y divise
7 est équivalent A I'existence de x, x' € W tels que y = xx'. Soit y; - - -y, une décomposition de
y comme dans la remarque 5.1.1(i) ott nous supposons y; € W. Soit a € X(w) et B = p’(a) (voir
proposition 2.2.18). Alors, si on pose B; = p’(Dyl (a), By = p’(Dylyz (a)), etc., un point fixe

a de Dy donne lieu a une suite B RIN B, REN B,--- RUN B, i.e., 2 un élément b € O(y) tel que

p'(b)=p" ).
Montrons que ceci est impossible. Un tel élément b correspond, par I’isomorphisme cano-

~ < . 4 . . . . —
nique O(xx') = O(x, x’), 4 une suite B £ B’ > B. Mais ceci n’est possible que si x’ = x~!,

ce que nous avons exclu en supposant que B(y) #1. O
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5.2.4. Nous rappelons des constructions de [5, §5.A et 6.D].
Proposition 5.2.5. Soit d un entier strictement positif.
(i) Soit D;d la catégorie DY relative au Frobenius F¢. On a

Endp: (r) = Cc(F9).

On en déduit une action a droite, que nous noterons b — D{)'Fd, du monoide C;(Fd) Sur
X(r, F9).
(ii) Soitw e Bt tel que (WF)? = F?. L’application

OW) L O(W) x O(F(W)) x --- x O(F=Y(w)), x> (x, F(x), ..., F"71(x))

se restreint en un plongement de X(w) dans X(x, F4Y. Pour tout b € Cg (WF), l’'opérateur
Dy Fe défini en (i) stabilise X(W), et nous noterons Dy, sa restriction a X(w). Ceci fournit
une action a droite de Cg (WF) sur X(w) et une action a droite de Cg(WF) sur H} (X(W)).

Preuve. Tout élément de W divisant &, on a

Cw(n F?) CEndp+ (n) C Cp+(nFY),
:

d’oli (i) car Cw (w F¥) = Cw(F?) engendre C}; (F?) comme monoide (cf. proposition 2.1.6).
L’image par i de X(w) est clairement dans

O(w) xg O(F(W)) xp -+ xB (’)(Fd_l(w)) =O(WF(W)- - F4 1 (w) =)

d’ou I’assertion sur i dans (ii). Enfin, le fait que Dg Fe stabilise X(w) quand b € Cz (WF) n’est
pas écrit dans [5], mais on peut le voir comme suit : X(w) est caractérisé dans X(rxr, F 4y comme
I’ensemble des solutions de I’équation Dyx = F (x). Cette équation est clairement préservée par
I’action d’un tel D{)'Fd. |

Il est clair que dans le cas ou b divise w, I’opérateur défini en (ii) ci-dessus est bien le méme
que celui de la définition 3.1.5, donc quand b € Endp+(w) c’est le méme qu’en §5.2.1.

5.2.6. Nous allons maintenant introduire une technique qui nous permettra d’obtenir des
résultats pour les opérateurs Dy induits par les éléments x € Endp, (W) en nous ramenant a un
sous-groupe de Levi de type 1.

Définition 5.2.7. Soit I une partie de S. Nous notons Df la plus petite sous-catégorie de D+
avec méme ensemble d’objets et telle que

lyeB/ lysw, y I 'WF(y) = w'}c HomDT(w, w).

De méme, nous notons D; la plus petite sous-catégorie de D contenant D;“ et dont toutes les
fleches sont inversibles.
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Proposition 5.2.8. On se place dans le cadre des notations et des hypothéses de la défini-
tion 2.3.12 et de la proposition 2.3.13. Soit X € BI+ tel que x X w. Alors, on a un diagramme
commutatif

Xy @, 2) xpgr Xu, (3. 2F) - X(w)
Idexl Dy
X1 Gisees 22) xpzr X1, XY FX), 2 F) ——— X(x~IwF(x)).

Preuve. Notons tout d’abord que ’opérateur Dy est bien défini sur X, (y,zF) car X <y.
Notons aussi que I’on a X 'y?F(x) = a7 (x 'WF(x)) et z = w; (x " 'WF(x)) car x 'WF(x) =
x~'y*F(x))z.

Puisque Dx,x, = Dx, o Dx, si X1X2 < W, on peut supposer X € W. Quitte a changer de décom-
position de y, on peut en plus supposer X =y;. L’ opérateur Id x Dy envoie

(€101, ..., 8Up), B, ..., Bp))
sur
((e1Ur,, ..., &Up), (B, ..., By, “F(B))).

Via les isomorphismes de la proposition 2.3.13, cela correspond a envoyer

(*'B1Up), ' B2U)), ..., 8 By Up), 8 (FFBUy), & (2 * FB)U,),
LS (RFBDUL))

sur ’élément A suivant de la variété X(yo, ..., yn, *F(y1), 21, ---» 2k) :

(*1B2U)), ... 51 BUY), & (FFBDU;), 81 (FFB)Up, ), &2 (27 F(B2)Up,),
LB (RFBUL)).

Rappelons que % "% F (y|)z; = z;*+1"* F (y;) € W. L'isomorphisme canonique
O F(y1), zi) = O(zi, “*'" % F(y1))
envoie
(% (" FBUL), & (4 F (By)Uy, ), 841 (4175 F (By)Uy,.,))
sur

(¥ (5 FBU, ), 041 (5017 F (B, ), 441 (44175 F(B) Uy, )).
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L’isomorphisme canonique
O(*F(y1), z) = O(zx, F(y1))
envoie
(*(* FB)Uy,), *(* F(B)Uy,), F (5" (B2U)))
sur
(#(*FB)Uy), F(*' B1UD), F (5! B2UY))).

Par composition des isomorphismes canoniques, on en déduit que A s’envoie sur I’élément

(5 BaU), ... 8" ByUy), ' (FB)U, ), (2% F(B)Up,),

LB (*FFBUy), F (' B1U))))

de la variété X(y2, ..., yn, 21, - - - 2k, F(¥1)) : c’est bien I'image par Dy de la suite initiale, d’ou
le résultat. O

La proposition précédente a pour conséquence :

Corollaire 5.2.9. Soit x € Endp, (w). Alors, Dx € End¢(Xy) correspond par l'isomorphisme de
la proposition 2.3.13 a 1d x Dx (ot Dy est vu dans Ende (Xy, (¥, ZF))).

Soit LL (respectivement U) un complément de Levi (respectivement le radical unipotent) d’un
sous-groupe parabolique de G et soit n € G tel que L est nF-stable. Soit Rf Un RO —
R(GF) le morphisme donné par

[V1e Y (=D [H(X"Y (), Q) ®g, e V]

1

D’apres [4, Theorem 1.33] la restriction aux caracteres unipotents de RE u.n € dépend pas de U.
Nous noterons alors R](:’ ,, Cette restriction.

Théoreme 5.2.10. Soient w € BT, I C S tels que ¥ F(B;) = By et soit ; un représentant dans
N (T) de B(wy(w)). Soit x € EndD;r (w). Alors, la fonction centrale sur GF donnée par

g Y _(—1) Trace(g Dy | H(X(w). Qr))

1

est I’image par RE{ ; de la fonction

[ Z(-l)" Trace(IDx | H.(Xv, (a7 (W), 2F), Qy)).

1
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Preuve. Le théoreme résulte des propositions 2.3.13 et 5.2.8, compte tenu du fait qu’on
. F eye sz
peut donc, si la forme normale de w;(w) est zj -- -z, calculer RSI ; en utilisant la variété

5((,)(21, ..., k), ot les z; sont des représentants dans Ng(T) des z; telsque z =21 ---zx. O
5.3. Casw=m"

5.3.1. Soit (W, S) un groupe de Coxeter cristallographique muni d’un automorphisme o.
Soit H, (W, o) le quotient de ’algébre du groupe Cg+ (o) sur I’anneau Z[x'/?, x~1/?] par I’idéal
engendré par les (W(I) + 1)(W6 —xl(wé)) pour I € S/o.Onnote 77 I'image de W(I) dans H, (W, o).
Cette algébre admet pour base {Ty,}wewe et se spécialise en 1’algebre de groupe QW par
x!/2 5 1 (rappelons que Cp(c) est un monoide de tresses, cf. proposition 2.1.6). Pour x €
Irr(W?), nous notons y, € Irr(H, (W, o)) le caractere qui se spécialise en x par x12 1.

On suppose maintenant a nouveau que W est le groupe de Weyl de G. Soit H, (W, F) =
Hy(W,F)®y @g, ol f estla spécialisation x12 ql/z.

On prend comme convention que les endomorphismes d’un espace vectoriel agissent a droite
(donc, si M estun (A, B)-bimodule, alors on a un morphisme d’algebres B — End4 (M)).

Proposition 5.3.2. Ona H,(W, F) =~ End@G F (Indl(;f 1d).

Preuve. Cette propriété est bien connue, mais faute de référence commode nous en rappelons
une démonstration. On sait que

Endg, ¢+ (Ind§ 1d)

est une algebre de Hecke du groupe W', ol les valeurs propres du générateur associé a wé sont

—let|(B/(BN wp B)"| (cf- [3, 1V, §1, exercice 24]). Pour calculer cette derniere valeur propre
on utilise le fait que

(B/(BNB))" ~(UN»ouU~)",
ol U™ est le radical unipotent du sous-groupe de Borel opposé a B. Comme le nombre de points
rationnels sur IF, d’un espace affine est indépendant de la [F,-structure considérée (voir par
exemple [11, Example 3.7]), le nombre de points rationnels vaut
qdim(UﬁwéU_) _ ql(wé)’
ce qui est bien la valeur annoncée. O

5.3.3. Dans le cas ou ’action de F sur W est triviale et n = 1, le théoréme suivant est
[5, théoreme 2.7].

Théoreme 5.3.4. Pour tout n > 1, l’action de Cpg+(F) sur X(x™) (cf. proposition 5.2.5) induit
un morphisme

Hy(W, F) — Endg g (EB H! (X(;:”))), T+ Dy
i
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Preuve. Il suffit de voir que les Dw(’) vérifient les relations quadratiques de H, (W, F)). Nous

appliquons la proposition 5.2.8 avec / une partie F-stable de S (les hypotheses sont vérifiées
pour tout X € B;’ tel que x < "). Six e CBI+(F) et x < w", alors Dy est un endomorphisme
de X(x") qui correspond d’apres la proposition 5.2.8 a ’endomorphisme Dy de X, (), ou
Ty = (W(I))Z est I’élément analogue a r pour L; (caron a ay (") = m}, et Z = 1). Via la formule
de Kiinneth, il suffit donc de démontrer que 1’endomorphisme Dw(’) de Xy, () vérifie 1a relation
quadratique

(Dyy + 1)(Dw(1) _ql<wé>) =0

quand / est une orbite de F dans S.

Soit I une orbite de F sur S. Le groupe adjoint (L;),q de L; est une descente des scalaires,
¢’est-a-dire de la forme H¥ ot H est un groupe réductif quasi-simple, et (Ll)é7 ~H™ . Les
représentations unipotentes se factorisant par le groupe adjoint, la cohomologie de X, (r}) est
isomorphe a celle de X' = Xy (n’ﬁl, F*) (ot ry est ’élément analogue a r pour H) sur laquelle

Dw{) induit I’action de Dw}} (proposition 2.3.3).

Le groupe H" est d’un des types Al(qk), 2A2(qk), 2Bz(qk) ou 2Gz(qk). D’apres les théo-
remes 4.2.9, 4.3.5 et 4.4.4, seules les représentations Id et St apparaissent dans la cohomologie
de X'. D’apres les propositions 3.3.14 et 3.3.15, la variété X’ n’a que deux groupes de cohomo-

logie non nuls : en degrés 2knl(my) et knl(wy). Sur ka"l(”H)(X’), le groupe s L agit par Id
nl(”H)(X’ ), il agit par St et la valeur propre de F*

et la valeur propre de F* est qkz"l(""). Sur HCk
est 1. Puisque les (Q;G%)-modules HC2 k"l(”“)(X’) et Hf ”l(nﬂ)(X/ ) sont irréductibles, 1’action
de DWOH sur chacun d’eux est donnée par un scalaire.

Comme

2kn __ _ pk
Dol = Dyo = F

knl(y) 0.4 Kl (wi

sur X', on en déduit que D n agit sur H: ) (un espace de dimension ¢ )) par &, une
0

racine 2kn-eéme de 1’unité. En outre, DWOH agit sur HC2 knlGe) (X’) (un espace de dimension 1) par

H N . N N
Kwe) g ot B est une racine 2kn-gme de I’unité.

q
Les propositions 5.2.2(i) et 5.2.3 donnent
Z(—l)l Trace(Dyu | H (X', Qr)) =0,
l
donc o =—p. Soit g est un élément unipotent non trivial de HY ‘. Alors, Trace(g, St)=0 et

Trace(g, Id) = 1. D’apres la proposition 5.2.2(i), on a

gD n ; ol H
[(X)" "0 | =) (—1) Trace(g Dyyn | HY (X', Qe)) = pg"' ™,
i
D
donc B =1 puisque (X' )g vy | est un entier positif. On a donc bien la relation quadratique
annoncée. O
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5.4. Casw=wyn"

Notons H_4 (W, woF) la spécialisation de H, (W, woF) via x1/2 i./q. Dans cette partie,
nous construisons une représentation de 1’algébre H_, (W, woF') dans Endg(@i Hg X(wo))).

Soit I € S/woF ; comme (Wor" F)? = a2 t1F2 et W(I) € Cp+(wor"F), la proposi-
tion 5.2.5(ii) fournit un endomorphisme Dw{) de X(woxr") pour tout n € N, donnant naissance a
une action de Cpg+(WoF) sur X(wor™).

Les deux énoncés suivants généralisent [24, 3.10(b)] (cas ol wo F agit trivialement sur W).

Théoreme 5.4.1. Pour tout n > 0, l’action de Cp+(WoF) sur X(wor™) induit un morphisme
d’algebres

H_q(W, w()F) — End@lGF (@ Hé ()((W()ﬂ:n)))7 T[ = (—1)[(w6)Dw(1)
i

Preuve. On procede comme dans la preuve du théoreme 5.3.4. 1l s’agit de prouver que pour
tout I, I’action de (—l)l(“’é)DW(IJ sur la cohomologie de X(won”) vérifie la méme relation qua-

dratique que 77. Grace au corollaire 5.2.9, il suffit de montrer que (— 1)1(“’5) Dw{) vérifie la bonne

relation quadratique sur la variété X, (W)}, wiwo F).

Soit H un groupe réductif quasi-simple tel que le groupe adjoint de L; soit isomorphe
4 HF et soit F’ I’endomorphisme de Frobenius sur H correspondant par cet isomorphisme
a (wéwoF )k. On se ramene a 1’étude de 1’opérateur DWOH, induit par Dw(’)’ sur la variété

X' = Xu((winipk, F). Le groupe HY est d’un des types A1(¢%), 2B2(¢%), 2Ga(g*), 2 A2(g*)

(si k est pair) ou Az(qk) (si k estimpair). D’apres les théoremes 4.3.5, 4.4.4,4.2.9 et 4.2.4, seules

les représentations Id et St apparaissent dans la cohomologie de la variété X'. D’aprés les propo-

sitions 3.3.14 et 3.3.15, la variété X' n’a que deux groupes de cohomologie non nuls : en degrés
, . kl H_n

kl(wgnfi) et 2kl(w(f)ln'ﬁ). Le groupe HY agit sur H, % HH)(X’ ) par St la valeur propre de F’

2kl(WHEY) ) o , K21 (wHz )
est 1. Sur H, (X), le groupe H" agit par Id et F" a comme valeur propre g 0"H/,

L’ opérateur Dw(;)i est une racine (2n 4 1)k-eme de F’ et commute 2 H'. Par conséquent, il

H 2kl (wilz™)

Yo Kl gt )) par « et sur H, (X’) (un espace

)(X’ ) (un espace de dimension g
kl(wih)

agit sur HCk i
de dimension 1) par S¢q , O et B sont des racines (2n + 1)k-emes de 1.
Les propositions 5.2.2(1) et 5.2.3 donnent ) ;(—1)’ TI'aCC(DWSI | H/(X',Qy)) = 0, donc

a = (—=HHM™)=18 Soit g est un élément unipotent non trivial de HF'. D aprés la proposi-
tion 5.2.2(i), on a

X)W | = > (=1) Trace(g Dy | H!(X'. Q)

1
= —BSt(g) + Bg"™D = pgHl ™D,

. 8D n . . . . .
donc B =1 puisque |[(X’)” ™0 | est un entier positif. On a donc bien la relation quadratique

annoncée. 0O
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Remarque 5.4.2. On pourra préférer considérer le morphisme 77 — Dwé ou I’algebre de Hecke

)l+l(W6)’

de W*oF a pour paramétres {((—1 ql(w‘l’))heS/woP

L’énoncé précédent a la conséquence suivante.

Corollaire 5.4.3. Pour tout n € N, les valeurs propres de F dans la cohomologie de X(wor™)
sont soit de la forme £q™, soit de la forme £iq™ /% o1t m € N. On est toujours dans le premier
cas si wo est central dans W et G n’a pas de composante de type E7 ou Eg.

Preuve. L’action de F sur ; HZ: (X(wom™)) est égale a I’action de 1’élément (—1)’ (““’)T,%Jrl
dans la représentation de H_, (W, wo F) sur cette cohomologie. Pour x € Irr(W*oF) | nous no-
tons x4 le caractere correspondant de H—_q (W, woF) et dy_, le degré générique de x—,. Enfin
nous noterons A, (respectivement a, ) le degré (respectivement la valuation) de dy_, . La valeur
propre de TU%O dans la représentation de caractere x—, est (—q)*N =% =Ax [5, corollaire 4.20]
et les valeurs propres de Ty, sont des racines carrées de cette valeur (ici, N est le nombre de
racines de W). Ceci démontre 1’énoncé sauf la dernicre phrase. Si wg est central alors pour tout
x irréductible on a x (wp) # 0 et si G n’a pas de composante de type E7 ou Eg alors par [5, co-
rollaire 4.19] on en déduit que a, + A, est pair (en effet tout caractere est alors « génériquement
rationnel » suivant la terminologie de loc. cit.). O
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