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Abstract

In a first part, we lift the usual constructions of functors between derived categories of
étale sheaves over schemes with a sheaf of algebras to pure derived categories. For varieties
with finite group actions, we recover, in a more functorial way, Rickard’s construction.

We apply this to the case of Deligne–Lusztig varieties and show that Broué’s conjecture
holds for curves. The additional ingredient we need is obtained from an easy property of
the cohomology of etale covers of the affine line.
 2002 Elsevier Science (USA). All rights reserved.

1. Introduction

La motivation de notre travail est l’étude du complexe de cohomologie des
variétés de Deligne–Lusztig.

Dans la première partie de ce travail, nous relevons les constructions habi-
tuelles reliant des catégories dérivées de faisceaux étales sur un schéma muni
d’un faisceau d’algèbres aux catégories dérivées pures (un analogue de la dualité
de Poincaré reste à développer). Pour des variétés munies d’une action de groupe
(ou de monoïde), nous obtenons ainsi un complexe représentant la cohomologie
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qui possède de bonnes propriétés de finitude. Nous retrouvons la construction (in-
directe) de Rickard de complexes pour des variétés munies d’actions de groupes
finis.

M. Broué [7] conjecture que le complexe de cohomologie�-adique de certaines
variétés de Deligne–Lusztig induit une équivalence de Rickard (en particulier une
équivalence de catégories dérivées) entre un bloc à groupe de défaut abélien
d’un groupe réductif connexe sur un corps fini et le bloc correspondant du
normalisateur d’un sous-groupe de défaut.

Broué et Michel [8] ont construit des actions de monoïdes de tresses, en plus
des actions de groupes finis à l’origine des travaux de Deligne et Lusztig. Nous
sommes alors à même de construire des complexes qui fournissent les invariants
souhaités de ces variétés. La compatibilité de ces constructions avec les méthodes
locales de théorie des blocs (foncteur de Brauer) est une conséquence immédiate
de nos constructions (on retrouve le complexe de chaînes des points fixes par un
�-groupe).

Pour établir les conjectures de Broué, il reste à montrer que l’action du groupe
des tresses sur la cohomologie se factorise par une algèbre de Hecke, ce qui est
connu dans un certain nombre de cas [12] et à montrer une propriété de disjonction
du complexe de cohomologie. Cette dernière partie est très mystérieuse pour le
moment. Nous parvenons à l’établir lorsque les variétés de Deligne–Lusztig sont
des courbes (les groupes concernés sont alors de typeA1, 2A2, 2B2 ou 2G2). En
effet, nous sommes alors en présence de revêtements étales de la droite affine.
Il est alors facile de voir que le complexe de cohomologie possède de bonnes
propriétés—c’est en fait un cas particulier de propriétés de la cohomologie de
certains groupes profinis (cf. §3). Nous montrons plus généralement (Théorème
4.5) que, sous une hypothèse de cyclicité du groupe de Weyl relatif, alors
la propriété de disjonction du complexe de cohomologie est suffisante pour
démontrer la conjecture.

2. Relèvements

Les résultats exposés ici sont, pour l’essentiel, valides pour des topos
annelés admettant des ensembles conservatifs de points. Nous utiliserons ici
exclusivement la topologie étale.

Nous renvoyons au §2.4 la partie purement algébrique.

2.1. Notations

Sauf mention expresse du contraire, toutes les actions considérées sont des
actions à gauche.

PourC une catégorie additive, on note Comp(C) la catégorie des complexes
d’objets deC et Comp?(C) la sous-catégorie pleine des complexes bornés si ?= b,
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bornés supérieurement si bornés inférieurement si ?= −. On note Ho?(C) la
catégorie correspondante des complexes à homotopie près.

SoitX un schéma etA un faisceau d’anneaux surX.
On noteA-Mod la catégorie desA-modules. On note Comp?(A) (respective-

ment Ho?(A)) la catégorie Comp?(A-Mod) (respectivement Ho?(A- Mod)). On
noteD(A) la catégorie dérivée deA-Mod.

Si V et W sont deux complexes deA-modules, on noteraHom•
A(V ,W) le

complexe total associé au complexe double(HomA(V i,Wj ))i,j ). On noteτ�n

et τ�n les foncteurs de troncation.
Rappelons qu’un faisceauF surX est ditflasquesi pour tout ouvert étaleU

deX, on aHi(U,F) = 0 pouri > 0.
LorsqueA est le faisceau constant associé à l’algèbreA etM est unA-module,

on notera encoreM le faisceau constant associé, vu comme unA-module.
Soit A une algèbre. SoitU une sous-catégorie pleine deA-Mod. On notera

Û la plus petite sous-catégorie additive pleine deA-Mod contenantU , close par
produits infinis et colimites filtrantes (donc par facteurs directs). On noteraU⊕
la plus petite sous-catégorie additive pleine deA-Mod contenantU et close par
facteurs directs.

Si M est unA-module, on note add(M) la plus petite sous-catégorie additive
pleine deA-Mod contenantM et close par facteurs directs. On noteraA-mod la
catégorie desA-modules de type fini.

On noteraA◦ l’algèbre opposée àA.

2.2. Catégories dérivées pures

2.2.1. Définitions
Nous reprenons ici la construction classique de la catégorie dérivée pure.
Un complexeC deA-modules est ditpurement acycliquesi et seulement si

P ⊗AC est acyclique pour toutA-module à droiteP . En particulier, un complexe
purement acyclique est acyclique.

Lemme 2.1. Les assertions suivantes sont équivalentes, pourC un complexe de
A-modules:

(i) C est purement acyclique;
(ii) τ�nC est purement acyclique pour toutn ;
(iii) τ�nC est purement acyclique pour toutn ;
(iv) pour tout A-module M localement de présentation finie, le complexe

Hom•
A(M,C) est acyclique;

(v) pour tout point géométriquex de X, le complexe deAx -modulesCx est
purement acyclique;

(vi) pour tout point géométriquex deX et pour toutAx -moduleN de présent-
ation finie, le complexeHom•

Ax
(N,Cx) est acyclique.
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Démonstration. L’équivalence entre (i), (ii) et (iii) est immédiate.
L’équivalence entre (i) et (v) et entre (iv) et (vi) résulte immédiatement

de ce que toutAx -module (respectivement toutAx -module de présentation
finie) provient d’unA-module (respectivement d’unA-module localement de
présentation finie).

L’équivalence entre (v) et (vi) est [5, §5, Exercice 1].✷
Définition 2.2. La catégorie dérivée purẽD(A) est la catégorie triangulée
quotient de la catégorie homotopique Ho(A) des complexes deA-modules par
la sous-catégorie pleine des complexes purement acycliques.

On a des foncteurs canoniques de passage au quotient

Ho(A) → D̃(A) → D(A).

Notons qu’un morphismef :M → N de complexes deA-modules devient un
isomorphisme dans̃D(A) si et seulement si pour toutA-module à droiteP , alors
1P ⊗A f est un quasi-isomorphisme. La catégorieD̃(A) est la localisation de
Ho(A) en ces flèches.

Remarque 2.3. Si A est un faisceau d’algèbres semi-simples, alorsD̃(A) =
D(A).

On verra que siX est le spectre d’un corps algébriquement clos etA est
artinien, alors le foncteur canonique Hob(A) → D̃(A) est pleinement fidèle
(Corollaire 2.26).

Les constructions de colimites filtrantes dans Comp(A) passent à̃D(A). Les
foncteurs de troncation de Comp(A) passent à̃D(A).

Pour ?∈ {+,−, b}, on définit la catégorie quotient̃D?(A) de Ho?(A) par
les complexes purement acycliques. Le foncteur canoniqueD̃?(A) → D̃(A) est
pleinement fidèle (on le voit comme pour les catégories dérivées usuelles, à l’aide
des foncteurs de troncation).

On définitD̃(+)(A) comme la catégorie quotient de la sous-catégorie pleine
de Ho(A) des complexesM tels que τ�nM est purement acyclique pour
n  0 par la sous-catégorie des complexes purement acycliques. Le foncteur
canoniquẽD(+)(A) → D̃(A) est pleinement fidèle. On définit de mêmeD̃(?)(A).
Le foncteur canoniquẽD(?)(A) → D̃(A) est pleinement fidèle. Le foncteur
canoniquẽD?(A) → D̃(?)(A) est une équivalence.

2.2.2. Bifoncteurs⊗ etHom•
Les foncteurs⊗ etHom• passent (sous certaines hypothèses) trivialement au

quotient :

Proposition 2.4. SoitB un faisceau d’algèbres surX etM un (B,A)-bimodule.
Le foncteurM ⊗A − induit un foncteur̃D(A) → D̃(B).
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Supposons maintenant queM est localement de présentation finie commeB-
module. AlorsHom•

B(M,−) induit un foncteur̃D(B) → D̃(A) et on a une paire
d’adjonction(M ⊗A −,Hom•

B(M,−)) entre foncteurs̃D(B)� D̃(A).

Démonstration. Il s’agit de voir que les foncteurs préservent les objets purement
acycliques. L’adjonction au niveau des catégoriesD̃ résulte de l’adjonction au
niveau des catégories Comp.

SoitV un complexe purement acyclique deA-modules. Pour toutB-module à
droiteP , le complexeP ⊗B (M ⊗A V )

∼→ (P ⊗B M) ⊗A V est acyclique, donc
M ⊗A V est purement acyclique.

Soit P un A-module localement de présentation finie etV un complexe
purement acyclique deB-modules. AlorsM ⊗A P est localement de pré-
sentation finie commeA-module, doncHom•

B(M ⊗A P,V ) est acyclique

(Lemme 2.1). PuisqueHom•
A(P,Hom•

B(M,V ))
∼→ Hom•

B(M ⊗A P,V ), alors
Hom•

A(P,Hom•
B(M,V )) est acyclique, d’oùHom•

B(M,V ) est purement acy-
clique (Lemme 2.1). ✷
2.2.3. Foncteurf ∗

Soitf :X → S un morphisme de schémas etA un faisceau d’anneaux surS.

Proposition 2.5. Le foncteurf ∗ : Comp(A) → Comp(f ∗A) induit un foncteur
D̃(A) → D̃(f ∗A).

Démonstration. Il s’agit de montrer quef ∗C est purement acyclique lorsqueC
l’est. Soitx un point géométrique deX etP unf ∗A-module à droite. On a(

P ⊗f ∗A f ∗C
)
x

� Px ⊗(f ∗A)x

(
f ∗C

)
x

� Px ⊗Af (x)
Cf (x).

La proposition résulte alors du fait que l’acyclicité pure se lit sur les fibres.✷
2.2.4. Résolutions de Godement

On poseB = f ∗A. PourD un complexe deB-modules, on noteC(D) la
résolution de Godement deD [3, XVII, §3.1.2]. Rappelons cette construction.

Soit X0 un ensemble conservatif de points deX. Pour F un B-module,
on poseC0(F) = u∗u∗F où u est le morphisme produit

∏
x∈X0 x → X. Un

faisceau de la formeu∗G sera ditinduit. L’unité de la paire adjointe(u∗, u∗)
fournit un morphisme injectif fonctorielε(F) :F → C0(F). On poseC1(F) =
C0(cokerε(F)) et on noted0 la composition

C0(F)� cokerε(F)
ε(cokerε(F))−→ C1(F).

On définit enfin par récurrenceCi+1(F) = C0(cokerdi−1) et di comme la
composition

Ci(F)� cokerdi−1 ε(cokerdi−1)−→ Ci+1(F).
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Le complexeC(F) est alors le complexe(Ci(F), di). On a ainsi construit un
foncteurC :B-Mod→ Comp+(B).

On noteraC�n(F) le complexeτ�nC(F) pour n ∈ N ∪ {∞} (on prend

C�∞ = C). On a un isomorphismeε(F) :F ∼→ C�0(F).
On en déduit un endofoncteur de Comp(B) obtenu par complexe total (formé

avec⊕), encore notéC�n.
Rassemblons quelques propriétés utiles.

Proposition 2.6.

(i) Les foncteursC�n sont exacts.
(ii) Les morphismes canoniquesC�m(F) → C�n(F) induisent des isomor-

phismes dans̃D(B), pour toutF ∈ Comp(B) et m � n. En particulier, on
a un isomorphismeF ∼→ C(F) dansD̃(B).

(iii) Les faisceauxCn(F) sont induits, donc flasques.
(iv) Soit M un B-module localement de présentation finie. Alors, pour tout

F ∈ Comp(B), on a un isomorphisme fonctorielHomB(M,C�m(F))
∼→

C�m(HomB(M,F)) pour toutm ∈ N ∪ {∞}.
(v) Soit P un B-module à droite localement de présentation finie. Alors, on

a isomorphisme canoniqueP ⊗B C�m(F)
∼→ C�m(P ⊗B F) pour tout

F ∈ Comp(B) et toutm ∈ N ∪ {∞}.

Démonstration. Les assertions (i)–(iii) sont [3, XVII, Proposition 4.2.3]. L’as-
sertion (iv) est immédiate.

L’isomorphisme canoniqueHomB(M,F)x
∼→ HomBx

(Mx,Fx) pour tout
faisceauF surX et x point géométrique montre que l’on a des isomorphismes
canoniques

u∗u∗HomB(M,F)
∼→ u∗Homu∗B

(
u∗M,u∗F

) ∼→ HomB
(
M,u∗u∗F

)
.

La suite

0→ HomB(M,F) → HomB
(
M,u∗u∗F

) →HomB
(
M,cokerε(F)

) → 0

est exacte, car 0→ F → u∗u∗F → cokerε(F) → 0 est purement acyclique
(Lemme 2.1). Par conséquent, on a un diagramme commutatif dont les suites
horizontales sont exactes

On en déduit (iv).
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A partir d’une présentation localeBr → Bs → P → 0, on déduit que le
morphisme canoniqueP ⊗B C0(F) → C0(P ⊗B F) est un isomorphisme.
Puisque la suite exacte 0→ F → C0(F) → cokerε(F) → 0 est scindée en
les fibres, on obtient une suite exacte 0→ P ⊗B F → P ⊗B C0(F) → P ⊗B
cokerε(F) → 0. On en déduit l’assertion (v).✷

Construisons maintenant un morphisme de foncteursγ (f ) :Cf∗ → f∗C,
suivant [1].

Le morphismef ∗f∗ → 1 fournit, pour tout point géométriquex de X, un
morphisme(f∗F)y → Fx , où y = f (x). On a donc un morphisme(f∗F)y →∏

x∈f−1(y)Fx dont on déduit un morphismeCf∗F → f∗CF .
LorsqueX est un schéma de type fini sur un corps algébriquement clos, on

prendra pourX0 l’ensemble des points fermés Speck → X.

2.2.5. Foncteur̃Rf∗
Nous relevons ici le foncteurRf∗ :D+(f ∗A) → D+(A) en un foncteur

R̃f∗ : D̃+(f ∗A) → D̃+(A).

Proposition 2.7. Le foncteurf∗C : Comp+(f ∗A) → Comp+(A) induit un
foncteur

R̃f∗ : D̃+(
f ∗A

) → D̃+(A)

qui relève le foncteurRf∗.

Démonstration. Soit F ∈ Comp+(f ∗A) purement acyclique. Il s’agit de mon-
trer quef∗C(F) est purement acyclique. SoitM un A-module localement de
présentation finie. On a

Hom•
A

(
M,f∗C(F)

) ∼→ f∗Hom•
f ∗A

(
f ∗M,C

(
F

))
∼→ f∗C

(
Hom•

f ∗A(f ∗M,F)
)

d’après la Proposition 2.6 (iv). PuisqueF est purement acyclique, le complexe
Hom•

f ∗A(f ∗M,F) est acyclique, doncf∗C(Hom•
f ∗A(f ∗M,F)) est acyclique

car C(Hom•
f ∗A(f ∗M,F)) est un complexe acyclique borné à gauche de

faisceaux flasques, ce qui montre quef∗C(F) est purement acyclique.
Finalement,f∗C relèveRf∗ puisqueC(F) est un complexe de faisceauxf∗-

acycliques quasi-isomorphe àF . ✷
Avec des hypothèses de finitude, le foncteur s’étend aux complexes non

bornés :

Proposition 2.8. SiRif∗(F) = 0 pour toutf ∗A-moduleF et tout entieri > m,
alors le foncteurf∗C : Comp(f ∗A) → Comp(A) induit un foncteur

R̃f∗ : D̃
(
f ∗A

) → D̃(A)
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qui relève le foncteurRf∗ et on a un isomorphisme canoniquef∗C�m
∼→ f∗C.

Démonstration. La première assertion se prouve comme la Proposition 2.7.
Pour F un f ∗A-module et D = 0 → D0 → D1 → ·· · une résolution

f∗-acyclique deF , alors τ�mD est encore une résolutionf∗-acyclique. Soit
maintenantM unA-module localement de présentation finie. On a un diagramme
commutatif

HomA(M,f∗CF) ∼ f∗CHomf ∗A(f ∗M,F)

HomA(M,f∗C�mF) ∼ f∗C�mHomf ∗A(f ∗M,F)

∼

où les isomorphismes sont dans les catégories dérivées, les isomorphismes
horizontaux étant analogues à ceux de la preuve de la Proposition 2.7.

Par conséquent, le morphisme canonique

HomA(M,f∗C�mF) →HomA(M,f∗CF)

est un quasi-isomorphisme, donc le cône du morphisme canoniquef∗C�mF →
f∗CF est purement acyclique.✷

Supposons queS est le spectre d’un corps algébriquement clos. Le faisceauA
est constant de valeurA. On noteraR̃Γ (X,F) le complexeR̃f∗(F) de D̃(A).
Soit Γ un monoïde agissant surX. Alors, R̃f∗(f ∗A) est un complexe deAΓ -
modules borné à gauche. Sa cohomologie estH ∗(X,A).

N’importe quelle résolution par des modules induits permet de calculer le
foncteurR̃f∗ :

Lemme 2.9. Soit F un f ∗A-module induit. Alors, le morphisme canonique
f∗F → R̃f∗F est un isomorphisme dans̃D(A).

Démonstration. On sait queHomf ∗A(M,F) est encore induit, pourM unf ∗A-
module localement de présentation finie. On en déduit facilement que siN est un
complexe purement acyclique def ∗A-modules induits, alors,f∗N est purement
acyclique. Le lemme résulte de ce résultat appliqué au cône du morphisme
canoniqueF → C(F). ✷
Remarque 2.10. Il est probable que l’image parf∗ d’un complexe purement
acyclique de modulesf∗-acycliques n’est pas toujours purement acyclique.

Soit f ′ :X′ → X un morphisme de schémas. SoitF ∈ Comp+((ff ′)∗A). Le
morphisme canoniquef∗f ′∗C(F) → f∗C(f ′∗C(F)) est un isomorphisme dans
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D̃(A), car les composantes def ′∗C(F) sont induites (Lemme 2.9). On en déduit
un isomorphisme canonique

R̃(ff ′)∗
∼→ R̃f∗R̃f ′∗.

La paire adjointe(f ∗, f∗) de foncteurs entreA-modules etf ∗A-modules
induit une paire adjointe(f ∗, R̃f∗).

Lemme 2.11.Sif est un morphisme fini etF un faisceau def ∗A-modules, alors
on a un isomorphisme canonique dansD̃(A)

f∗F
∼→ R̃f∗F .

Démonstration. Soit D un complexe purement acyclique def ∗A-modules et
M un A-module localement de présentation finie. On aHomA(M,f∗D)

∼→
f∗Homf ∗A(f ∗M,D). Puisquef∗ est exact etHomf ∗A(f ∗M,D) est acyclique,
on en déduit queHomA(M,f∗D) est acyclique. On déduit le lemme en prenant
pourD le cône du morphisme canoniqueF → C(F). ✷

Considérons un carré commutatif de schémas

X′ π ′

f ′

X

f

S′
π S

On définit un morphisme de changement de base

π∗R̃f∗ → R̃f ′∗(π ′)∗

comme adjoint du morphisme

R̃f∗ = f∗C → f∗Cπ ′∗(π ′)∗ f∗γ (π ′)(π ′)∗−−−−−−→ f∗π ′∗C(π ′)∗

→ π̃∗f ′∗C(π ′)∗ = π∗R̃f ′∗(π ′)∗.
Le théorème suivant assure que c’est un isomorphisme dans les catégoriesD̃

dès que c’est un isomorphisme dans les catégories dérivées.

Théorème 2.12.Considérons un carré cartésien de schémas

X′ π ′

f ′

X

f

S′
π S

Si le morphisme de changement de baseπ∗R̃f∗F → R̃f ′∗(π ′)∗F est un
isomorphisme dansD(π∗A) pour tout faisceau def ∗A-modulesF , alors, c’est
un isomorphisme dans̃D(π∗A), pour tout faisceau def ∗A-modulesF .
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En particulier, on a un isomorphisme de changement de base dansD̃(π∗A) si
A est un faisceau de torsion et

• f est propre;
• ouf est quasi-compact,π est lisse et la torsion deA est inversible surS.

Démonstration. SoitM unA-module localement de présentation finie. On a une
série d’isomorphismes canoniques

Homπ∗A
(
π∗M,π∗f∗C(F)

) � π∗HomA
(
M,f∗C(F)

)
� π∗f∗CHomf ∗A

(
f ∗M,F

)

(Proposition 2.6(iv)). Par hypothèse, le morphisme canonique

π∗f∗CHomf ∗A
(
f ∗M,F

) → f ′∗C(π ′)∗Homf ∗A
(
f ∗M,F

)

est un quasi-isomorphisme. Enfin, on a les isomorphismes canoniques

f ′∗C(π ′)∗Homf ∗A
(
f ∗M,F

) � f ′∗CHom(π ′)∗f ∗A
(
(π ′)∗f ∗M,(π ′)∗F

)
� Homπ∗A

(
π∗M,f ′∗C(π ′)∗F

)
.

Puisque le morphisme de changement de base devient un quasi-isomorphisme
après application du foncteurHomπ∗A(π∗M,−), pour toutA-module locale-
ment de présentation finieM, le théorème est établi.

La véracité des théorèmes de changements de base usuels est donnée par [3,
XII, Théorème 5.1] et [3, XVI, Corollaire 1.2]. ✷
2.2.6. Foncteur̃Rf!
Lemme 2.13. Sif est étale, alorsf! induit un foncteur̃D(f ∗A) → D̃(A).

Démonstration. Pour P un A-module à droite etN ∈ Comp(f ∗A), on a un
isomorphisme de complexesP ⊗A f!N � f!(f ∗P ⊗f ∗A N). Donc, siN est
purement acyclique, alorsf!N l’est aussi, puisquef! est exact. ✷

Considérons une compactification deX. On a i :X → Y une immersion
ouverte,p : Y → S propre etf = pi.

Alors, on posẽRf! = R̃p∗ · i!.
On montre de la manière usuelle [3, XVII, §5.1.7] quẽRf! est indépendant

de la compactification (grâce au Théorème 2.12). On a des isomorphismes de
transitivité pour la composition de deux morphismes et on dispose d’un théorème
de changement de base.

LorsqueS est le spectre d’un corps algébriquement clos, on noteR̃Γc(X,F)

le complexẽRf!(F).
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2.2.7. Foncteur̃Rf !
En procédant comme dans [3, XVIII, §3], on construit un adjoint à droite au

foncteurR̃f!. Pourf lisse, il n’est pas isomorphe, en général, à un décalé def ∗
(cf. la remarque suivante), i.e., on ne dispose pas de la dualité de Poincaré sous sa
forme habituelle.

Remarque 2.14. Soit X la droite affine surk un corps algébriquement clos,
� un nombre premier inversible dansk et G = µ�(k) agissant par multiplication
surX. Les complexes̃RΓ (X,F�) et R̃Γc(X,F�) sont canoniquement isomorphes
à des objets de Hob(F�G) (cf. §2.5.1 et Corollaire 2.26). Alors,̃RΓ (X,F�) est un
complexe deF�G-modules homotope àF� (complexe concentré en degré 0), mais
R̃Γc(X,F�) est homotope à 0→ F� → F�G → F�G → 0 (ici, F� est en degré 0
et l’homologie est concentrée en degré 2). Ainsi,R̃Γ (X) et R̃Γc(X) ne sont pas
duaux l’un de l’autre (après décalage) dans Ho(F�G).

2.2.8. Cas�-adique
Soit � un nombre premier inversible surX.
On suppose queX est un schéma de type fini sur un corps algébriquement clos.

On définitR̃Γ (X,Z�) comme la limite projective desΓ (X,C�2 dimXZ/�n), les
morphismes de transition étant fournis par la Proposition 2.6(v). SiO est une
Z�-algèbre plate, on posẽRΓ (X,O) = R̃Γ (X,Z�) ⊗Z�

O.

2.3. Propriétés de finitude

2.3.1. Constructibilité
Nous supposons dans §2.3.1

• queRif∗F est constructible pour tout entieri et toutf ∗A-module construc-
tible F et ;

• qu’il y a un entierm tel queRif∗F = 0 pour toutf ∗A-module constructible
F et tout entieri > m.

Cette hypothèse est vérifiée par exemple lorsqueX et S sont des schémas
de type fini sur un schéma noethérien régulier de dimension 0 ou 1 etA est
un faisceau d’algèbres noethériennes à gauche et de torsion, tuée par un entier
inversible surS [10, Théorème 1.1 et Remarque 1.3 p. 233]. Le cas usuel est celui
oùS est le spectre d’un corps algébriquement closk, A une algèbre noethérienne
de torsion première à la caractéristique dek et X un schéma de type fini surk :
on peut alors prendrem = 2 dimX.

On note Comp?c(A) la sous-catégorie pleine de Comp?(A) des complexes à
cohomologie constructible et̃D?

c(A) son image essentielle dans̃D?(A), pour
?∈ {b,+,−,blanc}.
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Le foncteurR̃f∗ induit alors par restriction un foncteur̃Rf∗ : D̃c(f
∗A) →

D̃c(A). Il envoieD̃?
c(f

∗A) dansD̃?
c(A), d’après la Proposition 2.8.

2.3.2. Sous-classes de modules
Supposons ici queA est le faisceau constant associée à une algèbreA. Soit

U une sous-catégorie additive pleine deA-Mod close par produits infinis et
colimites filtrantes.

Proposition 2.15. SoitF unf ∗A-module tel queFx est dansU pour tout point
géométriquex. Alors, (f∗Ci(F))y est dansU pour tout point géométriquey et
tout entieri.

Démonstration. Pourα :U → X étale, on aC0(F)(U) = ∏
x Fx où x décrit

la famille des points géométriques deU tels queαx ∈ X0. Par conséquent,
C0(F)(U) est dansU (clôture par produits infinis) etf∗C0(F)(V ) est dansU
pourV → S étale, donc(f∗C0(F))y est dansU pour tout point géométriquey de
S (clôture par colimites filtrantes).

Le conoyau cokerεx du morphisme canoniqueεx :Fx → C0(F)x est la
colimite, oùU → X décrit les morphismes étales dont l’image contientx, des∏

z∈U−{x}Fz, donc il est dansU . On en déduit par récurrence suri que(f∗CiF)y
est dansU pour touty. ✷

Soit CompU (A) la sous-catégorie pleine de Comp(A) des complexes dont les
termes ont des fibres dansU . SoitD̃U (A) l’image essentielle de CompU (A) dans
D̃(A).

On déduit de la Proposition 2.15 une propriété de conservation :

Corollaire 2.16. Le foncteurR̃f∗ envoieD̃U (f ∗A) dansD̃U (A).

Rappelons qu’un anneauA est cohérent à droite si tout sous-module de type
fini du A-module à droiteA est de présentation finie.

Proposition 2.17. SupposonsA cohérent à droite. SoitM un A-module de
présentation finie tel queEndA(M) est cohérent à droite etM est de présentation
finie commeEndA(M)-module à droite. SoitF ∈ D̃ ˆadd(M)

(f ∗A). Alors, on a un
isomorphisme canonique

M ⊗EndA(M) R̃f∗
(
Hom•

A(M,F)
) ∼→ R̃f∗F .

Démonstration. On a un isomorphisme

M ⊗EndA(M) R̃f∗
(
Hom•

A(M,F)
) ∼→ M ⊗EndA(M) f∗

(
Hom•

A

(
M,C(F)

))
(Proposition 2.6(iv)).
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L’isomorphisme canoniquef∗HomA(M,V )
∼→ HomA(M,f∗V ) pour V un

f ∗A-module fournit

M ⊗EndA(M) f∗
(
Hom•

A

(
M,C(F)

)) ∼→ M ⊗EndA(M) Hom•
A

(
M,f∗C(F)

)
.

Finalement il nous reste à montrer que le morphisme canonique

M ⊗EndA(M) Hom•
A

(
M,f∗C(F)

) → f∗C(F) = R̃f∗F

est un isomorphisme. Vérifions cela en tout point géométriques deS. Pour tout
complexe deA-modulesK, on a des isomorphismes canoniques

(
M ⊗EndA(M) Hom•

A(M,K)
)
s

∼→ M ⊗EndA(M) Hom•
A(M,K)s,

Hom•
A(M,K)s

∼→ Hom•
A(M,Ks)

car M est de présentation finie. Puisquef∗Ci(F)s est dans ˆadd(M) (Proposi-
tion 2.15), le Corollaire 2.22 fournit la conclusion.✷
2.3.3. Anneaux artiniens

On supposera dans cette partie §2.3.3 queS est le spectre d’un corps
algébriquement closk, queX est un schéma de type fini surS et queA est artinien
et de torsion, annulée par un entier inversible dansk. On posem = 2 dimX.

Soit U une sous-catégorie additive strictement pleine deA-mod engendrée
par un module de type fini. On notera Ho+,b(Û) la sous-catégorie strictement
pleine de Ho+(Û) des objets isomorphes à un complexe borné. D’après le
Corollaire 2.26, les foncteurs canoniques Ho+,b(Û) → D̃(A) et Hob(U⊕) →
D̃(A) sont pleinement fidèles et on identifiera ces catégories avec leurs images
strictes.

Proposition 2.18. Soit U une sous-catégorie additive strictement pleine de
A-modengendrée par un module de type fini.

Alors, R̃f∗ induit (via f∗C) un foncteurD̃b
c,U (f ∗A) → Ho+,b(Û) et (via

f∗C�m) un foncteurD̃b
c,U (f ∗A) → Hob(U⊕).

Démonstration. SoitF ∈ Compb
c,U (f ∗A). D’après le Corollaire 2.16, les termes

du complexef∗C(F) sont dansÛ .
La Proposition 2.8 montre quef∗C(F) est isomorphe, dans Ho+(Û), au

complexe bornéf∗C�m(F). On en déduit la première partie de la proposition.
En outre, sa cohomologie est de type fini (cf. §2.3.1). Le Lemme 2.27 montre

qu’il est alors homotope à un complexe borné d’objets deU⊕. ✷
Soit Compbcons(f

∗A) la sous-catégorie pleine de Compb(f ∗A) des complexes
dont les termes sont constructibles etD̃b

cons(f
∗A) son image essentielle dans

D̃(f ∗A).
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Corollaire 2.19. R̃f∗ induit un foncteur̃Db
cons(f

∗A) → Hob(A- mod).

Démonstration. Soit F un f ∗A-module constructible. Alors, l’ensemble des
classes d’isomorphisme desA-modulesFx est fini et chacun de cesA-modules
est de type fini. SoitN un complexe borné def ∗A-modules constructibles. Alors,
le corollaire se déduit de la Proposition 2.18 appliquée àU , la plus petite sous-
catégorie additive strictement pleine deA-mod contenant lesNi

x , pour tousi
et x. ✷

On déduit de la Proposition 2.18 une propriété de perfection analogue à [9,
Proposition 3.7] (cas de la cohomologie à support compact).

Corollaire 2.20. Soit F un f ∗A-module constructible tel queFx est unA-
module projectif pour toutx point ferm. Alors,̃Rf∗F est homotope à un complexe
borné deA-modules projectifs de type fini.

Tous les résultats du §2.3 s’étendent, avec les mêmes preuves, au cas du
foncteurR̃f!.

Soit F un faisceau constructible deA-modules surX. Les Propositions 2.20
et 2.17 montrent quẽRf!(F) est canoniquement isomorphe (dansD̃(A)) à l’objet
0c(X,F) construit par Rickard [16, Définition 2.6] (la construction de Rickard
passe par unA-moduleM, somme de représentants des classes d’isomorphismes
desA-modulesFx . On peut vérifier que cette construction ne dépend pas du choix
deM, à isomorphisme canonique près).

Qu’avons-nous gagné par rapport à la construction de Rickard ? SoitΓ un
monoïde d’endomorphismes deX et F un faisceau constructibleΓ -équivariant
de A-modules surX. Alors, la construction de Rickard fournit une actionà
homotopie prèsde Γ sur un complexe représentantRΓc(X,F). Dans notre
approche,̃RΓc(X,F) est un complexe deAΓ -modules.

2.4. Quelques propriétés algébriques

Nous décrivons ici des propriétés classiques de la catégorie dérivée pure d’un
anneau, lorsque l’on dispose d’hypothèses de finitude.

SoitA un anneau etM unA-module.
Rappelons quelques propriétés.

(i) Le foncteur HomA(M,−) commute aux limites. SiM est de présentation
finie, il commute aux colimites filtrantes [6, Chap. I, §2, Exercice 9].

(ii) Le foncteur− ⊗A M commute aux colimites. SiM est de présentation finie,
alors il commute aux produits infinis [6, Chap. I, §2, Exercice 9].
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2.4.1. Platitude et cohérence
Théorème 2.21. Si A est cohérent à droite, alorsˆadd(A) est la catégorie des
A-modules plats.

Démonstration. La propriété de platitude est close par produits infinis, carA est
cohérent à droite [6, Chap. I, §2, Exercice 12]. Elle est en outre close par colimites
filtrantes [6, Chap. I, §2, Proposition 2]), ce qui établit que les objets deˆadd(A)

sont plats.
D’après le théorème de Lazard, toutA-module plat est colimite filtrante de

modules libres [5, §1, Théorème 1].✷
Corollaire 2.22. Soit A un anneau cohérent à droite etM un A-module de
présentation finie tel queEndA(M) est cohérent à droite etM est de présentation
finie commeEndA(M)-module à droite. SoitV unA-module.

Alors,V est dans ˆadd(M) si et seulement si leEndA(M)-moduleHomA(M,V )

est plat et le morphisme canonique

M ⊗EndA(M) HomA(M,V )
∼→ V

est un isomorphisme.
Les foncteursHomA(M,−) et M ⊗EndA(M) − sont des équivalences inverses

entre ˆadd(M) et la catégorie desEndA(M)-modules plats.

Démonstration. PuisqueM est de présentation finie pourA et pour EndA(M),
les foncteursM ⊗EndA(M) − et HomA(M,−) commutent aux colimites filtrantes
et aux produits infinis. Puisque le morphisme canonique est un isomorphisme
pourV = M, c’est donc un isomorphisme pour toutV dans ˆadd(M). Pour un tel
V , il résulte du théorème 2.21 que HomA(M,V ) est plat.

Soit W un EndA(M)-module plat. Il est colimite filtrante de modules libres
(théorème de Lazard). On montre alors comme précédemment que le morphisme
canonique

W → HomA(M,M ⊗EndA(M) W)

est un isomorphisme. En outre,M ⊗EndA(V ) W est dans ˆadd(M). ✷
2.4.2. Complexes purement acycliques et complexes acycliques scindés

Soit A un anneau commutatif. On dit queA est parfait à gauche si toutA-
module a une enveloppe projective.

On a [2, Théorème 28.4]

Lemme 2.23.SiA est parfait à gauche, alors toutA-module plat est projectif.

Nous utiliserons dans la suite la propriété des anneaux artiniens d’être
parfaits à gauche et cohérents à droite (propriété qui les caractérise dans le cas
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commutatif). Rappelons que siM est un module de type fini surA artinien, alors
il est de présentation finie pourA et pour EndA(M) (qui est elle aussi une algèbre
artinienne).

Le Lemme 2.23 permet de reformuler le Corollaire 2.22 :

Corollaire 2.24. SupposonsA artinien. SoitM unA-module de type fini etV un
A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) V est dans ˆadd(M) ;
(ii) HomA(M,V ) est unEndA(M)-module projectif et le morphisme canonique

M ⊗EndA(M) HomA(M,V )
∼→ V

est un isomorphisme;
(iii) V est facteur direct d’un multiple deM.

Les foncteursHomA(M,−) etM⊗EndA(M)− sont des équivalences inverses entre
ˆadd(M) et la catégorie desEndA(M)-modules projectifs.

Nous allons voir que, sous certaines hypothèses de finitude, les complexes
purement acycliques sont homotopes à 0.

Proposition 2.25. SupposonsA artinien. SoitM un A-module de type fini. Soit
C un complexe borné dêadd(M). Alors,

• C est purement acyclique si et seulement si il est homotope à0.
• Pour tout complexe purement acycliqueD, le complexeHom•

A(C,D) est
acyclique.

Démonstration. SupposonsC purement acyclique. D’après la Proposition 2.24,
Hom•

A(M,C) est un complexe borné de EndA(M)-modules projectifs. PuisqueC
est purement acyclique, ce complexe est acyclique (Lemme 2.1), donc homotope
à 0. L’isomorphisme

M ⊗EndA(M) Hom•
A(M,C)

∼→ C

du Corollaire 2.24 montre queC est lui aussi homotope à 0.
Soit maintenantD un complexe purement acyclique. Tout objetN de ˆadd(M)

est facteur direct d’un multiple deM (Corollaire 2.24), donc Hom•A(N,D) est
acyclique. Par conséquent, Hom•

A(C,D) est acyclique. ✷
Corollaire 2.26. SupposonsA artinien et soitM un A-module de type fini.
Le foncteur canonique deHob( ˆadd(M)) vers D̃(A) est pleinement fidèle. En
particulier, le foncteur canonique deHob(A) versD̃(A) est pleinement fidèle.



498 R. Rouquier / Journal of Algebra 257 (2002) 482–508

Lemme 2.27. SupposonsA artinien. SoitM un A-module de type fini. Alors,
tout complexe borné dêadd(M) à cohomologie de type fini est homotope à un
complexe borné deadd(M).

Démonstration. Le lemme se déduit facilement du fait que tout objet deˆadd(M)

est facteur direct d’un multiple deM (Corollaire 2.24). ✷
2.5. Actions de groupes finis

2.5.1. Actions
Soit X un schéma quasi-projectif sur un corps algébriquement clos, muni de

l’action d’un groupe finiG. SoitO une algèbre commutative artinienne de torsion,
tuée par un nombre premier� inversible surk ou une extension finie deZ� ou de
Q�.

On considère la sous-catégorieU = add(
⊕

H O(G/H)) deOG- mod, oùH

décrit l’ensemble des sous-groupes deG qui apparaissent comme stabilisateurs
de points fermés deX. La catégorieU est une sous-catégorie de la catégorie
des modules de�-permutation de type fini (=facteurs directs de modules de
permutation de type fini). Il résulte du Corollaire 2.24 que les objets deÛ sont
facteurs directs de sommes directes de modules du typeO(G/H).

Le complexeΓ (X,C�2 dimX(O)) est un complexe borné d’objets dêU .
Il est homotope à un complexe borné d’objets deU . Soit π :X → X/G le
morphisme quotient. On a un morphisme canoniqueΓ (X/G,C�2 dimXπ∗O) →
Γ (X,C�2 dimX(O)) qui est un isomorphisme dans Hob(Û) (Lemme 2.11).
Il est aussi homotope au complexe1(X,G,O) d’objets deU construit par
Rickard [16, Définition 3.1] (en transposant la définition de Rickard pour la
cohomologie à support compact au cas ordinaire). Les résultats énoncés dans la
suite (Théorèmes 2.28 et 2.29) restent valides, avec les mêmes preuves, pour la
cohomologie à support compact.

2.5.2. Quotients
Soit Υ est un monoïde d’endomorphismes deX normalisantG. Alors,

R̃Γ (X,O) est un complexe deO(G � Υ )-modules.
Le résultat suivant est dû à Rickard, pourΥ fini [16, Théorème 4.1].

Théorème 2.28. Si H est un sous-groupe fini deΥ , alors on a morphisme
canonique de complexes deOΥ -modules

R̃Γ (X/G) → R̃Γ (X)G

qui est un isomorphisme dansHo(OH).

Démonstration. On a un morphisme canoniqueΓ (X/G,Cπ∗O) → R̃Γ (X) qui
est un isomorphisme dans Ho(OH). On a des isomorphismes de complexes
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Γ
(
X/G,C(O)

) ∼→ Γ CHomOG(O,π∗O)

∼→ HomOG

(
O,Γ C(π∗O)

) = Γ
(
X,C(π∗O)

)G
d’après la Proposition 2.6(iv), ce qui fournit le résultat.✷
2.5.3. Points fixes

On prend ici pourO un corps de caractéristique�. Rappelons la construction
du foncteur de Brauer. PourP un �-groupe fini et V un OP -module de
permutation, alors BrP (V ) est l’image deV P (invariants) dansVP (coinvariants).
LorsqueP agit trivialement surV , alors BrP (V ) = V . LorsqueV est un module
de permutation associé à unP -ensemble sans points fixes, alors BrP (V ) = 0.
Cette construction s’étend à Ho(OP).

Le résultat suivant généralise un résultat dû à Rickard [16, Théorème 4.2] dans
le cas où le monoïde qui agit est un groupe fini.

Théorème 2.29. Soit Υ un monoïde d’endomorphismes deX et P un �-sous-
groupe fini distingué deΥ . Alors, on a un isomorphisme canonique de complexes
deOΥ -modules

BrP R̃Γ (X)
∼→ R̃Γ

(
XP

)
.

Démonstration. Soit i l’inclusion (immersion fermée) deXP dansX, j l’in-
clusion (immersion ouverte) deX − XP dansX et π :X → X/P le morphisme
quotient. On a une suite exacte de faisceauxΥ -équivariants surX

0→ j!O →O → i∗O → 0

donc une suite exacte de faisceaux surX/P

0→ π∗j!O → π∗O → π∗i∗O → 0

d’où une suite exacte de complexes deOΥ -modules

0→ Γ C�mπ∗j!O → Γ C�mπ∗O → Γ C�mπ∗i∗O → 0

qui fournit un triangle distingué dans Ho(OP)

Γ C�mπ∗j!O → Γ C�mπ∗O → Γ C�mπ∗i∗O� .

Puisque P agit sans points fixes surX − XP , les fibres du faisceau
π∗j!O sont des modules de permutation sur des ensembles sans points fixes
par P . Par conséquent,Γ C�mπ∗j!O est un complexe deOP -modules de
permutation par rapport à des sous-groupes non triviaux deP . On en déduit que
BrP Γ C�mπ∗j!O = 0. Enfin,P agit trivialement sur les fibres deπ∗i∗O, donc
Γ C�mπ∗i∗O est un complexe de modules munis de l’action triviale deP et on a

un isomorphisme canonique BrP Γ C�mπ∗O
∼→ Γ C�mπ∗i∗O. ✷
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3. Groupes profinis et revêtements de la droite affine

3.1. Groupes profinis de�-dimension cohomologique1

Soit Π un groupe profini et� un nombre premier. On suppose que la�-
dimension cohomologique deΠ est au plus 1 et queΠ n’a aucun quotient non
trivial d’ordre�—c’est-à-dire, queHi(Π,M) = 0 pour toutF�Π -module discret
M et touti > 1 et queH 1(Π,F�) = 0.

SoitN un sous-groupe distingué d’indice fini deΠ etG = Π/N . On suppose
queH 1(N,F�) est fini.

Soit D = (Dn, d) le complexe des applications continues normalisées de
Πn dansF�G : Dn est leF�-module des fonctions continuesΠn → F�G qui
s’annulent sur les éléments qui ont une coordonnée égale à 1 et

(df )(x1, . . . , xn+1) = x1f (x2, . . . , xn+1)

+
n∑

i=1

(−1)if (x1, . . . , xixi+1, . . . , xn+1)

+ (−1)n+1f (x1, . . . , xn).

C’est un complexe deF�G-modules libres.
Pour toutF�G-module à droite de dimension finieV , on aHi(V ⊗F�G D)

∼→
Hi(Π,V ). Ces espaces sont nuls pouri �= 0,1 et finis pourV = F�G car
H ∗(Π,F�G) � H ∗(N,F�). Par conséquent,D est un complexe deF�G-modules
parfait. Puisque c’est un complexe borné à gauche deF�G-modules libres, il est
donc homotope à un complexe borné deF�G-modules projectifs de type fini.

CommeHi(D) = Hi(N,F�) = 0 pour i �= 0,1 et H 0(D) = F�, il existe un
F�G-module projectif de type finiS tel queD est homotope au complexe

(
0 → P 0 d−→ P 1 → 0

) ⊕ S[−1]
oùP 0 est une enveloppe injective duF�G-module trivial (placée en degré 0),P 1

une enveloppe injective deP 0/F� et kerd = F�. PuisqueF� ⊗F�G H 1(N,F�)
∼→

H 1(Π,F�) = 0, on a HomF�G(P1 ⊕ S,F�) = 0.
On en déduit le résultat suivant :

Proposition 3.1. Soit G′ un groupe fini contenantG comme sous-groupe
distingué etD′ = F�G

′ ⊗F�G D. Alors, on aHomHo(F�G′)(D′,D′[i]) = 0 pour
i �= 0.

Démonstration. On a

HomHo(F�G′)
(
D′,D′[i]) ∼→

⊕
x∈G′/G

HomHo(F�G)

(
D,Dx [i]).
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Puisque(P 1 ⊕ S)x ne contient pas l’enveloppe projective du module trivial
comme facteur direct, les espaces précédents sont nuls pouri �= 0. ✷
Remarque 3.2. L’hypothèse queG est normal dansG′ n’est pas superflue. Par
exemple, dans le cas oùG′ = G � Z/2 et oùG est plongé dansG′ commeG × 1,
la propriété de disjonction n’est plus vraie.

Soit B = EndHo(F�G′)(D′). Alors, la sous-catégorie triangulée pleine de
Ho(F�G

′) engendrée par les facteurs directs deD′ est équivalente à la catégorie
des complexes parfaits deB-modules. SiS ⊕ P 0 est un progénérateur pour un
facteur directA de F�G

′, alors les algèbresA et B ont des catégories dérivées
équivalentes (théorie de Morita–Rickard).

3.2. Cohomologie de revêtements de la droite affine

Soitk un corps algébriquement clos de caractéristiquep > 0 avecp �= � et soit
A1 la droite affine surk.

SoitΠ le groupe fondamental deA1 relatif à un point géométrique. Les sous-
groupes distingués d’indice finiN de Π correspondent aux revêtements étales
galoisiens connexesX de A1. Le groupeΠ satisfait aux hypothèses de §3.1,
i.e., il est de dimension cohomologique 1 [21, Proposition 1] etH 1(Π,F�) =
H 1(A1,F�) = 0 (cohomologie étale du faisceau constantF�).

Soit X → A1 un revêtement étale galoisien connexe de groupeG et N le
sous-groupe distingué correspondant deΠ . SoitD le complexe construit au §3.1.
Alors, D est isomorphe dans Ho(F�G) à R̃Γ (X,F�). En effet,D est isomorphe
à R̃Γ (X,F�) dansD(F�G) [21, preuve de la Proposition 1] et tous deux sont
homotopes à des complexes bornés de modules projectifs de type fini (cf. §3.1 et
Corollaire 2.20).

Remarque 3.3.Les groupesG qui apparaissent sont exactement les groupes finis
tels queOp′

G = 1 (théorème de Raynaud, anciennement conjecture d’Abhyankar
[15]).

SoitO un anneau de torsion première àp ou une extension plate deZ� avec
� �= p.

Proposition 3.4. SoitX → A1 un revêtement étale galoisien de groupeG tel que
le stabilisateur d’une composante connexe deX est un sous-groupe distingué de
G. Alors, on aHomHo(OG)(R̃Γ (X), R̃Γ (X)[i]) = 0 pour i �= 0.

Démonstration. Notons que HomHo(OG)(R̃Γ (X), R̃Γ (X)[i]) = HomD(OG)

(RΓ (X),RΓ (X)[i]) car R̃Γ (X) est homotope à un complexe borné deOG-
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modules projectifs de type fini (Corollaire 2.20). La formule des coefficients uni-
versels montre alors qu’il suffit d’établir le lemme lorsqueO = Z/�.

Soit Y une composante connexe deX et H son stabilisateur. Alors,X =
G ×H Y , donc R̃Γ (X) � F�G ⊗F�H R̃Γ (Y ). Le résultat découle alors de la
Proposition 3.1. ✷
Remarque 3.5.On aurait pu aussi bien sûr établir cette propriété facilement sans
passer par le groupe fondamental deA1.

4. Courbes de Deligne–Lusztig

4.1. Rappels sur les variétés de Deligne–Lusztig

4.1.1. Soit G un groupe algébrique réductif sur une clôture algébrique de
Fp, muni d’un endomorphismeF :G → G dont une puissanceFn est un
endomorphisme de Frobenius définissant une structure rationnelle surFq .

Soit T un tore maximalF -stable,B un sous-groupe de Borel contenantT et
U le radical unipotent deB. On noteL :G → G,g �→ g−1F(g) l’application de
Lang. La variété de Deligne–Lusztig associée àU [9, Définition 1.17] est

Y = YG(U) = (
L−1(F(U)

)
/
(
U ∩ F(U)

)
.

L’action par multiplication deG × G◦ sur G se restreint en une action de
GF × (T F )◦ surY . Le morphismeY → Y/GF est étale et les stabilisateurs dans
GF de points deY sont desp-sous-groupes.

On noteG0 la composante neutre deG. PourH un sous-groupe deT F , on
pose∆H = {(x, x−1) ∈ GF × (T F )◦ | x ∈ H }.

Les deux lemmes suivants sont immédiats :

Lemme 4.1. Soit L un sous-groupe deGF × (T F )◦. Alors, YG(U)L = ∅ si L
n’est pas conjugué à un sous-groupe de∆T F . Si H est un sous-groupe deT F ,
alors

YG(U)∆H = YCG(H)

(
U ∩ CG(H)

)
.

Lemme 4.2. SoitG1 = {g ∈ G | gG0 ∈ (G/G0)F }. Alors,YG(U) = YG1(U).

4.1.2. On suppose dans la suite queG est connexe. Soiṫw ∈ NG(T ) tel que
F(U) = ẇ−1Uẇ et soitw l’image deẇ dansW = NG(T )/T . Alors, Y est une
variété lisse purement de dimension�(w) [9, §1.4].

On définit l’automorphismeφ = q1/n(F ◦ w) de Y (T ) ⊗ R et on noteδ

son ordre. SoitF ′ l’endomorphisme deG donné parF ′(g) = Fδ(g)v̇−1 où
v̇ = ẇF (ẇ) · · ·Fδ−1(ẇ) estF -stable. Alors,F ′ se restreint en un endomorphisme
deY qui commute avec l’action deGF .
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Pour t ∈ T F , on aF ′(gt) = F ′(g)(v̇t v̇−1). Soit Υ le monoïde libre sur un
générateurσ et soitv l’image dev̇ dansW . On définit une action deΥ surT F

parσ(t) = v−1tv pourt ∈ T F . On a une action deΥ surY donnée parσ �→ F ′.
On a finalement construit une action deGF × (T F � Υ )◦ surY .

4.2. Conjecture de Broué

On fait les hypothèses suivantes :

(1) wφ−1 est un bon élémentd-régulier, oùd est un entier ([8, Définition 6.4]).
(2) Il existeζ une racine primitive complexed-ème de l’unité avec la propriété

suivante. SoitS le sous-tore minimalF -stable deT tel que ker(φ − ζ ) ⊆
Y (S) ⊗ C. Alors, � | |SF | mais� � [GF : SF ].

(3) CW(wφ−1) est engendré parv.

On dispose maintenant du complexẽRΓ (Y,Z�) de Z�(G
F × (T F � Υ )◦)-

modules qui sont de�-permutation pourGF × (T F )◦.
Alors, la conjecture de Broué [7], précisée par Broué et Michel [8], prédit que

R̃Γ (Y,Z�) induit une équivalence de Rickard splendide [17], donc en particulier
une équivalence dérivée, entre la sommeZ�G

F b des blocs de défaut maximal de
Z�G

F et un quotient deZ�(T
F � Υ ) isomorphe àZ�NGF (T F ) :

Conjecture 4.3. Avec les hypothèses précédentes, alors,

(i) le complexẽRΓ (Y,Z�) est isomorphe, dansHo(Z�(G
F × (T F )◦)), à D =

Z�G
F b ⊗Z�GF R̃Γ (Y,Z�),

(ii) le complexeD est basculant pourZ�G
Fb,

(iii) le morphisme canoniqueZ�(T
F �Υ ) → A = EndHo(Z�GF b)(D) est surjectif

et
(iv) A est isomorphe, commeZ�T

F -algèbre intérieure, àZ�NGF (T F ).

En particulier, les algèbresZ�G
F b et Z�NGF (T F ) sont splendidement Rickard

équivalentes.

Remarque 4.4. L’hypothèse (3) (cyclicité du centralisateur) n’est là que pour
simplifier l’exposition. En général,Υ est remplacé par un monoïde de tresses [8]
et la conjecture garde le même énoncé. En outre, la conjecture s’adapte au cas de
blocs de défaut non maximal.

La seconde hypothèse prend une forme nettement plus simple lorsqueF est
un endomorphisme de Frobenius munissantG d’une structure rationnelle sur un
corps fini àq éléments. Alors, l’hypothèse (2) dit que� | Φd(q) et que les�-
sous-groupes de Sylow deGF sont abéliens. Dans ce cas,S est unΦd -sous-tore
maximal deT .
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LorsqueG est semi-simple, l’hypothèse (3) assure que les�-sous-groupes de
Sylow deGF sont cycliques.

Théorème 4.5.Si HomHo(F�G)(R̃Γ (Y,F�), R̃Γ (Y,F�)[i]) = 0 pour i �= 0, alors
la Conjecture4.3est vraie.

Démonstration. SoitC = Γ C�2l(w)(Z�). C’est un complexe deZ�(G
F ×(T F �

Υ )◦)-modules qui sont de�-permutation pourGF × (T F )◦. Vu comme complexe
de Z�G

F -modules (respectivementZ�(T
F )◦-modules), ce complexe est homo-

tope à un complexe borné de modules projectifs de type fini (Corollaire 2.20).
• Étude locale deC. SoitQ un sous-groupe deGF × (T F )◦. On aYQ = ∅ si

Q n’est pas conjugué à un sous-groupe de∆T F (Lemme 4.1). SoitR un �-sous-
groupe deT F . Alors, R est un�-sous-groupe deSF (cf. Hypothèse (2)), donc
la composante neutreCG(R)0 de CG(R) estT sauf siR � Z(G), c’est-à-dire,
sauf siv centraliseR. En outre,CG(R)F /(CG(R)0)F = 1 carR est un�-groupe
[11, Remarque 13.15(i)]. Par conséquent,Y∆R = T F ou Y∆R = Y (Lemmes 4.1
et 4.2).

D’après le Théorème 2.29, on a un isomorphisme

BrQ(C) � R̃Γ
(
YQ,F�

)

pour tout �-sous-groupeQ de GF × (T F )◦. Pour Q un �-sous-groupe de
GF × (T F )◦ non conjugué à un sous-groupe de∆T F , on a donc BrQ(C) = 0.

PourR un�-sous-groupe deT F non central dansG, on a un isomorphisme de
complexes deF�(T

F × (T F � NΥ (R))◦)-modules, Br∆R(C) � F�T
F .

• Étude locale du complexe des endomorphismes.SoitE = Hom•
Z�GF b

(C,C)

etA = H 0(E). Par hypothèse, la cohomologie de

F� ⊗Z�
E � Hom•

F�GF

(
R̃Γ (Y,F�), R̃Γ (Y,F�)

)

est concentrée en degré 0. On a un isomorphisme de complexes de(T F � Υ ) ×
(T F � Υ )◦-modules [17, preuve du Théorème 4.1]

Br∆R(E)
∼→ Hom•

F�CGF (R)(Br∆R C,Br∆R C).

Par conséquent, pour tout�-sous-groupeQ deGF × (T F )◦, le complexe BrQ(E)

n’a de la cohomologie qu’en degré 0. Il résulte de [4, Théorème 1.3] queE est
homotope àA, en tant que complexe deZ�(T

F × (T F )◦)-modules.
• Étude deA. On a Br

∆R(1,vi ) (A) = F�T
F pourR le �-sous-groupe de Sylow

de T F et BrQ(A) = 0 si Q est un�-sous-groupe deT F × (T F )◦ qui n’est pas
conjugué, dans(T F �Υ )× (T F �Υ )◦, à un sous-groupe de∆T F . Soite l’ordre
dev. Alors,

⊕
0�i�e−1

IndT F ×(T F )◦
(∆T F )(1,v

i )
Z�
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est facteur direct duZ�(T
F × (T F )◦)-module de�-permutationA. Ce facteur

direct est lui-même isomorphe àZ�(T
F � 〈v〉). On a donc montré qu’il existe un

Z�(T
F × (T F )◦)-moduleZ tel queA � Z�(T

F � 〈v〉) ⊕ Z.
La formule d’orthogonalité des caractères de Deligne–Lusztig (cf. par exemple

[9, Théorème 6.8]) montre que dimA⊗Z�
Q� = |T F � 〈v〉|. Par conséquent, on a

Z = 0.
• Déformation.Soit σ̄ l’image deσ dansA, τ = σ̄ e et 〈τ 〉 la sous-algèbre

de A engendrée parτ . L’image deτ ∈ AR dans Br∆R(A) est 1. Puisque� � e,
il existeα ∈ 〈τ 〉 tel queαe = τ (lemme de Hensel). Soit maintenantc = α−1σ̄ .
Alors, ce = 1 etc agit surT F commev. Ces propriétés fournissent un morphisme
deZ�T

F -algèbres intérieuresb : Z�(T
F � 〈v〉) → A qui envoiev surc.

Un raisonnement identique fournit un isomorphisme deZ�T
F -algèbres inté-

rieuresZ�(T
F � 〈v〉) ∼→ Z�NGF (T F ).

Le morphisme Br∆R(b) est un isomorphisme lorsqueR est un �-sous-
groupe de Sylow deT F . Par conséquent, le morphisme Br

∆R(1,vi ) (b) est aussi
un isomorphisme. On déduit alors de [4, Proposition 2.10] queb est un
isomorphisme.

On a donc obtenu un isomorphismeβ : Z�NGF (T F )
∼→ A.

• Fin de la preuve.D’après le Lemme 4.9, il existe un complexeC′ de
(Z�G

F ,Z�NGF (T F ))-bimodules et un isomorphisme

h : ResGF ×(T F )◦ C
′ ∼→ ResGF ×(T F )◦ C

dans Ho(Z�(G
F × (T F )◦) tel que le morphisme structurelZ�NGF (T F ) →

EndHo(Z�GF )(C
′) induit, viah, le morphismeβ .

Le complexeC′ induit une équivalence de Rickard entreZ�NGF (T F ) etB, la
somme des blocs deZ�G

F qui n’agissent pas trivialement (modulo homotopie)
sur C′ [17, Théorème 2.1]. D’après le Lemme 4.10, ces blocs sont de défaut
maximal. Puisque le nombre de blocs de défaut maximal deZ�G

F est le même
que pourZ�NGF (T F ), on en déduit queB est la somme de tous les blocs de
défaut maximal deZ�G

F . ✷
Remarque 4.6. Pour avoir un analogue de ce résultat surQ�, il faut disposer
d’information sur les valeurs propres de l’endomorphismeF dansH ∗(Y,Q�).

La preuve du théorème n’utilise pas la propriété de l’élément régulierwφ−1

d’être bon (Hypothèse (1)). En l’absence de cette hypothèse, la condition de
disjonction n’est pas toujours satisfaite.

Corollaire 4.7. Si l(w) = 1, alors la Conjecture4.3est vraie.

Démonstration. La variétéY (U)/GF est normale carY (U) est lisse. Puisque
elle est de dimension 1, elle est donc lisse.
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Les variétésY (U) et L−1(F (U)) ont des cohomologies surQ� isomorphes
commeGF -modules. Or,L−1(F (U))/(GF )

∼→ F(U) a la même cohomologie
qu’un point, donc il en est de même deY (U)/GF .

La courbe lisseY (U)/GF a la cohomologie d’un point, donc elle est donc
isomorphe à la droite affine.

Ainsi, on est en présence d’un revêtement étale galoisien de groupeGF de
la droite affine. Puisquew n’est pas contenu dans un sous-groupe parabolique
propreF -stable, la variétéY/T F est connexe (cf. par exemple [12]). On en
déduit que le stabilisateur dansGF d’une composante connexe deY est un sous-
groupe distingué. Par conséquent, le théorème découle de la Proposition 3.4 et du
Théorème 4.5. ✷

Lorsquew est de longueur 1, alors,wφ−1 est un bon élément régulier si
et seulement siw n’est pas contenu dans un sous-groupe paraboliqueF -stable
propre et alorsw est unφ-élément de Coxeter au sens de Steinberg.

SupposonsW irréductible etG adjoint. Alors, le corollaire s’applique dans les
cas suivants.

• (G,F ) = A1(q), � | q + 1 et� �= 2.
• (G,F ) = 2A2(q), � | q2 − q + 1 et� �= 3.
• (G,F ) = 2B2(q

2) et � | q2 − q
√

2+ 1.
• (G,F ) = 2G2(q

2) et � | q2 − q
√

3+ 1.

Terminons par quelques remarques

• Le théorème fournit une équivalence entre catégories dérivées debZ�G
F

et Z�NGF (T F ). C’est une équivalence de Rickard splendide [17]. Notons
qu’une équivalence de Rickard “splendide” (sur une extension deZ�) avait
été construite pour les algèbres concernées comme cas particulier d’une
construction générale pour les blocs à groupes de défaut cycliques [18,20].

• Le corollaire avait été démontré dans [19] pour le typeA1 (voir aussi [13]).
• Une étude précise de l’action deT F � Υ surH ∗(Y,Q�) devrait montrer que

l’algèbreA est engendrée par l’image deZ�(T
F � Υ ) sans hypothèse sur�.

Cela a été établi par Gonard pour le typeA1 [13].
• Le problème posé par l’extension du théorème au cas oùCW(wφ−1) n’est

pas cyclique est l’identification d’une extension centrale deCW(wφ−1).

4.3. Lemmes de théorie des représentations

On regroupe ici quelques résultats utiles à la preuve du Théorème 4.5.
On a un lemme facile de relèvement des actions dans les catégories homoto-

piques, en présence d’une condition de projectivité relative (à comparer avec le
théorème de relèvement de Keller, qui requiert la condition de Toda [14, §8.3.1]).
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Lemme 4.8. SoientR etA deuxZ�-algèbres finies etB une sous-algèbre deA.
On suppose que le morphisme canonique de(A⊗A◦)-modulesA⊗B A → A est
scindé.

SoitX un complexe de(R ⊗B◦)-modules de type fini etφ :A → EndHo(R)(X)

étendant l’action deB.
Alors, il existe un complexeX′ de (R ⊗ A◦)-modules et un isomorphisme

h :X
∼→ ResR⊗B◦ X′ dansHo(R ⊗ B◦) tel que l’action deA sur X′ induit, via

h, le morphismeφ.

Démonstration. Par hypothèse, il existee ∈ A ⊗B A tel queae = ea pour tout
a ∈ A et tel que l’image dee dansA (via la multiplicationA ⊗B A → A) est 1.

Soit f l’idempotent de EndHo(R⊗A◦)(X ⊗B A) donné pare. Alors, il existe
un idempotentf ′ de l’algèbre des endomorphismes deX ⊗B A, vu comme
complexe de(R ⊗A◦)-modules, d’imagef . SoitX′ le facteur direct deX ⊗B A,
image def ′. Alors, le morphisme canonique de complexes de(R ⊗B◦)-modules
h :X → X ⊗B A → X′ est un isomorphisme dans Ho(R ⊗ B◦) et l’action deA
surX′ induit, viah, le morphismeφ. ✷
Lemme 4.9. SoientG et H deux groupes finis etP un sous-groupe deH
d’indice premier à�. SoitX un complexe deZ�(G × P ◦)-modules de type fini
etφ : Z�H → EndHo(Z�G)(X) étendant l’action deP .

Alors, il existe un complexeX′ deZ�(G × H ◦)-modules et un isomorphisme
h :X

∼→ ResG×P ◦ X′ dansHo(Z�(G × P ◦)) tel que l’action deH sur X′ induit,
via h, le morphismeφ.

Démonstration. Cela résulte du Lemme 4.8 appliqué àR = Z�G, A = Z�H ,
B = Z�P et e = 1

[H :P ]
∑

h∈H/P h ⊗ h−1. ✷
Le lemme suivant montre en particulier que lorsqu’on a une équivalence de

Rickard entre blocs, alors les blocs ont des groupes de défaut isomorphes.

Lemme 4.10. SoientA et B deux blocs de groupes finis. SoitC un complexe
borné de(A ⊗ B◦)-modules tel queA est un facteur direct deC ⊗B C∗, vu
comme complexe de(A ⊗ A◦)-modules. Alors, les groupes de défaut deA sont
isomorphes à des sous-groupes des groupes de défaut deB.

Démonstration. Le (A ⊗ A◦)-moduleA est facteur direct d’un module du type
Ci ⊗B (C−i )∗. SoitD un groupe de défaut deB. Alors,A est facteur direct d’un
module de la formeV ⊗Z�D V ′, doncD contient un groupe de défaut deA. ✷
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