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Abstract

In a first part, we lift the usual constructions of functors between derived categories of
étale sheaves over schemes with a sheaf of algebras to pure derived categories. For varieties
with finite group actions, we recover, in a more functorial way, Rickard’s construction.

We apply this to the case of Deligne—Lusztig varieties and show that Broué’s conjecture
holds for curves. The additional ingredient we need is obtained from an easy property of
the cohomology of etale covers of the affine line.
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1. Introduction

La motivation de notre travail est I'étude du complexe de cohomologie des
variétés de Deligne—-Lusztig.

Dans la premiére partie de ce travail, nous relevons les constructions habi-
tuelles reliant des catégories dérivées de faisceaux étales sur un schéma muni
d’'un faisceau d’algébres aux catégories dérivées pures (un analogue de la dualité
de Poincaré reste a développer). Pour des variétés munies d'une action de groupe
(ou de monoide), nous obtenons ainsi un complexe représentant la cohomologie
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gui posséde de bonnes propriétés de finitude. Nous retrouvons la construction (in-
directe) de Rickard de complexes pour des variétés munies d’actions de groupes
finis.

M. Broué [7] conjecture que le complexe de cohomoldgéslique de certaines
variétés de Deligne—Lusztig induit une équivalence de Rickard (en particulier une
équivalence de catégories dérivées) entre un bloc a groupe de défaut abélien
d'un groupe réductif connexe sur un corps fini et le bloc correspondant du
normalisateur d’un sous-groupe de défaut.

Broué et Michel [8] ont construit des actions de monoides de tresses, en plus
des actions de groupes finis a I'origine des travaux de Deligne et Lusztig. Nous
sommes alors & méme de construire des complexes qui fournissent les invariants
souhaités de ces variétés. La compatibilité de ces constructions avec les méthodes
locales de théorie des blocs (foncteur de Brauer) est une conséquence immédiate
de nos constructions (on retrouve le complexe de chaines des points fixes par un
£-groupe).

Pour établir les conjectures de Broué, il reste & montrer que I'action du groupe
des tresses sur la cohomologie se factorise par une algébre de Hecke, ce qui est
connu dans un certain nombre de cas [12] et a montrer une propriété de disjonction
du complexe de cohomologie. Cette derniére partie est trés mystérieuse pour le
moment. Nous parvenons a I'établir lorsque les variétés de Deligne—Lusztig sont
des courbes (les groupes concernés sont alors dedtyped o, 2B» ou 2G»). En
effet, nous sommes alors en présence de revétements étales de la droite affine.
Il est alors facile de voir que le complexe de cohomologie possede de bonnes
propriétés—c’est en fait un cas particulier de propriétés de la cohomologie de
certains groupes profinis (cf. 83). Nous montrons plus généralement (Théoréme
4.5) que, sous une hypothese de cyclicité du groupe de Weyl relatif, alors
la propriété de disjonction du complexe de cohomologie est suffisante pour
démontrer la conjecture.

2. Relévements

Les résultats exposés ici sont, pour I'essentiel, valides pour des topos
annelés admettant des ensembles conservatifs de points. Nous utiliserons ici
exclusivement la topologie étale.

Nous renvoyons au 82.4 la partie purement algébrique.

2.1. Notations

Sauf mention expresse du contraire, toutes les actions considérées sont des
actions a gauche.

PourC une catégorie additive, on note Co¢@p la catégorie des complexes
d’objets deC et Comp(C) la sous-catégorie pleine des complexes bornés-gi ?
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bornés supérieurement si bornés inférieurement=si-2. On note H3(C) la
catégorie correspondante des complexes a homotopie pres.

Soit X un schéma etl un faisceau d’anneaux sir.

On noteA- Mod la catégorie desl-modules. On note CompA) (respective-
ment HO'(A)) la catégorie Comfi.A-Mod) (respectivement H@.A- Mod)). On
note D(A) la catégorie dérivée dd- Mod.

Si vV et W sont deux complexes dd-modules, on noteratonf, (V, W) le
complexe total associé au complexe doutidmy (V, W/)); ;). On noterg,
ett, les foncteurs de troncation.

Rappelons qu’un faisceali sur X est ditflasquesi pour tout ouvert étalé&/
deX,onaH! (U, F)=0 pouri > 0.

LorsqueA est le faisceau constant associé a I'algébet M est unA-module,
on notera encor#/ le faisceau constant associé€, vu commedsmodule.

Soit A une algébre. SoiY une sous-catégorie pleine de Mod. On notera
Ula plus petite sous-catégorie additive pleineAdddviod contenani/, close par
produits infinis et colimites filtrantes (donc par facteurs directs). On nétéra
la plus petite sous-catégorie additive pleinedéMod contenani/ et close par
facteurs directs.

Si M est unA-module, on note add/) la plus petite sous-catégorie additive
pleine deA- Mod contenani et close par facteurs directs. On notdranod la
catégorie degi-modules de type fini.

On noteraA® I'algébre opposée A.

2.2. Catégories dérivées pures

2.2.1. Définitions
Nous reprenons ici la construction classique de la catégorie dérivée pure.
Un complexeC de .A-modules est dipurement acycliqusi et seulement si
P ® 4 C estacyclique pour toud-module a droiteP. En particulier, un complexe
purement acyclique est acyclique.

Lemme 2.1. Les assertions suivantes sont équivalentes, gbun complexe de
A-modules

(i) C estpurement acyclique

(i) t<,C est purement acyclique pour tout

(i) >,C est purement acyclique pour tout

(iv) pour tout A-module M localement de présentation finie, le complexe
Hont, (M, C) est acyclique

(v) pour tout point géométrique de X, le complexe ded,-modulesC, est
purement acycliqug

(vi) pour tout point géométrique de X et pour toutA,-moduleN de présent-
ation finie, le complexblom;h (N, C,) est acyclique.
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Démonstration. L'équivalence entre (i), (ii) et (iii) estimmédiate.

L'équivalence entre (i) et (v) et entre (iv) et (vi) résulte immédiatement
de ce que toutd,-module (respectivement toutl,-module de présentation
finie) provient d’'un.A-module (respectivement d’ud-module localement de
présentation finie).

L'équivalence entre (v) et (vi) est [5, 85, Exercice 1|1

Définition 2.2. La catégorie dérivée pur®(A) est la catégorie triangulée
guotient de la catégorie homotopique () des complexes degl-modules par
la sous-catégorie pleine des complexes purement acycliques.

On a des foncteurs canoniques de passage au quotient
Ho(A) — D(A) — D(A).

Notons qu’un morphism¢ : M — N de complexes del-modules devient un
isomorphisme danB (A) si et seulement si pour tout-module a droite?, alors
1p ®4 f est un quasi-isomorphisme. La catégabie4) est la localisation de
Ho(A) en ces fleches.

Remarque 2.3. Si A est un faisceau d’algébres semi-simples, albrst) =
D(A).

On verra que siX est le spectre d'un corps algébriguement closdeest
artinien, alors le foncteur canonique Hol) — D(A) est pleinement fidele
(Corollaire 2.26). N

Les constructions de colimites filtrantes dans Cayppassent D (A). Les
foncteurs de troncation de Coityh) passent D (A).

Pour ?€ {+, —, b}, on définit la catégorie quotied?(4) de HJ(A) par
les complexes purement acycliques. Le foncteur canonfq?ui@l) — D(A) est
pleinement fidéle (on le voit comme pour les catégories dérivées usuelles, a I'aide
des foncteurs de troncation).

On définit D) (A4) comme la catégorie quotient de la sous-catégorie pleine
de HaA) des complexesV tels querg,M est purement acyclique pour
n < 0 par la sous-catégorie des complexes purement acycliques. Le foncteur
canoniqueD™) (4) — D(A) est pleinement fidéle. On définit de méme) (A).

Le foncteur canoniqueﬁ(?)(/l) — 5(A) est pleinement fidéle. Le foncteur
canoniqueD’(A) — D™ (A) est une équivalence.

2.2.2. Bifoncteurg et Hon?
Les foncteurs et Hont passent (sous certaines hypotheses) trivialement au
guotient :

Proposition 2.4. Soit 3 un faisceau d'algebres sux et M un (3, A)-bimodule.
Le foncteurM ® 4 — induit un foncteurD(A) — D(B).
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Supposons maintenant qi¢ est localement de présentation finie comae
module. AlorsH{ont, (M, —) induit un foncteurD (3) — D(A) et on a une paire
d’adjonction(M ® 4 —, Horry (M, —)) entre foncteurs (B) = D(A).

Démonstration. Il s’agit de voir que les foncteurs préservent les objets purement
acycliques. L'adjonction au niveau des catégodesésulte de I'adjonction au
niveau des catégories Comp.

Soit V un complexe purement acycliqgue demodules. Pour tous-module a
droite P, le complexeP ®5 (M ® 4 V) — (P ®3 M) ® 4 V est acyclique, donc
M ® 4 V est purement acyclique.

Soit P un A-module localement de présentation finie ¥étun complexe
purement acycligue d&3-modules. AlorsM ® 4 P est localement de pré-
sentation finie commeA-module, doncHonf,(M ® 4 P,V) est acyclique

(Lemme 2.1). Puisquétont, (P, Homt,(M, V)) = Honfs(M ® 4 P, V), alors
Hont, (P, Homiy(M, V)) est acyclique, d’otHomfy(M, V) est purement acy-
cligue (Lemme 2.1). O

2.2.3. Foncteurf™
Soit f: X — § un morphisme de schémas4tun faisceau d’anneaux sSr

Proposition 2.5. Le foncteurf™*:Comp(A) — Comp(f*.A) induit un foncteur
D(A) — D(f*A).

Démonstration. Il s’agit de montrer quef*C est purement acyclique lorsqae
I'est. Soitx un point géométrique d& et P un f*.4-module a droite. On a

(P @A [7C), = Py ®pra), (f7C), = Pr ®ay, Crx)-
La proposition résulte alors du fait que I'acyclicité pure se lit sur les fibres.

2.2.4. Résolutions de Godement

On poseB = f*A. Pour D un complexe de5-modules, on note” (D) la
résolution de Godement de [3, XVII, §3.1.2]. Rappelons cette construction.

Soit X% un ensemble conservatif de points & Pour F un B-module,
on poseC®(F) = u,u*F ol u est le morphisme produff],.yox — X. Un
faisceau de la forma,G sera ditinduit. L'unité de la paire adjointeu™, u,)
fournit un morphisme injectif fonctoried(F) : F — C°(F). On poseC1(F) =
CO(cokers(F)) et on noted® la composition

e(cokers(F))
—

CO(F) — cokers(F) cl(F).

On définit enfin par récurrenc€*1(F) = C%cokerd'~1) et d' comme la
composition

. . i—1 .
Ci(F) — cokerdi 1 “©XL D ci+i py)
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Le complexeC (F) est alors le complexéC! (F),d'). On a ainsi construit un
foncteurC : B-Mod — Comp'(B).

On noteraCg, (F) le complexerg,C(F) pour n € N U {oco} (on prend
C<oo = C). On a un isomorphisme(F) : F = C<o(F).

On en déduit un endofoncteur de Cofp obtenu par complexe total (formé
avec®), encore not&',,.

Rassemblons quelques propriétés utiles.

Proposition 2.6.

(i) Les foncteur€'¢, sont exacts.

(i) Les morphismes canoniqu&sc,,(F) — Cg,(F) induisent des isomor-
phismes dan®(B), pour toutF € Comp(B) et m < n. En particulier, on
a un isomorphismé& = C(F) dansD(B).

(i) Les faisceaux"(F) sont induits, donc flasques.

(iv) Soit M un B-module localement de présentation finie. Alors, pour tout
F € CompB), on a un isomorphisme fonctoriétomg (M, Cg,, (F)) =
C<m(Homg (M, F)) pour toutm € N U {oo}.

(v) Soit P un B-module a droite localement de présentation finie. Alors, on
a isomorphisme canonique ®z C<u (F) > C<m(P ®p F) pour tout
F € Comp(B) et toutm € N U {oo}.

Démonstration. Les assertions (i)—(iii) sont [3, XVII, Proposition 4.2.3]. L'as-
sertion (iv) est immédiate.

L'isomorphisme canoniqué{omg(M, F)y = Homg (M., F,) pour tout
faisceauF sur X etx point géométrique montre que I'on a des isomorphismes
canoniques

usu*Homg(M, F) > M*HOW*B(M*M, u*}") = Homg(M, u*u*}").
La suite
0— Homg(M, F) — Homg(M, u,u*F) — Homg(M, cokers(F)) — 0

est exacte, car 8> F — u,u*F — cokers(F) — 0 est purement acyclique
(Lemme 2.1). Par conséquent, on a un diagramme commutatif dont les suites
horizontales sont exactes

Homp (M ,&(F))

0= Homp(M, F) Hompg(M , usu™F)>Homp(M, cokere(F)) =0

e(Homp(M,F))

0> Homp (M, F) uxu*Homg(M, F)—cokere(Homp (M, F)) >0

On en déduit (iv).
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A partir d’'une présentation local8” — B* — P — 0, on déduit que le
morphisme canoniqué® ®p C%(F) — C%P ®p F) est un isomorphisme.
Puisque la suite exacte -8 F — C%F) — cokers(F) — 0 est scindée en
les fibres, on obtient une suite exacteX0P 3 F — P ®5 C%(F) - P ®3
cokers(F) — 0. On en déduit I'assertion (v).O

Construisons maintenant un morphisme de foncteuig):Cf. — f.C,
suivant [1].

Le morphismef* f, — 1 fournit, pour tout point géométrique de X, un
morphisme( £, F)y, — Fx, oly = f(x). On a donc un morphismef,F), —
[1c-1(y) F» dont on déduit un morphism@f,. 7 — f.CF.

LorsqueX est un schéma de type fini sur un corps algébriquement clos, on
prendra pouX© 'ensemble des points fermés Sgee X.

2.2.5. Foncteur f;
_ Nous relevons ici le foncteurf.:D*(f*A) — D*(A) en un foncteur
Rf.:DH(f*A) — DH(A).

Proposition 2.7. Le foncteur f,.C:Comp"(f*A) — Comp"(A) induit un
foncteur

Rfi:DY(f*A) — DT (A)
qui reléve le foncteur f.

Démonstration. Soit F € Comp' (f*.A) purement acyclique. Il s’agit de mon-
trer que f,C(F) est purement acyclique. Salf un .A-module localement de
présentation finie. On a

Honty (M, £.C(F)) = fiHont., 4(f*M, C(F))

— foC(Hont. 4(f*M, F))
d’apres la Proposition 2.6 (iv). Puisqué est purement acyclique, le complexe
Hom}*A(f*M,]-‘) est acyclique, dong‘*C(Honp*A(f*M,]-‘)) est acyclique
car C(Hom}*A(f*M,]-‘)) est un complexe acycligue borné a gauche de
faisceaux flasques, ce qui montre gfy€ (F) est purement acyclique.
Finalement,f, C reléveRf, puisqueC(F) est un complexe de faisceayfx-
acycliques quasi-isomorphea O

Avec des hypothéses de finitude, le foncteur s’étend aux complexes non
bornés :

Proposition 2.8. Si R’ £, (F) = 0 pour tout f*.A-moduleF et tout entieri > m,
alors le foncteurf,.C : Comp f*.4) — Comp(A) induit un foncteur

Rfe:D(f*A) — D(A)
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qui reléve le foncteuR £, et on a un isomorphisme canoniqeC <, > fiC.

Démonstration. La premiére assertion se prouve comme la Proposition 2.7.

Pour F un f*A-module etD =0 — D% — D! — ... une résolution
fx-acyclique deF, alors t¢,, D est encore une résolutiofi.-acyclique. Soit
maintenani/ un.4-module localement de présentation finie. On a un diagramme
commutatif

HOMA(M, f,CF) — fLCHOMg A(f*M, F)

~

ou les isomorphismes sont dans les catégories dérivées, les isomorphismes
horizontaux étant analogues a ceux de la preuve de la Proposition 2.7.
Par conséquent, le morphisme canonique

Homu (M, fuCgmF) — Homy(M, fCF)

est un quasi-isomorphisme, donc le cone du morphisme canopiigug, - —
f«CF est purement acyclique.O

Supposons qug est le spectre d’'un corps algébriquement clos. Le faisgeau
est constant de valeut. On noterakRI" (X, F) le complexeR f(F) de D(A).
Soit I un monoide agissant sixt. Alors, ﬁf*(f*A) est un complexe da -
modules borné a gauche. Sa cohomologidEstx, A).

N’importe quelle résolution par des modules induits permet de calculer le
foncteurR f; :

Lemme 2.9. Soit 7 un f*A-module induit. Alors, le morphisme canonique
f«F — R fiF est un isomorphisme daii3(A).

Démonstration. On sait qué{om;« 4(M, F) est encore induit, poud un f*.A-
module localement de présentation finie. On en déduit facilement quest un
complexe purement acyclique gi&.4-modules induits, alorsf, N est purement
acyclique. Le lemme résulte de ce résultat appliqué au céne du morphisme
canoniqueF — C(F). O

Remarque 2.10. Il est probable que I'image paf, d’'un complexe purement
acyclique de moduleg,-acycliques n’est pas toujours purement acyclique.

Soit f/: X’ — X un morphisme de schémas. S@ite Comp" ((ff/)*A). Le
morphisme canoniqu¢ f,C(F) — f.C(f,C(F)) est un isomorphisme dans
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5(A), car les composantes ¢geéC (F) sont induites (Lemme 2.9). On en déduit
un isomorphisme canonique
R(ff)«— RfRf].
La paire adjointe(f*, fi) de foncteurs entred-modules etf*.4-modules
induit une paire adjointéf™*, R f).

Lemme 2.11.Si f est un morphisme fini & un faisceau dg¢'*.A-modules, alors
on a un isomorphisme canonique dang&A)

f.F S RfF.

Démonstration. Soit D un complexe purement acyclique ¢i&.4-modules et
M un A-module localement de présentation finie. OrHamy (M, f.D) —
fsHomes A(f*M, D). Puisquef, est exact ekfom;: 4(f*M, D) est acyclique,
on en déduit quéiomy (M, f,D) est acyclique. On déduit le lemme en prenant
pour D le cdbne du morphisme canonige— C(F). O

Considérons un carré commutatif de schémas

x "o x

"

S ——S
On définit un morphisme de changement de base
*Rf, — RfL(x)*
comme adjoint du morphisme

~ f* (j.[/)(n/)*
Rfi= fiC — fiCrm,(n)* AR ferC(m')*

— T fiC(r) = m R fl(')*.
Le théoréme suivant assure que c'est un isomorphisme dans les catédories
dés que c’est un isomorphisme dans les catégories dérivées.

Théoreme 2.12.Considérons un carré cartésien de schémas

x " x

1l

S'—=>S8

Si le morphisme de changement de baseR /.7 — Rf/(x/)*F est un
isomorphisme dan® (r *.A) pour tout faisceau d¢ *.A-modulesF, alors, c’est
un isomorphisme dan®(z*.A), pour tout faisceau d¢*.4-modulesF.
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En particulier, on a un isomorphisme de changement de baseldansA) si
A est un faisceau de torsion et

e f estpropre
e OU f est quasi-compact; est lisse et la torsion dd est inversible sus.

Démonstration. Soit M un.4-module localement de présentation finie. On a une
série d'isomorphismes canoniques

HomT*A(n*M,n*f*C(}')) ~ n*HomA(M, f*C(}'))
JT*f*CHomf*A(f*M, .7:)

12

(Proposition 2.6(iv)). Par hypothése, le morphisme canonique
JT*f*CHomf*_A(f*M, f) — f;C(n’)*Homf*A(f*M, f)

est un quasi-isomorphisme. Enfin, on a les isomorphismes canoniques

FLCE Y HomMps 4 (f*M, F) = fICHOMns p= a((T)* f*M, (')* F)
~ Homy: A(7*M, f,C(x")*F).

Puisque le morphisme de changement de base devient un quasi-isomorphisme
apres application du fonctetttom,« 4(7*M, —), pour tout.A-module locale-
ment de présentation finie, le théoréme est établi.

La véracité des théoremes de changements de base usuels est donnée par [3,
XIl, Théoréeme 5.1] et [3, XVI, Corollaire 1.2]. O

2.2.6. Foncteur fi ~ ~
Lemme 2.13.Si f est étale, alorsf; induit un foncteurD( f*.A) — D(A).

Démonstration. Pour P un A-module a droite etV € Comp(f*.A4), on a un
isomorphisme de complexe® ® 4 fiN >~ fi(f*P ®+4 N). Donc, siN est
purement acyclique, alorg N I'est aussi, puisqug est exact. O

Considérons une compactification d& On ai:X — Y une immersion
ouverte,p : Y — S propre etf = pi.

Alors, on poseR fi = Rps - 1.

On montre de la maniére usuelle [3, XVII, §5.1.7] qﬁeﬁ est indépendant
de la compactification (grace au Théoréme 2.12). On a des isomorphismes de
transitivité pour la composition de deux morphismes et on dispose d’un théoréme
de changement de base.

Lorsques est le spectre d’'un corps algébriguement clos, on Rate(X, F)
le complexeR f;(F).
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2.2.7. FoncteurR f!

En procédant comme dans [3, XVIII, §3], on construit un adjoint a droite au
foncteurR fi. Pour f lisse, il n’est pas isomorphe, en général, & un décalg*de
(cf. laremarque suivante), i.e., on ne dispose pas de la dualité de Poincaré sous sa
forme habituelle.

Remarque 2.14. Soit X la droite affine suk un corps algébriquement clos,
£ un nombre premier inversible daket G = (k) agissant par multiplication
surX. Les complexe§F(X, Fo) et ﬁFc(X, F¢) sont canoniquementisomorphes
a des objets de HoF,G) (cf. §2.5.1 et Corollaire 2.26). Alor& I" (X, F¢) est un
complexe dé-,G-modules homotopef, (complexe concentré en degré 0), mais
ﬁFC(X, F,) est homotope a 8> F; - FG — F;G — 0 (ici, F, est en degré 0
et 'homologie est concentrée en degré 2). AirfSIT(X) et ﬁFC(X) ne sont pas
duaux I'un de l'autre (aprés décalage) dangHar).

2.2.8. Cag-adique

Soit¢ un nombre premier inversible sir.

On suppose qu¥& est un schéma de type fini sur un corps algébriquement clos.
On définitEF(X, Zy) comme la limite projective de5' (X, C<odimxZ/¢"), les
morphismes de transition étant fournis par la Proposition 2.6(v{) st une
Z,-algébre plate, on poser" (X, ©) = RI'(X, Zy) ®z, O.

2.3. Propriétés de finitude

2.3.1. Constructibilité
Nous supposons dans §2.3.1

e queR’ f,F est constructible pour tout entiget tout *.4-module construc-
tible F et;

e qu’ily a un entiern tel queR’ f,.F = 0 pour toutf*.A-module constructible
F et tout entieti > m.

Cette hypothese est vérifiée par exemple lorsuet S sont des schémas
de type fini sur un schéma noethérien régulier de dimension 0 ouAl et
un faisceau d'algébres noethériennes a gauche et de torsion, tuée par un entier
inversible suis [10, Théoréme 1.1 et Remarque 1.3 p. 233]. Le cas usuel est celui
ou S est le spectre d'un corps algébriquement élpg une algébre noethérienne
de torsion premiére a la caractéristiquekdet X un schéma de type fini sur:
on peut alors prendre = 2dimX.

On note Come(A) la sous-catégorie pleine de Cofg) des complexes a
cohomologie constructible eﬁc?(A) son image essentielle danﬁ?(A), pour
?e {b,+, —, blang.
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_ Le foncteurR £, induit alors par restriction un foncteut f, : D (f*A) —
D.(A). 1l envoieDC?(f*A) danst(A), d’aprés la Proposition 2.8.

2.3.2. Sous-classes de modules

Supposons ici queld est le faisceau constant associée a une algébfoit
U une sous-catégorie additive pleine deMod close par produits infinis et
colimites filtrantes.

Proposition 2.15. SoitF un f*.A-module tel queF; est dang/ pour tout point
geometriquex. Alors, (f.C'(F)), est dand/ pour tout point géomeétrique et
tout entier:.

Démonstration. Poura:U — X étale, on aC%(F)(U) = [1, Fx obx décrit
la famille des points géométriques deé tels queax € X°. Par conséquent,
CO(F)(U) est dand/ (cloture par produits infinis) ef,CO(F)(V) est dans/
pourV — S étale, donc{f*CO(}“))y est dang/ pour tout point géométriqugde
S (cléture par colimites filtrantes).

Le conoyau coker, du morphisme canonique,:F, — CO%(F), est la
colimite, ouU — X décrit les morphismes étales dont I'image contientdes
[1;ev—(x) Fz» doncil estdang/. On en déduit par récurrence suque(fC F)y
est dang/ pour touty. 0O

Soit Comp, (A) la sous-catégorie pleine de Comp des complexes dont les
termes ont des fibres datis Soit Dy (A) I'image essentielle de Com.A) dans
D(A).

On déduit de la Proposition 2.15 une propriété de conservation :

Corollaire 2.16. Le foncteurﬁf* envoieﬁu(f*A) dansl~)u (A).

Rappelons qu’un anneadl est cohérent & droite si tout sous-module de type
fini du A-module a droited est de présentation finie.

Proposition 2.17. SupposonsA cohérent a droite. Soil¥ un A-module de

présentation finie tel quEnd, (M) est cohérent a droite éf est de présentation
finie commeEnd, (M)-module & droite. SoifF € BaadM)(f*A). Alors, on a un

isomorphisme canonique

M ®gnd, (M) ﬁf*(HOTTTL;(M,f)) = RAF.

Démonstration. On a un isomorphisme

M ®End, (M) R [+ (Hont, (M, F)) = M ®&nd, (i) f«(Homt, (M, C(F)))
(Proposition 2.6(iv)).
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L'isomorphisme canoniqug,Homs (M, V) — Homu (M, f,V) pour V un
f*A-module fournit

M ®@end, vy f+(Honty (M, C(F))) = M @end, ) HOy (M, £.C(F)).
Finalement il nous reste a montrer que le morphisme canonique
M ®end, ) HOMty (M, f.C(F)) > fuC(F) = RfF

est un isomorphisme. Vérifions cela en tout point géométrigdeS. Pour tout
complexe de4-modulesk, on a des isomorphismes canoniques

(M ®end, (m) Homy (M, K)) = M ®gnd, ) Homty (M, K)s,
Honf, (M, K); — Hom®, (M, K )

car M est de présentation finie. PuisquigC’ (F), est dansadd M) (Proposi-
tion 2.15), le Corollaire 2.22 fournit la conclusion

2.3.3. Anneaux artiniens

On supposera dans cette partie §2.3.3 quest le spectre d'un corps
algébriquement clok, queX est un schéma de type fini sfiet queA est artinien
et de torsion, annulée par un entier inversible dar@n posen = 2dimX.

Soit & une sous-catégorie additive strictement pleineAdenod engendrée
par un module de type fini. On notera HO(U/) la sous-catégorie strictement
pleine de HO (/) des objets isomorphes & un complexe borné. D’'aprés le
Corollaire 2.26, les foncteurs canoniquesai/) — D(A) et H® U®) —
D(A) sont pleinement fideles et on identifiera ces catégories avec leurs images
strictes.

Proposition 2.18. Soit &/ une sous-catégorie additive strictement pleine de
A-modengendrée par un module de type fini. .
Alors, R f, induit (via f,C) un foncteuer’M(f*A) — Hot? W) et (via

f«C<m) Un foncteurﬁf,u(f*A) — Ho?(U®).

Démonstration. SoitF € Comdeg yu(f*A). D'apresle Corollaire 2.16, les termes

du complexef, C (F) sont dan#/. A

La Proposition 2.8 montre quég.C(F) est isomorphe, dans Ha/{), au
complexe born€..C,, (F). On en déduit la premiére partie de la proposition.

En outre, sa cohomologie est de type fini (cf. §2.3.1). Le Lemme 2.27 montre
gu’il est alors homotope a un complexe borné d'objets/fle O

Soit Comﬁons(f*A) la sous-catégorie pleine de Cohdp*.A) des complexes
dont les termes sont constructibles ®,.{ f*A) son image essentielle dans
D(f*A).
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Corollaire 2.19. R f, induit un foncteurDZ,{ f*A) — Ho’ (A-mod).

Démonstration. Soit 7 un f*A-module constructible. Alors, I'ensemble des
classes d'isomorphisme ddsmodulesF, est fini et chacun de ce$-modules
est de type fini. Soiv un complexe borné d¢*.4-modules constructibles. Alors,
le corollaire se déduit de la Proposition 2.18 appliquéé & plus petite sous-
catégorie additive strictement pleine demod contenant leVi, pour tousi
etx. O

On déduit de la Proposition 2.18 une propriété de perfection analogue a [9,
Proposition 3.7] (cas de la cohomologie a support compact).

Corollaire 2.20. Soit 7 un f*.A-module constructible tel qué, est unA-
module projectif pour tout pointferm. AlorsR f.F est homotope & un complexe
borné deA-modules projectifs de type fini.

Tous les résultats du §2.3 s’étendent, avec les mémes preuves, au cas du
foncteurR fi.

Soit F un faisceau constructible dé-modules sutX. Les Propositions 2.20
et 2.17 montrent quEﬁ (F) est canoniquementisomorphe (daﬁ'(s4)) al'objet
Q.(X, F) construit par Rickard [16, Définition 2.6] (la construction de Rickard
passe par u-moduleM, somme de représentants des classes d’'isomorphismes
desA-modulesF, . On peut vérifier que cette construction ne dépend pas du choix
de M, a isomorphisme canonique prés).

Qu’'avons-nous gagné par rapport a la construction de Rickard ?I'Sait
monoide d’endomorphismes déet F un faisceau constructiblE-équivariant
de A-modules surX. Alors, la construction de Rickard fournit une actian
homotopie présde I sur un complexe représentaRtl. (X, F). Dans notre
approcheEFc(X, F) est un complexe da I"'-modules.

2.4. Quelques propriétés algébriques

Nous décrivons ici des propriétés classiques de la catégorie dérivée pure d'un
anneau, lorsque I'on dispose d’hypothéses de finitude.

Soit A un anneau e un A-module.

Rappelons quelques propriétés.

() Le foncteur Hom (M, —) commute aux limites. SM est de présentation
finie, il commute aux colimites filtrantes [6, Chap. |, 82, Exercice 9].

(ii) Le foncteur— ® 4 M commute aux colimites. ¢ est de présentation finie,
alors il commute aux produits infinis [6, Chap. |, 82, Exercice 9].
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2.4.1. Platitude et cohérence A
Théoréme 2.21. Si A est cohérent a droite, aloradd A) est la catégorie des
A-modules plats.

Démonstration. La propriété de platitude est close par produits infinis Aast
cohérent a droite [6, Chap. |, 82, Exercice 12]. Elle est en outre close par colimites
filtrantes [6, Chap. |, §2, Proposition 2]), ce qui établit que les objetsddied)
sont plats.

D’aprés le théoréme de Lazard, taditmodule plat est colimite filtrante de
modules libres [5, 81, Théoréme 1]0

Corollaire 2.22. Soit A un anneau cohérent a droite &f un A-module de
présentation finie tel quEnd, (M) est cohérent a droite e/ est de présentation
finie commeéEnd, (M)-module a droite. Soi¥ un A-module.

Alors,V est dansaadM) si et seulement si IEnd4 (M)-moduleHomy (M, V)
est plat et le morphisme canonique

M ®End, (i) Homa (M, V) 5> V

est un isomorphisme.
Les foncteursdomy (M, —) et M ®end, (1) — Sont des equivalences inverses
entreaactM) et la catégorie de&nds (M)-modules plats.

Démonstration. PuisqueM est de présentation finie podret pour End (M),
les foncteurs ®end, (m) — €t Homy (M, —) commutent aux colimites filtrantes
et aux produits infinis. Puisque le morphisme canonique est un isomorphisme
pourV = M, c’est donc un isomorphisme pour todtdansadd 7). Pour un tel
V, il résulte du théoreme 2.21 que Hqiid, V) est plat.

Soit W un Endy(M)-module plat. Il est colimite filtrante de modules libres
(théoreme de Lazard). On montre alors comme précédemment que le morphisme
canonique

W — Homu (M, M Qgnd, sy W)
est un isomorphisme. En out®, ®gng, (v) W est dansddM). O
2.4.2. Complexes purement acycliques et complexes acycliques scindés
Soit A un anneau commutatif. On dit que est parfait & gauche si tout-

module a une enveloppe projective.
On a|[2, Théoreme 28.4]

Lemme 2.23. Si A est parfait a gauche, alors tout-module plat est projectif.

Nous utiliserons dans la suite la propriété des anneaux artiniens d’étre
parfaits & gauche et cohérents a droite (propriété qui les caractérise dans le cas
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commutatif). Rappelons que & est un module de type fini sur artinien, alors
il est de présentation finie podret pour End (M) (qui est elle aussi une algebre
artinienne).

Le Lemme 2.23 permet de reformuler le Corollaire 2.22 :

Corollaire 2.24. Supposond artinien. SoitM un A-module de type fini éf un
A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) V estdansaddM);
(i) Hom4 (M, V) est unEndy (M)-module projectif et le morphisme canonique

M ®gnd, () Homa (M, V) = V

est un isomorphisme
(iif) V estfacteur direct d’'un multiple d&f.

Les foncteurslomys (M, —) et M ®eng, (m) — SONtdes équivalencesinverses entre
aadM) et la catégorie de&nd4 (M)-modules projectifs.

Nous allons voir que, sous certaines hypothéses de finitude, les complexes
purement acycliques sont homotopes a 0.

Proposition 2.25. Supposong! artinien. SoitM un A-module de type fini. Soit
C un complexe borné dedd M). Alors,

e C est purement acyclique si et seulement si il est homotdpe a
e Pour tout complexe purement acycliqéy le complexeHom?, (C, D) est
acyclique.

Démonstration. Supposong’ purement acyclique. D'apres la Proposition 2.24,
Hom®, (M, C) est un complexe borné de En@/)-modules projectifs. Puisque

est purement acyclique, ce complexe est acyclique (Lemme 2.1), donc homotope
a 0. Lisomorphisme

M ®nd, () Hom (M, C) = C

du Corollaire 2.24 montre qu€ est lui aussi homotope a 0.

Soit maintenanD un complexe purement acyclique. Tout ob}edeaactM)
est facteur direct d’'un multiple d&f (Corollaire 2.24), donc Hof(N, D) est
acyclique. Par conséquent, H{a€, D) est acyclique. O

Corollaire 2.26. SupposonsA artinien et soitM un A-module de type fini.
Le foncteur canonique delo”(addM)) vers D(A) est pleinement fidéle. En
particulier, le foncteur canonique déo’(A) versD(A) est pleinement fidéle.
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Lemme 2.27. Supposonst artinien. SoitM un A-module de type fini. Alors,
tout complexe borné dadd M) a cohomologie de type fini est homotope a un
complexe borné dadd M).

Démonstration. Le lemme se déduit facilement du fait que tout objeaae(M)
est facteur direct d’'un multiple d& (Corollaire 2.24). 0O

2.5. Actions de groupes finis

2.5.1. Actions

Soit X un schéma quasi-projectif sur un corps algébriguement clos, muni de
I'action d'un groupe finiG. Soit® une algébre commutative artinienne de torsion,
tuée par un nombre premiéiinversible suik ou une extension finie d&; ou de
Qe

On considére la sous-catégotie= addP, O(G/H)) de OG-mod, oUH
décrit I'ensemble des sous-groupes@ejui apparaissent comme stabilisateurs
de points fermés d&. La catégorie{ est une sous-catégorie de la catégorie
des modules dé-permutation de type fini%£facteurs directs de modules de
permutation de type fini). Il résulte du Corollaire 2.24 que les obje@d;ent
facteurs directs de sommes directes de modules duype H). R

Le complexel (X, C<2dimx(O)) est un complexe borné d'objets de.
Il est homotope a un complexe borné d'objetsideSoit 7: X — X/G le
morphisme quotient. On a un morphisme canonifU¥ /G, C<2dimx 7+ 0) —
I'(X, C<2dimx(0)) qui est un isomorphisme dans ‘Hbl) (Lemme 2.11).
Il est aussi homotope au complexe(X, G, ©) d'objets del/ construit par
Rickard [16, Définition 3.1] (en transposant la définition de Rickard pour la
cohomologie & support compact au cas ordinaire). Les résultats énoncés dans la
suite (Théorémes 2.28 et 2.29) restent valides, avec les mémes preuves, pour la
cohomologie a support compact.

2.5.2. Quotients

Soit T est un monoide d’endomorphismes d&e normalisantG. Alors,
EF(X, O) est un complexe d&(G x T")-modules.

Le résultat suivant est di a Rickard, paarfini [16, Théoreme 4.1].

Théoréeme 2.28. Si H est un sous-groupe fini d&, alors on a morphisme
canonique de complexes @& -modules

RI(X/G)— RI(X)¢
qui est un isomorphisme dak®(OH).

Démonstration. On a un morphisme canoniqu& X/ G, Cr,O) — RI(X) qui
est un isomorphisme dans H®H ). On a des isomorphismes de complexes
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r'(X/G,C(0)) > I'CHomog (O, 1,0)
5 Homog (0, FC(.0)) = I'(X, C(.0))¢

d’'aprés la Proposition 2.6(iv), ce qui fournit le résultat

2.5.3. Points fixes

On prend ici poui® un corps de caractéristiqiée Rappelons la construction
du foncteur de Brauer. PouP un ¢-groupe fini etV un OP-module de
permutation, alors Br(V) est I'image dev ” (invariants) dan¥p (coinvariants).
LorsqueP agit trivialement sui, alors Brp (V) = V. LorsqueV est un module
de permutation associé a unrensemble sans points fixes, alorspBV) = 0.
Cette construction s’étend a HOP).

Le résultat suivant généralise un résultat d0 a Rickard [16, Théoréme 4.2] dans
le cas ou le monoide qui agit est un groupe fini.

Théoréme 2.29. Soit 7 un monoide d’endomorphismes &eet P un £-sous-
groupe fini distingué d&". Alors, on a un isomorphisme canonique de complexes
de O7T-modules

Brp RI'(X) = RI'(X").
Démonstration. Soiti I'inclusion (immersion fermée) d&” dansX, j I'in-

clusion (immersion ouverte) d€ — X dansX etr:X — X/P le morphisme
guotient. On a une suite exacte de faiscedugquivariants suX

0—- jj0—->0—-i,0—->0
donc une suite exacte de faisceaux ¥y

0— 14 1O = 71,0 = 7., O —> 0
d’ou une suite exacte de complexes@® -modules

0= I'Cqums jO = I'Cym O — I'CymyisnO — 0
qui fournit un triangle distingué dans KO P)

IFCgumy 1O — I'Cgnmt O — I'C iy O ~>

Puisque P agit sans points fixes suk — X%, les fibres du faisceau
. 1O sont des modules de permutation sur des ensembles sans points fixes
par P. Par consequent’C,,m,jiO est un complexe de&)P-modules de
permutation par rapport & des sous-groupes non triviauk.den en déduit que
Brp I'Cgums O = 0. Enfin, P agit trivialement sur les fibres de,i, O, donc
I'C¢pmmyiy O est un complexe de modules munis de I'action trivialePdet on a

un isomorphisme canonique BI"C g, 7O S I'CgumyiyO. O
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3. Groupes profinis et revétements de la droite affine
3.1. Groupes profinis dé-dimension cohomologique

Soit IT un groupe profini e¥ un nombre premier. On suppose quella
dimension cohomologique d& est au plus 1 et qQU& n’a aucun quotient non
trivial d’ordre ¢—c’est-a-dire, qued‘ (IT, M) = 0 pour toutF,I7-module discret
M ettouti > 1 et queH(IT,F;) =0

Soit N un sous-groupe distingué d’indice fini d2et G = IT/N. On suppose
queHL(N, Fy) est fini.

Soit D = (D",d) le complexe des applications continues normalisées de
1" dansF,G : D" est leF,-module des fonctions continuds” — F,G qui
s’annulent sur les éléments qui ont une coordonnée égale a 1 et

df)(x1, ..., xp41) = x2f(x2, ..., Xny1)

n
+ Y (D O XiXig s Xng)

=1
+ (=" (s x).

C’est un complexe dB,G-modules libres.

Pour toutF;G-module & droite de dimension finig, on aH'(V ®f, D) =
HI(IT, V). Ces espaces sont nuls poutt 0,1 et finis pourV = F,G car
H*(I1,F;G) >~ H*(N, F;). Par conséqueni) est un complexe dé,G-modules
parfait. Puisque c’est un complexe borné a gauché,d&modules libres, il est
donc homotope & un complexe bornéri& -modules projectifs de type fini.

CommeH! (D) = H (N,F;) =0 pouri # 0,1 et HO(D) = Fy, il existe un
F¢G-module projectif de type finy tel que D est homotope au complexe

(0— P°-L P 0) @ S[—1]

ol PO est une enveloppe injective G -module trivial (placée en degré @}
une enveloppe injective de®/F, et kerd = F,. PuisqueF; ®F,c HX(N, F¢) —
HY(I1,F;)=0,0onaHome,g(P1® S,F))=0

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 3.1. Soit G’ un groupe fini contenantG comme sous-groupe
distingué etD’ = F,G’' ®¢,g D. Alors, on aHomyor,c (D', D'[i]) = 0 pour
i #0.

Démonstration. On a

Homyor,cn (D, D'lil) > €D Homuor,c)(D. D i).
xeG'/G
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Puisque(P! @ $)* ne contient pas I'enveloppe projective du module trivial
comme facteur direct, les espaces précédents sont nulg gdur O

Remarque 3.2. Lhypothése ques est normal dang’ n’est pas superflue. Par
exemple, dans le cas @il = G:Z/2 et ouG est plongé dan&’ commeG x 1,
la propriété de disjonction n’est plus vraie.

Soit B = Endyor,c (D). Alors, la sous-catégorie triangulée pleine de
Ho(F,G’) engendrée par les facteurs directsldleest équivalente a la catégorie
des complexes parfaits d&modules. SiS @ P° est un progénérateur pour un
facteur directA de F,G’, alors les algebred et B ont des catégories dérivées
équivalentes (théorie de Morita—Rickard).

3.2. Cohomologie de revétements de la droite affine

Soitk un corps algébriquement clos de caractéristigue0 avecp # £ et soit
Al la droite affine suk.

Soit I7 le groupe fondamental d&? relatif & un point géométrique. Les sous-
groupes distingués d'indice finV de IT correspondent aux revétements étales
galoisiens connexeX¥ de Al. Le groupell satisfait aux hypothéses de §3.1,
i.e., il est de dimension cohomologique 1 [21, Proposition 1Hé&tI1, Fy) =
H(AL Fy) =0 (cohomologie étale du faisceau constay)t

Soit X — Al un revétement étale galoisien connexe de grotipet N le
sous-groupe distingué correspondanfHeSoit D le complexe construit au §3.1.
Alors, D est isomorphe dans K6, G) ARI(X,F,). En effet,D est isomorphe
a RI(X,F,) dansD(F,G) [21, preuve de la Proposition 1] et tous deux sont
homotopes a des complexes bornés de modules projectifs de type fini (cf. §3.1 et
Corollaire 2.20).

Remarque 3.3.Les groupes qui apparaissent sont exactement les groupes finis
tels queOP/G =1 (théoréme de Raynaud, anciennement conjecture d’Abhyankar
[15]).

Soit © un anneau de torsion premiéreau une extension plate d& avec
L # p.

Proposition 3.4. SoitX — Al un revétement étale galoisien de groupéel que
le stabilisateur d’'une composante connexeXdest un sous-groupe distingué de
G. Alors, on aHoMya oGy (RI7(X), RI'(X)[i]) =0 pouri # 0.

Démonstration. Notons que Homeog) (RI'(X), RI(X)[i]) = Hompog)
(RIC(X), RC(X)[i]) car RI'(X) est homotope & un complexe borné @& -



502 R. Rouquier / Journal of Algebra 257 (2002) 482-508

modules projectifs de type fini (Corollaire 2.20). La formule des coefficients uni-
versels montre alors qu'il suffit d’établir le lemme lorsqle=Z /<.

Soit Y une composante connexe deet H son stabilisateur. AlorsX =
G xpy Y, donc RI"(X) ~ F¢G ®¢,n RI(Y). Le résultat découle alors de la
Proposition 3.1. O

Remarque 3.5.0n aurait pu aussi bien sir établir cette propriété facilement sans
passer par le groupe fondamentalafe

4. Courbes de Deligne—Lusztig
4.1. Rappels sur les variétés de Deligne—Lusztig

4.1.1. Soit G un groupe algébrique réductif sur une cléture algébrique de
F,, muni d’'un endomorphismé& :G — G dont une puissancé™” est un
endomorphisme de Frobenius définissant une structure rationnekig.sur

Soit T un tore maximalF-stable,B un sous-groupe de Borel contendhet
U le radical unipotent d&. On notel: G — G, g — g 1F(g) I'application de
Lang. La variété de Deligne—Lusztig associdé §0, Définition 1.17] est

Y =Ye(U) = (LTHFW))/(UNF)).

L'action par multiplication deG x G° sur G se restreint en une action de
GF x (TF)° surY. Le morphism& — Y/GF est étale et les stabilisateurs dans
GF de points d& sont desy-sous-groupes.

On noteGY la composante neutre dg&. Pour H un sous-groupe d&*, on
poseAH ={(x,x ) e GF x (TF)°|x € H}.

Les deux lemmes suivants sont immédiats :

Lemme 4.1. Soit L un sous-groupe d&% x (TF)°. Alors, Yg(U)L =@ si L
n'est pas conjugué a un sous-grouped&’. Si H est un sous-groupe d&f,
alors

Y6 (U)M = Yeqom) (U N Co(H)).
Lemme 4.2. SoitG! ={g € G | gG° € (G/GOF}. Alors, Y6 (U) = Y1 (U).

4.1.2. On suppose dans la suite qGeest connexe. Soiby € Ng(T) tel que
F(U)=w"1Uw et soitw ''mage dew dansW = Ng(T)/T. Alors, Y est une
variété lisse purement de dimensiéiw) [9, 8§1.4].

On définit 'automorphismep = ¢/ (F o w) de Y(T) ® R et on notes
son ordre. SoitF’ 'endomorphisme deG donné parF’(g) = F®(g)v~1 ou
b =wF®)---F¥~1(w) estF-stable. Alors F’ se restreint en un endomorphisme
deY qui commute avec I'action dé” .
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Pourr e TF, on aF/(gt) = F'(g)(¥rv~1). Soit T le monoide libre sur un
générateur et soitv 'image dev dansW. On définit une action d&" sur7F
paro (t) = v—1tv pours € TF. On a une action d& surY donnée pas +— F'.

On a finalement construit une action @& x (TF x 1)° surY.

4.2. Conjecture de Broué
On fait les hypothéses suivantes :

(1) we~1 est un bon élément-régulier, otd est un entier ([8, Définition 6.4]).
(2) Il existe¢ une racine primitive complex#-éme de 'unité avec la propriété
suivante. SoitS le sous-tore minimaF-stable deT tel que ketp — ¢) €

Y(S) ®C. Alors, ¢ | |ST| maise {[GT : ST].
(3) Cw(we~1) est engendré par.

On dispose maintenant du compleRd™(Y,Z;) de Z¢(GF x (TF x 1)°)-
modules qui sont dé-permutation pouG” x (TF)°.

Alors, la conjecture de Broué [7], précisée par Broué et Michel [8], prédit que
RI (Y, Z,) induit une équivalence de Rickard splendide [17], donc en particulier
une équivalence dérivée, entre la somit& ' b des blocs de défaut maximal de
Z,G¥ etun quotientd&, (T x 1) isomorphe & N;r (TT) :

Conjecture 4.3. Avec les hypothéses précédentes, alors,

@) le compIexeﬁIl(Y, Z,) est isomorphe, dando(Z,(G¥ x (TF)°)),aD =
Z¢G b ®,6r RI(Y,Zy),
(ii) le complexeD est basculant pouz G,
(iii) le morphisme canoniqugy (T x 1) — A = Endyoz,6Fp) (D) est surjectif
et
(iv) A estisomorphe, comnz T ¥ -algébre intérieure, &, Ngr (TT).

En particulier, les algébreZ,G"b et Z,N;r(TT) sont splendidement Rickard
équivalentes.

Remarque 4.4. L'hypothése (3) (cyclicité du centralisateur) n’est la que pour
simplifier I'exposition. En général] est remplacé par un monoide de tresses [8]
et la conjecture garde le méme énoncé. En outre, la conjecture s’adapte au cas de
blocs de défaut non maximal.

La seconde hypothése prend une forme nettement plus simple loFsqae
un endomorphisme de Frobenius munisgart’une structure rationnelle sur un
corps fini ag éléments. Alors, I'hypothése (2) dit qug @,(g) et que lest-
sous-groupes de Sylow d&” sont abéliens. Dans ce casest und,-sous-tore
maximal deT .
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LorsqueG est semi-simple, I'hypothése (3) assure queflssus-groupes de
Sylow deG* sont cycliques.

Théoréme 4.5. SiHomuor, ) (R (Y, Fr), RT(Y, Fy)[i]) = 0 pouri # 0, alors
la Conjectured4.3est vraie.

Démonstration. SoitC = I'C <) (Z¢). C'estun complexe d&y (G x (T x
7)°)-modules qui sont dé-permutation pouG? x (7F)°. Vu comme complexe
de Z,G"-modules (respectivemed, (T F)°-modules), ce complexe est homo-
tope a un complexe borné de modules projectifs de type fini (Corollaire 2.20).
e Etude locale de. Soit Q un sous-groupe dé% x (TF)°. Onay< =g si
Q n’est pas conjugué a un sous-groupede’ (Lemme 4.1). SoiR un £-sous-
groupe deT F'. Alors, R est un¢-sous-groupe d&f (cf. Hypothése (2)), donc
la composante neutr€g (R)° de Cg(R) estT sauf siR < Z(G), c’est-a-dire,
sauf siv centraliseR. En outre,Cg(R)F /(C6(R)®)F =1 carR est un¢-groupe
[11, Remarque 13.15(i)]. Par conséquaft® = TF ou Y4k =y (Lemmes 4.1
et4.2).
D’apres le Théoréme 2.29, on a un isomorphisme

Bro(C)~RI'(Y9,F)

pour tout ¢-sous-groupeQ de G x (TF)°. Pour Q un ¢-sous-groupe de
G* x (T*)° non conjugué a un sous-grouped&’, on a donc By (C) = 0.
PourR un ¢-sous-groupe d& non central dan&, on a un isomorphisme de
complexes d& (T x (TF x Ny(R))°)-modules, Big(C) ~F,TF.
e Etude locale du complexe des endomorphisi@es.F = HomEchb(C’ 0)

et A = HO(E). Par hypothése, la cohomologie de
Fr®z, E~ Horn,':(GF(I?F(Y, Feo), RI(Y, Fo))

est concentrée en degré 0. On a un isomorphisme de complex&$ de ") x
(Tt x T)°-modules [17, preuve du Théoréme 4.1]

Bragr(E) = Homl.:gCGp(R)(BrAR C,Brag 0).

Par conséquent, pour totssous-group® de G x (TF)°, le complexe By (E)
n'a de la cohomologie qu’en degré 0. Il résulte de [4, Théoreme 1.3Fgast
homotope &, en tant que complexe d& (TF x (TF)°)-modules.
e Etude deA. On a Br, ., (A) = F,T* pourR le £-sous-groupe de Sylow
de 7T et Bro(A) = 0 si Q est un¢-sous-groupe d&* x (TF)° qui nest pas
conjugué, dansT* x 7)) x (TF x 7)°, & un sous-groupe d&é7 *'. Soite I'ordre
dev. Alors,
TFx(TF)e
D I han 2
0<i<e—1
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est facteur direct dZ,(TF x (TF)°)-module de¢-permutationA. Ce facteur
direct est lui-méme isomorpheZa (T x (v)). On a donc montré qu'il existe un
Zo(TF x (TF)°)-moduleZ tel queA ~ Z,(TF x (v)) & Z.

La formule d’orthogonalité des caracteres de Deligne—Lusztig (cf. par exemple
[9, Théoréme 6.8]) montre que dit®z, Q, = |T¥ x (v)|. Par conséquent, on a
Z=0.

e Déformation.Soit & I'image deo dansA, t = &¢ et (t) la sous-algébre
de A engendrée par. Limage det € AR dans Bpg(A) est 1. Puisqué 1 e,

il existea € (7) tel quea® = t (lemme de Hensel). Soit maintenant o~ 15.
Alors, ¢¢ = 1 etc agit surT ¥ commev. Ces propriétés fournissent un morphisme
deZ,TF-algébres intérieurds: Z,(TF x (v)) — A qui envoiev surc.

Un raisonnement identique fournit un isomorphismezd& f -algébres inté-
rieuresZ¢(TF x (v)) > Z¢Ngr(TF).

Le morphisme Bir(b) est un isomorphisme lorsqug est un ¢-sous-
groupe de Sylow dg'F. Par conséquent, le morphisme By, i, (b) est aussi
un isomorphisme. On déduit alors de [4, Proposition 2.10] fuest un
isomorphisme.

On a donc obtenu un isomorphise Z,N;r (TT) = A.

e Fin de la preuveD'aprés le Lemme 4.9, il existe un complexg& de
(Z¢GT,ZyNgr(TT))-bimodules et un isomorphisme

h : Re%FX(TF)o C/ :) Re%FX(TF)o C

dans H@Z,(G* x (TF)°) tel que le morphisme structurd,Ngr(TF) —
Endyoz,6r)(C") induit, viah, le morphismes.

Le complexeC” induit une équivalence de Rickard enfleN; - (TF) et B, la
somme des blocs d&G* qui n’agissent pas trivialement (modulo homotopie)
sur C’ [17, Théoreme 2.1]. D'apres le Lemme 4.10, ces blocs sont de défaut
maximal. Puisque le nombre de blocs de défaut maximal @&’ est le méme
que pourZ,Ngr(TT), on en déduit queB est la somme de tous les blocs de
défaut maximal d&,GF. O

Remarque 4.6. Pour avoir un analogue de ce résultat gy, il faut disposer
d’'information sur les valeurs propres de I'endomorphigmgansH *(Y, Qy).

La preuve du théoréme n'utilise pas la propriété de I'élément régukier!
d’étre bon (Hypothése (1)). En I'absence de cette hypothése, la condition de
disjonction n’est pas toujours satisfaite.

Corollaire 4.7. Sil(w) = 1, alors la Conjecturet.3 est vraie.

Démonstration. La variétéY (U)/G* est normale ca¥ (U) est lisse. Puisque
elle est de dimension 1, elle est donc lisse.
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Les variétésy (U) et L~1(F(U)) ont des cohomologies s@, isomorphes
commeGF-modules. OrL~Y(F(U))/(GF) = F(U) a la méme cohomologie
qu’un point, donc il en est de méme #eU)/GF .

La courbe lisse¥ (U)/G* a la cohomologie d’'un point, donc elle est donc
isomorphe a la droite affine.

Ainsi, on est en présence d’un revétement étale galoisien de g@{ipde
la droite affine. Puisqua n’est pas contenu dans un sous-groupe parabolique
propre F-stable, la variét& /Tt est connexe (cf. par exemple [12]). On en
déduit que le stabilisateur dagd” d’'une composante connexe Heest un sous-
groupe distingué. Par conséquent, le théoreme découle de la Proposition 3.4 et du
Théoréme 4.5. O

Lorsquew est de longueur 1, alorsy¢—1 est un bon élément régulier si
et seulement siv n’est pas contenu dans un sous-groupe paraboligstable
propre et alorsw est ung-élément de Coxeter au sens de Steinberg.

SupposondV irréductible etG adjoint. Alors, le corollaire s’applique dans les
cas suivants.

(G,F)=A1(q), €| g+ 1ete #2.
(G,F)="2Ax(q), £ |q°—q+1ett#3.
(G, F) =2B2(q?) etl | g% — g2+ 1.
(G, F) =2Go(¢?) ett| g% — g3+ 1.

Terminons par quelques remarques

e Le théoréme fournit une équivalence entre catégories dérivéé de’
et Z,Ngr(TF). C’est une équivalence de Rickard splendide [17]. Notons
gu’une équivalence de Rickard “splendide” (sur une extensiofJl@vait
été construite pour les algébres concernées comme cas particulier d’'une
construction générale pour les blocs a groupes de défaut cycliques [18,20].

e Le corollaire avait été démontré dans [19] pour le tyag(voir aussi [13]).

e Une étude précise de I'action @& x T sur H*(Y, Q) devrait montrer que
I'algébre A est engendrée par 'image de(TF x ") sans hypothése suér
Cela a été établi par Gonard pour le type[13].

e Le probléme posé par I'extension du théoréme au ca€plw¢ 1) n'est
pas cyclique est I'identification d’une extension central€ggwe 1.

4.3. Lemmes de théorie des représentations

On regroupe ici quelques résultats utiles a la preuve du Théoréme 4.5.

On a un lemme facile de relevement des actions dans les catégories homoto-
pigues, en présence d’'une condition de projectivité relative (& comparer avec le
théoreme de relevement de Keller, qui requiert la condition de Toda [14, §8.3.1]).
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Lemme 4.8. SoientR et A deuxZ,-algebres finies eB une sous-algebre dé.
On suppose que le morphisme canoniqué4l® A°)-modulesA ® 3 A — A est
scindé.

SoitX un complexe déR ® B°)-modules de type fini gt: A — Endyocr) (X)
étendant I'action deB.

Alors, il existe un complex&’ de (R ® A°)-modules et un isomorphisme
x> Resgpe X' dansHo(R ® B°) tel que I'action deA sur X’ induit, via
h, le morphismep.

Démonstration. Par hypothése, il existee A ® g A tel queae = ea pour tout
a € A ettel que I'image de dansA (via la multiplicationA ® 3 A — A) est 1.

Soit f 'idempotent de Endorgac)(X ®p A) donné pare. Alors, il existe
un idempotentf’ de I'algébre des endomorphismes #eRg A, vu comme
complexe d€R ® A°)-modules, d’image’. Soit X’ le facteur direct d&X ®p A,
image def’. Alors, le morphisme canonique de complexesEe B°)-modules
h:X - X ®p A — X’ est unisomorphisme dans Hb® B°) et I'action deA
sur X’ induit, viah, le morphismep. 0O

Lemme 4.9. SoientG et H deux groupes finis eP un sous-groupe deé{
d’indice premier af. Soit X un complexe d&,(G x P°)-modules de type fini
et¢:Z,H — Endioz,c)(X) étendant I'action deP.

Alors, il existe un complex®’ deZ,(G x H°)-modules et un isomorphisme
h:X = Res;ype X dansHo(Z,(G x P°)) tel que I'action deH sur X’ induit,
via i, le morphismep.

Démonstration. Cela résulte du Lemme 4.8 appliquérRé=2,G, A = Z,H,
1 -1
BZZ[PetezmzheH/Ph@)h . O

Le lemme suivant montre en particulier que lorsqu’on a une équivalence de
Rickard entre blocs, alors les blocs ont des groupes de défaut isomorphes.

Lemme 4.10. SoientA et B deux blocs de groupes finis. S6itun complexe
borné de(A ® B°)-modules tel qued est un facteur direct d€ ®p C*, vu

comme complexe de&l ® A°)-modules. Alors, les groupes de défautdlsont
isomorphes a des sous-groupes des groupes de défadut de

Démonstration. Le (A ® A°)-moduleA est facteur direct d’'un module du type
C' ®p (C7H*. Soit D un groupe de défaut de. Alors, A est facteur direct d'un
module de la formé& ®z,p V', doncD contient un groupe de défautde O
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