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Chapter 1

Approximation de fonctions

I.1 Introduction

Soit fr,f: X =C (ou IR)
Définition 1.1.1 On dit que f, — f converge uniformément si

limsup |fn(x) — f(z)|=0

n—o0

Autrement dit:
Ve >0 In=nle) t.q.|fm(x) — f(z)| <e ¥Ym >n

Définition 1.1.2 On dit que f, — f converge en chaque point si

lim |fu(2) ~ f(2)| =0V € X

Autrement dit:
Ve >0 In=nl(e,x) t.q.|fm(x) — f(z)| <e Vm >n

Exemple 1.1.1 Par Weierstraf si f : [0;1] — IR est continue alors
YV e > 0 3 polynéome p(z) t.q.
sup |f(z) —pla)| <e
z€[0;1]

Exemple 1.1.2
| 1sixz#0
f(x)_{ 0siz=0

lstz< %
falz)=q nzsi0<z<i
O0stxz=0
fn(x) converge vers f(z) Va € [0;1].
En effet si x =0 f,(0) =0 et f(0) =0. Si x> 0(fizé),
In>1tq L <z fn(zr) =1 pour mm";%ZN (fe(z) =1 pour kx > 1)
Donc {fn(x)} est constante et vaut 1 aprés un n assez grand.

fo(zx) > 1V >0

Mais fn # [ uniformément. En fait: si f,, : [0;1] — € (ou IR) est continue
et fn, — f uniformément alors f est continue =<
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Rappel: 0 # X C IR"est compact ( <= fermé, borné)

—

{Ui} est un recouvrement de X par des boules ouvertes,
alors 3 un sous-ensemble fini Uiy, ...,Ui, € {Ui;} t.q.

CJ Z/{ij DX
j=1

Notation:
C(z)={f: X =C|f continue}

Cr(x) ={f: X = R |f continue}

Xcompact = sup |f(z)] < o0
zeX

De plus 3 xo € X t.q.|f(20)| = sup(|f(2)]) = [ f]| (norme sup de [)

(3 un supremum atteint)

Propriétés de C(X),| |

CR(X) est un espace vectoriel (sur € ou IR)
(af + B9)(@) = af(z) + B(x)

pour f,g € C(X) «, 8 €C(IR)

On a aussi une opération de multiplication
de facteurs.

1.9 € C(X) alors (fg)(x) = f(x)g(x)

flgr +92) = f(91) + f(g2)

a(fg) = (af)g

If+gll < 171 + gl
La norme satisfait : ¢ ||laf] = || f]l

Ifgll < I gll
D’autre part, si f: X —C (oulR) est approximée par f,, € Cpi.e.

C(X) est une algebre

sup |fn(z) — f(z)] = 0 (si n — o0)
rzeX

oullfn—FfIl— 0

alors f € ClR(X) (exercice).
Si une suite {f,} C CR(X) est de Cauchy® alors 3f € C(X) t.q. ||fn — fI| = 0 (si n — 00).

Définition 1.1.3 On dit alors que C(X) est complet par rapport a || ||.

%.eVe>0IAN>1VYVn > NVE>1|fn — forrl <e
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1.2 Théoréme de Stone-Weierstrafl

Rappel:

Théoréme 1.2.1 (Weierstra3) Soit f : [a;0] =€ (ou IR) continue,
alors 3 une suite de polynémes P, t.q.||f — Py| — 0.

Théoréme 1.2.2 (Stone-Weierstrafl) Soit X C IR" compact f : X — IR continue.
Soit A® une sous-algebre de Cr(X)¢ qui sépare les points de X

AlorsVe >0, g€ A tq. ||f —g| <e.
DémonstrationSoit l’adhérence de A

Zz{fECZR(X)\ Hfn} C A avee ||fn — f|| = 0}

On doit montrer que A = Cp(X).
Etape Q) : A est une algébre qui sépare les points de X.
Démonstration

fg€A a,BeR:|afy+Bgn—af =Byl < lalllfo = fIl +Bllgn — gll < (la] +18])e = (af +Bg) € A

De plus:

1fngn — fall = 1 fngn — frng + fag — foll < 1 fullllgn — gl + gl fn — fIl < Mie + Mae
Comme A C A, on a que A sépare les points de X.
Comme A est une algébre, f* € A ¥n € IN. Donc P(f) € A) VP (polynéme).

Etape @ : Si g appartient & l’adhérence de A, alors g € A.
Démonstration

Soit {gm} C A t.q. |g — gm| — 0. Comme {gn} C A, 3{fn} C A t.q. |fn — gml| — 0. Donc:

”g - fn” = ”g —Gm + 9m — fn“ < (”g _g'm” + ||gm - fn”) —0

Etape @ : Si f € A, alors |f] € A.
Démonstration

Montrons d’abord que Si f € A est >0 (en tout point), alors \/f € A.

On peut supposer, sans perte de généralité, que f € [0;1]. (f > 0 et f est bornée, car elle
compact).

Par Weierstraf8, on a qu’il existe un P, (t) t.q. |P,(t) — Vt| < e Ve, V¥t € [0;1].

Ona:

1P (f) =V (f ||oo—Sup|P —Vf |<esup |[Pa(t) = V[ =0

te[051]

bA doit contenir des fonctions constantes

CACC(X)tq sif,geAeta,f€Ralorsaf+Bg€ Aet fge A
Exemple: Ensemble des fonctions polynémiales

= [0; 1], A={ polynoémes}

die. Vo #y € X If € Atq. f(x)# f(y)
Exemple:
-fz) =
— X =[0;1] x [0;1] A = {polynémes & 2 variables}. Soit(x1,x2) # (y1,Yy2)-
gj T17#v1alorsf(zy,x2)=z1

zy#yzalorsf(zy,ze)=x3
¢f ne couvre pas forcément tout [0; 1]

= fge A

est continue sur un
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Donc \/f € A, done, par Uétape @ , /F € A. Ce qui implique que |f| =/ f? € A.
Etape @ Soient f,g € A, alors:

max{f(z),g(z)} = (f V g)(z) = H%M cA

et

min{ f(z), g(2)} = (f A g)(x) = f+9+|f+9|

Etape ® : Soient 2,y € X, x #y et a,b € IR, alors 3 f € A t.q. f(zx)=a et f(y)=b.
Démonstration

cA

Comme A sépare les points de X, 3 g € A t.q. g(x) # g(y). En prenant f(z) “oat (b— a)%;

qu’on cherchait. o
Etape ® Vfc CpR(X), Vz e X et Ve >0 3h, € At.q. he(z) = f(z) et hy(y) < fly) +e Vy € X.
Démonstration

on a bien ce

Soit x firé. Par Uétape @ , on a qu’ 3 hyyA t.q. hyy(z) = f(z) et hyy(y) = f(y). Par continuité de
hey(2) et de f(2) eny, 3V, t.q. |hey(2) — f(2)] <&l V2 €V, = hyy(2) < f(2) +¢
Comme
X C U VyX cgppact g Y1y+- - Yn t.q. X C UV?“
yeX i=1
On définit:
b= Ao

i=1

On a que hy, € A (car tous les hy,, € A). Par le méme raisonnement, on a que hy(z) = f(z). Yz € X, on a que

z € Vy,, donc hy(2) < hgy, (2) < f(2) + €. B
Etape @) Vf e Cp(X),Ve>0, 3he€ Atq f-e<h< f+e.

DémonstrationPar [’étape (0 , Vo € X, Fhy t.q. hy(x) =0 et hy < f(2) +e Vz € X.

Par continuité de hy(z) et de f(z) en x et comme (hy — f)(z) = 0, 3 un voisinage de x Uy t.q. (hy — f)(2) >
—e = hy(z) > f(2) —e.

Comme

m
Xc vt B 30y, e tq. X < U,

zeX i=1
On définit:

On a que h € A (car tous les hy, € A). Yz € X, on a que z € U;,, donc h(z) > hy, (2) > f(2) —e.
Comme hy,(z) < f(2) + e Vi, h(z) < f(z) +e.
Comme:

f(z)—e<h(z) < f(2)+¢

Flhay(y) — f(y) =0
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On a que | f *7h||OO < eVe>0. On a donc que f appartient a 'adhérence de A. Ceci implique, par Uétape (D ,
que f € A. Donc A= Cp(X) O

Corollaire 1.2.1 Si Ag C C(X) est une sous-algébre avec la propriété suivante:
si f € Ag alors f € Ag9 (f(z) = f(z))

et tel que Ay sépare les points de X.

AlorsVf e C(X), Ye >0, dge€ Ap t.q. || f — gl <e.

Démonstration

On prend fi1 = Re(f) et fo = Im(f), € Cp(X)

AO,IR = {Re(g), Im(g) |g € Ao}

Alors Ay p est une algébre (exercice) et elle sépare les points de X. Donc, par Stone-Weierstraf§ réel, on a :

3
dg1 € AOJR t.q. ||f1 —ng < B

S
Jgs € AO,ZR t.q. |[f2 — g2l < >

Mais alors ||(f1 +if2) — (1 +ig)l| < 5§+ 5 =¢.

Définition 1.2.1 (Mesure) Si D C [0;1] est une réunion dénombrable
d’intervalles ouverts disjoints D," alors:

m(D) =3 U(D,)

Proposition 1.2.1
1

Si f,g9:]0;1] = IR continues et si /|f(x) —g(x)| dz <&
0

Alors la mesure de {t € [0;1] | |f —g|(t) <e2} >1—e2
Observation:

lsizeD
XD_{ 0 sinon

est intégrable au sens de Riemann et [ Xp = m(D).
De méme que si f est continue, alors fXp est Riemann intégrable.
On a aussi que sur F' =4 [0; 1\D on at e F alors |f(t) — g(t)] > e2J
Démonstration:
Par lVabsurde, on suppose que:
m({t € [0:1] | 1f —gl(t) <2} <1-e

D

Mais alors |f — g|(t) > €2 pourt € F . Donc

1

1
par hypothése
£ > |f=gl(t) dt = [ 1[f(t) —g(t)| dt
fir-aoa- |

0

9i.e. Ap est auto-adjoint

hsauf ceux qui contiennent 0 ou 1
“Intégration de Riemann

JCar F est le complémentaire de D
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1
/(XD X |f — gldt = /XD|f - g|dt+/XF|f ~ gldt
—_——
0 1 0 0
—_——
>0

/Xp‘f |dt>/XF€2dt
1
0/
1 1
/dt /XDdt =¢7(1 — m(D))
0

0

v
®
M\)—‘

w\»-l

(1 —Xp)dt

o —

l\J‘H

Donc € > 5%(1 —m(D)), donc £ >1— m(D) et m(D) >1— £? = O
Conclusion:
1
Si [|f —gldt est “petite”, alors 'ensemble D des points t € [0;1] ou |f(t) — g(t)| est “petite”
0

a une mesure “grande”. (D est presque tout [0;1])
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1.3 Théoréme de Dirichlet

Définition 1.3.1 Soit ®,, : [a,b] — €, un ensemble de fonctions continues.
On lappelle systeme orthogonal si :

b
/<I>n($)¢'m(:17) dr =0V n#m

Si de plus
b
D, ()P, (x) =1
—_———
a |<Dn|2
on a affaire a un systéme orthonormal.
Exemple 1.3.1
nmwx nmwx
Dy =1,Dy,_1(z) = sin —, Py, (z) = cos ——
L L
forme un systéme orthogonal sur [-L;L] .
Examinons le cas ou L=1.
On sait que ™™ = cosnmx + isinnrx, donc
1 INTT —inmTx
cosnmx = 5(6 +e )
. 1 inTx —inTx
sinnrr = 2—2_(6 —e )

Donc, toute fonction

N
flz)=A0+ Z(A" cosnmx + By sinnrz) : [-1;1] = €

n=1

peut s’écrire comme:
N

f(CC): Z Cneinﬂ'x

n=—N

Les relations d’orthogonalité sont:

1
/einﬂzefimﬂz dl‘{ 282m:n Vm,nEZ
0sim#n
—1

Donc {(I)n}nEZ7 ‘I)H(J:) = %einﬂz : [—1; 1] —C
est un systéme orthonormal.
Si f:[-1;1] = € alors:
1 1
1 .
Cp = )P, () de = — z)e " dx
/1 F@F.@) dr = — / f(a)

€

est le n°™¢ coefficient de Fourier de f relativement au systéme {(I)n}neZ

La série de Fourier est notée:
E c P
k
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Probleme
Si on a {®,} assez grand ou complet peut-on écrire toute fonction
continue (Riemann-Intégrable) f : [—1;1] — IR de la maniére suivante:

> ey,

n

avec clarification de convergence.

Définition 1.3.2 f : [a,b] — €' est continue par morceaux si 3 a =29 < 21 < ... < T, = b t.q.
f(ee_vis) €t continue ¥n >i > 1 et 3 f(zF)

Définition 1.3.3 [ : [a,b] — €' est lisse par morceauz si 3 a =x9 < 21 < ... < T, = b t.q.
Ji(@i_152s) €St continue, différentiable, et si sa dérivée est continue

Vn>i>1et3 flzd), 3 f/(=F)
Théoréme 1.3.1 (Inégalité de Bessel) Soit f : [a;b] — € continue par morceauz, soit {®,}n,>1 un systéme or-

thonormal sur [a;b]
et fr~ chq)nk
Alors on a :
b N b N
0 [ 1= et P [1f= Y o
a n=—N a n=—N

v Vi YN el

L’égalité a lieuw ssi v, = cp
N b
5 Y leal < [ 1P o
n=—N .

Démonstration

b

b N N N
/\f— > @l dx:/(f— S wm@)(f— > ®n) do
a n=—N

a n=—N n=—N

b N b N b N b
S EECEID SRl K SN LV Sl ke
a N a n=—N . n=—N a

n,m=—
—_——— ——— —_——
zén,m, =Cn =Cn
b N N N N N
:/|f|2 dr — Z YnCn — Z YnCn + Z |'7n|2 + Z ‘Cn|2 - Z ‘Cnl2
o n=—N n=—N n=—N n=—N n=—N
=0
b N N b N
=/\f|2 de — Y leal® + ) |cn—vn|22/|f|2 de — Y el
a n=—N n=—N a n=—N
>0

kie. cn = ff@in
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De l’égalité

b N b N N

J1r= 3 P de= [1fPde = 30 Jel® = 3 lew =l

a n=—N a n=—N n=—N

Evaluée en vy, = c,, on obtient que:
b N b N
Jirtde = Y fal = [17= 3 et da
@ n=—N a n=—N
On a donc bien

b N b N
/lf— > @l dz > /\f— > en®n|? da
a n=—N a n=—N

b) on a vu en a) que
b b

N N
Jirtde = Y jal = [17= 3 et do
. n=—N a n=—N
On en tire:
N b b
S Jeal = [117 do = [ 17 = Sw(p)? dar
n=-N a a

Lemme 1.3.1 Soient f,g : [a,b] — € continues par morceaux’ On dénote:

b

17]le = ( / F(@)? )

a
Alors on a linégalité de Cauchy-Schwartz

b

| / F(@)9(@ dal < [fllllgllz

a

On a en effet affaire & un produit scalaire (noté ” < , > 7 ) (cela sort des propriétés de lintégrale ).
Pour g # 0 on a que:

<gaf> 2 <gaf> <gaf>
f———5—9glI°=<f—-——5—9,f— —=5—9>

lgll? gll? lgll?
<g.f> <fg> < fg><g f>

YN L i EAP P ILY L LS ST it TSN
llgll? llgll? lgll*
1
=||f||2+w|<f7g>|2(—1—1+1)
:||f||2_|<fag>|2
gl

1 suffit qu’elles soient intégrables au sens de Riemann,et bornées
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<g,[>

WQHQ < |I£13llgl138

On a done | < f,g>*=IfIlgll* = llgl*[lf —

On en tire l'inégalité du triangle:
If+ gl < [Ifllz + llgll2

de la maniére suivante:
If+glP=<f+g.f+g>=<ff>+<fg>+<g.f>+<g.9>=|fl>+2 Re(< f,.g>)+|lglI”

<P +2 [Re(< fog >+ gll” < IF1* + 2 < f.9 > [+ [lgl®
< I + 20 £1lgll + llgll* = (L1 + llgll)*o

Corollaire 1.3.1 (du théoréme de Stone-Weierstraf3) Vf : [—1;1] — €' continue par morceauz
Ve, 3P : [-1;1] = €, un polynome trigonométrique P(x) = Ag + > Ay, cosnmz + By sinnnz t.q.||f — P|| <e
Démonstration

On prend une fonction g continue telle que g(1)=g(-1) et ||f —gll2 < §

On peut interpréter g comme une fonction g : T — € (T est un tore)
En prenant z = €™ et §(z) = g(x), on a que § est continue sur T.
De plus, on a en C(T), lalgébre A =" a,e™™ a, € C (ensemble des polynomes en z, %)
On a que A est une algébre auto-adjointe ,que 1 € A et que A sépare les points de T.
Donce, par Stone-Weierstraf, on a que A est dense en C(T), il en découle que AP € A t.q.

-1 —1
Donc :
If=Ple=If-g9g+g9—Plla=<|f—gl2+llg—Pl2 <eO
Théoreme 1.3.2 (Parseval) Soit f : [—1;1] — € continue par morceaux (carré R-int.) et soit

oo
f ~ § Cne’b’ﬂﬂ'l‘
—0o0

La série de Fourier de f en {e"™™} _ - avec

1 1
1 — 1 ;
Cp = §/f€1n7rm d.]? — 5 /f e—lnﬂx d.T
-1 -1

N
Soit Sn(f,x) = Z e
n=—N

1
. 1 -
Ators lim | = Sy(£)le =0t 5 [ 177 do =Y feul
—1 -0

De plus, si g:[—1;1] — € est une fonction continue par morceaux (carré R-int.), alors
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1
1 _ = T s - inmTT
5 [ 19 > cab ot g~ 3 e
-1

Démonstration
Par le corollaire précédent, on a :

No
Ve >0, 3 P(x) = Z V€™ tq. |f = Pla < e
’I‘L:*No

essel
P 1 f = Sno(Nlle < |If = Plla < e

Bessel
Pour N> No ona ||f =Sn(f)ll2 < [[f = Sn(f)ll2 <e

Donc Ve > 03 Ny t.q. ||f —Sn(f)ll2 <e VN > Ny
Cela montre la premiére partie. Evaluons maintenant

1

LN
%/SN(f,x)g(x) dx %/ Z Cne™™ g(z) da
21

4 n=—N
Sn (f)
N 1
:% Z cn/em”_(z) dz
n=—N 7

efinﬂzg(x)

| XN 1 N o
=3 Z Cn /(g(x)e*i”” dx) = Z Cnbn
1 n=—N

n

Ce qui donne:
1 1 1
1 [ N1, 1 _
5 [ fode— > cabal =15 [ fgdo—5 [ Sn(f,2)g dol
21 n=-N 21 21

1 Cauchy—Schwartz

1
= 5 [ =sng ast T ETE S sw( gl Y0
21

N—oc0
n=—

N 1
1
Donc lim Y cpby = 5 / fg d
—1

1
> — 1

Donc chbn = §/f§ dz
. )

Observation

13
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14
oo . ) . oo i
Z |Cnbn‘ < (Z ‘Cn‘Q)Z (Z |bn|2)2
—00 —o0 —00
En prenant g=f, on obtient:
1 =
2 g 2
3 [11P de =3 el
—1 —0o0
Lemme 1.3.2
N .
Soit Dy = Z e Yx € IR, alors
n=—N
1
1
a) §/DN(J’J) de =1
Z1
in (N + 3
b) Dy(z) = (Sm Lﬁ)m Voe R

Démonstration

1
a) /em” dr=0Vn#0
4

1

1
1 1
- |bD =~ [1de=1
:>2/ ~N(z) dx 2/ dx
1

—1

N
b) DN(t) _ Z einﬂ't _ e—Nﬂit(1+..._~_e2N7rit)
n=—N

2N+1 1

2N a
_ e—Nﬂ-zt(§ Oék) _ e—N-rrzt
a—1
k=0

e(N+)mit _ —Nmit e(N+3)mit _ o—(N+§)mit
= = it —mit
— e 5

eﬂit_l ™3

_ 2isin (N + $)7t
2i sin %t

N 1

N
, 1 . )
¢) Sn(f,x) = E €T = 3 § /f(t)e—m‘n-t dt e
n=—N n=—N

-1
—_— ——

Cn
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1 N 1
_ 1 inm(x—t) _ } _
- / FOCYS et dn) = 5 / F(E)Dx(a — 1) dt
Dy (z—t)

On définit f sur tout IR par périodicité en reproduisant f sur [-1;1].
On effectue un changement de variable:
t=zx—t=>dl =-dt.t=1=t=x—-1lett=-1=t=z+1

On obtient donc :

x—1

—% / flx —t")Dn(t') dt’
x+1
x+1

== / flx —tDn(t') dt

z—1

1
%/fac—tDN )d
0

(Cf. discussion sur ’extension de f sur IR)

Théoréme 1.3.3 Soit f : [—1;1] — € continue par morceauz (bornée et R-int.) et soit v € (—1;1) t.q

36>0, 3 M >0 avec |f(x —1t) — f(z)| < M|t| ¥t € (=5;9)
(i.e. f est continue en x)

Alors Sn(f,z) "3 f(x)

Démonstration
Remarque: on utilise ici lextension de f sur IR (cf. +haut)

Sn(f,z) - f(z) = %/f(x—t)DN(t) dt_f(x)%/DN(t) gt
- -
) %/(f(x T D) de = ;/Wsm (N + %)m dt

On définit g : [—1;1] — € par

On a, par hypothése, que |g(t)| < M‘ll Yt € (=6;9)
2

| sin

15



16 CHAPTER I. APPROXIMATION DE FONCTIONS

Done, g : [—1;1] = € est continue par morceaux et bornée sur [—1;1]

On a donc:

1 1
1 1
Sn(f,x) — f(z) = §/g(t)sinN7rtcos%t dt + §/g(t) COSNﬂ'tSin%t dt
1 -1

1 1
t
/ cos — sm Nrt dt + - / (t) sin T cos Nt dt
2 ~~—~—
B e <I>1n(t) —1 T~ By,(1)
G1(t) Ga(t)

D’apreés Bessel, si G(t) est continue par morceaquz (R-int.) sur [-1;1] et que { Py} est un systéme orthonormal (4

une constante prés) sur [-1;1], alors

1

/ GO dt — 0

e
Done: Sn(f,z) — f(x) =04+0=00
Théoreéme 1.3.4 (Dirichlet) Vf :[—1;1] —  lisse par morceauz, on a:

f(z) Yo point de continuité

A}lm Sn(f,x) = w Va # +1 point de discontinuité
e FADHA1T) 4y
2

Démonstration
Le cas des points de continuité a été discuté dans le théoréme précédent.

@O+ gy = FED @) /f(x—t)DN(t)dt

1
— . z
2 2 2

= 5" = [ fe = 0Dx() i)+ 57w ~ [ Fla - ODx(0) di
0

2
-1
Mais
0 N O
/DN(t) dt — Z /6n7rit dt = —1+ Z nmt 0
] n=-N_"4
\v/
n#0
Moo N 1
=1 —(1—e") =—1 1—(-1D)")— =-1
+n;1v”m( e ") +n;N( (=1)")—
——" ——
n#0 n#0
Donc:

0
(") / f(x—)Dy(t) dt = - / (fa*) + F(z — ) D () dt
21
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On fait de méme avec l'autre terme, ce qui implique que

f@t) + f@7)

peut s’écrire sous la forme:

0 1
/gl(t)q)ln dt + /gg(t)tl)gn dt
1 0

Avec g; des fonctions continues par morceaux et Dy, des systemes orthonormauz (& une constante prés).
Ce qui tmplique, comme on l’a vu plus haut que :

fat) + f@7)
2

La derniére affirmation suit du fait que, par construction f(17) est donné par f(—17)
et f(—17) par f(17)0

— SN(f7 1‘) —0

17
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I.4 Différentiation et intégration des séries de Fourier

Théoreme 1.4.1 (Différentiation) Soit f : [—1;1] — € continue, avec f(1) = f(—1), différentiabilité sauf sur un
nombre fini de points, et [’ lisse par morceauz.
Alors SN (f,z) — f(z) uniformément et absolument sur [-1;1].

De plus:
f'(x) Yz point de dif férentiabilité
lim Sy (f,z) = M Vo # +1 point de non — dif férentiabilité
N=roo FADFCID) 4y
S =
Avec:
N N
Sy(f,x) = Z cn(en) = Z nmic,e"™"
n=—N n=—N
Démonstration

On montre en premier que:
oo
E len| < 00
— 00

Cela suffit pour conclure que Sy (f,z) — f(x) uniformément.

N N

Rappel : Z le,em ™| = Z len|

n=—N n=—N
Comme f'(x) existe et est continue par morceauz, on a, par Parseval

1

> i 1 —nNTiT
£~ S a0y =5 [ fae e i
— 7
avec (/ |f/(x) — Z ane"™|? dz)z — 0
el n=—N
1 1
0= f(pye T, M [pwenmtars [ pe-nme de
—1 -1
On en tire
1 1
1 / —nmit 1 —nmit ;
=3 f'(t)e dt = iy f(t)e dt = nricy,
—1 —1

Par ailleurs, Parseval pour f'(z) donne Y |a,|* < oo

N

N
1 |an|
= = - 19n]
5 kl=lal+ L 3 b
n=—N n=—N
——

n#0
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C— 1 N 1 N 1 1
Sl 20X Y T
n=—N
—— \,_/
n#0 n#0

<eol + = Z|an|z 2§M<OOVN

La deuziéme affirmation sort de Dirichlet, pour g(z) = f'(x).
Théoreme 1.4.2 (Intégration) Soit p(z) de carré R-int.,avec ¢ ~ ag + > an cosnmz + Y by, sinnrx

sa série de Fourier.

On a
71)n+1

z o0 o0 o0
bn *bn an + 2(10(
dt ~ — —
/gp ST S T oy 4 200
0 1 1 1
Démonstration On integre:

T xT 00 T 00 xT
/g@ dtwao/dt—i—Zan/cosmrt dt—l—an/sinmrt dt
0 0 1 0 1 0

sinnrr —1<z<1

o0 o0

(o]
an . bn bn
= agx + E — SINNTL — E — cosnmx + E —
T nm T nT

1

oo
Comme x =2 Z ”'H sinnme
1
On obtient:

oo . (oo}
bn,
2a Z(—l)"“smﬂ + Z I sinnra — Z - cosnm + Z —
1

nm nm
1 1

oo o0
b, —b, an + 2a0(—1)"H
= — + —— cosnmx + s n

Corollaire 1.4.1 Soit

o0
= E b, sinnrmzx
1
une série de Fourier. Si on suppose que nb, — h et que
h oo
— Z ) cos nx
2 1

est la série de Fourier d’une fonction p(z) de carré R-int,
alors (*) est la série de Fourier d’une fonction f(x) continue donnée par:

x

f(x)zw/go(t) dt—i—%h -l<z<l1
0
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De plus f'(z) = mo(x) VY point de continuité de ¢
Démonstration
On applique le théoréme a () :

CHAPTER I. APPROXIMATION DE FONCTIONS

bn —2(=1)nti(k
/(p dt~ o~ (nbn — ) (=)™ (5 sinnmx
= 1 nmw
0
1 o0 . h o) 1+(_1>n+1 )
== by, _r
W; sinnmx W; - sinnwx
n+1 in3 in5
Mais Z sinnrz = 2 (sinm + smgmc 51n57rx +..)= g
1
- . i wh
Donc an sinnrz ~ 7 [ o(z) dx + o>

Lt

0

( / o(z) dz)’ = p(z)

0

st @ est continu en .

Corollaire 1.4.2 Soit

o0
= E an COSNTT
n=1

une série. St la série

o0
est la série de Fourier d’une fonction de carré R-int. ¢(x),
¢

71'/(,0 ) d

0

De plus f'(z) = mo(x) Va point de continuité de ¢
Démonstration
On applique le théoreme a (x) :

/

—nany,

o(t) dt -

t

= Zan COSNTT ~ w/gp(t)

1 0

nan sinnmx

alors (*) est la série de Fourier de:

t—l—Zan

o0 o0 o0
Nanp, 1 1
+ E —— COSNTL = —— E Ay + — g Ay COSNTTX
T nm T T4

o0
dt + Z an
n=1
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£t

st @ est continu en .

21
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1.5 Transformées de Fourier

Définition 1.5.1 a) Soit f > 0, f : IR — € (ou IR}) Riemann-intégrable. On dit que [ f(x) dz existe (ou que

—0oQ

lintégrale converge) si

b
lim /f(:v) dx < oo

a,b—o0

b) Soit f: IR — €' Riemann-intégrable ¥V [a,b] On dit que [ f(x) dx existe (ou que l'intégrale converge) si

Dli_{n]RD/f(a?) dx

existe et est finie, ot D est une réunion finie d’intervalles [a,b] finis et

lim z) dr =
D—>lR/f( )
D
veut dire que ¥V e >0, 3¢ >0 t.q. si D=, [ai,b;] avec D D [—c,c] alors | [ f(z) doz — L| <e.
D

o0
¢)f : IR — € Riemann-intégrable ¥ [a,b] est absolument intégrable sur IR si [ |f(x)| dx est convergente.

— 00

Lemme 1.5.1 Soit f : IR — € absolument intégrable sur IR, alors [ f(z) dx existe.
Démonstration

On montre d’abord le lemme pour f a valeurs réelles.

Soit f () = max {f(X);0} > 0

et f(z) = — min {f(X);0} > 0

flx) = fr(o) = f-(2) et [f(2)] = fi(2) + f-(2)

Jr@ldo= [ i@+ 1 dac—/f+ dx+/f_ par buv-
h B %
:>/fid:b<oo:>/f dm—?(ﬂr() f-(2)) dz < o0
Pour f compleze, on pose f(z) = fi(x) + ifa(x), avec fy et_;: des fonctions & valeurs réelles. Donc:
/00 f(z) do = 7f1(x) de +i 7f2(m) dr < 0o O

o
Corollaire I.5.1 Si f : IR — € est absolument intégrable sur IR, alors [ f(x)e”**® dx est convergente Vx € IR

Démonstration

o

On utilise le lemme pour g(z) = f(z)e~™** en constatant que [ |g(z)| dz = [ |f(z)| dz < oo O

— 00
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Lemme 1.5.2 Soit g : [a,b] — € Riemann-intégrable, alors

|k|— o0

b
lim |/g(x)67““ dz| =0

Démonstration
b
Ve >0, 3go € CY([a,0]) t.q. [|g(z) — go(x)| dx < e

On commence par calculer

b

b
| / (9(z) — gole))e™™* da| < / (9(2) — go(@))] [~ de <

a =1

D’autre part,
b

b
|/go(x)671k$ dx| par ]g’!tles . _fQO(l')eiZkI i;g+ ,*/go(x)eilka: d:E|
ik ik
a

a

b
1 . _ 1 / .
<= g B2 o [ gy dal

b
1 ikm meb 1 / ik |k|—o00
< |- —lgo(@)e ”|i:a|+|.—|/|go<x>\|e ik| gy M3 g
ik ik
a

Car g et go sont continues sur [a,b] (donc bornées).
Donc

|k|—o00

b b b
tim | [ g(o)e da| < | [ anlwle ™ dol + | [(o(o) - gola))e " da| < 2

Définition 1.5.2 (Transormée de Fourier) Si f : IR — € est absolument intégrable sur IR, on définit

o

f(k) = / f(@)e ™ da

Cela existe par le corollaire 77.
Proposition 1.5.1 Si f: IR — € est absolument intégrable sur IR, alors

a) f est uniformément continue sur IR

b) lim f(k)=0

|k|—o00

En particulierf est bornée sur IR.
Démonstration
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a) Soit e > 0. Comme [ |f(z)]dz<ooc=Fc>0tq [ |f(z)]dx<e. Onposed=—"=—— Ona:
—oo lz|>c c [ 1f(@)] da

—c

k) — fk)] = | / F(@)(e T — ik | < / F@) |7 — =) da

= [ @l et () o= / F(@)lle0= R0~ 1] da
—oo

:1

/ F@I 0 1] dot [ |f@)] ) de
— —
<|ks—k1| || |z|>e <2

—~—

<ec

<|k2—k1|c/|f \dx+2/|f )| dx < 3¢

<0 |z|>c

<e

b) lim f = lim |/f —Hm d$|< hm |/f —zkx d.%"+| / f —zkx dSC|

|k|—o0 |k|—o0
|z|>c

< lim \/f Ye R dx| + / |f(2)] dov < e
|z|>c

La derniére ingalité est obtenue a laide du fait que f est absolument Riemann-intégrable sur IR et avec le lemme 77?7

Remarque: Si f n’est pas continue, la proposition 77 reste valable, mais f n’est pas nécessairement absolument
intégrable sur IR.

Exemple 1.5.1

1
1 si —1<2<1 Fon ke g etk — ¢tk _ sink
f(@) _{ 0 sinon = f(k) _/ dx ik 7k
—1
o 2mn+% o 00
o [ I w2 S [ e 3 ey ) = 3 TR
1 27Tn+" - -

Observation: On peut construire des f : IR — € continues, absolument Riemann-intégrables sur IR telles que f
n’est pas absolument Riemann-intégrables sur IR.

o0

Proposition 1.5.2 Soit f absolument Riemann-intégrables sur IR, f € C' et telle que [ |f'| < oo , alors fl(k) =

— 00

ik f(k) Y k. Plus généralement, si f € C" et J 1f" < o0, n e IN, alors (k) = (ik)" f (k).

— 00
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Démonstration

l

00 l
"(k) = / f(x)e™ ™ do = llim f(z)e e dr = hm (f(x)e 2=l 4 /f(x)ik:e_“m dr)
—00 l— o0
—1 -1

fhmzk:/f etk dz—zk/f e dr = ik f (k)

Car e~ est bornée (de norme un) et

lim f(a) =

z—+o0

Car f est absolument Riemann-intégrable sur IR. Le cas général s’obtient par itération.

Corollaire 1.5.2 Si f € C2(IR) et f, f', f" sont Riemann-intégrables sur IR, alors f est absolument Riemann-intégrable

sur IR.
/| \das—/| |dx+/|f )| da

Démonstration
|z|>1

| —
B ®

@ < oo car f est continue sur [—1;1].
£
- . 1
/ |f72($)|d:c§sup|f”| / — dr < o0
x x
|z|>1 |z|>1
Car f"(x) est bornée sur IR. (cf. proposition ??).

Lemme 1.5.3 Soit g : IR — € absolument Riemann-intégrable, alors:
oo

lim g(y)sinly dy =0

=00
(de méme pour cos)
Démonstration
(1) — a(—1 7 —ily _ ily R
0= lim M = lim 9(y)e 9(y)e dy = lim g(y)sinly dy =0
=00 2 =00 2 =00

— 00 —0o0
Pour le cos, on met un + a la place du - dans le premier terme.

Lemme 1.5.4
)

lim /Smly dy =7 5 >0
y

l—o0
-4
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Démonstration
5 sl 5 R
/sinly dy ==ly / sin z ds = lim /sinly dy = lim / siny dy
Y z l—o00 Y R—o0 Y
=5 —6l -5 -R

Pour R grand, on pose R = (n+ %)ﬂ' +0, avec0 <0 <w. On a:

R (n+3)m —(n+3)m R
siny siny siny siny
I/ dy — / dy| = | / dy + / dy|
Y Y Y Y
-R —(n+3)m -R (n+3)m
R
= 2| / Sy dy| < 2max(siny) max(—) (R — (n+ 5)7) < 21——— =70
Y —_——— Y 2 (n + 5)7‘(
(n+3)m =1 _H/l—’ <"ﬂ_
T (o) B
Donc:
R (nt3)m
lim Sy dy = lim / Sy dy
R—oo Yy n—o00 Yy
-R —(n+3)m
(n+3)m ) T 1
/ siny dy y=(n+3)> / sin (n + 3)z i
y z
_(n_;,_%)ﬂ -

On a vu (noyau de Dirichlet):

s . 1 ™ . 1
sm(n+ 5)z sm(n—+ 5)z
Jrnot e gy fantt e
sin 2 2sin
— T —Tr

Soit g(z) = 2silng -1

Par U’Hospital, g(z) est continue en 0 et donc bornée sur [—m;).

On a vu (cf section ”Théoréme de Dirichlet”), que les coefficients de Fourier d’une telle fonction tendent vers 0,
pour n. — oo. Donc:

7 1 7rsinn—!—lz 7Tsinn—i—lz 7Tsinn—i—lz
lim [ sin((n+ 2)2)g(z) dz=0= lim M dz — lim M dz=m— lim M
n—o00 2 n— 00 23111% n—00 z n—00 z

—T —T —T

dz

On en tire:

1 s
inl sin (n + 1)z
lim/smydy:W:lim Mdz:w
l—o00 i n—oo z

—5 —7

Théoréme 1.5.1 (Inversion pour la transformée de Fourier) Soit f : IR — € absolument Riemann-intégrable

t.q. f soit absolument Riemann-intégrable, alors on a (f) = 2nf(—x) Va ot f'(x) existe. Plus généralement : si
, 2 +of

f'(z%) ezistent, alors 3~ (f)(—z) = %

Démonstration On veut montrer que:
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flx) = % 7( 7 Fly)e *v dy)e™™ dk

On a:
l %)
:zl_if?o/(/ Fly)e™™ 0= dy) dk
—l —o0
Comme:
l o l o o
[ 1swe v ay k= [ [irelay <2 [ 1) dy < oo
—] —o0 —l —oo —0o0

(Le résultat de Uintégrale en y est une constante par rapport a k et f est absolument Riemann-intégrable.)
Donc |f(y)e”*W=2)| est absolument Riemann-intégrable en (y,k) sur le domaine —1 < k < l,00 <y < co. On
peut donc commuter les intégrales, et on a:

e—tk(y—2)
21(*) = lim /f )e FW=®) qk) dy = Jim /f / —k(y=) qk) dy = Jim /f (1) dy

[=oo : —i(y —x)
. Vi 2sin! 2sinl 2sinl
YT fim fly+x) Slnyd vezo hm /fy-i— x) smyd +hm/fy+ x) smyd
—oo |y|>5
@ @
Soit:
(@) { S
0 sinon
On a:

[lswiays [ B0y < 2 [ ppr o) dy< oo

ly|>d ly|>d

Donce, g : IR — € est absolument Riemann-intégrable et le lemme 77?7 s’applique. On a donc que (O =0. Donc:

hm/f 251nly dy

On évalue:

b
lemme 77 .1 2smly 1 [ fly+z)— f(z)
() = £@) " () o) Jim 5 [ S dy *ZEM%/T
_5 s

2sinly dy
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Soit:

ML;#(@)&' lyf <dety#0

g(x) =< fl(z)siy=0
0 stnon

On a que g : IR — € est absolument Riemann-intégrable et le lemme 77 s’applique. On a donc que (*)-f(x)=0.

Conclusion On utilise en général, pour la transformée de Fourier et la transformée de Fourier inverse les trans-
formations suivantes:

£ 1 i —ikx
k) = <= / f@)e ™ da

et

_ L 7 £ eikx
fla) = mé Fleh d



Chapter 11

Analyse Complexe

II.1 Espaces de Hilbert

Définition I1.1.1 Soit £ un espace vectoriel compleze et <,>: L x L — (.

(u,v) =< u,v > t.q.

a) < aruy + aoug, v >=ag < U1,V > tag < Ug, v >
b) < U, V1 + oV >= a1 < U,V > +az < u,vy >
c) <u,v>=<v,u>
d) <u,u>>0(=0 < u=0)
Alors <,> est appelé produit scalaire (ou produit intérieur).

Définition I1.1.2 Un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire <,> complet avec la norme || ||2
s’appelle un espace de Hilbert.

Proposition II.1.1 Soit (H,<,>) wun espace de Hilbert,<,>: H x H — ' est continue.
(Si xp, = x ,yn =y surH alors < xp,yn, >—< z,y >.)

Démonstration
| < ZpyYn > — <2,y > | = | <ZpyYn > — < Tpyy >+ < Tpyy > — < 2,y > |
S‘<xnayn>_<xnay>|+‘<xnay>_<xay>|S|<-rn7yn_y>|+|<xn_x;y>|
c-S n— o0
< [[%n |2 lyn = yll2+ lzn — 2l |lyll2 —0
—— ——— ——
borné ({z,} conv.) —0 —0 borné ({yn}—y)

Définition II1.1.3 Soit (H,<,>) un espace de Hilbert. Un ensemble (fini ou non) {hy}n>1 de vecteurs
de H tel que ||hy|| =1Vn et < hy,hpm >=0 sin#m, Yn,m > 1 s’appelle un systéme orthonormal sur H
Si de plus le systéme orthonormal {h,}n>1 satisfait:
heH <hh,>=0V¥n>1 =h=0
alors on appelle {hp}n>1 une base de H
Théoréme I1.1.1 (Pythagore, pour une inifinité d’éléments) Soit (H,< , >)

un espace de Hilbert et soit {hp}n>1 un systéme orthonormal sur H et soient {a,}n>1 des scalaires.
On a:

oo oo
E anph, converge sur H <= E |0zn|2 < 00
1 1

'aYaY
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Si c’est le cas, on a:

oo

Gl Zanhnug = Z lawnbonlf5 = Z | |®
n=1 n=1

n=1

Démonstration
Vn,m avecn <m on a, par Pythagore usuel:

m m m
1Y anhells = Y llowhils = > ol
k=n k=n k=n

Donc la suite {Z aghitm est de Cauchy <~ {Z |k |*}o est de Cauchy

k=1 k=1
m oo

Donc la suite { E aghi}m converge <= E || converge
k=1 k=1

L’égalité (*) s’obtient en posant n =1 et m — oo
Définition I1.1.4 Soit L un espace vectoriel complexe avec <,>, u,v € L sont orthogonauz (L) si < u,v >=0.
Les 3 propositions suivantes sont évidentes, et données sans démonstration.

Théoréme I1.1.2 (Pythagore) Si f1,..., fn sont L, alors

N N
DA AT
n=1 n=1
Proposition II.1.2 (Régle du parallélogramme)

1F +gll3 + 1f = allz = 21I£113 + 29113

Proposition I1.1.3

3
1
<f’g>zikz_%ik<f+ikg’f+ikg>

Corollaire IL.1.1 Si (L, || ||) est un espace vectoriel normé, avec la norme || || vérifiant la régle du parallélogramme,
alors 3! produit scalaire < , > t.q ||ul| =< u,u >2

Démonstration L 'unicité sort de la proposition précédente. Pour [’existence, on définit le produit scalaire de la
maniére suivante:

3
1
<u,v>i= o ];)zkﬂu + iFv]|?

On vérifie aisément qu’il s’agit bien d’un produit scalaire.

Proposition I1.1.4 Soit (H,< , >) un espace de Hilbert et {h,}n,>1 C H un systéme orthonormal. Soit h € H.
Alors la série:

i < hhy > by,
n=1
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converge dans H et on a:

a) |3 <hohn>hal3 =Y <hhy> [
n=1 n=1

b) <hhy>=0et Y | <hhy>]><|h]3

n=1

c) Si h’:Z<h,hn>hn et " =h—h alors B L h"” et K" L h, ¥n

n=1
Démonstration
N N
Soit by =Y <hhn > hy = W3 =D [ <hhy > b2
n=1 n=1 :’14
Comme
N N N
Re < h,hy >=Re <h, Y  <hhy>hy>=Y <hhy><hhy>=> [<hhy,>["=]hy|3
n=1

n=1 n=1

ona:0<||h—hyl3=|hl5 + [Py ]3 - 2Re < h, iy >= |[1]]3 — [|Py I3

N
Done |3 > [Byll3 = 3| < hohy > 2
n=1

En faisant tendre n vers Uinfini, on obtient la convergence, ainsi que b).
a) sort de Pythagore pour une infinité d’éléments.

c)
<hR S=<h— BB SCTEEN SR S < hohy > =Y | < hoh > [P =0
k=1 k=1
Donc h" 1L 1.
De méme :

< hy >=<h = b hy >=<h,hy > = < hy >=<h,hy > =Y <hhy > < by, by >

k=1
ék,n

=< h,h, >—<h,h, >=0
Donc h,, L h".

Corollaire I1.1.2 (Parseval) Soit {h,}n,>1 une base orthonormale sur (H,< , >), alors Yh € H, on a:

b= Z( < h,hy > hy) et ||h|)3 = Z | < h,hy, > |*.(base orthonormale)
n=1 coeff. de Fourier en{hy} n=1

De plus, si g € H, alors:

<h,g>=Y <hhy><gh,>

n=1

31
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Démonstration
Comme h' L a tout h, et que ceuz-ci forment une base, cela implique que h” = 0.
La deuxiéme partie est obtenue ainsi:

<h,g>=<Y <hhy>hyg>=Y <hhy><hyg>= <hhy><gh, >

n=1 n=1 n=1

Théoréme I1.1.3 Soit (H,< , >) un espace de Hilbert et soit kK C H tel que:
K #0, fermé, connexe® avectr+(1—t) e KV0<t<1
Alors ' h € K t.q. ||h]|2 = inf {||z]2 |z € K}
Démonstration
Ezistence
Soit 6 = inf {||z||2 |z € K} et soit {fn}n CK t.q. ||full2 = 9§, alors on a, par la régle du parallélogramme:

1 1 1 1

Mais:
1 1 9 9
SUn = fm) €KL= =l5(fn+ fm)llz < =0
1
= || fu = fmll3 = 20 full3 + 20 fmll3 - A5 (fa + fm)ll3
< 2||fn||§ + 2”me% - 452
Donc:

lim ”fn - meg < n}érgooQanH% + 2||fm||§ —46° =0

n,m—00

Donc {f.} est de Cauchy, et comme un espace de Hilbert est complet et que K est fermé, elle converge vers h € K.
Et on a:

Ihll2 = Yim [ full* =6
n—oo

Unicité
Soit f € K un autre vecteur tel que: ||f]l2 =0
On a:

1 1 1 1

15 = DI+ 115+ NIz =2l5k15 + 205 /13
On en tire: ) )

13— PIZ=8— L+ 3 =628 =0
Donc h = f

%il suffit que z,y € K = %(x+y) e
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I1.2 Séries formelles

Définition I1.2.1 Soit K un corps, alors

Klx] = {Zakmk lap € K,n >0}
k=0

K[x] a une structure d’algébre, i.e une structure d’epace vectoriel

(on additionne les termes de méme puissance de x), a laquelle on ajoute une multiplication :

k
E azt E bjz? = E cpx® avee ¢ = E ab; = E a;bg_;
J i=0

i+i=k

avec les propri€tés suivantes:

i) (PQ)R=P(QR)

ii) PQ=QP

iit) (aP)Q = a(PQ)

iv) (P+Q)R=PR+QR

v) 0P=0

vi) 1P=P1=P

Attention, dans v) et vi), 0(= > 0z™) et 1(= 1+ >_0z™) appartiennent o K[x].

Définition I1.2.2
K([X]]={>_ a2 |ax € K}
k=0
C’est U'ensemble des séries formelles, avec la méme structure d’algébre que pour Kfx].

Observations
- K[z ¢ Klz]]
—— ——

série finie série infinie
—P € K[x] n’est pas une fonction.

Définition 11.2.3 L’ordre de
P(z) = Z apx®
k=0
est le plus petit k > 0 t.q. ap #0 . 1l est noté w(P). Par définition w(P) = 0o
Proposition I1.2.1 Soit w(P)=i et w(Q)=j, alors w(PQ)=w(P)+w(Q).

DémonstrationSi P=0 ou Q=0, c’est bon car a4+ 0o = 0.
SiP#0etQF#0, ona

P= Zakmk Q= Zbkxk = P(x)Q(z) = aibjx”j + Z cpa

k>i k>j k>i+j

Comme a;,b; # 0 (cf. ordres de P et Q) et qu’ils appartiennent d un corps, qui est intégre, a;b; # 0,

ce qui implique w(PQ)=i+j.

Conséquence K[[x]] est un anneau integre.
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Définition I1.2.4 Soit

[e'S) [e'S) k
Z P,(z) = Z(Z k)T
n=1 k=1 n=1

est finie, car ay,, = 0 pour n suffisamment grand.
Plus généralement: S; i € I une famille de séries formelles t.q. Vn,{i € T |w(S;) < n} soit fini, alors on peut
définir :

o0
E S;, avec g a;mwk
k=0

icl

Donc:

Z Si(x) = Z cpz® ot o = Zak’i

icl
Définition I1.2.5 Soient: - -
S(z) = apa* € K[[zl] et T(y) =Y _ajy’ € K[[y]]
k=0 j=0

avec w(T) > 1 (i.e. by =0), alors on définit:

SoT(y) =) ax(T(y)" € K[[y]
k=0

On dit qu’on a substitué T(y) pour x dans S(z). La série S oT est la composition de S et T.

Proposition I1.2.2
1) (S1482)0oT=5S10T+S0T

2) (5152) ol = (51 OT)(SQOT)
3) So(ToU)=(SoT)oU avec w(T) et w(U) > 1

Démonstrationcf. ex 7, S.17.

Proposition 11.2.3 S(z) € K|[[z]] posséde un inverse par rapport a la multiplication si et seulement si S(0) = ag # 0
Démonstration

Soit A(y)=1—yet Bly)=1+y+y*+y>+---. On a que A(y)B(y)=1.
Posons ay ' S(z) =1 —U(x), avec w(U(z)) > 1 et ag # 0.
Ona:

AB=1= (A(y)B(y))oU(z) =10U(z) =1

Donc, a laide de la propriété 2 de la proposition 77:

(A(y) o U(x))(B(y) o U(z)) =1 = (1 = U(z)) o B(U(z)) =1
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Donc
aytS(x)B(U(x)) =1 = S(x)ay 'B(U(z)) =1
Donc Uinverse de S(z) est ay*B(U(z)). Pour montrer que la condition est indispensable, on procéde ainsi:
_1\ prop. ?? 1
w(SSTH) T =" w(S)+w(STY)

Comme w(S) > 1 (on suppose la condition fausse) et que w(S™') >0 (par définition),
on a que w(SS™Y) #£0=w(1). Donc SS™*#10

Définition I1.2.6 (Dérivée d’une série formelle) Soit

S(x) = Z apz®
k=0
Alors, on définit :
S (z) = Z kapzh~t
k=1

Proposition I1.2.4 , , ,
a) (P + Q) =aP +5Q

b) (PQ) = P'Q+PQ

¢) si S(0) # 0 alors (S_l)/ =

/

-S
52
Démonstration

a) (aP + BQ) = (Z(apk + Bgp)a) = Z k(opk + Bar)z" 1)

k

k
= kape ™t 4+ kgt = aP’ + 5Q
k k
b) Montrons d’abord que c’est vrai pour P, = z™.

(PQ) = (X"Q) = (Z geatty = Z(k +n)gpattrl
%

k
_ ankmk+7z—1 + quk$k+n—1 = nz" L qul’k + $nquk$k_1 _ P»,/LQ n PnQ/
k k
Combinons ce résultat avec le précédent:

PQ) = (Y anP)Q) 23 (aPaQ) =3 (an(PaQ+ P.Q) = P'Q + PQ

1. / /1 1. 1. s’
Observation Si S(z) = 3 apz*, alors a = S(’Z!@).

Définition I1.2.7 I(x) = x est l’élément neutre pour la compsosition: Sol =105 =5 VS € K|[z]]

Proposition I1.2.5 Soit S(z) = )" ay,z™ € K|[[z]]. Alors il existe T(x) € K[[z]]

t.g. T(0)=0et SoT =1 si et seulement si ag =0 et a3 #0. Si c’est le cas, T est unique
et 'on a aussi T o S =1, et on dit que T(z) est la série réciproque de S(z).
Démonstrationcf. ex 8, S.17.

35



36 CHAPTER II. ANALYSE COMPLEXE

I1.3 Convergence de séries formelles

Définition I1.3.1 Soit z € K, on dit que
P(z) = Zanac" € K|[x]]
n=0

est absolument convergente en z, si
(o]

Z lan|]z"| < o0

n=0

Définition I1.3.2 Soit E un ensemble et f,, : E — K, alors on dit que Y, f, est normalement convergente sur E si

2 [ fnll <00
Ot || fnll = lfnlloc = sup{[f(2)| |2 € E}.

Définition II1.3.3 Soit P(x) =Y anz™ € K([[z]]. Si Y |a,||z"| < 00, alors > ayz™ est absolument convergente et on
dénote sa valeur (limite) par P(z).

Définition I1.3.4 Soit P(z) =Y ana™ € K[[z]]. On appelle p(P) le rayon de convergence de P. Il est défini par:

p=sup{r >0 fanlr" < oo}

Remarque
-p € [0; 00]

Lemme I1.3.1 Si0 <r <rgetsiIM > 0t.q. |ay|ry < M,Vn, alors . |ay|r™ < oo, et donc Y anz™ est normalement
convergente pour |z| <.
Démonstration

E = E — )" <M E —)"=M < oo O
|an|r |an|rg (7”0) = (7"0) 1—a
M <1 «

Lemme I1.3.2 Si une série converge pour un certain Z, alors elle converge ¥z avec |z| < |Z|.
Démonstration Comme la série converge pour Z, |an|Z,| < M,VN, donc, par le lemme 7?7 la série converge pour z.

Proposition I1.3.1 a) Soit 0 < r < p , alors Y a,2"™ est normalement convergente pour |z| <r. (i.e. ¥r < p, P(z)
est normalement convergente sur D, (disque de rayon r).)
b) sir > p, alors Y a,r™ diverge.

Démonstration

a) Soit 0 < r < p, alors Ir < 7 < p tel que la série converge pour 7, donc, par le lemme 77, elle converge aussi
pour r.

b) Soir r > 7 > p. Sisup|a,|r" < oo, alors par le lemme 7?7, on a convergence pour r, et donc, par le lemme 77,
convergence pour T, ce qui contredit la définition 7?7 (car ¥ > p). Donc on a que sup |a,|r™ = oco.

Théoréme I1.3.1 (Hadamard)
. 1,_
p(P) = (limsup (Jan]) )1

n—oo
Avec: co™t =0 et 07! = 0
Démonstration
Soit:

0 < r < (limsup (|an|)*) ™" = r(limsup (ja,|)7) < 1 = (limsup (r"|a,|)7) = a < 1

n—oo n—roo n—roo
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1 1
= dng t.q. Yn > ng, (r"|a,])» < ra €la; 1]
o) no—1 no—1 1+a
=Y Jaglrt = Z |ag|r® + Z |ag|r* < Z |ag|r® + Z
k=0 k=ng k= no\w—/

<1

Donc:
1
r < p= (limsup (|a,) %) < p

n—oo

Regardons le cas ou on a inégalité stricte.

p(limsup (|a|)7) > 1= (limsup p™(|a,) 7)1 > 1= p"fan| 4 0 =<

n—oo n—oo

En effet, dans ce cas, la série ne peut converger, ce qui contredit la définition ?7.

Proposition I1.3.2 Si A(x), B(x) € K[[z]] et p < p(A), p(B), alors p(A+ B) > p,p(AB) > p et ¥|z| < p,
on a (A+ B)(z) = A(z) + B(2) et (AB)(z) = A(z)B(z).
Démonstration

Cela sort de la définition (??) du produit est de la somme de 2 séries, en remarquant que l’on est
assuré de la convergence de la somme (et du produit), pour le min{p(A);p(B)} > p.

Proposition I1.3.3 Si U(z),V(z) € K|[z]],w(V) > 1 et si p(U),p(V) > 0, alors p(U o V) > 0.
En fait Ir >0 t.q. Y |bp|r™ < p(U) et ¥r, on a p(UoV) >r.
Démonstration
V(z)=>"bpz™ est absolument convergente pour |z| < p(V'), en particulier V(z) est continue en 0 et V(0)=0. Donc,
Je >0 t.q. sir=|z| <e, alors:

o0

> lbwll*] < p(U)

k=1
On a:

UoV(z ch :ian( Zaankz
n=0 n=0

Donec:

[e%9) [eS) [eS)
D leallz"1 <D lanl O lballz* )" < o0
n=0 n=0 k=1

<p(U)

Donc p(UoV)>r O

Proposition I1.3.4 Si S € K[[z]], S(0) #0 et T € K[[z]], avec ST=1, alors p(S) > 0= p(T) >0
Démonstration

Soit So = ag 'S, donc Sp(0) = 1. Et soit V(z) =1 — Sp(x), et soit To(z) =1+ + 2%+ 23+

On a (cf proposition 7?7 ), que So(z)(Tpo V) =1

Comme p(V) = p(S) > 0, par hypothése, et que p(To) = 1 > 0, on a, par la proposition 7?7, que p(To o V) > 0
Donc, si on prend T = aalTO oV, qui est bien l'inverse de S, on a p(T) >0 O
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Proposition I1.3.5 Si
S(z) € K[[z]] et S'( Znan

alors p(S) = p(S") = p.

Démonstration

o7 1 1 1 1
p(S) = (limsup (nla,|)7) ™" = (limsup (|a, |)7) ™" (limsup (n)7) ™! = (limsup (Ja,|)7) "1 = p(S) O

n—oo n—oo n—oo n—oo

Corollaire I1.3.1 Soient Sy, Se deux séries formelles, avec p(S1), p(S2) >0
Si S1(z) = Sa(2) V|z| assez petit, alors S; = Sa.
Démonstration Par la proposition 7?7, on a que S(z) est infiniment différentiable.

(n)
Donc on peut déterminer les coefficients de S(z) par : an, = %.

Considérons S = Sy — Sz, S(2) = 0 Vz dans un voisinage de 0 = S™ =0 =5 =0

Proposition I1.3.6 Si p = p(S) > 0 et |z| < p,alors

=1
5 () H0 h
Démonstration
iy SEHR) —S() L Sgan(z )" = SR gane” 3 an((z+h)" — 2")
h—0 h h—0 h h—0 h
e’} n—1 n' o)
_ : n—j—1 __ n _ o

Définition I1.3.5 Soit f: D — €, avec D C K un ouvert. On dit que f est développable en série entiére en zg € D
si 38(x) € K[[z]] t-q. p(S) >0 et IV C D un voisinage de 2z t.q.

f(z) =5(z — 20) Zan —2n), V2V

Observation: S(x), si elle existe, est unique par le corollaire ?7.
Définition I1.3.6 f : D — (' est analytique sur D, si f est développable en série entiére Vzg € D.

Proposition I1.3.7 Soit S(z) = Y a,z", p = p(S) > 0. Si |20| < p, alors S.,(z) = 55 (20)2™ a un rayon de
convergence > p — |2o|. De plus, si |z — 20| < p— 20|, alors on a : S(z) =3 1.8 (29)(2 — 20)"™ = 5., (2 — 20).
DémonstrationSoit ro = |z0|. On a :

oo o0
S(p) (20) Z a:DJquO = IS(p) (20)] < Z \ap+q|7”0
q=0 q=0
Pourrg <r < p, on a alors :
S (p+q)! (p+9)
> = \S(p)(zoﬂ(?”*?"o p<z , Z |ap-4q|r8) (r — 10)" Z = lapq|rg(r —10)?)
= p! sl = d = plg!
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0o n 0o
p+qg=n n! _
£ lanl(3 i el 0" = Y lanl < oo
n=0 q=0 n=0

Done S, () =" %S(”)(zo)m" converge pour r —rq, avec g < r < p. En faisant tendre r vers p, on a convergence
pour p —ro, ce qui nous assure que p(Sy,) > p —ro, ce qui démontre la premiére partie. Par ailleurs, on a que:

s n ’I’L' q n—q\ __ - a Z" _ 2
(x) = n§:0 an(;:o: g0 )" ) = g:o nz" = 5(2)
Et: »
O (y— )P & ! 2 S®) (20)(2 — 20)P
(=" P! Lyl Z!Q) psat) =3 0)15! P =5z 0
p=0 q=0 p=0

Corollaire I1.3.2 Soit S(z) = > ana™, p(S) > 0, alors S(z) est analytique sur |z| < p(S).
C’est une conséquence immédiate de la proposition 77.

Définition I1.3.7 Soit f analytique. On a f (zo) défini par :

df . J(zo+h) = f(20)
2z (o) = iy h

Si K = IR, c’est la dérivée usuelle. (Ce n’est pas le cas pour C).

Corollaire I1.3.3 Soit D un ouvert C K .
Si f: D — € est analytique sur D, alors pour chaque zog € D f(z) = S, (2 — 20), ot

SZO (:C) — i %xn
n=0 :

Théoréeme 11.3.2 Soit f: D — € analytique avec D un ouvert connezxe.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

a) 320 € D t.q. f™(2)=0VYn>0

b) f s’annule sur un voisinage d’un zg € D

¢) f=0sur D

Démonstration

¢) = a): banal

a) = b) par la proposition ?7.

b= c): Soit D' :={z € D | 3V C D un voisinage de z t.q. fjy = 0}.
D’ est, par définition, ouvert. On va montrer qu’il est aussi fermé.
En effet z, € D' = f*)(2,) =0 Vk, Vn. Cela implique

FP(z) = lim f®(z,) =0
n—oo
On en tire, par le méme argument que pour a) = b), que f =0 sur un voisinage de z,
donc z € D', ce qui montre la fermeture.
Comme D’ est ouvert et fermé en D connexe, on a que D’=D, et que f =0 sur D. O
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Remarque Si K = 1R, 3f € C*°(IR) qui ne sont pas analytiques. Par exemple:
1
) e x#£0
f(@) = { 0z=0
Alors 3™ (z) Vn,Vz et on a f((0) = 0,Vn. Mais f Z0 .
Corollaire I11.3.4 A = {f: D — (' |f est analytique } est un anneau intégre.

DémonstrationSoit zg € D. Soient f,g € A={f: D — C |f est analytique } t.q. fg=0 sur D.
Alors 3p > 0 et S1(x), Sa2(x) t.q. p(S12) > p et t.q. f(2) =S1(z — 20), g(z) = Sa2(z — 20) pour |z — zo| < p.

= Sl(Z — Z())SQ(Z — Zo) =0= (5152)(2 — Zo) =0= 51(1')52(1') =0

Comme K|[z]] est un anneau intégre (cf. conséqunce de la proposition 77),
on a que soit S1 =0 soit So = 0. O

Corollaire I1.3.5 Soient f,g: D — € (D connexe), si f,g sont analytiques, et si 3V C D avec fjy = g|v, alors f =g
sur D.
Démonstration

(f-g) s’annule sur le voisinage V. Done, par le théoréme 7?7, on a que (f —g) =0 sur D.

Corollaire I1.3.6 Soit f : D — € analytique. Si f £ 0, alors Vzo t.q. f(z0) = 0 3 un voisinage V tel que f(zo) #
0VzeV, z# 2z
Démonstration

Soit 29 € f~1(0), alors 3S(x) et p >0 t.q. p < p(S) avec f(z) = S(z — 20) pour |z — 20| < p et D,(zy) C D.
D,(z9) est un disque de rayon p centré en zp. S(xz) = a,a™.

Comme f #£ 0, on a par le théoréme 7?7 que S £ 0, donc In t.q. a, # 0. Soit ng le plus petit n t.q. a, # 0.
On a alors:

oo oo
S(x) = Z ans"™ = z"° Z anz" "0

n=ngo n=ngo

Sg (w)

avec p(So) = p(S) par Hadamard (th. 7?). Donc So(z — zo) converge pour |z — zo| < p avec Sp(0) = an, # 0.

Donc, si on pose g(z) = So(z—20) pour |z—zo| < p, on a que g est analytique dans le voisinage D,(2o) et g(zo) # 0.
Ce qui implique, par continuité des fonctions analytiques que 3p' >0, p' < p t.q. g(z) # 0 pour |z — zo| < p'.

Mais on a aussi que (z — z9)™ # 0 pour z # zy. Donc pour |z — zg| < p' < p que f(z) = (z — 20)™g(z) # 0 pour
|z — 20| < p' et z # 2o, donc Dy (z9) N f71(0) = {z0}.
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II.4 Fonctions holomorphes

Définition 11.4.1 Soit f : D — € (D ouvert CC,# 0, et 29 € D.
Si :

IIOESIC)

zZ—z20 zZ— 20

(z€ D)

existe, alors on appelle cette limite la dérivée de f en zg par rapport a la variable compleze.

On dénote cette limite par %(20) ou f'(z).

Définition 11.4.2 Si f a une telle dérivée en zg, on dit que f est holomorphe en zy.
Définition 11.4.3 Si f : D — € est holomorphe Vzg € D, alors f est dite holomorphe sur D.

Corollaire I1.4.1 Du corollaire 77, on a que: si f: D — €' est analytique sur D,
alors f est holomorphe sur D. (La réciproque est le corollaire 77?.)

Proposition 11.4.1 Soit D # 0 un ouvert C €, soit f=u+iv, avec u et v & valeurs réelles, et soit zg = xg +iyg € D.
Si f est holomorphe en D, alors:

a) a = %(20), b = %‘5(2’0) existent. En fait [ est différentiable en zo. (i.e. f(xo+ h;yo + k) — f(xo;90) =
ah + bk + avh? + k2, ou o = a(h, k) — 0 quand Vh? + k? — 0. (a,b) s’appelle la différentielle de f en z.

d ’ ) -9
b) E(20) = f'(20) = §L(20) = —i%L (20).

En fait, on a les conditions de Cauchy-Riemann:

e (20) = Go(20) et Fu(20) = — 52 (20)

Démonstration Par hypothése,
df ' . f(z) = f(=0) . f(@o + hyyo + k) — f(%o; o)
dz (20) = f (20) zLHzlo zZ— 2 (h,k)go,o) h+ ik

et on peut s’approcher de (0;0) comme on veut. Si on s’approche de (0;0) avec k=0 (sur l’aze Oz). On a que.

1 lim f(@o +hiyo) — f(zo;yo)
(h,k)—(0,0) h
Mazis cect est aussi %(zo), ce qui implique que %(zo) = %(zo)
Si on s’approche de (0;0) avec h=0 (sur Uaze Oy). On a que:

f(zo;yo + k) — f(wo;90)  10f

(w05 y0) = *iﬁ(zo)

3 ——
(h,k)l—>m(o,o) ik i Oy oy
_ of _ of ; ! _ of — _;9f .
On a donc que a = 57 (20) et b= 5. (20) ewistent, et que [ (20) = 5y (20) = —igy (20). Donc:

=C

I f(xo+ hyyo + k) — f(xo;y0)
1m B
(h,k)—(0,0) h + ik

Ce qui implique que : f(xo + h;yo + k) — f(zo;y0) = ah + bk + avh? + k?
ot o = a(h, k) = 0 quand Vh2 + k? — 0. Ceci démontre a).
b) f'(20) = 3L (20) = —i5L(20). Done: 0= G +i8% +i(3% +4i%%) = (54 — 39) + (3 + &)

xr
du _ dv _
0 oy —
= 8754,67%*0
oy ox

CcC =
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Définition 11.4.4

Corollaire I1.4.2 Si f est holomorphe en zq, alors:

of of df
ZJ —0 et 2L _ 4
0z (0) “ oz (0) dz (0)
Démonstration Comme %(zo) = —i%(zo); on a immédiatement la premiére affirmation.
o S 9 ) i) o) d d .
On en tire également que a—’:(zo) = %(8%: - 16—5)(20) = %(2%)(20) = a—i(zo) = LT);(ZO) (cf proposition 77).

Proposition I1.4.2 Soit f: Q — C, z € Q.
Si f est différentiable en zy et qu’on a les conditions de Cauchy-Riemann, alors f est holomorphe en z.
(C’est la réciproque de la proposition 77?).
Démonstration
Comme f est différentiable en zo, f(xo + h;yo + k) — f(xo;90) = ah + bk + av/h? + k2,
ot a = alh, k) = 0 quand Vh? + k?> = 0, avec a = %(zo) et b= %(’ZU)' Soit c=a.
Par Cauchy-Riemann b=ic. On obtient donc f(zo + h;yo + k) — f(xo;90) = c(h + ik). + avVh? + k2,
ot « = ah, k) = 0 quand Vh? + k? — 0. Alors:

I f(zo+hiyo + k) — f(zo;90)
1m - = C
(h,k)—(0,0) h + ik

Done f'(z0) = ¢ existe.
Définition I1.4.5 Q est connexe si @ = Qq U Qa, avec Q.2 ouverts et QN =0 =0 =0 ouQy =10

Lemme I1.4.1 Soit Q connexe, alors chaque paire de points z1, zo € ) peut étre jointe par un chemin
borné de segments paralléles auz azes Oy, O, (notés CSP).
Démonstration

On note 2y l'ensemble des points qui peuvent étre reliés a z € Q par un CSP.

On note Qg ’ensemble des points qui ne peuvent pas étre reliés a z € Q par un CSP.

On a Ql n QQ = (Z)

Soit z1 € Q1 et soit € > 0 t.q. chaque point ¢ de B:(z1) peut étre joint d z1 par un CSP. ¢ peut donc étre relié par
un CSP a z, donc B:(z1) C Q1. Ce qui implique que 1 est ouvert.

Soit zo € Qg et soit € > 0 t.q. chaque point ¥ de B:(z2) peut étre joint a zo par un CSP. On ne peut pas joindre
¥ a z par un CSP (si ¢’était le cas, on pourrait joindre zo a z par un CSP). Donc Be(z3) C Qo.Ce qui implique que
Qs est ouvert.

Comme §2 est conneze, que 2
Qo =0. Commez2€ Q= Q=10

=0 UQs, avec Q1 N Qs = 0 et Q1,02 sont ouverts, on a que soit Qy = 0,501t
O

Proposition I1.4.3 Soit f : Q — C holomorphe sur Q) conneze.
a) Si f'(2) =0VzeQ, alors f = cte sur Q.
b) Si Re(f) = cte sur Q, alors f =cte sur Q.
Si Im(f) = cte sur §, alors f =cte sur (.
(Re(f)=cte <= f(Q) C droite // a Oy, de méme pour Im(f)).
Plus généralement, si Image(f)=f(Q)C une droite dans €, alors f =cte sur Q.
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c) Si |f| =cte, alors f =cte.
Démonstration
a) f (2) =0 Vz. Done, par Cauchy-Riemann, on a:

of of ou Ou OJv Ov
—, = = = — = — = — =
dzx’ dy or Oy OJx Oy
Ce qui implique que u et v (donc f) sont constants sur chaque segment C Q et // a Oy ou O,.
On fize zg € Q2. Puis on prend z € ) arbitraire, alors, comme Q) est connexe, il existe un chemin allant de zy a z,
en passant par des segments // & Og ou Oy (cf lemme 77).
Cela implique que f(2) = f(z20) Vz € Q, donc que f = cte.
b) 1) u = Re(f) =cte = %, g—Z = 0. Par Cauchy-Riemann, on a % = —g—;‘ et %Z = g—;, donc % =0 et g—z =0,
done f'(2) =0Vz 4 f= cte. De méme pour Im(f)= cte.
2) Si f(Q) C droite €= 3a, B €€ t.q. B(f(z) —a) C O,. Donc Im(g(z))= cte, avec g(z)=B(f(z) — a) 4
~—

#0
g(z) = cte, donc f(z) est constante.

c) |f(0)]? = u?(2) + v2(2) = cte

On dérive:
{ 2’LL% + 2’[}% =0 Cauchy;lgiemann U% - U% =0
u ov _ Ju ou _
2uay+2v8y—0 uay—&—vax—o
Donc si:
U —v
0
voou 7

(i.e. u?(z)+v%(z) # 0), le systéeme admet une solution unique. Celle-ci s’obtient facilement: g—;(z) = g—’;(z) =0Vz.

Donc u est constante, ce qui implique par b) que f = cte.
Si 3z t.q. u*(2) +v%(2) =0, on a que u?(z) +v3(z) = 0 Vz, car |f| = cte. Donc f =0. Donc f = cte. O
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Chapter 111

Intégrales le long d’un chemin

II1.1 Intégrales le long d’un chemin

Définition II1.1.1 Soit v = (z : [a;b] — €) un chemin continu, lisse par morceauzx sur €.
Si f: Q% — € continue, alors lintégrale le long du chemin v est définie par:

[ ) dz = /b F=0) 2(@) di

Lemme III.1.1 [ f(z) dz ne dépend pas de la paramétrisation de v, i.e. sit: [o; ] — [a;b] est bijective,croissante
v

/f(z) dz = /f(z) dz
v ot
On a, en effet :
b

B
[ f(2) dz = [ f(2(t)) 2/(t) dt et ft f(2) dz = [ f(z(t(7))) L (2(t(r))) dr, avec T : [a; 8] = 2(¢(7)) € Q2
gont égaux par le théoréme de C}Zangement de variable (cf. Analyse I).

et lisse par morceaux, alors on a:

Définition II1.1.2 (Opérations sur les chemins)

Addition

Soit: y1 = (2 : [a;b] =€) et vo = (2 : [b;c] = ), avec z, (b) = 24, (), alors v = y1 +2 est donné par z : [a;c] — C,
AVEC Z|[q;b] = V1 €L Z|[b;c] = V2-

Opposé d’un chemin

Soit v = (z : [a;b] =€), alors —y = (£ : [a;b] =€), avec &(t) = z(—t).

Propriétés

D /(af—l—ﬁg)dz:a/fdz—i—ﬂ/gdz
v v

~

a0 #£0

AM™



46 CHAPTER III. INTEGRALES LE LONG D'UN CHEMIN

@ /fdz:v[fdz—f—Zfdz

Yi+72
€) /f dz:—/f dz
- Y
b b
@ | [£al< [ IGO0 d < max 1G] [F@O1d = max] i)
¥ a a

=l(v) longueur du chemin

(cf. ex7, S21)

Proposition IT1.1.1 Soit f : Q — € continue. S’il existe F' : Q — € holomorphe t.q. % = f(z) Yz € Q, alors ¥~y

chemin lisse par morceauz & valeurs dans Q on a [ f(z) dz = F(z(b)) — F(z(a)) avec v = z : [a;b] — C.
¥
Donc la valeur de [ f(z) dz ne dépend que des 2 bouts de ~y et si y1 et vo ont mémes bouts, alors [ f(z) dz =
Y 1
[ 1(2) de.
2
Démonstration

dz
Mais:
d _ o FGEWO) = Fz(to) . F(z(8) — F(z(to)) 2(t) — 2(to) _
ﬁ(F(z(t)) B tlg?o t—to : t1—>to 2(t) — z(to) : t—to v =
- F(@) = F(z(to)) . 2() —2(to) _ dF .,
A ) o) = Jim t— to — =@
Donc:

[ 1= [ GG it = FE0) - Fe)

o a
La derniére égalité sort du théoréme fondamental de I’Analyse.

Corollaire III.1.1 Sous les hypothéses de la proposition 7?7, on a:
a)Si f: Q — € est continue et si vy est fermé, alors [ f =0

¥
b)Si f(z)=P(z) un polynome et si v est fermé, alors [ f =0 (Dans ce cas les hypothéses (existence d’une primitive
¥
holomorphe) sont satisafites).

Définition II1.1.3 Soit R un rectangle aux cétés // a O, et Oy, et soit OR le bord (ou la frontiére) de R. Si
f:OR — € est continue, alors :
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/f(z) dz dif/f(z) dz
OR ¥

Ou v est le chemin qui parcourt OR une fois, dans le sens trigonométrique °.

Lemme II1.1.2 Si f est holomorphe, en zy, alors Ve > 0, 3§ > 0, avec |z — z9| < 0, avec |f(zz):7£§z°) — f'(20)| < e.
Donc |f(2) = f(z0) — f'(20)(z — 20)| < €[z — 20].

Théoréme II1.1.1 Soit f : Q — € holomorphe et R C Q un rectangle, alors u(R) = [ f(z) dz = 0. (Remarque: on
OR

ne peut pas utiliser le corollaire 7?7, car on ne sait pas si f admet une primitive holomorphe).
Démonstration

On partage R en 4 rectangles plus petits RM, R RG) R®  alors:

/f dz— al)f(z)dz

En effet, les parcours intérieurs s’annulent, car on intégre dans les deux sens (cf propriété (3 ). Donc:

4
=S ur®)
k=1

On a que 3 un k t.q. Hu(R)| < |W(RW)|. Si ce n'était pas le cas, on aurait {u(R)| > |p(R®)| Vk, ce qui
impliquerait que:

ALu(R) > 3 [n(BW)] > |3 w(R)]
k=1 k=1

Donc que: |u(R)| > |u(R)].
On note Ry un des k pour lesquels |u(R)| < |u(RW®)).

On recommence le processus pour obtenir une suite de rectangles R D Ry D Re D --- D R, D Rp41 D -+, avec
diag(Roi1) = Ldiag(Ry) et Yu(Ra)| < [1(Ros1)]-
Par le théoreme d’Heine-Borel (Analyse I (p.281)), on a que 3'zg € R C N t.q.
m Rn = {Zo}
n>1
Donc 3 ntq st z € ORy, alors |z — z| < 4.
On a: p(R f fdz= f de—/ f(20) dz— / f'(20) Z—Zo) dz= [ f(2)— f(20) = f'(20)(2 — 20) dz
—cte —cte polynome Oftn
=0 =0
Donc:
1 ’ lemme 77
7o ) < u(Ra) < max (If(2) = f(z0) = f(20)(z = 20)JUORn) < e max [z—z| UIR.)
z€OR, z€O0R ——

%/_/ _
=77 l(OR)
<diag Rnfzn diag R

binverse des aiguilles d’une montre
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1
< —ediag RI(OR)
4" e~

=d =L
Done: |u(R)| < ediag RI(OR) Ve > 0.
N—— ——
=d =L

= u(R)=00
Théoréeme II1.1.2 Soit Q un disque ouvert C €' et soit v un chemin fermé en Q. Si f : Q — €' est holomorphe, alors
Jfdz=0
5
Démonstration

Définissons o1, et 02, deuz chemins C ) reliant un point (zo;yo) @ 2, définis ainsi: pour o1, on garde d’abord x
constant et on fait varier y jusqu’a ce qu’il atteigne la valeur en y de z, puis on garde y constant en faisant varier x

(et vice-versa pour o ).
79
On pose: F(z):= [ [ dz thm. * [ fd=
T1z 02z

On peut considérer que nos deuz chemins ne dépendent que d’une variable au point z © (respectivement x et y). On
peut donc appliquer le théoreme fondamental de ’analyse:

OF
Pour o1, B f(2)

oF
Pour 09, — =1if(z
o 5 = i1(2)

Donc F(z) posséde des dérivées partielles continues, ce qui implique (cf. Analyse I) que F est différentiable sur
Q. De plus ses dérivées partielles satisfont les conditions de Cauchy-Riemann, ce qui implique (prop. ?7) que F est

holomorphe. Comme % = f, on a par le corollaire ??, que [ f dz =0.

Y

Théoréeme I11.1.3 Soit Q C €' un ouvert non-vide, R C Q un rectangle, et X C}o% un ensemble fini. Soit f: Q\X = C
une fonction holomorphe t.q.

lim f(z)(z =& =0VEe X

z—E€
Alors [ f(z) dz=0.
OR

Démonstration

(k)
En utilisant un découpage de R en rectangles R*) t.q. ]?{ NX posséde au plus un point Vk, et en tenant compte
du fait que:
[ f(z)dz=Y%, [ f(2)dz, on en conclut qu’il suffit de démontrer ’énoncé pour X = {&o}.
AR AR
On procéde de la fagon suivante: on découpe R en 9, avec R©®) C R un carré avec & comme centre. On a:

[ oy [ 1z
OR

k:OaR(k)

Mais [ f(2) dz=0Vk € {1;...;8} par le théoréme ??. Donc [ f(z)dz= [ f(z)dz. Renommons R©®) Ry.
AR OR RO

CE,Y
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On utilise l’algorithme suivant: On découpe Ry en 9 carrés. L’intégrale est nulle sur chaque carré, sauf sur celus
du milieu, que l’on appelle Ry. En répétant cet algorithme, on obtient une suite de carrés Ry, Ri,..., Ry, ..., avec

I(ORp41) = 21(ORy) = 52 1(ORy) et f f(z) dz = f f(z) dz Vn € IN.

On a, par hypotheése, que Ve > 0, 36 >0 t.q. si |Z —&o| <9, alors |f(2)(z — &)| < e. Done |f(2)] < g Qvec

0<|z—¢&|<é.
On en tire que In t.q. si z € OR,, alors |z — &| < 8. Done, si z € OR,,, alors |f(2)] < ﬁ On en tire:

€ 1
IR/f(z) dZI—R/f(Z) | <R/|f(2)| |dz|<R/ T 0] < SlOR,) e

1 1
= ¢el(ORy) — =cedc =8 Ve >0
minzeor, |2 — &o 3¢

Avec ¢c=cété de R,,. Donc [ f(z)dz=00
OR

Théoréme IT1.1.4 Soit Q0 C € un ouvert non-vide, D C § un disque fermé, et X Cﬁ un ensemble fini. Soit
f: O\X — € une fonction holomorphe.
Alors [ f(z) dz=0 (y € D\X).

5
Démonstration
On utilise un peu la méme strtégie que pour le théoréme 7.

Soit zg Elo) \X. Pour tout z Elo) \X. On considére des chemins -y, de zy d z formés de CSP. On prend 1, avec
un segment final // a Oy et 2, avec un segment final // a O,. On définit F(z f f(&) d¢. On a donc:

aF()
- /f §) de = (2)

OF(z) 0
oy

- / 1) de = if(2)

Donc F est holomorphe sur D\X et F'(z)=f(z). Donc (cfth. ??) [ f(z) dz=0 (y € D\X). O
8!
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I11.2 Formule intégrale de Cauchy

Lemme ITI1.2.1 Soit deuzx points a et b a Uintérieur d’un disque. On a que I(y,a) = I(v,b). Ou vy est le chemin qui
parcourt le bord du disque, et:
1 dz
1
(v, ¢) = 2mi / z—c

Y

En fait cela est valable pour n’importe quel chemin fermé, et si a et b appartiennent & un ouvert connexe contenu
dans C\~y.
Démonstration

Comme a et b appartiennent a un ouvert connexe (p.ex. lintérieur d’un disque), il existe un chemin qui relie a et
b est qui n’intersecte pas v . On peul recouvrir ce chemin par un nombre fini de boules (elles n’intersectent pas ) . Il
suffit de montrer que I(7y,c) sur une boule quelconque. (On va prendre la premiére, sans perte de généralité).

Soit h t.q. a+h € By. On a:

B
I(v,a+h) - / wM Z(t)lia)z’(t) dt:/z(tl (e = D2(0) e

On a : 4
—al >i _ -
|z(t) — a| > ;Ielfylz al| > h— ‘z(t) —

On obtient:

B 00 n S A n
I(v,a+h) = I(7,a) = / Z(t)li a(zoj (Z(t)h 7~ D) de = ;/Mz'(t) dt

(03

B
S 1 / n nip _
1 «
Car z(a)) = z(B) (chemin fermé).
Théoréme I11.2.1 (Formule intégrale de Cauchy) Soit Q C € un ouvert non-vide et D C Q un disque fermé. Si

f:Q — € est holomorphe et si vy est donné par £(t) = zo +re?™, 0 <t <1 (v est le contour D parcouru une fois
dans le sens trigonométrique), alors:

_ L [ f© o
Y

DémonstrationSoit z €D fizé. Soit g : O\{z} = C, g(§) = w On a que g est holomorphe sur Q\{z} (c’est
un produit de fonctions holomorphes). De plus:

lim g(§)(§ —2) =0

E—z

Les hypothéses du théoréme 7?7 sont donc vérifiées. On a donc:

Joo o= [ L2 [ a2
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D’ou:

1

d§ f(z / 2mire*"t dﬁ f(z0)2mi

20 + 7’627”‘t
0

£(©)
757

lemme 77 /
5

Corollaire IT1.2.1 Soit Q C €' un ouvert non-vide. Si f : Q — € est holomorphe, alors f est analytique sur . (La
réciproque est le corollaire ?77.).

De plus, soit z € Q et soit r = d(z;C(Q)) (distance entre z et le complémentaire de Q. On a que le rayon de la
série entiére de f(z) est > r.
Démonstration

Y

On doit démontrer qu’il existe une série entiére P(z) = Y apnz™ t.q. f(§) = > an(§ — 2)™ V¢ Eﬁr (2) et avec
pp > T.

D’aprés la définition du rayon de convergence (7?), on doit démontrer cela ¥ro < r (le rayon de convergence est
un sup).

Soit un rg < r fixé et soit r1 t.q. 0 <rg<ry <r (Donc :—? < 1). Soit v donné par p(t) = z +rie?™ 0<t <1
(cf thm. 7?7 (on est bien sur un disque)), on a :

)

2t pu—¢&
b

f&) =5= dp V€ €Dy, (2) (1€ — 2| <70 <)

Pour p sur v (donc |p—z| =1 et —z| <), ona :

I 1 B 1 1l & -,
u—fgfu—z%%f—@Aku—@u—fﬁ)*u—zggﬂ—z)

n—z

La somme est normalement convergente, car |%| < 12 < 1. Donc:

f—m/lw;(w) du—;mw E(ﬂ— Z/ = n+1 du (€ —2) _;an(g—z)

=an

On a convergence normale Y€ avec |€ — z| < 1g. On a donc développé f(&) en série entiére autour de z, avec un
rayon de convergence > ro Vro <r. O

Corollaire IT1.2.2 Soit f : Q — € holomorphe et D = Dpg,(20) un disque fermé C §2, alors:

1) = 5 | L5 de v b

mi) €=2)p
J

Avec v = 0D £(t) = 29 + Rpe?™ 0 < ¢t < 1.
Démonstration

Soit » €D fizé, alors G(&) = % est holomorphe sur Q\{z} (c’est un produit de fonctiond holomorphes). On

P AN
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Donc g(€&) posséde une primitive holomorphe sur Q\{z}. Ce qui implique, par la proposition 7?7, que sur un chemin
fermé v, on a:

o [P [ [ [ [P [

Y

Mais f holomorphe <= f analytique = f’ analytique <= f’ holomorphe. On a donc:

@ - / i~
-/ osf(Z) f:f <§f<

Y Y

G . 1 G
—7/ s e+ £:) -|0—/(€_2)2d§

=2mif'(2)

1
d Ro2mie™ dt
¢ fle / (20 + Rer’”t z)? osmLe

o

20 — 2z + Roe2mit

Donc, comme D =@ , on a

[ L[t
)—j(g_ i = f(: QWZZ ;e 0

Corollaire II1.2.3 (Théoréme de Liouville) Si f : € — € est holomorphe et bornée sur €, alors f = cte.
Démonstration

Vz €, on a, par le corollaire 7?7 f'(z) = 2%” S (gf_(i))z, d¢ V|z| < R. Donc:
Dr(0)
1 @1 O 1 M MR
) <— / dé| < — sup 2R < 72771%2 —= VR > |z
TOIS5r | =l ™= 0r b =™ = =2 ™ = R |

ODRr(0)
On fait tendre R vers Uinfini = W =0=|f'(2)|=0=f'(2) =0Vz= f = cte. O

Corollaire IT1.2.4 (Théoréme fondamental de 1’algébre) Soit P(z) un polynome en z & coefficients complezes.
Si P(z) n'est pas constant, alors 3zo € €' t.q. P(z) = 0.

Démonstration
On suppose, par Uabsurde, que P(z) # 0 Vz € €. Donc f(z) = P(lz) est holomorphe sur €' comme réciproque d’une
fonction holomorphe qui ne s’annule pas. Mais:
lim f(z)= lim —— =
wawf() |zl=o0 P(2)

Car le degré de P est > 1. Ceci implique que sup, q|f(2)| eziste, car 3 un disque a lintérieur duquel f est borné
(¢ cause de sa continuité), et a lextérieur duquel |f(z)| < e. Done, par Liowville (corollaire ??), % = f(z) = cte =
P(z)=cte =«<. 0O
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Corollaire IT1.2.5 Soit D un disque fermé dans € et soit f : D — €. Si f est holomorphe sur ﬁ, alors:
_ 1 f© o
a) f(2) = 2m/5_z dé V= €D
¥

Remarque: dans la formule intégrale de Cauchy (théoréme ??), f devait étre holomorphe sur un ouvert Q O D.

b) max | £(2)] = ma |(2)

De plus, si 3z, €D t.q. |f(z1)| = max.cp |f(2)|, alors fip = cte.
Démonstration

e}
a) [ est continue sur D compact, donc f est uniformément continue sur D. De méme, si on a un z fité €D, alors

VR < Ry avec |z — 29| < R (29 centre de D), on a que g(§) = % est continue sur l'anneauw compact D\ BR (20).
Donc g(&) est uniformément continue sur l'anneau. Donc:

1 f6)  eaasaa 1 ()
A o / e % T o / . %
O0DR(zo0) 9DR (20)

Mais VR avec |z — 29| < R < Ry, on a par la formule intégrale de Cauchy (thm. ??) (Dr C un ouvert) que:

- [ D

E—z
9DRr(z0)
Donc : ) £6)
=5 [ I
ODR (20)

b) Soit z €D t. q. |f(z1)] = max,ecp |f(2)|. Pour D,(z) cD (qui est ouvert, cf. Analyse I), on applique la formule
intégrale de Cauchy (thm. ??), avec v = 0D,.(z1) donné par £(t) = 21 + 7€, 0 <t <1. On a.

1 1
1 f(©) 1 f(z1 +re*™) . omit 2mit
f(z1)=— —— d§ = = p2mie™ dt = | f(z1 +7re”™) dt
271 / E— 2 1 0/

2mi | 21 +re? it — »
0

1
= |f(2)] < / f(o1+re™) dt < max |£(E)] < |f(21)]
0

[E—z1]=r

On n’a donc que des égalités. D’autre part si 3t t.q. |f(z1 + re*™ )| < |f(21)|, on aurait, par continuité de f,
1

J1f(z1 +re*™)| dt < |f(z1)| (faire le calcul si vous n'étes pas convaincu(e)), ce qui serait une contradiction.
0

Done: |f(&)| = |f(z1)| V€ € OD,-(z1). Mais, comme r est arbitraire, |f(2)| = |f(z1)| Vz € voisinage de z1 = [ =
cte dans ce voisinage = f = cte sur D.

Corollaire I11.2.6 (Théoréme de Morera) Si f : Q — € est continue sur Q2 et [ f(z) dz =0 Vv chemin fermé en

5
Q, alors f est holomorphe sur 2.

DémonstrationOn a vu (cf théorémes ?? et 7?), que [ f(z) dz = 0 Vv impliquait qu’il existait un F holomorphe tel
v

que F’(z)=f(z). Comme F est holomorphe, F est analytique, donc F’ est analytique et par conséquent, on a que F’=f

est holomorphe.
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II1.3 Singularités

Proposition I11.3.1 (Ordre d’un zéro de f) Si f : Q — € est holomorphe et # 0 et z, alors In t.q. fU)(z) =
0 Y0 < j < mn, mais f(z) # 0.

De plus, 3 f1 : @ — € holomorphe avec f1(z9) # 0 et f(z) = (z — z0)" f1(2) Vz € Q.
Démonstration Comme f # 0, In < oo t.q. ) (z) #0, avec f9)(29) =0 V0 < j <n (cf. corollaire ??). De plus,

(mn)(
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Le rayon de convergence de (*) est égal a celui de f (cf. théoréme ?7 et proposition ?7) (il est notamment >0).

Soit:
RS i

(n)
fT(Z)szz:zoEQ

On a que f1 est holomorphe sur Q\{zo}. FElle l’est aussi en zo. En effet, par définition, on a que pour un voisinage
de zg:

m+n)

'm,Z:() m+n _ZO)

avec un rayon de convergence > 0. f1 est donc analytique en zy, donc holomorphe en z.

Montrons & présent l'unicité de fi. Soit fo t.q. fa(z0) #0 et f(2) = (2 — 20)* fa(2).

On a (z—20)ffa(2) = (2 — 20)" f1(2).

Supposons k > n. On a (z — zo)k_"fz(k)(z) = fl(n)(z) Comme fl(n)(z) # 0, on ne peut avoir k > n.

Supposons n > k. On a (z — zo)”’kfl(n)(z) = fék)(z) Comme fQ(k)(z) # 0, on ne peut avoir n > k.

On en conclut que k=n, ce qui implique que Yz # 2o, on a f1(z) = fa(2). Par continuité de ces 2 fonctions (elles
sont supposées holomorphes), c’est aussi le cas pour z = zy.

Définition I11.3.1 Le n de la proposition précédente s’appelle Uordre du zéro zy pour f.
Définition II1.3.2 Soit zo € Q et f: Q\{z0} — € holomorphe, alors zy s’appelle singularité isolée de f.
Corollaire ITI.3.1 Soit zp € Q et f : Q\{z0} — € holomorphe. Si

lim f(z)(z —20) =0

Z—r20

alors 3g : Q@ — €' holomorphe 1.q. gjo\(z0} = f-
Démonstration

Soit F(z) = { F(2)(z = 20)? si 2 # 20

0 st z=2
F(z) est holomorphe sur Q. En effet, elle l’est pour z # zy (produit de fonctions holomorphes), et:
F(z)—F F — 2
PO -Fe) o FR) L f@E-a)?
Z—r20 z — ZO Z—20 2 — ZO Z—r20 z — ZO

par hypothése.



II1.3. SINGULARITES 55

Done, par la proposition 7?7 F(z) = (z — 20)" F1(2), avec F1(z9) # 0 et F1(z) holomorphe sur 2. Donc f(z)(z —
20)2 = (2 —20)"F1(2) V2 # 20 = n > 1. Eneffet, sin <1, on a Fi(z) = f(2)(2—20) ¥z # 0. Si on fait tendre z — 2,
on obtient 0 = Fy(z9) # 0. (Le cas pour n=0 est similaire (on a un (z—29)?)). Donc f(z) = (z—20)" 2F1(2) . g(z).
L’égalité entre f et g est vraie Vz # 2y, mais g est holomorphe sur tout ).

Corollaire IT1.3.2 Soit zo € Q et f : Q\{z0} — € holomorphe. Si f est bornée dans un voisinage de zy alors
dg : Q@ = € holomorphe t.q. gjo\{z} = f-
Démonstration

lim |f(2)(z —20)] < M lim |z — 29| =0
Z— 20

Z—r20

et on peut appliquer le corollaire 77.

Conséquence
Pour que zp € Q soit une vraie singularité (non-supprimable) il faut et il suffit que:

limsup |f(2)] = o0

zZ—r20
Définition II1.3.3 Soit zg € 2 et f: Q\{z0} — € holomorphe, avec:

lim [£(2)] = oo

Z—20

Alors zg s’appelle un péle de f.

Corollaire IT1.3.3 (Ordre d’un péle) Soit zo € Q et f : Q\{z0} — € holomorphe, avec zy pdle de f (donc
lim, ., |f(2)] = 0). Alors 3ln >1 et f1: Q — € holomorphe avec fi(zg) #0 et f(z) = h) vy, e O\ {z0}.

 (z—z0)"

Démonstration
Comme lim,_,,, | f(z)] = 00, 30 > 0 t.q. Ds(z0) C Q et f(z) #0 Vz € Ds(z0)\{z0}. On définit:

A5 si0< ]z —2] <4
F(x)=1 7 % =
(2) {052’220

F(z) est holomorphe sur 55 (20)\{z0} et est continue en zy, donc on peut l’identifier & une série entiére, et (cf.
proposition 7?) F(z) est holomorphe sur _f)g (z0) et F(z9) =0 et on a F(z2) = (z — 20)"Fi(z) avec n > 1 et Fi(z)
holomorphe sur 55 (z0) et F1(z0) # 0. (i.e. F aun zéro d’ordre n en zy). Donc ﬁ = (z2—20)"F1(2) VO < |z—2z| < 4.

Donc f(z) = m

fi(zo0) #0 et f(2) = (zf_l(zz)) Y0 < |z — 29| < d. L’unicité se démontre de la méme maniére que dans la proposition ?77.

Si on dénote f1(z) = ﬁ(z) Y|z — zo| < &, alors f1 est holomorphe sur |z — zy| < 9,

Définition II1.3.4 Soit zg € Q un pdle pour f : Q\C holomorphe. Le n obtenu dans le corollaire 27 s’appelle ’ordre
du pole.

Définition I11.3.5 On dit que f est méromorphe sur 2, si f est holomorphe, sauf sur un ensemble de points isolés de
Q ot f a des péles. (FHxp}n C Q sans points d’accumulation sur Q, avec f holomorphe sur Q\{x, }n et chaque z,, est
un pole pour f).

Propriétés Si f et fo sont méromorphes sur €2, alors af; + Bf2, f1f2 sont aussi méromorphes sur 2. De plus, si
f2 £ 0, alors % est méromorphe sur Q.
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Corollaire II1.3.4 Soit Q@ C € conneze. Si f est méromorphe en Q, alors 3 g1, g2 : Q — € holomorphes, avec ga Z 0

t.q. f(z)= 287 Vz € Q t.q. ga(z) #0.

Démonstration

Soient : 4y C Qo C -+ C Q des ouverts avec Q = J,, 0y, t.q. In péles de f dans Q,,. On a, par le corollaire 77

que:

f\nn = 9 (Z)

(z—z1)™ (2 — 29)™2 -+ (2 — zpp)™n

Lemme II1.3.1 Soit v C € un chemin. Si F,,(z) — F(z) uniformément sur v, alors [ F,(z) dz = [ F(z) dz.
¥ 8!
Démonstration

|/Fn(z) dz—/F(z) dz| = |/Fn(z)—F(z) dz| g/s\z’(tﬂ dt = €l(y) Ve > 0 O

2l Y

Théoréme I11.3.1 (Application ouverte) Si f : Q — €, avec Q connexe, f holomorphe et # cte, alors VU C Q
ouvert, f(U) est ouvert. De plus, si zo € 0, avec f'(z9) # 0, alors 3Ds(z0) C Q t.q. f :B(s (20) — f(lo)(; (z0)) est

bijective, avec un inverse holomorphe.
Démonstration/l suffit de démontrer que f(Q) est ouvert. Suppsons par l’absurde que ce n’est pas le cas .

Soit

wo = f(20), avec wy, = wo t.q. f(2) # wp Yz € Q. Soite >0 t.q. f(2) —wo #0Vz e Q avec 0 < |z — 20| < € et t.q
g(z) #0, avec f(z)—wo = (z—20)"g(2), o‘un est lordre du pdle pour f(z)—wo (n > 1). Comme f(z)—w, ne s’annule

pas sur Dc(z0), on a que f(’;l)i(fzu est holomorphe sur D.(zy). Donc, par le théoréme 7?7, ona : [ f(];,)(fzu
OD e (20)
2
En utilisant le lemme 77, on a:
/ !
0= lim / _ e / _fe)
n—00 f(z) — Wp f(Z) — Wo
Mais: f'(2) = (£(2) —wo)' = (= — 20)"9(2))' = (2 — 20)"¢'(2) + (= — 20)" () . Done
f'iz)  _ (z=2)"g'(2) +n(z — 20)" " 19(2) _ ¢'(2) L "
f(z) —wo (2 —20)"g(2) 9(z) ==z
. Ce qui implique:
f'(2) / 9'(2) / dz :
— +n =2min #0
/ f(2) —wo 9(z) Z— 20 7
aD%(Z()) 6D%(Zo) S—~— aD%(ZQ)
holomorphe
=0
On a donc une contradiction, et f(Q) est ouvert.
Pour la deuxiéme partie, on a f=u+iv et f'(z9) # 0. Donc, par Cauchy-Riemann:
Qu  Qu du Qv ou v ou v f o C df
or Oy | _ z or | — (Z%\2 Vv 04 OV Y 2C_R U 0
‘ % %Z ‘ ’ % % ‘ (81') +(5‘x> |3x+28x| |8a: |dz| 7 0en 2o

Donc, par le théoréme d’inversion locale (cf. cours de Hairer) ,f est bijective, et f~1 est différentiable, et donc

holomorphe.
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Corollaire II1.3.5 Si f : Q — €, avec Q connexe, f holomorphe et si zg € Q est t.q. |f(20)] > |f(2)| Vz € Q, alors
f = cte sur Q.

Démonstration

Si f £ cte, alors f(Q2) est ouwvert et f(z9) € f() = Fw € f(Q) t.q. |w| > |f(20)| (par définition d’un ouvert).
Mais Az € Q avec f(z) = w =><.
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I11.4 Forme générale du théoreme de Cauchy

Définition I11.4.1 Soit Q € €' ouvert et soit 9,71 C Q des chemins (lisses par morceaux) donnés par:zg, z1 : [0; 1] —
Q.

On dit que yo et y1 sont homothopes en Q (on note vy ~q v1) st 3z : [0;1] X [0;1] = Q continue t.q.: zo(t) = z(0,1)

et z1(t) = 2(1,t) YO <t <1 et z(t) = z(s,t) VO < s <1 est un chemin lisse par morceauz, avec:

lim (sup{|z;(t) — 2, ()] [t € [0;1], 3=,(F), Iz, (6)}) =0
s— S0
On dit aussi que z(s,t) est une homotopie de vy d 1.

Définition I11.4.2 Soit Q C € ouvert et doit v C €' un chemin (lisse par morceauz). Si o est homotope en Q a un
chemin constant v; (i.e. un point z1(t)=cte), alors on notexyy ~q -

Proposition III.4.1 Si z(s,t) est une homotopie de o a 1 et si f:J,,~o v — € est uniformément continue, alors:

n— oo

lim [ F(z) dz = /F dz
Tn Yo

(s = [ f(z) dz est continue en s).

Vs
Démonstration Pour un n grand, on a:
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Donc:

0
|/F(z) dz—/F(z) dz| <e sup |F(zn(t)|+¢€ sup |20(t)] < Me Ve >0 0O
te[0;1] te[0;1]
Tn Yo

Théoréme II11.4.1 (Cauchy généralisé) Soit Q un ouvert dans € , soit f : Q — € holomorphes et soit vg,v1 C
des chemins fermés. S’ils sont homotopes, alors [ f(z) dz= [ f(z) dz
71

o
Démonstration

Soit:

E=(selos)] [£e)ds= [ ) dz)

Soit s, € E et s, — sg € [0;1]. On a:

/f(z) dz:/f(z) dz

Vsn
par définition de E. Et:

/f(z) dz n_—>>oo/f(z) dz

Vsn
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par la proposition 77

= [se)a:= [ d:=sek

E est donc fermé.

Soit maintenant 3¢ = inf |x — 2’|, avec x € Image(z) et ' € CA.

Comme z est continu, on a ¥e >0, 36 >0 t.q. si|s' —s"| < et [t/ —t"| <6, alors |z(s';t") — z(s";t")| < e.

On prend alors n t.q. % < 4. Pour chaque 1 < k <mn, on considére Dy, la boule de centre %(%) et de rayon 2¢. Si
on dénote par i, le chemin suivant:

s(7)

Vs

@

Alors, on a Dy, C Q (le rayon est plus petit que la distance entre l'image de z et le complémentaire de Q) (resp. 2¢

o
et 3c)) et i, CDy (tous les points de Jy sont compris dans une boule de rayon plus petit que celui de Dy, (resp. € et

2)).
Mais, par Cauchy classique (thm. ??), on a [ f(z) dz =0 Vk. Donec:

O;Jf(z) dz!f(z) dz%//f(z) dz =

(cf. dessin). Donc s’ € E et E est ouvert.
Comme E est ouvert et fermé sur [0;1], on a que E = [0;1]. Donc: f f(z)dz= [ f(z) dz D

Corollaire II1.4.1 Soit f : Q — € holomorphe et vo C Q un chemin fermé. Si~yy ~q - (si Yo est homotope ¢ un
point), alors [ f(z) dz=0

Yo
DémonstrationOn remarque que [ f(z) dz =0 et on appplique le théoréme 7?7

Proposition II1.4.2 Soit Q C € un ouvert et vp,v1 C Q des chemins fermés simples (non auto-intersectés et parcou-

rus en sens direct (trigo)). Si ’(})’1C%0 etyoNy =0 et %0 \ ’())’1C Q, alors vy ~q 71-
Démonstrationcf. ex 9 b), S5.25

Corollaire I11.4.2 (Formule intégrale de Cauchy générale) Soit f : Q — € holomorphe, vo C Q un chemin
1 f(€ () f (2) de.

2mi
Yo

o o]
fermé non-auto intersecté, parcouru en sens direct (trigo), avec YoC Q. Soit z €Y, alors f(z) =

Démonstration

Soit v, un petit cercle autour de z t.q. §1C’%, YNy =0 é’?o \ ’;1C O\{z}. Donc, par la proposition 77
Yo ~a\{z} 1. Donc [ g(&) dé = [ g(§) d§, Vg : Q\{z} — € holomorphe.Soit g(§) = é(fg Elle est holomorphe sur

Yo

O\{z} = C. Donc:

1 [fO-FC) , ¢ th:27 L) —f(z) . 2?7
2me E—z2 27m E—z d§ = f)0
Yo
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Corollaire II1.4.3 Soit z9 € Q et f : Q\{z0} — € holomorphe, avec zy point singulier pour f (f ne s’étend pas

[e]
analytiquement en zg), alors ff(z) dz = cte, YC cercle parcouru en sens direct autour de zg t.q. CC §2. Plus
C

généralement : [ f(z) dz = cte Vy C Q\{z0} chemin fermé, non auto-intersecté, parcouru en sens direct, avec YO Q et
v
206%.
Démonstration
On a:[ f(2) dz = [ f(z) dz (ici z(s,t) = 2o+ (r+ s(r' —1))e?™ ). En général , pour C un cercle, ety un chemin
C c’

fermé , on a vy ~q\(z) C (un dessin suffit a s’en convaincre), alors par le théoréme de Cauchy généralisé, (17), on a

[ f(z)dz= [ f(z) d=
c ¥

Définition II1.4.3 Soit 2o € Q et f: Q\{2z0} — € holomorphe, avec zq singularité de f (i.e. limsup,_,, |f(z)| = 00),

alors le nombre 2%” [ f(2) dz pour C cercle parcouru en sens direct autour de zy t.q. CC Q s’appelle le résidu de f en
e}

20, noté Res(f, zo).

Théoréme I11.4.2 (des résidus) Soient Q C € et f holomorphe sur Q0 , sauf sur des points isolés de 2, ou f a des

o o]
singularités effectives. Soit v C Q un chemin fermé non auto-intersecté, parcouru en sens direct, avec YC 0 (¥ ne
contient qu’un nombre fini de singularités) et t.q. A de points de singularité de f sur ~, alors

%m/f(z) dz = kz_:lRes(f, Zk)
J -

ot {z} CY est lensemble des points de singularité.

Démonstration Par récurrence sur n. Si n=0, v est homotope d un point (un dessin suffit 4 s’en convaincre), donc

par le corollaire ??,% [ f(2) dz=0. Si n=1, on utilise le corollaire 7?7 et la définition ??. Pour n > 2, on partage
2l

v en vy ety t.q. 21 G’?l et {z2,23,...,2n} 6’)?2. Alors:

1
21

/f(z) dz:%m/f(z) dz—i—%m/f(z) dz:Res(f,zl)+kZ_2Res(f,zk)
Rl 71 Y2 -

Calcul de résidus
Soit f: Q\{zo} avec zp € Q une singularité effective. On a

soit lim |f(z)| = 0o et zg est un pole de f
zZ—r 20

soit Iz, = 2o t.q. 1i_>rn If(2)] < o0
z z0

Si zp est un pole, on sait par le corollaire 7?7, on a que : f(z) = (Zg_ (ZZO))” (n est Pordre du pdle et g est holomorphe
(9(20) # 0).
On a:

f)= Y arlz—z)"

k>—n

qui est la série de Laurent de f en 2y, dans un voisinage de zg, Vz # zg. En effet:
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z) = Z b (z — 20)™

m>0

avec bg # 0 et ap, = by, Vk > —n. Donc:

1 1
2m/f 2m <Z ak(z—zo) T >Z /Z_ZO - 27/2720 4
> e}

k>—n

En effet:

d 1 1

(= ) = (o (= ) = /(z— ) ds = (e — 20/ T W £ -1

Comme nous parcourons un cercle, les bornes a et b sont égales, et 'intégrale est nulle.
Cas particuliers

9(=)

zZ—2Zz0

1) Dans le cas ol zg est un pole simple (n=1), i.e. f(z) =
9(2’0) = hmz—)Zo f( )(Z - ZO)
2) f(z) = Pz) avec P,Q des polynomes, t.q. P(z0) # 0 et Q(z0) =0, et 2z est un zéro simple (donc Q’(z) # 0).

avec g(zo) # 0, alors a_1 = g(z9) = by = Res(f, zo) et

Q(z)’
ef 1) . . PR)(z—2) . P(2) _ P(x0)
= Res(f20) =" lim f(=)(z = 20) = lim =5 5= = I 56G-060E0 ~ 0/(z0)
zZ—2z0

iz

Exemple III. 4 1 Soit f(z) = 537-

Res(f,+1) = <. Donc:

P(z) = e et Q(z) = 22 + 1, f a des péles simples en +i. On a donc que

1 / ei® e ! e el —e
P ——dz=—— == ;
omi | 22 +1 2 24 2

¥

Application du théoréme des résidus au calcul de certaines intégrales définies
Type @ :
2m

On veut calculer I = [ R(sint;cost) dt avec R(x,y) est rationnelle, sans pole sur le cercle unité (i.e. R(sint;cost) #
0

00 V0 <t < 27). Alors on pose z = €'l et 2/ = iet =iz = sint = 2 = 2_222.71 et cost = Z;rf = Z+§71
1 1 27
z—z 5 z+z .1
=I=|R ; —dz= [ G(2(t); 2 (1)) dt
[RCG— ) a = [ Gt o)
& 0

1 z—z"1 242711 1 z—z"1 242711
i . - — : R R . .
Z/R( 5 g )z dz iZWZ; es(R( I )Z,zk)

_ 1 —1 1
—QWZRGS Z Z ;Z+Z )= 2k)
z

Ou les zj, sont les poles a l'intérieur du cercle unité.
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Exemple 111.4.2

2m

1
]:/7. dt
5+ 3sint
0
R(z—z’l_erz’l)lil 1 - 21
2 2 z 254322 106z +322 -3
Les solutions de z2 + 2%2’2 —1=0sont z1 =—3i et zo0 = —%. Seule zo est dans le cercle unité. Donc:
_ -1 -1 1 ; 2% A Ari
I:27rRes(R(Z - ;Z+Z )*;—E): T ‘ \Z:,l‘=+=ﬂ=ﬂ-
2i 2 72 3 L(10i2+4322-3)77 5 10i+6(—%) 8 2
Type @ :
I= /R(x) dz

ou R(x) = gg;, Q(x) n’a pas de racines réelles et deg(Q) > 2 + deg(P), donc lim ;| 2R(z) = 0.

Soit 2 un demi-cercle dans le semi-plan supérieur centré a l’origine et de rayon r. On a:

00
—r

/ R(z) dr = lim [ R(z) dx = lim (/ R(x) dx + /R(m) dx)
r—00

—o0 -r o0

En effet :

lim [ R(z)dx=0

r—00

o
car:

|z|=r

|/R(x) dz| < sup |R(z)|rz — 0
19]9)

On prend +: le chemin qui suit le bord de 2, puis qui va de -r & r. On a:

/ R(z) dz = IILII;O R(z) dz = 2mi Z Res(R(x); xr)
—00 ~ k

Les x, sont les zéros de Q(x) dans le semi-plan supérieur.
Exemple 111.4.3

oo

1
1= [ g

— o0

. . .. i 3mi Bmi
Les zéros de 25 4+ 1 dans le semi-plan supérieur sont:

1 1
/ —— dx = 2mi E —
6 5
g7 +1 k=1,3,5 02

kmi
avec zp = € 6 .




