
SUR LES NOMBRES DE SEGNER (*) 

Par M. Eugene Oatalan, b. Liege 

(Sed.ta dd x9 dieembre z8~6) 

L I~TRODUCnON. 

z. Divers G~om&res se sont occup~s de ce probl~me : De com- 

bio, de manTeres un polygone convexe, de n cOt~s, peut-il ~tre dScompos~ 
en triangles, au raoyen de diagonales ? (**) 

Soit T, le hombre des d~compofitions. On salt que 

T 4 : 2 ,  T s : S ,  T 6 : I 4 ,  2"7,='42, . . . .  

Les nombres T,, consid~r~s par S e g n e r  (***), satisfont aux re- 
htions 

r . . ,  = r , r .  + r , r ._ ,  + . . .  + r ._ , r ,  + T.r, C"'), O) 

T,+, = 4n - 6 r. (:) 
n 

7 " . -  c,_,., r ._,  + c,_,., r . _ , -  . . . . =  o ( * - " ) .  (3)  

(s) Les r~sultats prlnctpaux d~montr~s dans le petit M~moire suivant ont ~t~ 
communiqu~s, au Congr~s de Nancy, ao,~t x886. En outre,  une p:mie des onze 
premiers paragraphes se trouvr d~ns le tome II des Mil,mges matb~mattques. 

LiJge, 3; mars I887. 
E . C .  

(N) Journal ds Liouvillc, t. II[ et IV. 
(***)/b/d. tome III, p. 505. 
(**'*) On suppose T ~ T s ~ r. 
("*'*) J 'al donn6 celle-r en t8;9.  
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De plus, comme l ' a  trou% B i n e t  (*), la fonaion gdnOatrice 

de 2", est r - - l / x  - - , Ix ;  c'est-,~-dire que 
2 X  

,--I/,-4x = ,+ r , x +  r , x ' + . . . +  1L, x '+ . . .  (4) 
: x  

'z. De la formule (z), on dMuit d'abord celle-ci: 

T,,., = : .6.1o.. .4 n - - 6  ; (5) 
2.3.4... n 

puis, en observant que 

2.6.1o . . .  4 n - 6  = n(n + x) . . .  ( 2 n - -  : ) :  (6) 

ou encore : 

r .  (. + 0 (" +3)_" (="-  2_). 
'.'-..3 . . .  ( n - -  0 (7) 

. T.+,= C,,._.,._, (8) 

!~'0U5 3' Dans r ~galit~ (4), changeons x en x', puis x en ..~,. 

a u r o n $  

OLl 

2 
I - -  V !  - -  X a 

X ' 
S o  ~ x'" 

x"+' (")  (9) I/ ,--x'- ,-~o T.+, =..c 

4. D'apr6s la gc~n&ation des Nombres de Segner, ils doivent se 

(') Jonrnal de Liouuille, tome IV ,  p. 85, 
(**) De 12t rl:suhe, en passanh r162 proposition connue ' 

N ! 

Dam le dtvdoppement de ( t ~ 0 "~ ~ ler cor162162 sotd rtduaibla ~ la forme -~, 



rencontrer dans les s&ies qui proviennent de la formulr du bin6me. 

Par exemple, comme 

~ o  1.3.5 .. 2rim1" x"+t 
arc s inx.= o 2.4.6"... 2n 2 n + t '  

OU 

~ 2.6.xo . . .  4 n - -  2 x '~t 
arcsin x ~ o 1.2. 3 . . .  n 4 " ( 2 n + I ) '  

on peut 6crire: 
~ 0 0  7'~ -~= I X ttt+t 

arc s i n  x ---- r~, 4.. (tO) 
o 2 n  -{- I 

5. Soit 

y =. [ / 'z  - -  x" arc sin x ; (z x) 
et, par consequent, 

X 
y , =  x - -  ~//x ---'~-:: arc sin x. ( l 2) 

]1 est tr~s facile, non-seulement de d6velopper la fonction y, mais 
encore de trouver une nouvelle relation entre les Nombres de Segn  er. 

Posons, en efTet, 

Oil 

y .~ A ,  x ~'*' 03) 
0 " J 

5/== Xl~176 + I)A.  x ~'. (x4) 
0 

Des relations ( I0 ,  02) ,  on conclut 

y I ~ X  2 
y---- -7  ~ -  x ; 

puis, /t cause de Ao .= x: 

x + A,.~ + A~x~ + . . .  + A ,~"  + . . .  

+ ( , - - x ' )  [3 .~,+5~.  ~ + 7 A : +  . . .  + ( 2 , , +  x)A. : - '  + . . . ] - o .  



En ~galant ~t z&o le coefficient de x 2", on obtient 

A ,  , = -  2.4.6 . . ,  ( :n- -2) . .  
3"5.7 . . .  (2n + ~ ) '  
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et, par l'emp~ol deg relatlons ($) et (2)." 

2 stD't l 

~ "  == - -  n ( n  + i) (2n + I) "~a" (15) 

Dans le produit des fonctions (9), (xo), le coefficient de X ''+' tat 

OU 

n +  t T.+, 
(2n + x)4" 

x [ T 2 3 
:,~_, r. ~, +T r,r. +T ~r._, + 

(2,, + 02"-' 

"" + 2 n - - x T ' * '  , 

' ' "  "4" 2 n - -  ! m4-t �9 

Ce coefficient t~gale aussi A,. Cons~quemment, 

2 f T . +  3 r ,T ._ ,+  
~ " r ' "  + T  T �9 

n 
'"  + 2,~--'---~ T.+,:r. 

4"- '  ! 
..,,~+2"--Ii T., + n(,~ + x) (2,, + ,~ T.~;" 

Telle est la rehtion annonc6e. (*) 

(') En Is combinant aver l'~g~lit~ (1),, o~ la simpiide tm peu. 
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6. La m&hode pr6c6dente est susceptible de g~m&aUsatlon. Je trouve, 

par exemple, 
' d x  

, + .... 
= ' + 5 . " 3 T  , 5.9.x3 �9 ~ - ,  " - " + "  

ou, apr~ quelques transformations simples : 

D 

225 " " ~  5. 9.13 . . ]  4 n +  x =n-l- I "07) 

7. D'apr~:s la gormule de Lagrange, appliquae a l'i:quatlon 
y = , a +  x 

- - :  (xS) 
Y 

,y~ ,,a.,_+a.~_, x+k.(k + 3)a_,.,x, ~k+4Xk+ S) a..~., x '+ ,, ,  (*) 
x.a x ,:.~ 

Si l'on suppose a =. : ,  et que 1' on change x en - - 4  x, on a ,  
par l'~quation (z8): 

y - I + V z  - -  4x,  "y" = 4x ' 

z z - -  - -  4 x  f h  = "~l 

puis, par la formule (4): 

e t  e n f i n  

f '  = -~,[x+ ~ 

I+r, 

= ~ + ~ x  ~(~ + 3) x' + k(k + 4) (k + 5) x' + ... 
x + x.:l x.:.3 

x +  T, x" + T~x' + . . . ] ' ;  

x +  T, x" + T~ x' + . . .  ]~ 

09) 

(') B e r t r a n d ,  Calcul diff~rentid, p. 320. 



8. Darts le second membre, le coefficient de x ~ est 

k (k + n + z) (k + n + 2) . . .  (k +2n-- 0 
z . 2 . 3  . . .  n 

Par consequent : 

$/ 

Oft a 
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~ + 1 3 + ' t  + . . .  + x -  ~ + n ,  0o) 

~ T.,, r~§ . . .  r~., - r  , . - r ,. . ,  CO ( ~ 0 

9. Le petit M6mo;re intitul6 : Sur un ddveloppement de l'inagrale 
elliptique, de premiere etpbce (**), contient les relations suivantes : 

2'. :"~'}'(2, r ) " '  " - J  " c - T. , ,  - 4 - - i - -  ( 2 n -  3)'T: 

+ 4' (', ,2)( , -x.2 ~) On - s)' ~.., - . . .  ] ,  

n' P~ - -  8 On* - -  3n + z) P,_, + t28 (n - -  z)*, P~_, - -  o ~**).  

11 en r6sulte, 6vldemment, une ~F~ation du premier degrt, entre la 
earrts des nombres de $egner. Pour le moment, je ne puis m'en og- 
cuper. 

(~ Le nombre des terrnes, dans le premier membre, est r des solutions, 
enti~res et positives, de l'~quation (20), laquelle renferme k inconnues. On sait que 
ce hombre 6gale Ct+, - t . , .  

(**) Acadbnie de Bdgique, to or t88$. 
(***) Les nombres entlers P, ,  P~, P1, . . . .  que M. de ] o n q u i ~ r e s a bicu 

voulu calculer, ont les valettrs suivantes : 

P , = 8 ,  P~----8o, P~ = 8 9 6 ,  P 4 =  zo 8z6, . . . .  



IL PROPmL','r~ D ~  ~lora~R~ DF. SEG1qEtt 

OU 

to .  D' apr~s la relation 

r . , , -  4 " - 6  - 

1", == 4n - -  to 1",.., : 
t l - -  I 

t* S i n  est premier aver 6, T, =. ~,(n).  
2 ~ Si n -  I est premier aver 6, T,  --  ffl~'(4n ---- Io ) .  

3 ~ Si T,  est divlsiblepar un nombrepremier p, supdrleur b 5, sans 
qur T,.., le soit, p divlse 2n - -  5. 

4 ~ .ducun fexUur premier, de T , ,  tie surparse 2st - -  5. 
50 La plus petite valeur de n ,  quirende u n -  5 divlsible par p, est 

+ 5). 2 

6 ~ On a 

7 ~ Soit p u n  hombre premier, sup~rieur h 5. Dans la suite 

T4, Ts ,  . . . ,  T . ,  il y a toujours p - -  3 termes constcutifi divisibles, 
2 

t ( P + 5 ) ;  rln- tree seule fois, par p.  L'indice du premier de ces termes est T 

dice du dernier esl p.  
Autrement dit: 

T~, et les p ~ 5 termes qui pric~dent Tp, sons divisibles par p, reals 

non dlvisibles par pL 
8 ~ Les hombres de S e g n e r ,  prolon#s su~samment, contiennmt, 

r facteurs, tousles hombres premiers (*). 

(') Les d~mon$trations.sont fort slmple$. Pour abr~gcr, aous le$ omettons, 



z97 
z z. Soit i le hombre des termes impairs compris dans la suite 

z ~ Sin est pair, 2". est divisible par 2 ~. 

~~ S i n  est impair, et ggal h 2=n ' + ~, 7". est divisible par  2 ~-~'. (*). 

z2. On salt, et il est hcile de d6montrer que 

C~.,. == ~ C ( 2 n -  I). 

Or, C,,.. ~= (n + z)T~+.. Donc 

( n +  I) T,+, -- ~C(2n- -  l), ou ( n - - l ) T .  == ~C(2n--5) .  

La disct~ssion de cette ~galit6 condu:t h la proposition suivante : 

L~ n = 3~ + z" T" "=" "qc( 2 n - -  ~ ) Dans les ca, contraires, 

T, = ~C (2n - -  S). 

!3" THI~ORI~E. - -  Darts la suile 2"., T~, . . .  , T . ,  T.+,, . . .  deux 
termes conslculifs ne sont pas composds des mtmes facteurs premiers. 

Cett~ propri~t~ r~sulte de l'6galit~ (2), combin~e avec un Lemme 
presque ~vident (**). 

( ' )  Cette proposition r~sulte de l'~galit~ (8), r avec le th~or~me suivant : 
~tant le nombm de~ termu impairr compri~ dana la state 

) . . . .  
C,.,~ e~t dlv~rlble par 2 s , et le quotio, t e~t impair ( M~molre fur certainef dtcompo~i. 
tion~ en carrls, p. 65). 

I ~  plus~ 

i > ~ , .  

(**) Si dwttx fraaions tquivalenter ont leurs ddnomfimteurs premiers entre eux : 
l ~ Cet fraaiont se r~duisent ~ u. nombre entler; 
2 ~ Leur, nutntrateurs ne tont pas r des mlmer fact~urs premkr$. 

~6 
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HI. T~L~ D~ so~Rzs  DE sEox,~a {*). 

5 
6 

7 
8 

9 
IO 

l I  

I2 

x3 
t4 
x5 
t6 
x7 
t8 
I9 
20 

2I 

22 

z3 

T. 

$ 

2.7 
2.:3.7 
2' .3,!  t 

3.ix.x3 
2.$.tt .t3 
2.tx.t~.x7 
2'.x3.t7.19 
2.7.t3.t7.x9 
2'.7.x7.x9.23 
2.~i.'x7.t9.23 
2L3'.5.x7.t9.23 
3'.5.x7.t9.23.29 
2.3'.5.tp.23.29.]t 
2.3.S.1 t.x 9.23.29.3 t 
2.'3.5'.7. t x .23.29.3 x 
2.3.5.7.x t.z3.z9.JL37 
2'.3.5.t :.z3.23.29.3 t.J7 
2'.3'.5'. t 3.23.29.3 t.37.4 t 
* * * * * .  * * * * *  * . o  Q I I *  

IV. DES GROUPF.S RRLATrFS A. tm t~Ol~11~ PRgMXH. 

t4. Solt, r ci-dessus (9, 7~ P un hombre premier, sup6- 
rieur a 5. On a vu que : 

$i 2", ~ t  divisible par p, sans que T,_. lc so[t, p divise an - -  $. 
Les termes 

. . .  , r , ,  
2 $ 

i 

~') El|e peut servlr ~ v~rifler les propri~t6s 6nonr162 dan$ le paragraphe If. 
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tous divisibles par p, constituent ce que l'on peut appeler : tr premier 
groupe rdatif au hombre p. 

Apr~ 2n-- 5 "= P, on peut prendre 

OU 

~ n - - 5  = 3P, 2 n - - 5  "= 5P, . . .  , 

3 / ' + 5  5 P + 5  7 / ' + 5  
2 2 2 

De ces valeurs rt~sultent une infinit6 d'autres groupes relatits, k 10; 
savoir : 

I �9 

r ~ ,  r ~ ,  . . . ,  r,,; 
$ IL 

r ~ ,  r ~ ,  . . . ,  r,,; 
st  st 

Les Nombres de Se gner , r dans ces grot~es, sont les seuls qui 
soient divisibles par p. (') 

Par exemple, les groupes relatifs h :: sont : 

r, ,  r , ,  r,o, r,,; 

~o, ~,,, ~,,, ~,,; 

Ils r tousles Nombres de S, egner ,  multiples de : : .  
: S. Supposons que, n ~tant donn~, p soit un diviseur premier de 

T=, inconnu. Le nombre ~ appartient k quelqu' un des groupcs ~on= 
sid6r/:s ci-dessus. 

('~ Oil reconnait a|s~ment que: 
i ~ Ies groupes n'#mp/~tent pas les uns sur [es autres; 
;~~ r ~ ,  r=p~,, T ~ , ,  . . .  ,~ sont p .  d igh t ,  par p. 
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Cd-', pos& 
p+ r  

Si T, :.ppartient au premier groupe, n est compris entre . - ----  u 

et p, indusivement; 

Si T. appartient au deuxi/~me groupe, n e s t  compris entre 3 p +  5 
o_ 

et up, inclusivement; 

Si T. appartient au troisi~me groupe, n est compris entre 5P + 5 
2 

et 3p inclusivement; 

Les valeurs de p sont done d&ermin6r par les relations suivantes: 

n < p ~ '2n- -5 ,  

3 ' 
n - -  - -  i n - -  5 

5 " 

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 * �9 �9 �9 r 

De plus, tous les hombres premiers, p, qui y satisfont~ divlsent 1",. 
Soit, par exemple, n ,=, 23, auquel cas: 

23 ~ P  ~ 4 z, I t  < p  < t4; 

et, par cons6quent, 

P - 2 3 ,  P '=29,  p =  3t, p ,=37 ,  P "= 4 r, P - - z 3 .  

En effet, T,) appartknt aupremier groupe relati[ ~ 2j, 29, 3I, 17, 4 r 
et au deuxi~me groupe rdatif b t 3. 

~6. Soit p u n  nombre premier, sup~rieur/L n. S' il dim'ae T~ on a 
r 



car les relations 

~ a * * 

3 ' $ 
sont impossibles. 

20X 

On est done conduit/t la proposition suivantr qui ne dit~re pas, 
au fond, du ce16bre postulatum de M. B e r t r a n d : 

Entre un nombre entier, supdrieur h 5, et son double diminud de $, 
il y a, au moins, un nombre premier. 

Tr/~s probablement, la d6monstration rigoureusr dolt ~tre fort shn- 
ple; mais, jusqu",i present, je n'ai pu la trouver. 

Paris, x x ddcembre x886. 

E. CXTALA~. 


