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Ôá ðñþôá óðÝñìáôá ôïõ ìáèçìáôéêïý åíïñáôéóìïý (intuitionism) öÜíçêáí óôçí
Åõñþðç åäþ êáé ðÜíù áðü Ýíáí áéþíá óôéò êáôáóêåõáóôéêÝò ôÜóåéò ôïõ Borel, ôïõ
Baire, ôïõ Lebesgue, ôïõ Poincar�e, ôïõ Kronecker, êáé Üëëùí. Ç ÜíèçóÞ ôïõ óôÜ-
èçêå Ýñãï åíüò áíèñþðïõ, ôïõ Luitzen Egbertus Jan Brouwer, ðïõ äßäáîå ìáèçìá-
ôéêÜ óôï ÐáíåðéóôÞìéï ôïõ Amsterdam áðü ôï 1909 ùò ôï 1951. Ìå ôá óçìáíôéêÜ
èåùñÞìáôá ðïõ áðÝäåéîå ãéá ôéò ôïðïëïãéêÝò áíáëëïßùôåò êáé ôá óôáèåñÜ óçìåßá ôùí
óõíå÷þí ìåôáó÷çìáôéóìþí, o Brouwer ãñÞãïñá Ý÷ôéóå ìéá ìáèçìáôéêÞ öÞìç áñêåôÜ
éó÷õñÞ þóôå íá õðïóôçñßîåé ôéò åðáíáóôáôéêÝò ôïõ éäÝåò ãéá ôç öýóç ôçò ìáèçìáôé-
êÞò äñáóôçñéüôçôáò. ÁõôÝò ïé éäÝåò åðçñÝáóáí ôïí Hilbert êáé ôïí G�odel1 êé Ýêáíáí
ôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ êáé ôç ëïãéêÞ ôïõò í' áíáãíùñéóôïýí óáí áíôéêåßìåíá ðïõ
áîßæïõí áíåîÜñôçôç ìåëÝôç.

Óêïðüò ìáò åßíáé íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí áíÜðôõîç ôïõ åíïñáôéóìïý ôïõ Brouwer,
áðü ôçí áðüññéøç ôïõ íüìïõ ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñßôïõ ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò, ìÝ÷ñé
ôçí áìöéëåãüìåíç èåùñßá ôïõ ãéá ôï óõíå÷Ýò, ìå óõíÝðåéåò èåìåëéáêÝò ãéá ôç ëï-
ãéêÞ êáé ôá ìáèçìáôéêÜ. Äáíåéæüìáóôå ôá ôõðéêÜ áîéùìáôéêÜ óõóôÞìáôá ôïõ Kleene
ãéá ôçí åíïñáôéêÞ ëïãéêÞ êáé ôçí áñéèìçôéêÞ (óôá ïðïßá áíôéêáôïðôñßæïíôáé êáé ïé
áíôßóôïé÷åò ðñïóðÜèåéåò ôùí Kolmogorov, Glivenko, Heyting êáé Peano ðïõ åß÷áí
ðñïçãçèåß) ðïõ, åêôüò ôùí Üëëùí, Ý÷ïõí ôï ðëåïíÝêôçìá íá ôéò ðáñïõóéÜæïõí óáí
õðïèåùñßåò ôùí áíôßóôïé÷ùí êëáóéêþí èåùñéþí, êáé óêéáãñáöïýìå ôç ÷ñÞóç ðïõ êÜ-
íåé ôùí áñéèìþí g�odel ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí ãéá íá ðñáãìáôïðïéåß (realize)
ðñïôÜóåéò ôçò åíïñáôéêÞò áñéèìçôéêÞò, áíÜìåóÜ ôïõò êáé ìßá ìïñöÞ ôçò ÈÝóçò ôïõ
Church. Óôç óõíÝ÷åéá, ðáñïõóéÜæïõìå ôçí áîéùìáôéêÞ ðñáãìÜôåõóç ôçò èåùñßáò
ôïõ óõíå÷ïýò ôïõ Brouwer ðïõ ðñüôåéíáí ïé Kleene êáé Vesley, ìáæß ìå ôçí åñìç-
íåßá ôçò óõíáñôçóéáêÞò ðñáãìáôïðïßçóçò (functional realizability), ðïõ èåìåëéþíåé
ôç óõíÝðåéá ôçò èåùñßáò áõôÞò.

1. Ôï ðñþéìï Ýñãï ôïõ Brouwer

Óôá 1907 ï Brouwer äçìïóßåõóå (óôá ïëëáíäéêÜ) ôç äéäáêôïñéêÞ ôïõ äéáôñéâÞ, ìå
ôßôëï ðïõ ìðïñåß íá ìåôáöñáóôåß \Ãéá ôá èåìÝëéá ôùí ìáèçìáôéêþí".2 Áõôü ôï áîéï-
ðñüóå÷ôï ìáíéöÝóôï, ìå ôéò áéñåôéêÝò ôïõ áíôéëÞøåéò ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ, ôç ëïãéêÞ

Åñåõíá ìå ìåñéêÞ õðïóôÞñéîç áðü ôçí ðñÜîç \ÐÕÈÁÃÏÑÁÓ ÉÉ: Åíßó÷õóç åñåõíçôéêþí ïìÜäùí
óôá ÐáíåðéóôÞìéá", áðü ôï ÅÊÔ êáé Åèíéêïýò Ðüñïõò.

ÈÝëïõìå íá åõ÷áñéóôÞóïõìå ôïõò Êþóôá ÌáõñïììÜôç, ÃéÜííç Ìïó÷ïâÜêç êáé ÓÞöç ÐåôñÜêç,
ðïõ äéÜâáóáí äïêéìáóôéêÝò ìïñöÝò ôïõ Üñèñïõ êáé ìáò ðñüóöåñáí ôá ó÷üëéá êáé ôéò õðïäåßîåéò
ôïõò.

1Ç óõììåôï÷Þ ôïõ Brouwer óôç äéáìÜ÷ç ãýñù áðü ôá èåìÝëéá ôùí ìáèçìáôéêþí Ýâáëå Ýíôïíç
ôç óöñáãßäá ôçò ó' üóïõò ðÞñáí ìÝñïò· ìéá ðïëý ðëïýóéá ðáñïõóßáóç ôïõ èÝìáôïò ãßíåôáé óôï [25],
üðïõ áíÜìåóá óô' Üëëá åîåôÜæåôáé ç éó÷õñÞ åðéññïÞ ôïõ Brouwer óôç óêÝøç ôïõ \áíôéðÜëïõ" ôïõ
Hilbert, êáèþò êáé óôï Ýñãï ôïõ G�odel.

2Ìßá áããëéêÞ ìåôÜöñáóç, ç ïðïßá ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá ôá áðïóðÜóìáôá áõôÞò ôçò ðáñáãñÜöïõ,
âñßóêåôáé óôï [5].
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êáé ôç ãëþóóá, áóêïýóå êñéôéêÞ êé åðéóÞìáéíå ëÜèç óå êÜèå óçìáíôéêÞ ìáèçìáôéêÞ
öéëïóïößá ôïõ êáéñïý. Áí êáé ï Brouwer ãíþñéæå ôï Ýñãï ôïõ ÃÜëëïõ åíïñáôéêïý
ìáèçìáôéêïý Poincar�e êáé ôçí êáôáóêåõáóôéêÞ ðñïóÝããéóç ôçò èåùñßáò óõíüëùí
áðü ôïí Borel, äåí Þôáí óôç öýóç ôïõ í' áêïëïõèåß Üëëïõò. Óôçí ïìéëßá ðïõ Ýäùóå
ìå áöïñìÞ ôçí åêëïãÞ ôïõ óôï ÐáíåðéóôÞìéï ôïõ Amsterdam ôï 1912, áíáöÝñèçêå
óôç öéëïóïößá ôïõ ìå ôï üíïìá íåï-åíïñáôéóìüò (neo-intuitionism),3 üìùò ôï óöñß-
ãïò êáé ç äçìéïõñãéêüôçôá ðïõ ï Brouwer ðñïóÝäùóå óôï áíôéêåßìåíï ìå Ýíá Ýñãï
ó÷åäüí ìéóïý áéþíá, óõíÝäåóáí ôï üíïìÜ ôïõ, ðåñéóóüôåñï áðü ïðïéïõäÞðïôå Üëëïõ,
ìå ôçí åíïñáôéêÞ öéëïóïößá ôùí ìáèçìáôéêþí. ÐïëëÝò áðü ôéò âáóéêÝò áñ÷Ýò ôïõ
åíïñáôéóìïý ôïõ âñßóêïíôáí Þäç îåêáèáñéóìÝíåò óôç äéäáêôïñéêÞ ôïõ äéáôñéâÞ.

Óå áðüëõôç áíôßèåóç ìå ôï ðñüãñáììá ôïõ ëïãéêéóìïý ôùí Russell êáé White-
head, o Brouwer õðïóôÞñéîå ôï 1907 üôé ôá ìáèçìáôéêÜ äåí ìðïñïýí íá èåùñïýíôáé
ìÝñïò ôçò ëïãéêÞò. \ÁõóôçñÜ ìéëþíôáò ç êáôáóêåõÞ ôùí äéáéóèçôéêþí ìáèçìáôéêþí
ç ßäéá åßíáé äñÜóç êáé ü÷é åðéóôÞìç· ãßíåôáé åðéóôÞìç, äçë. ìßá ïëüôçôá áéôéáêþí
äéáäï÷þí, ðïõ ìðïñïýí íá åðáíáëáìâÜíïíôáé óôï ÷ñüíï, ìüíï üôáí ðñüêåéôáé ãéá
ìáèçìáôéêÜ äåýôåñçò ôÜîçò [ìåôáìáèçìáôéêÜ], ôá ïðïßá óõíßóôáíôáé óôç ìáèçìáôéêÞ
èåþñçóç ôùí ìáèçìáôéêþí Þ ôçò ãëþóóáò ôùí ìáèçìáôéêþí... Ïìùò ôüôå, üðùò êáé
óôçí ðåñßðôùóç ôçò èåùñçôéêÞò ëïãéêÞò, ðñüêåéôáé ãéá ìßá åöáñìïãÞ ôùí ìáèçìáôé-
êþí, äçëáäÞ ãéá ìßá ðåéñáìáôéêÞ åðéóôÞìç" ([5] óåë. 61).4

Ç áíáêÜëõøç ôùí ìç-åõêëåßäåéùí ãåùìåôñéþí Ýäåéîå, óýìöùíá ìå ôïí Brouwer,
üôé ï Kant åß÷å ìüíï åí ìÝñåé äßêéï õðïóôçñßæïíôáò üôé ïé äéáéóèÞóåéò ôïõ ÷þñïõ êáé
ôïõ ÷ñüíïõ ðñïçãïýíôáé ëïãéêÜ (êáé åßíáé áíåîÜñôçôåò) áðü ôçí åìðåéñßá. \...ìðï-
ñïýìå íá áðïêáëïýìå a priori ìüíï áõôü ôï Ýíá ðñÜãìá ðïõ åßíáé êïéíü óå üëá ôá
ìáèçìáôéêÜ êáé åßíáé ... åðáñêÝò ãéá íá ïéêïäïìçèïýí üëá ôá ìáèçìáôéêÜ, äçëáäÞ
ôçí åíüñáóç ôùí ðïëëþí-óáí-Ýíá (many-oneness), ôç âáóéêÞ åíüñáóç ôùí ìáèçìáôé-
êþí. Êáé åöüóïí ì' áõôÞ ôçí åíüñáóç áðïêôÜìå óõíåßäçóç ôïõ ÷ñüíïõ óáí áëëáãÞò
êáè' åáõôÞí, ìðïñïýìå íá äçëþóïõìå: ôï ìüíï a priori óôïé÷åßï óôçí åðéóôÞìç
åßíáé ï ÷ñüíïò" ([5] óåë. 61).

Ôï ðñüãñáììá ôïõ öïñìáëéóìïý ôïõ Hilbert Þôáí êáôáäéêáóìÝíï óå áðïôõ÷ßá
ãéáôß \ç ãëþóóá åßíáé Ýíá ìÝóï ... ãéá ôç ìåôÜäïóç [ôùí ìáèçìáôéêþí] áëëÜ ... äåí
Ý÷åé ôßðïôå íá êÜíåé ìå ôá ìáèçìáôéêÜ" êáé äåí åßíáé ïõóéþäçò ãé' áõôÜ. ÅðéðëÝïí, ç
\... ýðáñîç åíüò ìáèçìáôéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ éêáíïðïéåß Ýíá óýíïëï áîéùìÜôùí äåí
ìðïñåß ðïôÝ íá áðïäåé÷èåß áðü ôç óõíÝðåéá ôïõ ëïãéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ âáóßæåôáé
ó' áõôÜ ôá áîéþìáôá", áëëÜ ìüíï ìå êáôáóêåõÞ. \A fortiori [êáôÜ ìåßæïíá ëüãï] äåí
åßíáé âÝâáéï üôé êÜèå ìáèçìáôéêü ðñüâëçìá ìðïñåß åßôå íá ëõèåß åßôå íá áðïäåé÷èåß
üôé äåí ëýíåôáé" ([5] óåë. 79).

Óýìöùíá ìå ôïí Brouwer, ôá ðáñÜäïîá óôç èåùñßá óõíüëùí ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôç
èåþñçóç óõíüëùí ðïõ åßíáé ðïëý ìåãÜëá êáé áöçñçìÝíá ãéá íá ïéêïäïìçèïýí ìáèç-
ìáôéêÜ. Áêüìç êáé ç äåýôåñç êëÜóç áñéèìþí ôïõ Cantor (ôùí áñéèìÞóéìá Üðåéñùí
äéáôáêôéêþí) äåí ìðïñåß íá õðÜñ÷åé, áí êáé ç Ýííïéá åßíáé óõíåðÞò. Ç áðüäåéîç ôïõ
Zermelo ôçò áñ÷Þò ôçò êáëÞò äéÜôáîçò áðü ôï áîßùìá åðéëïãÞò åßíáé áðïôÝëåóìá
ðáñáðëÜíçóçò. ÐñÜãìáôé, ôï óõíå÷Ýò äåí ìðïñåß íá äéáôá÷èåß êáëÜ, \ðñþôïí äéüôé
ôï ìåãáëýôåñï ìÝñïò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ óõíå÷ïýò ðñÝðåé íá èåùñåßôáé óáí Üãíùóôï,

3\Intuitionism and Formalism", ìßá áããëéêÞ ìåôÜöñáóç áõôÞò ôçò ïìéëßáò, åìöáíßóôçêå óôï
Bulletin of the American Mathematical Society ôçí ßäéá ÷ñïíéÜ, êáé ðåñéëáìâÜíåôáé óôï [1].

4ÌÝóá óôá áðïóðÜóìáôá üëåò ïé ëÝîåéò óå [ ] åßíáé äéêÝò ìáò, üìùò ôá ðëÜãéá åßíáé ôïõ ßäéïõ
ôïõ Brouwer.
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êáé ... äåýôåñïí äéüôé êÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíï óýíïëï åßíáé áñéèìÞóéìï" ([5] óåë.
84-85).

Óôï ôÝëïò ôçò äéáôñéâÞò, óáí ôç äåýôåñç áðü ôéò åéêïóéìßá \ÈÅÓÅÉÓ (ðñïò õðï-
óôÞñéîç ìáæß ìå ôç äéáôñéâÞ)", ï Brouwer êÜíåé ôç äÞëùóç: \Äåí åßíáé ìüíï áäýíáôï
íá áðïäåé÷èåß ôï üôé ç áñ÷Þ ôçò ðëÞñïõò åðáãùãÞò åßíáé áðïäåêôÞ, áëëÜ äåí ðñÝðåé
êáí íá èåùñåßôáé ïýôå óáí Ýíá éäéáßôåñï áîßùìá ïýôå óáí ìßá éäéáßôåñç äéáéóèçôéêÞ
áëÞèåéá. Ç ðëÞñçò åðáãùãÞ åßíáé ìßá ðñÜîç ìáèçìáôéêÞò êáôáóêåõÞò, ðïõ äéêáéï-
ëïãåßôáé áðëþò áðü ôç âáóéêÞ åíüñáóç ôùí ìáèçìáôéêþí"([5] óåë. 98). ÁõôÞ ç
èÝóç á÷ñçóôåýåé ïõóéáóôéêÜ ôï Ýñãï ôïõ Peano, üìùò äÝ÷åôáé ìßá äõíÜìåé áðåéñßá
öõóéêþí áñéèìþí ìáæß ìå ìßá ìÝèïäï íá äåß÷íïõìå üôé éäéüôçôåò áõèáßñåôçò ðïëõðëï-
êüôçôáò (áêüìç êé åêåßíåò ðïõ åìðåñéÝ÷ïõí ðïóïäåßêôçóç óå üëïõò ôïõò öõóéêïýò
áñéèìïýò) éó÷ýïõí ãéá ôïí êáèÝíá áðü áõôïýò. Ó' áõôü ôï ðëáßóéï, ç ðñïãåíÝóôåñç
ðáñáôÞñçóç ôïõ Brouwer üôé \ôï üëá Þ ôï ãéá êÜèå ... åìðåñéÝ÷åé óéùðçñÜ ôïí
ðåñéïñéóìü: åöüóïí áíÞêåé óå ìßá ìáèçìáôéêÞ äïìÞ ç ïðïßá õðïôßèåôáé üôé Ý÷åé
êáôáóêåõáóôåß åê ôùí ðñïôÝñùí"([5] óåë. 76), õðïäåéêíýåé üôé ç äïìÞ ôùí öõóéêþí
áñéèìþí ìðïñåß íá íïçèåß óáí Ýíá ðëÞñùò êáôáóêåõáóìÝíï áíôéêåßìåíï, ðáñÜ ôï
üôé ôç óõëëïãÞ üëùí ôùí öõóéêþí áñéèìþí äåí ìðïñïýìå íá ôç óõëëÜâïõìå ìå ìéá
ìáôéÜ.

2. Ç åíïñáôéêÞ ëïãéêÞ

Åíá ÷ñüíï ìåôÜ ôç äéáôñéâÞ ôïõ, óôï Üñèñï \Ç áíáîéïðéóôßá ôùí ëïãéêþí áñ÷þí",
ï Brouwer ðáñïõóßáóå åðé÷åéñÞìáôá åíáíôßïí ôçò ÷ñÞóçò ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò óôá
ìáèçìáôéêÜ êáé ôçí åðéóôÞìç. Óõìöùíïýóå ìå ôéò áñ÷Ýò ôïõ óõëëïãéóìïý (áí üëá
ôá Á åßíáé Â êáé üëá ôá Â åßíáé Ã, ôüôå üëá ôá Á åßíáé Ã) êáé ôçò áíôßöáóçò (ôßðïôå
äåí åßíáé ìáæß Á êáé ü÷é Á), ü÷é üìùò ìå ôï íüìï ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñßôïõ (êÜèå ôé
åßíáé Á Þ ü÷é Á) üôáí ðñüêåéôáé íá åöáñìïóôåß óå Üðåéñá óõóôÞìáôá.5 Óôçí ðñáãìá-
ôéêüôçôá, ï Brouwer îå÷þñéæå ôï åíïñáôéêÜ ìç áðïäåêôü A ∨ ¬A áðü ôï åíïñáôéêÜ
ïñèü ¬¬(A ∨ ¬A), êÜíïíôáò ðëÞñç ÷ñÞóç ôçò åêöñáóôéêÞò äýíáìçò ôçò ãëþóóáò ôçò
ëïãéêÞò, ãéá íá äéáêñßíåé êáôáóêåõÝò ðïõ èåìåëéþíïõí ðñáãìáôéêüôçôåò (áëÞèåéåò)
áðü êáôáóêåõÝò ðïõ èåìåëéþíïõí ôç óõíÝðåéá.6

ÅîåôÜæïíôáò ôç óôÜóç ôïõ Brouwer áðÝíáíôé óôçí ôõðéêÞ ëïãéêÞ, äýóêïëá ðñïêá-
ëåß Ýêðëçîç ôï üôé äåí åðé÷åßñçóå íá áîéùìáôéêïðïéÞóåé ôïí åíïñáôéêü ôñüðï óêÝøçò.
Ðáñ' üë' áõôÜ, áíáãíþñéóå ôç ÷ñçóéìüôçôá ôçò äéáôýðùóçò ãåíéêþí áñ÷þí, ðïõ èá
ìðïñïýóáí í' áðïôåëÝóïõí ôç âÜóç ãéá ìáèçìáôéêÝò êáôáóêåõÝò. Áõôü áêñéâþò
íïìéìïðïéåß ôç äéáìüñöùóç ôõðéêþí óõóôÞìáôùí ãéá ôçí åíïñáôéêÞ ëïãéêÞ êáé ôéò
åíïñáôéêÝò ìáèçìáôéêÝò èåùñßåò, ôá ïðïßá Ý÷ïõí âÝâáéá åíïñáôéêÜ áéôéïëïãçìÝíá
áîéþìáôá êáé áðïäåéêôéêïýò êáíüíåò. Ïðùò ëÝåé êáé ï Kleene óôï [30] óåë. 5, ç
áíôßññçóç ôïõ Brouwer Þôáí ìüíï åíÜíôéá óôïí ôõðéêü óõëëïãéóìü, üôáí áõôüò äåí
Ý÷åé áíôßóôïé÷ï (ìáèçìáôéêü) íüçìá.

5[6] óåë. 109-110. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ï Brouwer õðïóôÞñéæå, \. . . ôï æÞôçìá ôçò åãêõñüôçôáò
ôçò áñ÷Þò ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñßôïõ åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï åñþôçìá áí ìðïñïýí íá õðÜñ÷ïõí
ìç åðéëýóéìá ìáèçìáôéêÜ ðñïâëÞìáôá. Äåí õðÜñ÷åé ß÷íïò áðüäåéîçò ãéá ôçí ðåðïßèçóç, ç ïðïßá
Ý÷åé êÜðïéåò öïñÝò õðïóôçñé÷èåß, üôé äåí õðÜñ÷ïõí ìç åðéëýóéìá ìáèçìáôéêÜ ðñïâëÞìáôá." Èá
åðáíÝëèïõìå ó' áõôü ôï æÞôçìá óôéò ðáñáãñÜöïõò 3 êáé 4.

6Ï D. Hesseling ([25] óåë.280) áðïäßäåé óôïí A. Kolmogorov [33] ôçí ðáñáôÞñçóç üôé ãéá ôïí
Brouwer ìßá ðñüôáóç ôçò ìïñöÞò ¬B åßíáé èåôéêÜ õðáñîéáêÞ: \õðÜñ÷åé ìßá áëõóßäá áðü ëïãéêÜ
óõìðåñÜóìáôá, ðïõ îåêéíÜåé ìå ôçí õðüèåóç üôé ôï B åßíáé óùóôü êáé êáôáëÞãåé óå ìßá áíôßöáóç".
Ìå ôïí ßäéï óõëëïãéóìü, ôï ¬¬B åðéâåâáéþíåé ôç óõíÝðåéá ôïõ B.
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Ôï 1925 ï Andrei Kolmogorov [32] ðñüôåéíå áîéþìáôá ãéá ôçí (åëá÷éóôéêÞ, mini-
mal) åíïñáôéêÞ ëïãéêÞ ìå óõíåðáãùãÞ êáé Üñíçóç ìüíï· ôï Üñèñï ôïõ (óôá ñùóéêÜ)
ôñÜâçîå ëßãï Þ êáé êáèüëïõ ôçí ðñïóï÷Þ óôç ÄõôéêÞ Åõñþðç. ÔõðéêÜ óõóôÞìáôá
ãéá ôçí åíïñáôéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ äçìïóéåýôçêáí (óôá ãáëëéêÜ) áðü ôïí Valerii
Glivenko ôï 1928 [15] êáé ôï 1929 [16]. Ôï ðñþôï äåí Þôáí ðëÞñåò. Ôï äåýôåñï ðå-
ñéëÜìâáíå äýï åðéðëÝïí áîéþìáôá ðïõ åß÷áí õðïäåé÷èåß áðü ôï ìáèçôÞ ôïõ Brouwer
Arend Heyting, ï ïðïßïò ðáñïõóßáóå ôéò äéêÝò ôïõ ëåðôïìåñåßò áîéùìáôéêïðïéÞóåéò
ôçò åíïñáôéêÞò ðñïôáóéáêÞò êáé êáôçãïñçìáôéêÞò ëïãéêÞò êáé ìÝñïõò ôùí åíïñá-
ôéêþí ìáèçìáôéêþí óå ôñßá êëáóéêÜ Üñèñá [19], [20], [21] ôïí åðüìåíï ÷ñüíï.7 Ï
Heyting Üñ÷éæå ìå ôçí åîÞò äéáôýðùóç åðéöõëÜîåùí:

\Ôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ åßíáé ìßá íïçôéêÞ äéáäéêáóßá, êáé êÜèå
ãëþóóá, ðåñéëáìâáíïìÝíçò êáé ôçò ôõðéêÞò, åßíáé Ýíá âïÞèçìá ãéá ôç
ìåôÜäïóÞ ôïõò êáé ìüíï. Åßíáé êáô' áñ÷Þí áäýíáôï íá êáôáóêåõá-
óôåß Ýíá óýóôçìá ôýðùí éóïäýíáìï ìå ôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ,
áöïý ïé äõíáôüôçôåò ôçò óêÝøçò äåí ìðïñïýí íá áíá÷èïýí óå Ýíá
ðåðåñáóìÝíï áñéèìü êáíüíùí êáôáóêåõáóìÝíùí åê ôùí ðñïôÝñùí."8

Ðáñ' üë' áõôÜ, ç ðñïóðÜèåéá íá åîçãÞóåé ìå ìåôáìáèçìáôéêÜ ìÝóá ôç äéáöïñÜ ôçò
åíïñáôéêÞò áðü ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ åß÷å íüçìá, ãéáôß ç èåùñßá ôïõ óõíå÷ïýò ôïõ
Brouwer åñ÷üôáí óå áíôßèåóç ìå ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ.

Ãéá íá åßíáé áðïäåêôÞ åíïñáôéêÜ, ìßá ãåíéêÞ ëïãéêÞ áñ÷Þ ðñÝðåé íá ìðïñåß íá
åñìçíåýåôáé ïìïéüìïñöá ìå üñïõò êáôáóêåõþí (áðïäåßîåùí Þ õðïëïãéóìþí). Ç
åñìçíåßá ôïõ Kolmogorov ìå âÜóç ôçí Ýííïéá ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé ç äéáóýíäåóç
ôùí ðñïôÜóåùí ìå ôéò (êáôáóêåõáóôéêÜ áðïäåêôÝò) áðïäåßîåéò ôïõò ðïõ Ýêáíå ï
Heyting, åßíáé åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò áõôïý ðïõ Ýãéíå ãíùóôü óáí ç Brouwer-Heyting-
Kolmogorov åîÞãçóç ôùí åíïñáôéêþí óõíäÝóìùí êáé ðïóïäåéêôþí.

Ïðùò êáé ï ïñéóìüò ôçò áëÞèåéáò ôïõ Tarski, ç B-H-K åñìçíåßá åßíáé ìÜëëïí åõñå-
ôéêÞ ðáñÜ ìáèçìáôéêÜ áêñéâÞò, êáé âáóßæåôáé óôçí õðüèåóç üôé ïé áëçèéíÝò áôïìéêÝò
ðñïôÜóåéò äéêáéïëïãïýíôáé áðü ìüíåò ôïõò. Ìßá óõíåðáãùãÞ ìðïñåß íá äéêáéïëï-
ãçèåß ìüíï áðü ìßá êáôáóêåõÞ ç ïðïßá ìåôáôñÝðåé êÜèå äåäïìÝíç äéêáéïëüãçóç ôçò
õðüèåóçò óå ìßá äéêáéïëüãçóç ôïõ óõìðåñÜóìáôïò. Ìßá äéÜæåõîç äéêáéïëïãåßôáé
áðü ìßá êáôáóêåõÞ ç ïðïßá åðéëÝãåé ìßá óõãêåêñéìÝíç áðü ôéò äýï ðåñéðôþóåéò êáé
ðáñÝ÷åé ôç äéêáéïëüãçóÞ ôçò. Ç Üñíçóç ìßáò ðñüôáóçò äéêáéïëïãåßôáé áðü ìßá êáôá-
óêåõÞ ç ïðïßá èá ìåôÝôñåðå ïðïéáäÞðïôå äéêáéïëüãçóç ôçò ðñüôáóçò óå ìßá áðüäåéîç
ìéáò ãíùóôÞò áíôßöáóçò. Ó' áõôÞ ôçí åñìçíåßá âñßóêïõí ôçí áéôéïëüãçóÞ ôïõò ïé
åíïñáôéêÝò áíôéññÞóåéò óôïõò êëáóéêïýò íüìïõò ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñßôïõ êáé ôçò
äéðëÞò Üñíçóçò.

Îåêéíþíôáò ãýñù óôá 1940 ï Áìåñéêáíüò ëïãéêüò S. C. Kleene, ðïõ Ýâëåðå ìå
óõìðÜèåéá ôéò åíïñáôéêÝò éäÝåò, áöéÝñùóå óçìáíôéêÞ ðñïóðÜèåéá ãéá íá äéåõêñéíéóôåß
ç áêñéâÞò ó÷Ýóç ôïõò ìå ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ êáé ôá ìáèçìáôéêÜ.9 Ïé öïñìáëéóìïß
ôýðïõ Hilbert ãéá ôçí åíïñáôéêÞ ëïãéêÞ êáé ôçí áñéèìçôéêÞ ðïõ ðáñïõóéÜæïõìå åäþ

7Ç óçìåßùóç ôïõ 1929 ôïõ Glivenko êáé ôï ðñþôï ìÝñïò ôçò áîéùìáôéêïðïßçóçò ôïõ Heyting
ìåôáöñÜóôçêáí ðñüóöáôá áðü ôï ãáëëéêü êáé ãåñìáíéêü ðñùôüôõðï óôá áããëéêÜ ãéá ôç óõëëïãÞ
[36].

8Ìßá Ýãêõñç êáé áíáãíþóéìç óýíïøç ôçò óõìâïëÞò ôïõ Heyting óôï áíôéêåßìåíï åßíáé ôïõ A.
S. Troelstra [45], áð' üðïõ Ý÷ïõìå äáíåéóôåß êáé áðïäþóåé óôá åëëçíéêÜ áõôÞ ôçí ïìáëÞ áããëéêÞ
ìåôÜöñáóç ôçò ðñþôçò öñÜóçò ôïõ Heyting [19].

9Ï Kleene, åìðíåüìåíïò áðü ìßá ðáñáôÞñçóç ôùí Hilbert êáé Bernays, èåþñçóå ôï \∃xA(x)",
ãéá ðáñÜäåéãìá, óáí \ìç ðëÞñç ðñüôáóç ç ïðïßá óõìðëçñþíåôáé äßíïíôáò Ýíá x ôÝôïéï þóôå A(x),
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åßíáé ôïõ Kleene [29] (óåë. 82), ìå ìéêñÝò áëëáãÝò óôá óýìâïëá êáé ôçí áñßèìçóç.
Áíôéðñïóùðåýïõí ìßá áíåîÜñôçôç åðéëïãÞ áíÜìåóá áðü ðïëëÜ áîéþìáôá ðïõ åß÷áí
ðñïôáèåß íùñßôåñá áðü ôïõò Kolmogorov, Glivenko, Heyting êáé Peano.

2.1. Ï åíïñáôéêüò ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò Pp. Ôï ðñþôï âÞìá óôç ìåôáìáèçìá-
ôéêÞ ìåëÝôç ïðïéïõäÞðïôå êïììáôéïý ôçò ëïãéêÞò Þ ôùí ìáèçìáôéêþí åßíáé íá ðñïó-
äéïñßóïõìå ìßá ôõðéêÞ ãëþóóá. Ãéá ôçí ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ, ç êáèéåñùìÝíç ãëþóóá
Ý÷åé Ýíá áñéèìÞóéìï ðëÞèïò äéáêñéôþí ðñïôáóéáêþí óõìâüëùí P0;P1;P2; : : : êáé ôá
óýìâïëá &, ∨, →, ¬ ãéá ôïõò ðñïôáóéáêïýò óõíäÝóìïõò \êáé", \åßôå", \áí . . . ôüôå",
êáé \ü÷é" áíôßóôïé÷á, êáé äåîéÝò êáé áñéóôåñÝò ðáñåíèÝóåéò (, ) (ðïõ ìåñéêÝò öïñÝò
ôéò ãñÜöïõìå êáé \[, ]" ãéá åõêïëßá óôçí áíÜãíùóç). Ç êëáóéêÞ ëïãéêÞ ÷ñåéÜæåôáé
óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ìüíï äýï óõíäÝóìïõò (áöïý ïé êëáóéêïß óýíäåóìïé ∨ êáé →
ìðïñïýí íá ïñéóôïýí áðü ôïõò & êáé ¬), üìùò ïé ôÝóóåñéò åíïñáôéêïß óýíäåóìïé
åßíáé áíåîÜñôçôïé. Åôóé, ç êëáóéêÞ ãëþóóá ðåñéÝ÷åôáé ãíÞóéá óôçí åíïñáôéêÞ, ç
ïðïßá åßíáé ðéï åêöñáóôéêÞ.

Ôï ðéï óçìáíôéêü åñãáëåßï ôùí ìåôáìáèçìáôéêþí åßíáé ç ãåíéêåõìÝíç åðáãùãÞ,
ìßá ìÝèïäïò ðïõ ï Brouwer õéïèåôïýóå áíåðéöýëáêôá. Ç êëÜóç ôùí (ðñïôáóéáêþí)
ôýðùí ôçò ãëþóóáò ôïõ Pp ïñßæåôáé åðáãùãéêÜ áðü ôá

(i) ÊÜèå ðñïôáóéáêü óýìâïëï åßíáé (áôïìéêüò) ôýðïò.
(ii) Áí ïé A, B åßíáé ôýðïé ôüôå åßíáé êáé ïé (A & B), (A ∨ B), (A → B) êáé

(¬A).
(iii) Ôßðïôå äåí åßíáé ôýðïò, åêôüò áð' ü,ôé áðáéôåßôáé áðü ôá (i) êáé (ii).

Ïðùò óôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ, ôï (A ↔ B) åßíáé óõíôïìïãñáößá ôïõ ((A → B) & (B → A)).
Ïé ìç ïõóéþäåéò ðáñåíèÝóåéò ðáñáëåßðïíôáé, ìå ôç óýìâáóç üôé ôï ¬ åßíáé éó÷õñüôåñï
áðü ôá &, ∨, ðïõ åßíáé éó÷õñüôåñá áðü ôï →.

Ôá äïìéêÜ óõóôáôéêÜ ôçò åêäï÷Þò ôïõ Kleene ãéá ôçí åíïñáôéêÞ ðñïôáóéáêÞ
ëïãéêÞ Pp åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò áðü áîéþìáôá-ó÷Þìáôá, ðïõ êáèÝíá ôïõò
óõíïøßæåé ìßá äõíÜìåé Üðåéñç óõëëïãÞ åíïñáôéêÜ ïñèþí ôýðùí, êáé Ýíáò áðïäåéêôéêüò
êáíüíáò ðïõ åêöñÜæåé ìßá åíïñáôéêÜ áðïäåêôÞ áñ÷Þ åîáãùãÞò åíüò óõìðåñÜóìáôïò
áðü õðïèÝóåéò. Ôá áîéþìáôá åßíáé üëá ôýðïé ôùí áêüëïõèùí ìïñöþí:10

X1. A → (B → A).
X2. (A → B) → ((A → (B → C)) → (A → C)).
X3. A → (B → A & B).
X4. A & B → A.
X5. A & B → B.
X6. A → A ∨ B.
X7. B → A ∨ B.
X8. (A → C) → ((B → C) → (A ∨ B → C)).
X9. (A → B) → ((A → ¬B) → ¬A).

X10. ¬A → (A → B).
Ï áðïäåéêôéêüò êáíüíáò ôïõ Pp åßíáé ï

ìáæß ìå ôçí åðéðëÝïí ðëçñïöïñßá ðïõ áðáéôåßôáé ãéá íá óõìðëçñùèåß ç ðñüôáóç `A(x)' ãé' áõôü ôï
x." ÁõôÞ ç åñìçíåßá ïäÞãçóå óôçí áíáäñïìéêÞ ðñáãìáôïðïßçóç· äåò §5.

10Ôï áñ÷éêü áîéùìáôéêü óýóôçìá ôïõ Glivenko ðåñéëÜìâáíå ôá X4 - X9 êáé ðáñáëëáãÝò ôùí ×2,
×3. Óôï [16] ðñüóèåóå ôá ×1 êáé ×10, ðïõ áðÝäéäå óôïí Heyting. Ï Heyting óôï [19] ðåñéëÜìâáíå
ôá ×1, ×6, ×9, ×10 êáé ðáñáëëáãÝò ôùí ×2 êáé ×8 óáí áîéþìáôá, üìùò êáôÜ ôá Üëëá ÷åéñéæüôáí ôá
& êáé ∨ äéáöïñåôéêÜ. Ï Heyting Ýäåéîå üôé ôá áîéþìáôÜ ôïõ åßíáé áíåîÜñôçôá êáé äåí áðïäåéêíýïõí
ôï ¬¬A → A. Ç åêäï÷Þ ôïõ X2 ôïõ Kleene åß÷å åðéëåãåß ãéá íá áðëïðïéåßôáé ç áðüäåéîç ôïõ
ÈåùñÞìáôïò ÁðáãùãÞò.
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R1 (Modus Ponens). Áðü ôá A êáé A → B, óõìðåñáßíïõìå ôï B.
Ìßá ôõðéêÞ áðüäåéîç óôï Pp åßíáé ìßá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá E1; : : : ;Ek áðü

ôýðïõò, êáèÝíáò áðü ôïõò ïðïßïõò åßíáé Þ áîßùìá Þ Üìåóç óõíÝðåéá, óýìöùíá ìå ôïí
áðïäåéêôéêü êáíüíá, äýï ðñïçãïýìåíùí ôýðùí ôçò áêïëïõèßáò.11 ÊÜèå áðüäåéîç
ëÝìå üôé åßíáé áðüäåéîç ôïõ ôåëåõôáßïõ ôçò ôýðïõ, ï ïðïßïò åßíáé êáôÜ óõíÝðåéá Ýíá
èåþñçìá ôïõ Pp. ÃñÜöïõìå `Pp E ãéá íá äçëþóïõìå üôé ôï E åßíáé èåþñçìá ôïõ
Pp.

ÐáñÜäåéãìá. Åäþ äßíåôáé ìßá ðëÞñçò ôõðéêÞ áðüäåéîç (óôçí ðñáãìáôéêüôçôá Ýíá
ó÷Þìá áðüäåéîçò, êáèþò ôï A ìðïñåß íá åßíáé ïðïéïóäÞðïôå ôýðïò) óôï Pp ôïõ
¬(A & ¬A), áíáöÝñïíôáò ôçí áéôéïëüãçóç êÜèå âÞìáôïò.

(1) (A & ¬A) → A. [áîßùìá áðü ôï X4]
(2) (A & ¬A) → ¬A. [áîßùìá áðü ôï X5]
(3) ((A & ¬A) → A) → (((A & ¬A) → ¬A) → ¬(A & ¬A)). [áîßùìá áðü ôï

X9]
(4) ((A & ¬A) → ¬A) → ¬(A & ¬A). [âÜóåé ôïõ R1 áðü ôá (1), (3)]
(5) ¬(A & ¬A). [âÜóåé ôïõ R1 áðü ôá (2), (4)]

Áí Γ åßíáé óõëëïãÞ ôýðùí êáé E1; : : : ;Ek ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá ôýðùí, ï êá-
èÝíáò áðü ôïõò ïðïßïõò áíÞêåé óôï Γ Þ åßíáé áîßùìá Þ Üìåóç óõíÝðåéá âÜóåé ôïõ
R1 äýï ðñïçãïýìåíùí ôýðùí, ôüôå ç E1; : : : ;Ek åßíáé ìßá ðáñáãùãÞ óôï Pp ôïõ
ôåëåõôáßïõ ôçò ôýðïõ Ek áðü ôéò õðïèÝóåéò Γ. ÃñÜöïõìå � `Pp E ãéá íá äçëþóïõìå
üôé õðÜñ÷åé ìßá ôÝôïéá ðáñáãùãÞ ìå Ek = E. Ôï áêüëïõèï èåþñçìá áðïäåéêíýåôáé
ìå åðáãùãÞ óôïí ïñéóìü ìéáò ðáñáãùãÞò· ôï áíôßóôñïöü ôïõ Ýðåôáé áðü ôïí R1.

Ôï Èåþñçìá ÁðáãùãÞò. Áí Γ åßíáé óõëëïãÞ ôýðùí êáé A, B åßíáé ôýðïé ôÝôïéïé
þóôå � ∪ {A} `Pp B, ôüôå åðßóçò � `Pp (A → B).

Ç áîéùìáôéêïðïßçóç åßíáé öôéáãìÝíç Ýôóé þóôå ç êëáóéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ Ppc
íá ðñïêýðôåé áðü ôï Pp áíôéêáèéóôþíôáò ôï áîßùìá-ó÷Þìá X10 ìå ôï éó÷õñüôåñï
X10c. ¬¬A → A.

Ïé ïñéóìïß ôçò áðüäåéîçò êáé ôçò ðáñáãùãÞò ãéá ôï Ppc åßíáé üðùò áõôïß ãéá ôï
Pp áëëÜ ìå ôá X1-X10c áíôß ãéá ôá X1-X10. Ãéá íá äåßîïõìå üôé ôï Pp åßíáé ìßá
õðïèåùñßá ôïõ Ppc áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôï `Ppc X10, ìßá ó÷åôéêÜ áðëÞ Üóêçóç.

Ôï 1929 ï Glivenko [16] áðÝäåéîå üôé áí A åßíáé ôýðïò ôÝôïéïò þóôå `Ppc A ,
ôüôå `Pp ¬¬A . ÁõôÞ ç áðëÞ ìïñöÞ éó÷ýåé ìüíï ãéá ôçí ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ, êáé
åßíáé ãíùóôÞ óáí ôï \Èåþñçìá ôïõ Glivenko."

Ãýñù óôï 1933 ï Kurt G�odel[17] êáé ï Gerhard Gentzen (äçìïóéåõìÝíï ìåôÜ ôï
èÜíáôü ôïõ óôï [14]) ðáñáôÞñçóáí áíåîÜñôçôá üôé ôï Ppc ìðïñåß íá ìåôáöñáóôåß
ðéóôÜ óôï Pp.12 ÓõíïðôéêÜ, êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ áíôéêáèßóôáôáé áðü ôç
äéðëÞ ôçò Üñíçóç, êáé óôç óõíÝ÷åéá ôï ∨ áíôéêáèßóôáôáé åðáãùãéêÜ áðü ôïí êëáóéêü
ôïõ ïñéóìü ìÝóù ôùí ¬ êáé &. Áí �g;Ag åßíáé ïé ìåôáöñÜóåéò ôùí �;A áíôßóôïé÷á,
ôüôå

(i) `Ppc (Ag ↔ A), êáé
(ii) �g `Pp Ag áí êáé ìüíï áí � `Ppc A.

11ÁõôÞ, êáèþò êáé ðáñüìïéåò ðåñéãñáöÝò, åßíáé óýíôïìåò äéáôõðþóåéò ôùí ðñïöáíþí áíôßóôïé-
÷ùí åðáãùãéêþí ïñéóìþí.

12Ôï 1925 ï Kolmogorov [32] äçìïóßåõóå ìßá äéáöïñåôéêÞ áñíçôéêÞ ìåôÜöñáóç ãéá ôï êïììÜôé
ìå → êáé ¬ ìüíï.
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Óôá 1934-35 ï Gentzen [13] áðÝäåéîå Ýíá èåþñçìá êáíïíéêÞò ìïñöÞò ãéá Ýíáí åíï-
ñáôéêü ëïãéóìü áêïëïõèçôþí, ðïõ äßíåé Ýíáí áðïôåëåóìáôéêü áëãüñéèìï ðïõ áðïöá-
óßæåé áí Ýíáò áõèáßñåôïò ôýðïò A åßíáé Þ ü÷é áðïäåßîéìïò óôï Pp. ÄåäïìÝíïõ üôé ç
åíïñáôéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ äåí äéáèÝôåé åñìçíåßá ìå ðåðåñáóìÝíïõò áëçèïðßíáêåò,
ï áëãüñéèìïò áðüöáóçò ãéá ôï Pp åßíáé ðéï ðïëýðëïêïò áð' ü,ôé ãéá ôï Ppc.

2.2. Ï åíïñáôéêüò ðñùôïâÜèìéïò êáôçãïñçìáôéêüò ëïãéóìüò Pd. Ç êáèáñÞ
ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá Ý÷åé áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò a1; a2; : : :, êáé Ýíá áñéèìÞóéìï Üðåéñï
ðëÞèïò äéáêñéôþí êáôçãïñçìáôéêþí n-ìåëþí óõìâüëùí P1(: : :); P2(: : :); : : :, ãéá êÜèå
n = 0; 1; 2; : : :, ðåñéëáìâáíïìÝíùí ôùí 0-ìåëþí ðñïôáóéáêþí óõìâüëùí. ÕðÜñ÷ïõí
äýï êáéíïýñãéá ëïãéêÜ óýìâïëá ∀ (\ãéá êÜèå") êáé ∃ (\õðÜñ÷åé").

Ïé üñïé ôçò ãëþóóáò ôïõ Pd åßíáé ïé áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò. Ïé ôýðïé ïñßæïíôáé
áðü ôá

(i) Áí ôï P(: : :) åßíáé n-ìåëÝò êáôçãïñçìáôéêü óýìâïëï êáé ïé t1; : : : ; tn åßíáé
üñïé, ôüôå ï P(t1; : : : ; tn) åßíáé (áôïìéêüò) ôýðïò.

(ii) Áí ïé A, B åßíáé ôýðïé ôüôå ôï ßäéï åßíáé êáé ïé (A & B), (A ∨ B), (A → B)
êáé (¬A).

(iii) Áí ï A åßíáé ôýðïò êáé ç x áôïìéêÞ ìåôáâëçôÞ, ôüôå ï (∀xA) êáé ï (∃xA)
åßíáé ôýðïé.

(iv) Ôßðïôå Üëëï äåí åßíáé ôýðïò.
×ñçóéìïðïéïýìå ôá x; y; z;w; x1; y1; : : : êáé ôá A;B;C; : : : ;A(x);A(x; y); : : : óáí

ìåôáâëçôÝò óôç ìåôáãëþóóá ãéá ìåôáâëçôÝò êáé ôýðïõò áíôßóôïé÷á. Ðñïíïþíôáò ãéá
ôéò åöáñìïãÝò (ð.÷. óôçí áñéèìçôéêÞ), ïé s; t; s1; t1; : : : äçëþíïõí üñïõò. Ùò ðñïò ôçí
ðáñÜëåéøç ôùí ðáñåíèÝóåùí, ôï ∀x êáé ôï ∃x óõìðåñéöÝñïíôáé üðùò ç ¬. Ç åìâÝëåéá
åíüò ðïóïäåßêôç êáé ïé åëåýèåñåò êáé äåóìåõìÝíåò åìöáíßóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò ó'
Ýíáí ôýðï, ïñßæïíôáé üðùò óõíÞèùò. Åíáò ôýðïò óôïí ïðïßï êÜèå ìåôáâëçôÞ åßíáé
äåóìåõìÝíç åßíáé ìßá ðñüôáóç Þ êëåéóôüò ôýðïò.

Áí ç x åßíáé ìåôáâëçôÞ, ï t üñïò êáé ï A(x) ôýðïò ï ïðïßïò ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé
Þ ü÷é åëåýèåñç ôçí x, ôüôå ï A(t) äçëþíåé ôï áðïôÝëåóìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò êÜèå
åëåýèåñçò åìöÜíéóçò ôçò x óôïí A(x) áðü ìßá åìöÜíéóç ôïõ t. Ç áíôéêáôÜóôáóç åßíáé
åëåýèåñç áí êáìßá åëåýèåñç åìöÜíéóç óôïí t ïðïéáóäÞðïôå ìåôáâëçôÞò äåí ãßíåôáé
äåóìåõìÝíç óôïí A(t)· óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé ç x åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü
ôïí t óôïí A(x).13

Åêôüò áðü ôá X1 - X10, ôï Pd Ý÷åé äýï êáéíïýñãéá áîéþìáôá-ó÷Þìáôá, üðïõ
ï A(x) ìðïñåß íá åßíáé ïðïéïóäÞðïôå ôýðïò êáé ï t üñïò áðü ôïí ïðïßï ç x åßíáé
áíôéêáôáóôÜóéìç óôïí A(x):

X11. ∀xA(x) → A(t).
X12. A(t) → ∃xA(x).

Åêôüò áðü ôïí R1, ôï Pd Ý÷åé äýï êáéíïýñãéïõò áðïäåéêôéêïýò êáíüíåò:
R2. Áðü ôïí C → A(x) üðïõ ç x äåí åìöáíßæåôáé åëåýèåñç óôïí C, óõìðåñáß-

íïõìå ôïí C → ∀xA(x).
R3. Áðü ôïí A(x) → C üðïõ ç x äåí åìöáíßæåôáé åëåýèåñç óôïí C, óõìðåñáß-

íïõìå ôïí ∃xA(x) → C.

13Å÷åé óçìáóßá ðïéïò Þôáí ï ôýðïò ðïõ óõìâïëéæüôáí áñ÷éêÜ ìå A(x), ãéáôß áí ïé x, y åß-
íáé äéáöïñåôéêÝò êáé åìöáíßæïíôáé êáé ïé äýï åëåýèåñåò óôïí A(x), ôüôå ç áêïëïõèßá åëåýèåñùí
áíôéêáôáóôÜóåùí x 7→ y 7→ x êáôáëÞãåé ó' Ýíá ôýðï äéáöïñåôéêü áðü ôïí A(x).
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Ìßá áðáãùãÞ (Þ ðáñáãùãÞ) óôï Pd åíüò ôýðïõ E áðü ìéá óõëëïãÞ Γ ôýðùí-
õðïèÝóåùí åßíáé ìßá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá ôýðùí, ðïõ ï êáèÝíáò ôïõò åßíáé Þ
áîßùìá óýìöùíá ìå ôá X1 - X12, Þ ìÝëïò ôïõ Γ, Þ Ýðåôáé Üìåóá ìå âÜóç ôïõò R1,
R2 Þ R3 áðü Ýíáí Þ ðåñéóóüôåñïõò ôýðïõò ðïõ åìöáíßæïíôáé ðñïçãïõìÝíùò óôçí
áêïëïõèßá. Áðüäåéîç åßíáé ìßá áðáãùãÞ ÷ùñßò õðïèÝóåéò.

Áí Γ åßíáé ìßá óõëëïãÞ ðñïôÜóåùí êáé E Ýíáò ôýðïò, ï óõìâïëéóìüò � `Pd E
óçìáßíåé üôé ìßá áðáãùãÞ ôïõ E áðü ôï Γ õðÜñ÷åé. Áí Γ åßíáé óõëëïãÞ ôýðùí,
ãñÜöïõìå � `Pd E ìüíï áí õðÜñ÷åé ìßá áðáãùãÞ ôïõ E áðü ôï Γ óôçí ïðïßá ïýôå
ï R2 ïýôå ï R3 ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ùò ðñïò ìßá ìåôáâëçôÞ åëåýèåñç óôï Γ. Ì' áõôü
ôïí ðåñéïñéóìü, ôï èåþñçìá áðáãùãÞò åðåêôåßíåôáé óôï Pd: Áí � ∪ {A} `Pd B ôüôå
� `Pd (A → B).

ÐáñÜäåéãìá. Åäþ äßíåôáé ìßá áðáãùãÞ óôï Pd ôïõ ∃xA(x) áðü ôï ∀xA(x) ÷ùñßò
÷ñÞóç ôïõ R2 Þ ôïõ R3:

(1) ∀xA(x) → A(x). [áîßùìá áðü ôï X11, ìå ôç x áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôç x
óôïí A(x)]

(2) ∀xA(x). [õðüèåóç]
(3) A(x). [ìå âÜóç ôïí R1 áðü ôá (1) êáé (2)]
(4) A(x) → ∃xA(x). [áîßùìá áðü ôï X12, ìå ôç x áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôç x

óôïí A(x)]
(5) ∃xA(x). [ìå âÜóç ôïí R1 áðü ôá (3) êáé (4)]

Ôüôå ôï `Pd ∀xA(x) → ∃xA(x) Ýðåôáé áðü ôï èåþñçìá áðáãùãÞò.
Ç êëáóéêÞ êáôçãïñçìáôéêÞ ëïãéêÞ Pdc ðñïêýðôåé áðü ôï Pd áíôéêáèéóôþíôáò

ôï X10 ìå ôï éó÷õñüôåñï X10c. Ç áñíçôéêÞ ìåôÜöñáóç åðåêôåßíåôáé óôçí êáôçãï-
ñçìáôéêÞ ëïãéêÞ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí êëáóéêü ïñéóìü ôïõ ∃ ìÝóù ôùí ∀ êáé ¬. Ç
äéáöïñÜ áíÜìåóá óôéò êáôáóêåõáóôéêÝò êáé êëáóéêÝò áðïäåßîåéò ýðáñîçò öáßíåôáé
áíÜãëõöá áðü ôéò éó÷õñÝò éäéüôçôåò ýðáñîçò êáé äéÜæåõîçò ôïõ Pd:

• Áí `Pd ∃xA(x) üðïõ êáìßá ìåôáâëçôÞ åêôüò áðü ôçí x äåí åßíáé åëåýèåñç
óôïí A(x), ôüôå `Pd A(x), ïðüôå êáé `Pd ∀xA(x).

• Áí `Pd ∀x[A(x) ∨ B(x)] üðïõ êáìßá ìåôáâëçôÞ åêôüò áðü ôçí x äåí åßíáé
åëåýèåñç óôïí A(x) Þ ôïí B(x), ôüôå `Pd ∀xA(x) Þ `Pd ∀xB(x).

2.3. ÅíïñáôéêÞ êáôçãïñçìáôéêÞ ëïãéêÞ ìå éóüôçôá Pd[=]. Ãéá íá åßíáé ÷ñÞ-
óéìç ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ, ç ôõðéêÞ ãëþóóá ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ìßá äéìåëÞ êáôçãïñç-
ìáôéêÞ óôáèåñÜ · = · ç ïðïßá íá äçëþíåé ôçí éóüôçôá. Áí ïé s, t åßíáé üñïé, ôüôå
ï s = t åßíáé áôïìéêüò ôýðïò óôïí ïðïßï üëåò ïé ìåôáâëçôÝò ðïõ åßíáé åëåýèåñåò
óôïí s Þ ôïí t åßíáé åëåýèåñåò. ÊÜèå áôïìéêüò ôýðïò ôçò ãëþóóáò ôïõ Pd åßíáé
åðßóçò áôïìéêüò óôï Pd[=], êáé ïé ôýðïé ó÷çìáôßæïíôáé áðü ôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá &;∨;→;¬;∀ êáé ∃ üðùò ðñïçãïõìÝíùò.

Ôá áîéþìáôá ôïõ Pd[=] åßíáé üëïé ïé ôýðïé ôçò åðåêôåôáìÝíçò ãëþóóáò ôùí
ìïñöþí X1 - X12, ìáæß ìå ôá áêüëïõèá áîéþìáôá ôçò éóüôçôáò, üðïõ ïé x, y êáé
z åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáâëçôÝò êáé ï A(x) ìðïñåß íá åßíáé ïðïéïóäÞðïôå áôïìéêüò
ôýðïò ôçò ãëþóóáò ôïõ Pd, óôïí ïðïßï ç x åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôçí y.

XE1. x = y → (x = z → y = z).
XE2. x = x.
XE3. x = y → (A(x) → A(y)).

Ïé áðïäåéêôéêïß êáíüíåò åßíáé ïé R1 - R3 åðåêôåôáìÝíïé óôç íÝá ãëþóóá. Ç éäéüôçôá
áíôéêáôÜóôáóçò ôçò éóüôçôáò éó÷ýåé: áí ï A(x) åßíáé ôýðïò êáé ç y åßíáé ìåôáâëçôÞ
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áðü ôçí ïðïßá ç x åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç óôïí A(x) êáé ç y äåí åìöáíßæåôáé åëåýèåñç
óôïí A(x) (åêôüò áí ç y åßíáé ç x), ôüôå `Pd[=] x = y → (A(x) ↔ A(y)).

Ôá áîéþìáôá åîáóöáëßæïõí üôé ç = åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò. Äåí áðïäåéêíýïõí
üôé ç = åßíáé áðïêñßóéìç ïýôå áêüìç åõóôáèÞò ùò ðñïò ôç äéðëÞ Üñíçóç, áöïý
6`Pd[=] ¬¬(x = y) → (x = y).14

Ìßá ôõðéêÞ ìáèçìáôéêÞ åöáñìïãÞ èá Ý÷åé áôïìéêÝò óôáèåñÝò êáé óõíáñôçóéáêÜ
óýìâïëá, ìå Ýíáí êáôÜëëçëï ïñéóìü ôïõ üñïõ, êáé üëïé ïé áôïìéêïß ôýðïé èá åßíáé
éóüôçôåò. Ôá áîéþìáôá ôçò éóüôçôáò ãéá ôéò óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò èá ðÜñïõí ôç
èÝóç ôïõ XE3, êáé ôï XE2 èá ìðïñåß íá óõíá÷èåß áðü ôá ìáèçìáôéêÜ áîéþìáôá.

3. Ç åíïñáôéêÞ áñéèìçôéêÞ HA

Ï Heyting [20] ðñþôïò áîéùìáôéêïðïßçóå ôçí åíïñáôéêÞ áñéèìçôéêÞ, ç ïðïßá ïíï-
ìÜæåôáé \áñéèìçôéêÞ Heyting " ðñïò ôéìÞ ôïõ.15 Ç åêäï÷Þ ôïõ Kleene [29] (p. 82)
ôçò HA Ý÷åé óôáèåñÝò êáé áîéþìáôá ãéá ôï ìçäÝí, ôïí åðüìåíï, ôçí ðñüóèåóç êáé
ôïí ðïëëáðëáóéáóìü, êáé ôï áðåñéüñéóôï áîßùìá-ó÷Þìá ôçò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò.

3.1. Ç áñéèìçôéêÞ Heyting êáé ç áñéèìçôéêÞ Peano. Ç ãëþóóá ôçò HA åßíáé
ìßá åöáñìïóìÝíç åêäï÷Þ ôçò ãëþóóáò ôïõ Pd[=], ÷ùñßò êáôçãïñçìáôéêÜ óýìâïëá,
áëëÜ ìå ìßá áôïìéêÞ óôáèåñÜ 0 êáé óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò ′, + êáé · . Ïé üñïé
ïñßæïíôáé åðáãùãéêÜ:

(i) Ôï 0 åßíáé üñïò.
(ii) ÊÜèå áôïìéêÞ ìåôáâëçôÞ åßíáé üñïò.

(iii) Áí ï s åßíáé üñïò, ôüôå åßíáé êáé ï (s′).
(iv) Áí ï s êáé ï t åßíáé üñïé, ôüôå åßíáé êáé ïé (s + t) êáé (s · t).
(v) Ôßðïôå äåí åßíáé üñïò åêôüò áð' ü,ôé áðáéôåßôáé áðü ôá (i) - (iv).

Ïé áôïìéêïß ôýðïé åßíáé ïé åêöñÜóåéò ôçò ìïñöÞò (s = t) , üðïõ ï s êáé ï t åßíáé
üñïé. Ïé ôýðïé ó÷çìáôßæïíôáé áð' áõôïýò üðùò óõíÞèùò, ðáñáëåßðïíôáò ðáñåíèÝóåéò
ìå ôç óýìâáóç üôé ôï ′ åßíáé éó÷õñüôåñï áðü ôá +; ·. ÊÜèå åìöÜíéóç ìéáò áôïìéêÞò
ìåôáâëçôÞò ó' Ýíáí üñï t åßíáé åëåýèåñç óôïí t (êáé óå êÜèå áôïìéêü ôýðï ðïõ
ðåñéÝ÷åé ôïí t). Åíáò üñïò Þ ôýðïò ÷ùñßò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò åßíáé êëåéóôüò.

Ôá áîéþìáôá ôçò HA åßíáé ôá ó÷Þìáôá X1 - X12 ãéá ôç ãëþóóá ôçò áñéèìç-
ôéêÞò, ôï áîßùìá éóüôçôáò XE1, ôï áîßùìá-ó÷Þìá ôçò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ãéá
áõèáßñåôïõò ôýðïõò A(x):

XInd. A(0) & ∀x(A(x) → A(x′)) → ∀xA(x);

êáé ôá åðéðñüóèåôá áîéþìáôá ãéá ôéò óôáèåñÝò ãéá ôéò ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõ-
íáñôÞóåéò:

XN1. x = y → x′ = y′ .
XN2. x′ = y′ → x = y .
XN3. ¬(x′ = 0) .
XN4. x + 0 = x .

14Ï Heyting [20] åéóÞãáãå ôñßá äéáöïñåôéêÜ óýìâïëá ãéá íá åêöñÜóåé ôñßá åßäç ó÷Ýóåùí éóü-
ôçôáò: ôç íïçìáôéêÞ (intensional) ôáõôüôçôá, ôç ìáèçìáôéêÞ ôáõôüôçôá êáé ôçí ïñéæüìåíç éóüôçôá.
Ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ êáé ïé ôñåéò Ýííïéåò óõìðßðôïõí, êáé ç áñéèìïèåùñçôéêÞ éóüôçôá åßíáé áðïêñß-
óéìç. Ç éóüôçôá ôùí áêïëïõèéþí åðéëïãþí, óôéò ïðïßåò èá áíáöåñèïýìå ìéëþíôáò ãéá ôï óõíå÷Ýò,
ïñßæåôáé åêôáóéáêÜ êáé åßíáé åõóôáèÞò ùò ðñïò ôç äéðëÞ Üñíçóç· åßíáé üìùò áíáðïêñßóéìç.

15Ï J. van Oosten [41] óçìåéþíåé üôé ïé ôõðïðïéÞóåéò ôçò HA óáí õðïèåùñßáò ôçò áñéèìçôéêÞò
Peano ïöåßëïõí ôüóá óôïí G�odel [17] êáé ôïí Kleene [29] üóá êáé óôïí Heyting. Ï Hesseling [25]
ðáñáôçñåß üôé ï G�odel ÷ñçóéìïðïßçóå ôá áîéþìáôá ôïõ Herbrand.
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XN5. x + (y′) = (x + y)′ .
XN6. x · 0 = 0 .
XN7. x · (y′) = (x · y) + x .
Ïé áðïäåéêôéêïß êáíüíåò ôçò HA åßíáé ïé R1 - R3 ãéá ôç ãëþóóá ôçò áñéèìçôéêÞò.

Ïé ðáñáãùãÝò êáé ïé áðïäåßîåéò ïñßæïíôáé åðáãùãéêÜ üðùò óõíÞèùò, êáé � `HA E
óçìáßíåé üôé ìßá ðáñáãùãÞ óôçí HA ôïõ E áðü ôï Γ õðÜñ÷åé, óôçí ïðïßá ïýôå ï R2
ïýôå ï R3 ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ùò ðñïò ìßá ìåôáâëçôÞ åëåýèåñç óôï Γ.

Ç êáôáóêåõÞ ôùí (óõíÞèùí) öõóéêþí áñéèìþí ðáñÜãåé Ýíá üíïìá Þ øçößï ãéá
ôïí êáèÝíá, Ýôóé ôï 0′′ åßíáé ôï øçößï ãéá ôï 2. ÊÜèå êëåéóôüò üñïò t ôçò ãëþóóáò
åêöñÜæåé (ùò ðñïò ôçí êýñéá åñìçíåßá) Ýíáí óõãêåêñéìÝíï öõóéêü áñéèìü· áí ôï t
åßíáé ôï áíôßóôïé÷ï øçößï, ôüôå `HA t = t. Ïé öõóéêïß áñéèìïß åßíáé äéáêñéôïß:

• `HA (x = y) ∨ ¬(x = y) .
• `HA ¬¬(x = y) → (x = y) .
• `HA (x = 0) ∨ ∃y(x = y′).

Ç êëáóéêÞ áñéèìçôéêÞ Peano PA ðñïêýðôåé áðü ôçí HA áíôéêáèéóôþíôáò ôï X10
ìå ôï éó÷õñüôåñï X10c. Ï G�odel [17] åðÝêôåéíå ôçí áñíçôéêÞ ìåôÜöñáóç óôçí PA,
áíÜãïíôáò Ýôóé ôç óõíÝðåéá ôçò PA ó' áõôÞí ôçò HA êáé äåß÷íïíôáò åðïìÝíùò üôé
ç HA äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåé ç ßäéá ôç óõíÝðåéÜ ôçò.

Ïé áðïäåßîåéò ôïõ Kleene óôï [29] ôïõ ðñþôïõ êáé ôïõ äåýôåñïõ èåùñÞìáôïò ìç
ðëçñüôçôáò ôïõ G�odel åöáñìüæïíôáé óôçí HA üðùò êáé óôçí PA. Ç áñéèìçôéêï-
ðïßçóç ôùí ìåôáìáèçìáôéêþí åß÷å ãßíåé óôï åíïñáôéêü õðïóýóôçìá, ïðüôå êÜèå ðñù-
ôïãåíþò áíáäñïìéêü êáôçãüñçìá ìðïñåß íá åêöñáóôåß óôçí HA áðü Ýíáí áðïêñß-
óéìï ôýðï. Áí ï T(e,x,w) åßíáé Ýíáò ôÝôïéïò ôýðïò ðïõ åêöñÜæåé üôé ôï \w åßíáé ï
áñéèìüò g�odel åíüò õðïëïãéóìïý ôïõ {e}(x)" êáé ï A(x) åßíáé ï ∃zT(x; x; z), ôüôå
6`HA ¬¬∀x(A(x) ∨ ¬A(x)) êé Ýôóé ç HA + ¬∀x(A(x) ∨ ¬A(x)) åßíáé óõíåðÞò.16

ÁõôÞ åßíáé ìßá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ áîéïóçìåßùôïõ ãåãïíüôïò üôé ç åíïñáôéêÞ áñéè-
ìçôéêÞ åßíáé óõíåðÞò ìå ìßá êëáóéêÜ øåõäÞ ìïñöÞ ôçò ÈÝóçò ôïõ Church, üðùò
ðñüêåéôáé íá äïýìå.

3.2. Ç áíáäñïìéêÞ ðñáãìáôïðïßçóç ôïõ Kleene ãéá ôçí åíïñáôéêÞ áñéèìç-
ôéêÞ. Ç áöåôçñßá êáé ç áíÜðôõîç ôçò áíáäñïìéêÞò ðñáãìáôïðïßçóçò (recursive real-
izability) åîéóôïñïýíôáé áðïëáõóôéêÜ áðü ôïí Jaap van Oosten óôï [41]. Ï Stephen
Kleene, ìáèçôÞò ôïõ Alonzo Church, ðÞñå óïâáñÜ õð' üøç ôïí éó÷õñéóìü ôùí Hilbert
êáé Bernays óôï [24] üôé \ìßá ðñüôáóç ôçò ìïñöÞò `õðÜñ÷åé áñéèìüò n ìå ôçí éäéüôçôá
A(n)' åßíáé . . . ìßá ìç ðëÞñçò áðüäïóç ìéáò ðñüôáóçò êáèïñéóìÝíçò ìå ðåñéóóüôåñç
áêñßâåéá, ç ïðïßá óõíßóôáôáé åßôå óôï íá äßíåôáé Üìåóá Ýíáò áñéèìüò n ìå ôçí éäéü-
ôçôá A(n), åßôå óôï íá ðáñÝ÷åôáé ìßá äéáäéêáóßá ìå ôçí ïðïßá Ýíáò ôÝôïéïò áñéèìüò
ìðïñåß íá âñåèåß . . . '." Ï Kleene ãåíßêåõóå áõôÞ ôçí éäÝá ãéá íá åñìçíåýóåé êÜèå
óýíèåôç ðñüôáóç ôçò åíïñáôéêÞò áñéèìçôéêÞò óáí ìßá ìç ðëÞñç ðåñéãñáöÞ ìéáò áðï-
ôåëåóìáôéêÞò äéáäéêáóßáò ìå ôçí ïðïßá èá ìðïñïýóå íá âåâáéùèåß ç ïñèüôçôÜ ôçò, êáé
óôç óõíÝ÷åéá åöÜñìïóå ôç ÈÝóç ôïõ Church ãéá íá ôáõôßóåé ôï \áðïôåëåóìáôéêü"
ìå ôï \áíáäñïìéêü". Ôï áðïôÝëåóìá Þôáí ç 1945-ðñáãìáôïðïßçóç Þ áñéèìçôéêÞ
ðñáãìáôïðïßçóç.17

16Ãéá íá äåßîïõìå üôé ï ¬E åßíáé óõíåðÞò ìå Ýíá åíïñáôéêü óýóôçìá ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ï
¬¬E (êáé ü÷é ï E) äåí áðïäåéêíýåôáé.

17Ï Kolmogorov [33] åß÷å íùñßôåñá ðñïôåßíåé ìßá \åñìçíåßá ôùí ðñïâëçìÜôùí" ôùí åíïñáôéêþí
óõíäÝóìùí, áëëÜ äåí ôçí åß÷å äéáóõíäÝóåé ìå ôéò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò.
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Ãéá ôïí åðáãùãéêü ïñéóìü, ôá n êáé m åßíáé öõóéêïß áñéèìïß, êáé ôï (n)i åßíáé ï
åêèÝôçò ôïõ i-ïóôïý ðñþôïõ óôçí áíÜëõóç ôïõ n óå ðñþôïõò ðáñÜãïíôåò (ìåôñþíôáò
ôï 2 óáí ôïí 0-ïóôü ðñþôï, êáé èÝôïíôáò (0)i = 0 êáôÜ óýìâáóç. Ôá äéáôåôáãìÝíá
æåýãç êùäéêïðïéïýíôáé áðü ôï (n;m) = 2n · 3m, êáé ôï {n}(m) äçëþíåé ôï áðï-
ôÝëåóìá ôçò åöáñìïãÞò ôçò n-ïóôÞò áíáäñïìéêÞò ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò óôï üñéóìá
m.

Ïñéóìüò. (Kleene 1945) Åíáò áñéèìüò n ðñáãìáôïðïéåß (realizes) ìßá ðñüôáóç E
ìüíï ùò åîÞò:

(1) ôï n ðñáãìáôïðïéåß Ýíáí êëåéóôü áôïìéêü ôýðï r = t, áí ï r = t åßíáé
áëçèéíüò ùò ðñïò ôçí êýñéá åñìçíåßá.

(2) ôï n ðñáãìáôïðïéåß ôïí A & B, áí ôï (n)0 ðñáãìáôïðïéåß ôïí A êáé ôï (n)1
ðñáãìáôïðïéåß ôïí B.

(3) ôï n ðñáãìáôïðïéåß ôïí A ∨ B, áí (n)0 = 0 êáé ôï (n)1 ðñáãìáôïðïéåß ôïí
A, Þ (n)0 6= 0 êáé ôï (n)1 ðñáãìáôïðïéåß ôïí B.

(4) ôï n ðñáãìáôïðïéåß ôïí A → B, áí, ãéá êÜèå m: áí ôï m ðñáãìáôïðïéåß ôïí
A ôüôå ôï {n}(m) ïñßæåôáé êáé ðñáãìáôïðïéåß ôïí B.

(5) ôï n ðñáãìáôïðïéåß ôïí ¬A, áí êáíÝíá m äåí ðñáãìáôïðïéåß ôïí A.
(6) ôï n ðñáãìáôïðïéåß ôïí ∀xA(x), áí, ãéá êÜèå m: ôï {n}(m) ïñßæåôáé êáé

ðñáãìáôïðïéåß ôïí A(m).
(7) ôï n ðñáãìáôïðïéåß ôïí ∃xA(x), áí ôï (n)1 ðñáãìáôïðïéåß ôïí A(m) üðïõ

m = (n)0.
Åíáò ôýðïò E åßíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïò áí êÜðïéï n ðñáãìáôïðïéåß ôçí êáèïëéêÞ

êëåéóôüôçôá ∀E ôïõ E.
Ï Kleene äéáôýðùóå ôçí åéêáóßá üôé êÜèå êëåéóôü èåþñçìá ôçò HA åßíáé ðñáãìá-

ôïðïéÞóéìï. Ï ìáèçôÞò ôïõ David Nelson åðáëÞèåõóå ôçí åéêáóßá êáé, óôç óõíÝ÷åéá,
ôõðïðïßçóå ôçí áðüäåéîç óå ìßá åðÝêôáóç ôçò HA.18 Ôï âáóéêü ëÞììá ëÝåé üôé ãéá
êÜèå êëåéóôü üñï t ðïõ åêöñÜæåé ôïí áñéèìü ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï øçößï t:

ôï n ðñáãìáôïðïéåß ôïí A(t) ⇔ ôï n ðñáãìáôïðïéåß ôïí A(t).

Ôï Èåþñçìá ôïõ Nelson. Áí C1; : : : ;Ck `HA A êáé ïé C1; : : : ;Ck åßíáé ðñáãìá-
ôïðïéÞóéìïé, ôüôå åßíáé êáé ï A.

Ðüñéóìá 1. Áí `HA ∀x1 : : : ∀xn∃yA(x1; : : : ; xn; y) , üðïõ ï A(x1; : : : ; xn; y)
ðåñéÝ÷åé åëåýèåñåò ìüíï ôéò x1; : : : ; xn; y, ôüôå õðÜñ÷åé ìßá ãåíéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñ-
ôçóç  n ìåôáâëçôþí ôÝôïéá þóôå, ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôùí x1; : : : ; xn: áí  (x1; : : : ; xn)
= y, ôüôå ï A(x1; : : : ;xn;y) åßíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïò.

Óôï [28] ï Kleene ðáñáôÞñçóå üôé ïé ðåñéðôþóåéò ôïõ ïñéóìïý ãéá ôá ∨, → êáé
∃ èá ìðïñïýóáí íá ôñïðïðïéçèïýí ãéá íá äþóïõí ìßá Üëëç Ýííïéá (ðïõ áñãüôåñá
ïíïìÜóôçêå ðñáãìáôïðïéÞóéìïò-`) ãéá ôçí ïðïßá ßó÷õå ôï áíÜëïãï ôïõ èåùñÞìáôïò
ôïõ Nelson, ìáæß ìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.19

Ðüñéóìá 2 (ôçò åêäï÷Þò ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ Nelson ãéá ôï \ðñáãìáôïðïéÞóéìïò-
`"). Áí ï A(x1; : : : ; xn; y) ðåñéÝ÷åé åëåýèåñåò ìüíï ôéò x1; : : : ; xn; y, êáé
`HA ∀x1 : : : ∀xn∃yA(x1; : : : ; xn; y) , ôüôå õðÜñ÷åé ãåíéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç  

18Ôï ôå÷íéêü ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò, óôï [40], Þôáí ìç ôåôñéììÝíï. Ï Kleene [28] áíÜããåéëå êáé
åñìÞíåõóå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Nelson. Ãéá ìßá åêôåíÞ êáé êáôáëçðôÞ óýã÷ñïíç ðñáãìÜôåõóç,
äåò Troelstra [48].

19Ïé éäéüôçôåò ôçò ýðáñîçò êáé ôçò äéÜæåõîçò ãéá ôçí HA åìðåñéÝ÷ïíôáí óáí åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò,
üðùò óçìåßùóå áñãüôåñá ï Kleene.
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ôÝôïéá þóôå ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôùí x1; : : : ; xn:

`HA A(x1; : : : ;xn;y) üðïõ  (x1; : : : ; xn) = y:

3.3. Ç ÈÝóç ôïõ Church. Åßíáé äõíáôü ç ÈÝóç ôïõ Church íá åêöñáóôåß óôç
ãëþóóá ôçò áñéèìçôéêÞò. Ìßá åêäï÷Þ (ðïõ óõíäõÜæåé êáé ôçí áñéèìÞóéìç åðéëïãÞ)
åßíáé ôï ó÷Þìá CT0:

∀x∃yA(x; y) → ∃e∀x∃w[T(e; x;w) & A(x;U(w))]

üðïõ ôï T(e; x;w) åêöñÜæåé üôé \ôï w åßíáé ï áñéèìüò g�odel åíüò õðïëïãéóìïý ôïõ
{e}(x)" êáé ôï A(x;U(w)) åßíáé óõíôïìïãñáößá ôïõ ∀z(U(w; z) → A(x; z)) üðïõ ôï
U(w,z) åêöñÜæåé üôé \ ôï z åßíáé ç ôéìÞ, áí õðÜñ÷åé, ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí õðï-
ëïãéóìü ìå áñéèìü g�odel w· áëëéþò z = 0". Ç áñßèìçóç g�odel åßíáé ðñùôïãåíþò
áíáäñïìéêÞ, êáé ôá T(e,x,w) êáé U(w,z) åßíáé áðïêñßóéìá.20 Ôï Èåþñçìá ôïõ Nel-
son óõíåðÜãåôáé ôá áêüëïõèá áðïôåëÝóìáôá óõíÝðåéáò êáé áíåîáñôçóßáò.

Ðüñéóìá 3. Ç HA + CT0 åßíáé óõíåðÞò.
Ðüñéóìá 4. Áí A(x) åßíáé ï ∃yT(x; x; y) êáé B(x) åßíáé ï A(x) ∨ ¬A(x), ôüôå

(i) 6`HA ∀x(A(x) ∨ ¬A(x)),
(ii) 6`HA ¬¬∀x(A(x) ∨ ¬A(x)); êáé
(iii 6`HA ∀x¬¬B(x) → ¬¬∀xB(x).

Áí êáé ç HA åßíáé õðïóýóôçìá ôçò PA, ç HA + CT0 åßíáé ìßá ìç êëáóéêÞ áñéèìç-
ôéêÞ. Ãéá íá äïýìå üôé ç CT0 äåí åßíáé óõíåðÞò ìå ôçí PA, Ýóôù üôé A(x,y) åßíáé ï ôý-
ðïò (y = 0 → ∀z¬T(x; x; z)) & (y 6= 0 → T(x; x; y _−1)). Ðñïöáíþò `PA ∀x∃yA(x; y).
Áêüìç êáé óôçí HA ç õðüèåóç ∀x∃w[T(e; x;w) & A(x;U(w))] óõíåðÜãåôáé üôé
∃w[T(e; e;w) & A(e;U(w)], áëëÜ `HA ∀w[T(e; e;w) → A(e;w + 1)] êáé ç áñßèìçóç
g�odel åßíáé ôÝôïéá þóôå `HA ∀w(U(w) ≤ w). Áñá Ý÷ïõìå `HA ¬∃e∀x∃w[T(e; x;w)
& A(x,U(w))], ïðüôå ç PA áðïäåéêíýåé ôçí Üñíçóç ìßáò ðåñßðôùóçò ôçò CT0.

3.4. Áîéùìáôéêïðïßçóç êáé ôñïðïðïéÞóåéò. Ïôáí ôõðïðïßçóå ôïí áñ÷éêü ïñé-
óìü, ï Nelson óõó÷Ýôéóå ìå êÜèå ôýðï A ôçò HA Ýíáí Üëëï ôýðï e r A (ìéÜò
äéáôçñçôéêÞò åðÝêôáóçò) ôçò HA, êáé óôç óõíÝ÷åéá áðÝäåéîå üôé êÜèå ôýðïò ôçò
ìïñöÞò A ↔ ∃e(e r A) Þôáí ðñáãìáôïðïéÞóéìïò êáé Üñá óõíåðÞò ìå ôçí HA. Ôï
1971 ï Troelstra ÷ñçóéìïðïßçóå ìßá åðÝêôáóç ECT0 ôçò ÈÝóçò ôïõ Church CT0,
ãéá íá ðñïóäéïñßóåé åðáêñéâþò ôçí éó÷ý ôçò áñéèìçôéêÞò ðñáãìáôïðïßçóçò ùò ðñïò
ôçí åíïñáôéêÞ áñéèìçôéêÞ.21 ÓõíïðôéêÜ, ï Troelstra Ýäåéîå üôé ïé áðïäåßîéìåò ðñï-
ôÜóåéò ôçò HA + ECT0 åßíáé áêñéâþò áõôÝò ôùí ïðïßùí ç ðñáãìáôïðïßçóç ìðïñåß
íá áðïäåé÷èåß óôçí HA, êáé üôé `HA+ECT0 (E ↔ ∃x(x r E)) ãéá êÜèå ôýðï E.

Áðü ôçí åíïñáôéêÞ Üðïøç ç ÈÝóç ôïõ Church åßíáé ðåñéïñéóôéêÞ, êáé ðéèáíüí ü÷é
áðïäåêôÞ óáí ìéá ãåíéêÞ áñ÷Þ. Ç Áñ÷Þ ôïõ Markov MP, ôï ó÷Þìá

∀x(A(x) ∨ ¬A(x)) → [¬∀x¬A(x) → ∃xA(x)];

åßíáé åðßóçò ðñïâëçìáôéêÞ. ÅðåéäÞ ç MP óõíåðÜãåôáé ôçí ßäéá ôçò ôçí ðñáãìáôï-
ðïßçóç, ç HA + MP áðïäåéêíýåé ôç óõíÝðåéá ôçò HA + ECT0 + MP.22 Ï Kreisel

20Ãéá ëåðôïìÝñåéåò êáé ôïõ ïñéóìïý ôçò åêöñáóéìüôçôáò äåò [29].
21ECT0 åßíáé ôï ó÷Þìá ∀x[A(x) → ∃yB(x; y)] → ∃e∀x[A(x) → ∃w(T(e; x;w) & B(x;U(w)))],

üðïõ ï A(x) åßíáé ó÷åäüí áñíçôéêüò (äåí ðåñéÝ÷åé ∨ êáé ∃ åêôüò áí âñßóêåôáé áêñéâþò ìðñïóôÜ áðü
Ýíáí ôýðï ÷ùñßò ðïóïäåßêôåò)· êÜèå ôýðïò e r A åßíáé áõôïý ôïõ åßäïõò.

22Ï Troelstra Ýäùóå ðåéóôéêÜ åðé÷åéñÞìáôá ãéá ôï üôé ôá \ñùóéêÜ áíáäñïìéêÜ ìáèçìáôéêÜ " ôçò
ó÷ïëÞò ôïõ Markov âáóßæïíôáé ó' áõôÞ ôç èåùñßá.
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[34] åðéíüçóå ìßá åêäï÷Þ ìå ôýðïõò ôçò ðñáãìáôïðïßçóçò, ãéá íá äåßîåé ôçí áíåîáñ-
ôçóßá ôçò Áñ÷Þò ôïõ Markov.

Áëëåò ôñïðïðïéÞóåéò ôçò ðñáãìáôïðïßçóçò Ý÷ïõí áíáðôõ÷èåß ãéá íá áðïäåé÷èåß
ìßá ðëåéÜäá áðïôåëåóìÜôùí áíåîáñôçóßáò êáé óõíÝðåéáò, êáé áõôÞ ç äéáäéêáóßá óõ-
íå÷ßæåôáé. Ç ðñùôüôõðç (êáé ðñüôõðç) Ýííïéá ðñïóöÝñåé ìßá êáôáíïçôÞ áðü ôçí
êëáóéêÞ óêïðéÜ åñìçíåßá ôçò áñéèìçôéêÞò ôïõ Heyting, üìùò äåí äéåêäéêåß ôï üôé
êáôïñèþíåé íá óõëëÜâåé ôçí åíïñáôéêÞ áñéèìçôéêÞ áëÞèåéá.

4. Ç åíïñáôéêÞ èåùñßá ôïõ óõíå÷ïýò

Ç ïõóéáóôéêÞ áíôßññçóç ôïõ Brouwer ãéá ôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ (åêôüò áðü
ôç ÷ùñßò ðåñéïñéóìü ÷ñÞóç ôçò áñéóôïôåëéêÞò ëïãéêÞò áñ÷Þò ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ
ôñßôïõ) Þôáí \ï ôñüðïò ðïõ åéóÜãåôáé êáé ðåñéãñÜöåôáé ôï óõíå÷Ýò".23 Ïëüêëçñï
ôï Ýñãï ôïõ ðáñáêéíÞèçêå áðü ôç èÝëçóÞ ôïõ íá ðåñéãñÜøåé ìßá êáôáóêåõÞ ôïõ
óõíå÷ïýò ðïõ íá âñßóêåôáé óå áñìïíßá ìå ôéò áñ÷Ýò ôïõ êáé í' áíáðôýîåé óå âáèìü
éêáíïðïéçôéêü ôá ìáèçìáôéêÜ, ðáßñíïíôáò ãéá âÜóç áõôÞ ôçí êáôáóêåõÞ.24 Áêñéâþò
ãéá íá ôï êáôïñèþóåé áõôü, äçìéïýñãçóå ôéò íÝåò Ýííïéåò ðïõ äßíïõí óôá åíïñáôéêÜ
ìáèçìáôéêÜ ôïí îå÷ùñéóôü ôïõò ÷áñáêôÞñá.

Ç éäÝá ìáò ãéá ôï óõíå÷Ýò, áò ðïýìå ãéá ôï ðñáãìáôéêü åðßðåäï Þ ãéá ôçí ðñáã-
ìáôéêÞ åõèåßá óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìéáò äéÜóôáóçò, öáßíåôáé íá âãáßíåé ðñþôá-ðñþôá
áðü ôçí áíôßëçøÞ ìáò ôïõ ÷þñïõ, ìéáò ðñùôáñ÷éêÞò, a priori üðùò ëÝåé ï Kant,
Ýííïéáò. Åôóé, ìÝ÷ñé ðïõ åìöáíßóôçêáí ïé ìç-åõêëåßäåéåò ãåùìåôñßåò êáé ÷Üèçêå
ç ìïíáäéêüôçôá ôïõ åõêëåßäåéïõ ÷þñïõ, ôï óõíå÷Ýò ìðïñïýóå íá èåùñåßôáé Ýííïéá
áñ÷éêÞ, ðïõ ìðïñïýìå Üìåóá íá óõëëÜâïõìå ìå ôç äéáßóèçóç, ôçí åíüñáóç, ðïõ äå
÷ñåéÜæåôáé í' áíáëõèåß óå Üëëåò Ýííïéåò ðéï óôïé÷åéþäåéò. ÌåôÜ üìùò áð' áõôÞ ôçí
áðþëåéá, Üñ÷éóáí ïé áðüðåéñåò ïñéóìïý ôïõ óõíå÷ïýò áðü Ýííïéåò ðïõ Ýìïéáæáí ðéï
èåìåëéþäåéò, ìå ìåèüäïõò üìùò üëï êáé ðéï áöçñçìÝíåò - Þôáí Üëëùóôå ç åðï÷Þ ðïõ
ï Cantor äçìéïýñãçóå ôç Èåùñßá Óõíüëùí, ôïõò Üðåéñïõò äéáôáêôéêïýò êáé ðëçèé-
êïýò áñéèìïýò, ç åðï÷Þ ôçò áñéèìçôéêïðïßçóçò ôçò áíÜëõóçò áðü ôïí Weierstrass,
ôïí Dedekind, ôïí Cantor êáé Üëëïõò.

Áðü ôüôå, óôá ðáñáäïóéáêÜ êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ, ôï óõíå÷Ýò èåùñåßôáé üôé åßíáé
óõëëïãÞ áðü îå÷ùñéóôÜ ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá, ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò, ðïõ
ïñßæïíôáé áðü ôïõò ñçôïýò ìå ôïìÝò Dedekind Þ áêïëïõèßåò Cauchy Þ áêïëïõèßåò
äéáóôçìÜôùí ìå ñçôÜ Üêñá. Ó' üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò, ðñÝðåé íá ìåôá÷åéñéóôïýìå ìá-
èçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá Üðåéñçò öýóçò óáí ïëïêëçñùìÝíá, ðåñáôùìÝíá. Áêüìç êáé
ïé çìé-åíïñáôéêïß ìáèçìáôéêïß üðùò ïé Poincar�e, Borel êáé Lebesgue, üôáí ðñáãìá-
ôåýïíôáé ôï óõíå÷Ýò, äåí êáôáöÝñíïõí íá êñáôÞóïõí ôçí êáôáóêåõáóôéêÞ ïðôéêÞ. Ï
Brouwer ôïõò êáôçãüñçóå üôé Þ \êáôáöåýãïõí óå ëïãéêÜ áîéþìáôá ýðáñîçò" üðùò
ôï áîßùìá ðëçñüôçôáò, Þ áëëéþò \åßíáé éêáíïðïéçìÝíïé ìå Ýíá ðÜíôá-áñéèìÞóéìï
êáé ðÜíôá-çìéôåëÝò" ([11] óåë.5) óýíïëï áñéèìþí áöïý, óôçí ðñïóðÜèåéÜ ôïõò íá
äéáôçñÞóïõí ôïí êáôáóêåõáóôéêü ÷áñáêôÞñá ôùí ïñéóìþí ôïõò, ðåñéïñßóôçêáí óå

23Áðü ôï êåßìåíï ôïõ Brouwer Changes in the Relation between Classical Logic and Mathe-
matics, ðïõ õðÜñ÷åé óôï [43], óåë.453.

24Ïðùò ëÝåé ï Beth ([2] óåë.422), \ôçí êåíôñéêÞ èÝóç óôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ êáôÝ÷åé ç
èåùñßá ôïõ óõíå÷ïýò".
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ïñßóéìá êáé Üñá áñéèìÞóéìïõ ðëÞèïõò áíôéêåßìåíá25 (ãéá ðáñÜäåéãìá, ïñßóéìåò áêï-
ëïõèßåò ñçôþí). Ôï äéáãþíéï åðé÷åßñçìá ôïõ Cantor üìùò Ýäåé÷íå üôé åßíáé áäýíáôï
íá áðáñéèìÞóïõìå üëá ôá óçìåßá ôïõ óõíå÷ïýò.

Ï Brouwer äå÷üôáí ôï åðé÷åßñçìá ôïõ Cantor. Ç ðñþôç ôïõ áðÜíôçóç óôï ðñü-
âëçìá ðïõ ðñïÝêõðôå ãéá ôá èåìÝëéá ôùí ìáèçìáôéêþí ðáñïõóéÜóôçêå óôï äéäá-
êôïñéêü ôïõ, üðïõ èåùñïýóå ôï óõíå÷Ýò óáí êÜôé ðñùôáñ÷éêü, \ôï áäéá÷þñéóôï
óõìðëÞñùìá ôïõ äéáêñéôïý", óôï ïðïßï äåí ìðïñåß íá áíá÷èåß:

\Ïìùò ôï óõíå÷Ýò óáí ìéá ïëüôçôá ìáò äüèçêå ìå ôçí åíüñáóç,
ìßá êáôáóêåõÞ ãé' áõôü, ìßá äñÜóç ðïõ èá äçìéïõñãïýóå áðü ôç
ìáèçìáôéêÞ åíüñáóç `üëá' ôá óçìåßá ôïõ óáí áôïìéêüôçôåò, åßíáé
áóýëëçðôç êáé áäýíáôç" ãéáôß ç \ìáèçìáôéêÞ åíüñáóç äåí Ý÷åé ôçí
éêáíüôçôá íá äçìéïõñãÞóåé Üëëï áðü áñéèìÞóéìá óýíïëá áôüìùí."
([5], óåë.45)

Óýìöùíá ìå ôçí åíïñáôéêÞ, äéáéóèçôéêÞ ôïõ óýëëçøç, ôï óõíå÷Ýò ìðïñåß ðñþôá-
ðñþôá íá õðïäéáéñåßôáé áðåñéüñéóôá: äýï äéáêñéôÜ óçìåßá óõíäÝïíôáé áðü áõôü ðïõ
õðÜñ÷åé \ìåôáîý" (\between") ôïõò, ðïõ ðïôÝ äåí åîáíôëåßôáé ðáñåìâÜëëïíôáò êé
Üëëá óçìåßá. Åôóé, åßíáé äõíáôüí, \áöïý Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé ìßá êëßìáêá ìå äéá-
ôáêôéêü ôýðï � [ôï äéáôáêôéêü ôýðï ôùí ñçôþí] íá åðéèÝóïõìå ôï óõíå÷Ýò óáí ìéá
ïëüôçôá." ([5], óåë.45). ÂÝâáéá ï ôñüðïò ðïõ áðü ôçí ðåñéãñáöÞ áõôÞ öáßíåôáé íá
ðåñíÜìå áðü ôïõò ñçôïýò ìå ôçí ðõêíÞ ãñáììéêÞ ôïõò äéÜôáîç óôï óõíå÷Ýò, äåí äßíåé
êáìßá êáôáóêåõÞ ôïõ óõíå÷ïýò, áðëþò õðïäçëþíåé ôç ó÷Ýóç ôùí ñçôþí ìå ôï óõíå-
÷Ýò êáé ßóùò äåí áðÝ÷åé êáé ðïëý áðü ôçí ðáñáäï÷Þ êÜðïéïõ áîéþìáôïò ðëçñüôçôáò,
áöïý ôá êåíÜ áíÜìåóá óôá ñçôÜ óçìåßá êáëýðôïíôáé áðü áõôü ôï (ìÜëëïí áîåêá-
èÜñéóôï) \ìåôáîý" ôïõò. ÐÜíôùò ç åíïñáôéêÞ êáôáóêåõÞ ôïõ óõíå÷ïýò óôÜèçêå
óôç óõíÝ÷åéá ìéá ðñüêëçóç ãéá ôïí Brouwer· ç áðÜíôçóÞ ôïõ ó' áõôü ôï ðñüâëçìá
äüèçêå áñãüôåñá êáé õðÞñîå ïõóéáóôéêÜ ç êïñõöáßá äçìéïõñãßá ôïõ. ÁíÜìåóá óå
ðïëëÝò êáé äéÜöïñåò óêÝøåéò ãýñù áðü ôï óõíå÷Ýò, óôï äéäáêôïñéêü ôïõ ï Brouwer
ðáñïõóßáóå êáé åðé÷åéñÞìáôá ãéá ôçí õðüèåóç ôïõ óõíå÷ïýò, ôçí åéêáóßá äçëáäÞ üôé
ç äåýôåñç êëÜóç áñéèìþí ôïõ Cantor êáé ôï óõíå÷Ýò Ý÷ïõí ôï ßäéï ðëÞèïò óçìåßùí:
áõôÞ éó÷ýåé êáô' áñ÷Þí ãéá ôïí ðñþéìï Brouwer, ãéáôß âëÝðïíôáò ôï óõíå÷Ýò óáí
óýíïëï óçìåßùí, åßìáóôå áíáãêáóìÝíïé íá ïñßóïõìå êÜðùò ôá óçìåßá ôïõ, êé Ýôóé
èá ðñïêýøåé Ýíá óýíïëï éóïðëçèéêü ìå ôç äåýôåñç êëÜóç áñéèìþí.26

Åôóé, óôç óêÝøç ôïõ Brouwer üðùò áõôÞ öáíåñþíåôáé ìÝóá áðü ôï äéäáêôïñéêü
ôïõ, ôï óõíå÷Ýò åß÷å ôçí õðüóôáóç ðïõ ôïõ äßíåôáé áðü ôçí åíüñáóç, ðïëý êïíôÜ óôç
ãåùìåôñéêÞ åéêüíá ôïõ, üðùò êáé ó' áõôÞ ôùí çìé-åíïñáôéêþí. Ìßá êáôáóêåõáóôéêÞ
áñéèìçôéêÞ ïðôéêÞ ôïõ óõíå÷ïýò (ìå ôçí Ýííïéá üôé âáóßæåôáé ìå êÜðïéï ôñüðï óå
êÜðïéá Ýííïéá áñéèìïý) óôÜèçêå ùò ôüôå áäýíáôç, êé Ýôóé ï ìáèçìáôéêüò ÷åéñéóìüò
ôïõ ðáñÝìåíå ðÜíôá ðñïâëçìáôéêüò.

Óôéò äéáëÝîåéò ôïõ ôçò þñéìçò ðåñéüäïõ, ï Brouwer Ýäùóå óôçí ðñþôç ôïõ ìÜëëïí
áðïññéðôéêÞ êáé ðåñéïñéóôéêÞ ðáñÝìâáóç óôá ðñïâëÞìáôá ôùí èåìåëßùí, ôï üíïìá
\Ðñþôç ÐñÜîç ôïõ Åíïñáôéóìïý".27 Ì' áõôÞí, äéá÷þñéæå áðïëýôùò ôç ãëþóóá êáé

25Åêôüò áðü ôï ðñüâëçìá ôçò ðëçèéêüôçôáò, êáé ôï ìÝôñï åíüò ôÝôïéïõ óõíüëïõ ðñáãìáôéêþí
åßíáé ìçäÝí· êáé áõôü ôï æÞôçìá áðáó÷üëçóå áðü íùñßò (êáé) ôïí Brouwer.

26Ï Brouwer åðéóçìáßíåé âÝâáéá üôé ôï ðñüâëçìá äåí Ý÷åé ôåèåß óùóôÜ, áöïý \ïýôå ç äåýôåñç
êëÜóç áñéèìþí ïýôå ôï óõíå÷Ýò óáí ìßá ïëüôçôá åîáôïìéêåõìÝíùí óçìåßùí Ý÷ïõí ìáèçìáôéêÞ
ýðáñîç" ([5], óåë.83).

27Ç Ðñþôç ÐñÜîç ôïõ Åíïñáôéóìïý. Ï ðëÞñçò äéá÷ùñéóìüò ôùí ìáèçìáôéêþí áðü ôç ìáèç-
ìáôéêÞ ãëþóóá êé åðïìÝíùò áðü ôá öáéíüìåíá ôçò ãëþóóáò ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé áðü ôç èåùñçôéêÞ



ÔÁ ÅÍÏÑÁÔÉÊÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ ÊÁÉ Ç ËÏÃÉÊÇ ÔÏÕÓ 15

ôç ëïãéêÞ áðü ôá ìáèçìáôéêÜ êé üñéæå üôé ç åíüñáóç ôùí ðïëëþí-óáí-Ýíá (many-
oneness) åßíáé ç ìüíç âÜóç ôçò ìáèçìáôéêÞò äñáóôçñéüôçôáò - ðñÜãìáôá ðïõ åß÷áí
Þäç äéáôõðùèåß óôï äéäáêôïñéêü ôïõ. Áíáãíþñéóå üìùò ôéò ðåñéïñéóìÝíåò äõíáôü-
ôçôåò áíÜðôõîçò ìáèçìáôéêþí (ìüíï êïììÜôéá ôùí ìáèçìáôéêþí ìå äéáêñéôü ÷áñá-
êôÞñá üðùò ç áñéèìçôéêÞ êáé ç Üëãåâñá äéáóþæïíôáí): \Áöïý ôï óõíå÷Ýò ìïéÜæåé
íá ìÝíåé Ýîù áðü ôçí åìâÝëåéÜ ôçò, èá öïâüôáí êáíåßò ó' áõôü ôï óôÜäéï üôé óôïí
Åíïñáôéóìü äåí õðÜñ÷åé èÝóç ãéá ôçí áíÜëõóç." ([11], óåë.7). Êáé ôüôå ðáñïõóßáóå
ôç \Äåýôåñç ÐñÜîç ôïõ Åíïñáôéóìïý",28 ìå ôçí ïðïßá åéóÞãáãå ôéò íÝåò ôïõ Ýííïéåò,
ôéò áêïëïõèßåò åëåýèåñùí åðéëïãþí (free choice sequences) êáé ôá åßäç (species). Ì'
áõôÝò ôéò Ýííïéåò îåêßíçóå ôçí åíïñáôéêÞ áíáêáôáóêåõÞ ôçò áíÜëõóçò.

4.1. Ç èåùñßá ôùí Brouweréáíþí óõíüëùí.

4.1.1. Áêïëïõèßåò åðéëïãþí (choice sequences). Ïðùò åßäáìå, ï ñüëïò ôùí Üðåéñùí
áêïëïõèéþí åßíáé êñßóéìïò óå ìéá áñéèìçôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôïõ óõíå÷ïýò. Ï Borel åß÷å
äéáôõðþóåé ôçí ðáñáôÞñçóç üôé ï ìüíïò ôñüðïò íá öôéÜîïõìå ôï óõíå÷Ýò, Ý÷ïíôáò
óôá ÷Ýñéá ìáò ìüíï áêïëïõèßåò ñçôþí, ÷ùñßò íá åðéâÜëïõìå ôçí ýðáñîç ðñáãìáôé-
êþí áñéèìþí ìå áîéþìáôá, èá Þôáí íá õéïèåôÞóïõìå óáí ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ôéò
áêïëïõèßåò ðïõ ãåííéïýíôáé ìå áõèáßñåôåò åðéëïãÝò áíôéêåéìÝíùí. Ïìùò óáí êá-
ôáóêåõáóôéêüò (constructivist) ìáèçìáôéêüò äßóôáæå, áí êáé äåí áðÝññéðôå åíôåëþò
ôçí éäÝá:

\...ãíùñßæïõìå üôé ç êáèáñÜ áñéèìçôéêÞ Ýííïéá ôïõ óõíå÷ïýò áðáéôåß
íá áðïäå÷ôïýìå ôç íïìéìüôçôá ìéáò áñéèìÞóéìçò áðåéñßáò äéáäï÷é-
êþí åðéëïãþí. ÁõôÞ ç íïìéìüôçôá ìïõ öáßíåôáé éäéáßôåñá óõæçôÞ-
óéìç, üìùò ðáñ' üë' áõôÜ èá Ýðñåðå íá êÜíïõìå ôç äéÜêñéóç áíÜìåóá
ó' áõôÞ ôç íïìéìüôçôá êáé ôç íïìéìüôçôá ìéáò ìç áñéèìÞóéìçò áðåé-
ñßáò ... Ç äåýôåñç Ýííïéá ìïõ öáßíåôáé ... áðïëýôùò ÷ùñßò íüçìá
..." ([3] êáé [50] ôüìïò 2, óåë.641).

Ï Brouwer, ìå ôç Äåýôåñç ÐñÜîç ôïõ Åíïñáôéóìïý, äÝ÷ôçêå ôéò áêïëïõèßåò åëåýèå-
ñùí åðéëïãþí óáí íüìéìá ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá. 29 Ïðùò èá äïýìå, âñÞêå ðùò íá
÷ñçóéìïðïéåß áõôÜ ôá Üðåéñá, áêáèüñéóôá áíôéêåßìåíá ìå êáôáóêåõáóôéêü ôñüðï, ìå
ôï íá ôá âëÝðåé óá íá Ý÷ïõí äýï êïììÜôéá: Ýíá ðåðåñáóìÝíï, Þäç êáôáóêåõáóìÝíï

ëïãéêÞ, ç áíáãíþñéóç üôé ôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ åßíáé ìßá ïõóéùäþò áãëùóóéêÞ äñáóôçñéüôçôá
ôïõ íïõ ðïõ ðçãÜæåé áðü ôçí áíôßëçøç ìéáò êßíçóçò ôïõ ÷ñüíïõ. ÁõôÞ ç áíôßëçøç ôïõ ÷ñüíïõ
ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ùò ç äéÜóðáóç ìéáò óôéãìÞò æùÞò óå äýï äéáêñéôÜ ðñÜãìáôá, ðïõ ôï Ýíá äßíåé
ôç èÝóç ôïõ óôï Üëëï, áëëÜ äéáôçñåßôáé óôç ìíÞìç. Áí ç äõÜäá ðïõ ãåííéÝôáé Ýôóé áðïãõìíùèåß
áðü êÜèå ðïéüôçôá, áðïìÝíåé ç êåíÞ ìïñöÞ ôïõ êïéíïý õðïóôñþìáôïò üëùí ôùí äõÜäùí. Êáé åßíáé
áõôü ôï êïéíü õðüóôñùìá, áõôÞ ç êåíÞ ìïñöÞ, ðïõ åßíáé ç âáóéêÞ åíüñáóç ôùí ìáèçìáôéêþí. ([11],
óåë.4)

28Ç Äåýôåñç ÐñÜîç ôïõ Åíïñáôéóìïý. Ç áðïäï÷Þ äýï ôñüðùí äçìéïõñãßáò íÝùí ìáèçìáôé-
êþí ïíôïôÞôùí: ðñþôá ìå ôç ìïñöÞ Üðåéñùí áêïëïõèéþí áðü ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ðïõ Ý÷ïõí
Þäç äçìéïõñãçèåß, ïé ïðïßåò óõíå÷ßæïíôáé ðåñéóóüôåñï Þ ëéãüôåñï åëåýèåñá (Ýôóé þóôå, ãéá ðáñÜ-
äåéãìá, Üðåéñá äåêáäéêÜ êëÜóìáôá ðïõ ïýôå Ý÷ïõí áêñéâåßò ôéìÝò ïýôå êáìßá åããýçóç üôé êÜðïôå èá
áðïêôÞóïõí áêñéâåßò ôéìÝò íá ãßíïíôáé áðïäåêôÜ)· äåýôåñïí, ìå ôç ìïñöÞ ôùí ìáèçìáôéêþí åéäþí
(species), äçëáäÞ éäéïôÞôùí ðïõ õðïôßèåíôáé ãéá ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ðïõ Ý÷ïõí Þäç äçìéïõñãç-
èåß, ðïõ éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞêç üôé áí éó÷ýïõí ãéá ìéá êÜðïéá ìáèçìáôéêÞ ïíôüôçôá, éó÷ýïõí
åðßóçò êáé ãéá üëåò ôéò ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ðïõ Ý÷ïõí ïñéóôåß íá åßíáé `ßóåò' ì' áõôÞí, üðïõ ïé
ïñéóìïß ôçò éóüôçôáò ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí ôéò óõíèÞêåò ôçò óõììåôñßáò, ôçò áíáêëáóôéêüôçôáò
êáé ôçò ìåôáâáôéêüôçôáò. ([11], óåë.8)

29Óôçí õéïèÝôçóç áõôÞò ôçò Ýííïéáò åêöñÜóôçêå ç êáíôéáíÞò ðñïÝëåõóçò ÜðïøÞ ôïõ üôé ïé
ìáèçìáôéêÝò êáôáóêåõÝò åßíáé åóùôåñéêÜ, åëåýèåñá äçìéïõñãÞìáôá ôïõ íïõ ôïõ äçìéïõñãïýíôïò
õðïêåéìÝíïõ (creating subject), ïðôéêÞ ðïõ åðçñÝáóå ôçí åðé÷åéñçìáôïëïãßá ôïõ.
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êïììÜôé, ðïõ åðéôñÝðåé íá ãßíåôáé ãíÞóéá êáôáóêåõáóôéêÞ ÷ñÞóç ôçò Üðåéñçò áêï-
ëïõèßáò óå ïñéóìÝíåò ðåñéóôÜóåéò, êé Ýíá Üðåéñï, áðñïóäéüñéóôï êïììÜôé ðïõ êÜíåé
äõíáôÞ ôç ãÝíåóç ïëüêëçñïõ ôïõ óõíå÷ïýò, êáèþò îåöåýãåé áðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò
ðïõ èá åðéâÜëëïíôáí áðü ïðïéïäÞðïôå åßäïò ïñéóéìüôçôáò.

4.1.2. Ïé íÝåò Ýííïéåò óõíüëùí. Ç êáéíïýñãéá ìáôéÜ ôïõ Brouwer óôá èåìÝëéá ôùí
ìáèçìáôéêþí ðáñïõóéÜóôçêå óôï Üñèñï ôïõ 1918 \Èåìåëßùóç ôçò Óõíïëïèåùñßáò
áíåîÜñôçôá áðü ôïí ëïãéêü íüìï ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñßôïõ. ÌÝñïò Ðñþôï: ÃåíéêÞ
Óõíïëïèåùñßá." [8]. Åêåß, áíôß ãéá ôá óýíïëá ôïõ Cantor, ðñïôåßíïíôáé äýï åíáëëá-
êôéêÝò Ýííïéåò óáí âÜóç ãéá ôçí áíÜëõóç, ï éóôüò (Menge, spread)30 êáé ôï åßäïò
(species).

Åßäïò: ôï óýíïëï óáí éäéüôçôá. Ôï åßäïò åßíáé óõããåíéêü óôçí ðñáãìáôéêüôçôá
ìå ôï óýíïëï üðùò ãßíåôáé áíôéëçðôü óôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ. Åíá åßäïò åßíáé ìßá
éäéüôçôá, áëëÜ ìßá éäéüôçôá \ðïõ õðïôßèåôáé ãéá ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ðïõ Ý÷ïõí
ðñïçãïõìÝíùò äçìéïõñãçèåß", êáé åßíáé óõìâáôü ìå ôçí Ýííïéá éóüôçôáò (ãåíéêÜ ìéá
ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò) ôùí èåùñïýìåíùí ìáèçìáôéêþí ïíôïôÞôùí. Ôï üôé ìßá ìáèçìá-
ôéêÞ ïíôüôçôá Ý÷åé ìéá éäéüôçôá (ïðüôå \áíÞêåé óôï åßäïò"), âåâáéþíåôáé êé áõôü áðü
ìßá êáôáóêåõÞ· ôï åßäïò ëïéðüí íïåßôáé óáí ìßá êáôáóêåõÞ ìÝóá óå ìßá êáôáóêåõÞ.
Äýï åßäç åßíáé ßóá \áí ãéá êÜèå óôïé÷åßï ôïõ êáèåíüò Ýíá óôïé÷åßï ôïõ Üëëïõ ßóï ì'
áõôü ìðïñåß íá õðïäåé÷èåß". Ìå ôïí ïñéóìü áõôüí ôïõ åßäïõò, áðïöåýãïíôáé ôá ðñï-
âëÞìáôá ôçò ìç êáôçãïñçìáôéêüôçôáò êáé ôçò áõôïáíáöïñÜò: \Ýíá åßäïò ìðïñåß íá
åßíáé óôïé÷åßï åíüò Üëëïõ åßäïõò, ðïôÝ üìùò óôïé÷åßï ôïõ åáõôïý ôïõ!" äéáðéóôþíåé
ï ßäéïò ï Brouwer ([11], óåë.8).

Éóôüò: ôï óýíïëï óáí íüìïò. Ïìùò ðïéåò åßíáé ïé ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ðïõ
ìðïñåß íá åßíáé óôïé÷åßá ôùí åéäþí, åêôüò áðü ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò; Ç ãÝíåóç
ôùí ìáèçìáôéêþí ïíôïôÞôùí ðñïêýðôåé áðü ôç ìáèçìáôéêÞ äñáóôçñéüôçôá ðïõ áðï-
ôõðþíåôáé óôç ñéæéêÜ êáéíïýñãéá Ýííïéá óõíüëïõ, ôïí éóôü. Ó' áõôÞí áêñéâþò ôçí
Ýííïéá åßíáé ðïõ áîéïðïéåßôáé ç áðïäï÷Þ ôùí áêïëïõèéþí åëåýèåñùí åðéëïãþí. ÊÜèå
óôïé÷åßï åíüò éóôïý êáôáóêåõÜæåôáé óôáäéáêÜ: óå êÜèå óôÜäéï äéáëÝãïõìå, õðá-
êïýïíôáò óå êÜðïéïõò ðåñéïñéóìïýò, áêüìá Ýíá êïììÜôé ôïõ óôïé÷åßïõ, öôéÜ÷íïíôáò
Ýôóé ìéá êáëýôåñç ðñïóÝããéóÞ ôïõ. ÓõãêåêñéìÝíá:

Åíáò éóôüò äçìéïõñãåßôáé i) ìå äéáäï÷éêÝò åðéëïãÝò öõóéêþí áñéèìþí· êÜèå åðé-
ëïãÞ åîáñôÜôáé áðü ôéò ðñïçãïýìåíåò, êáé ãßíåôáé åßôå åëåýèåñá åßôå õðáêïýïíôáò óå
êÜðïéïõò ðåñéïñéóìïýò, êáé ii) óõó÷åôßæïíôáò ìåôÜ áðü êÜèå åðéëïãÞ Ýíá áíôéêåßìåíï
áðü Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðñï�õðÜñ÷ïí áñéèìÞóéìï óýíïëï. Ïé ðåñéïñéóìïß ôïõ i) êáé ïé
óõó÷åôßóåéò ôïõ ii) äßíïíôáé áðü ôï íüìï ôïõ éóôïý (spread law), óôçí ðñáãìáôéêü-
ôçôá Ýíá æåõãÜñé íüìùí, ôï íüìï åðéëïãÞò (choice law) (ï ïðïßïò åðßóçò êáèïñßæåé
áí ç äéáäéêáóßá èá ôåñìáôéóôåß Þ èá óõíå÷éóôåß, êáé óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç åßíáé áíá-
ãêáßï íá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá åðéôñåðôÞ åðéëïãÞ ãéá ôï åðüìåíï âÞìá)31 êáé ôï

30Ï Brouwer áñ÷éêÜ ÷ñçóéìïðïßçóå ôïí üñï Menge, ðïõ üìùò Þôáí ôáõôéóìÝíïò ìå ôá óýíïëá
ôïõ Cantor, êáé áñãüôåñá ôïí üñï spread (åðÝêôáóç, äéÜäïóç). Ï üñïò éóôüò (áñ÷áßá åëëçíéêÞ
ëÝîç (êáé) ãéá ôïí áñãáëåéü) ðïõ äéáëÝîáìå, ðñïÝñ÷åôáé áðü ìßá áíáëïãßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ó'
Ýíá áäçìïóßåõôï Üñèñï ôïõ ï Wim Veldman, ßóùò ï ìïíáäéêüò óýã÷ñïíïò ìáèçìáôéêüò ðïõ êÜíåé
ìáèçìáôéêÜ áêñéâþò ìå ôïí ôñüðï ôïõ Brouwer, ãéá íá ðåñéãñÜøåé ôïí êáèïëéêü éóôü (universal
spread), ðïõ èá ïñßóïõìå ðéï êÜôù.

31Áõôü óçìáßíåé üôé ìðïñïýìå íá èåùñïýìå ðùò ìüíï Üðåéñåò áêïëïõèßåò ðáñÜãïíôáé áðü ôï
íüìï ôïõ éóôïý.
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íüìï óõó÷Ýôéóçò. Ðñïóðáèþíôáò íá ðåñéãñÜøåé ôç öýóç ôùí `íüìùí', ï Brouwer óç-
ìåéþíåé: \...ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé Ýíáò íüìïò éóôïý ðáñÜãåé ìéá ïäçãßá32 óýìöùíá
ìå ôçí ïðïßá ..." ([11], óåë.15).

Ôá óôïé÷åßá ôïõ éóôïý åßíáé ïé áêïëïõèßåò (Üðåéñåò Þ ðåðåñáóìÝíåò) ôùí áíôéêåé-
ìÝíùí ðïõ Ý÷ïõí óõó÷åôéóôåß ìå êÜèå áêïëïõèßá åðéëïãþí. Åôóé Ýíá óôïé÷åßï ìðïñåß
íá ðáñáìÝíåé ðÜíôïôå çìéôåëÝò, ðÜíôïôå äçìéïõñãïýìåíï. Ï éóôüò ðïõ äçìéïõñãåßôáé
Ýôóé äåí èåùñåßôáé üôé åßíáé ç ïëüôçôá ôùí óôïé÷åßùí ôïõ, ðáñÜ ôáõôßæåôáé ìå ôï íüìï
ôçò äçìéïõñãßáò ôïõ. Ç ðåñéãñáöÞ ôçò Ýííïéáò ôïõ éóôïý åßíáé ðåñßðëïêç êáé ìáêñéÜ,
üìùò ï Brouwer Ýëåãå üôé äåí ìðïñïýóå íá áðïöýãåé êÜôé ôÝôïéï. ÊáôÜ êáéñïýò
Ýêáíå äéÜöïñåò ôñïðïðïéÞóåéò óôéò ëåðôïìÝñåéåò ôïõ ïñéóìïý ðïõ áöïñïýóáí ãéá
ðáñÜäåéãìá ôç öýóç ôùí åðéâáëëüìåíùí ðåñéïñéóìþí.

ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üôé êÜèå åðéëïãÞ êáé óõíáêüëïõèç óõó÷Ýôéóç ãßíïíôáé áðïôåëå-
óìáôéêÜ êáé åðïìÝíùò åßíáé áðïêñßóéìï ôï áí ìßá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá åðéëïãþí Þ
áíôéêåéìÝíùí õðïøÞöéùí ãéá óõó÷Ýôéóç åßíáé åðéôñåðôÞ, äåí óõìâáßíåé ôï ßäéï êáé ãéá
ôéò Üðåéñåò áêïëïõèßåò: ìßá áêïëïõèßá åëåýèåñùí åðéëïãþí äçìéïõñãåßôáé óå âÞìáôá·
áí óå êÜðïéï âÞìá ï íüìïò åðéëïãÞò êáèïñßæåé üôé ôï ðåðåñáóìÝíï êïììÜôé ðïõ Ý÷åé
Þäç äçìéïõñãçèåß äåí õðáêïýåé ðéá óôïõò ðåñéïñéóìïýò, ôüôå âÝâáéá ãíùñßæïõìå üôé
ç áêïëïõèßá äåí `áíÞêåé' óôïí éóôü. Ïóï üìùò äåí óõìâáßíåé íá áðïññßðôåôáé, äåí
ìðïñïýìå ðïôÝ íá åßìáóôå óßãïõñïé üôé áõôü äåí èá óõìâåß óå êÜðïéï åðüìåíï âÞìá,
êé áõôü åßíáé ôï ôßìçìá ôçò åëåõèåñßáò óôç äçìéïõñãßá ôçò áêïëïõèßáò.

Ïé éóôïß åßíáé áíôéêåßìåíá ðéï âáóéêÜ áðü ôá åßäç: ï éóôüò ðáñÜãåé ôá óôïé÷åßá
ôïõ, åíþ ôï åßäïò Ý÷åé óôïé÷åßá áðü ðñéí êáôáóêåõáóìÝíá, êé áõôü ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ãéá
ìéá ìáèçìáôéêÞ ïíôüôçôá þóôå í' áíÞêåé ó' Ýíá åßäïò, åßíáé ç åíïñáôéêÞ äéêáéïëüãçóç
üôé äéáèÝôåé ôçí éäéüôçôá ðïõ ðñïóäéïñßæåé ôï åßäïò.

4.1.3. Ïé éóôïß óáí äÝíôñá êáé ìßá ôïðïëïãßá ãé' áõôïýò. Ìðïñïýìå íá óêåöôüìá-
óôå ôïõò éóôïýò óáí äÝíôñá, ìå êüìâïõò ôéò ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò ôùí óõó÷åôé-
óìÝíùí áíôéêåéìÝíùí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò äéáäï÷éêÝò åðéëïãÝò, êáé ðïõ üëá ôïõò
ôá êëáäéÜ åßíáé Üðåéñá (êëáäß åßíáé ìéá áêïëïõèßá ôçò ïðïßáò üëá ôá áñ÷éêÜ ôìÞìáôá
áíÞêïõí óôï äÝíôñï). Ï ßäéïò ï Brouwer ÷ñçóéìïðïéïýóå ôçí åéêüíá ôùí êüìâùí
üðùò ðáñáðÜíù üôáí ðåñéÝãñáöå ôïõò éóôïýò.

Ì' Ýíá ðïëý öõóéïëïãéêü ôñüðï ìðïñåß íá ïñéóôåß ìßá ôïðïëïãßá ó' Ýíáí éóôü:
èåùñþíôáò óáí óçìåßá ôá Üðåéñá êëáäéÜ ôïõ éóôïý (ìå ôçí åéêüíá ôïõ äÝíôñïõ) êáé
ðáßñíïíôáò óáí âÜóç ãéá ôçí ôïðïëïãßá ôá óýíïëá Nu, üðïõ Nu åßíáé ôï óýíïëï
ôùí Üðåéñùí êëáäéþí ìå áñ÷éêü ôìÞìá u.

4.1.4. Ðáñáäåßãìáôá. Äßíïõìå ôþñá ôá äýï ðéï óçìáíôéêÜ ðáñáäåßãìáôá éóôþí.
1. ï êáèïëéêüò éóôüò (universal spread), ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôï íüìï åðéëïãÞò

ðïõ åðéôñÝðåé ôçí åðéëïãÞ ïðïéïõäÞðïôå öõóéêïý áñéèìïý óå êÜèå âÞìá, êáé ôï íüìï
óõó÷Ýôéóçò ðïõ óõó÷åôßæåé ôåôñéììÝíá ìåôÜ áðü êÜèå åðéëïãÞ ôïí ßäéï ôïí áñéèìü
ðïõ Ý÷åé åðéëåãåß. Ì' áõôü ôïí éóôü äçìéïõñãïýíôáé üëåò ïé áêïëïõèßåò öõóéêþí
áñéèìþí, êé Ýôóé ôï åßäïò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ åßíáé ìç áñéèìÞóéìï. ÅöïäéáóìÝíïò
ìå ôçí ôïðïëïãßá ôùí áñ÷éêþí ôìçìÜôùí, ãßíåôáé ï ãíùóôüò ÷þñïò Baire, êé Ýôóé
åßíáé Borel-éóïìïñöéêüò (äçëáäÞ Ý÷åé ïõóéáóôéêÜ ôçí ßäéá äïìÞ áðü ôçí Üðïøç ôçò
èåùñßáò ìÝôñïõ) ìå ôï óýíïëï R ôùí ðáñáäïóéáêþí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí· åßíáé
âÝâáéá (ôïðïëïãéêÜ) ïìïéïìïñöéêüò ìå ôïõò Üññçôïõò áñéèìïýò. ÁõôÞ ç ôüóï ãå-
íéêÞ êáé åëåýèåñç äéáäéêáóßá ðïõ õðáãïñåýåôáé áðü ôïí êáèïëéêü éóôü óõëëáìâÜíåé

32\ÕðïãñÜììéóç" äéêéÜ ìáò.
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ôçí ïõóßá ôçò äçìéïõñãßáò ôïõ åíïñáôéêïý óõíå÷ïýò, êáé âáóéóìÝíïé ó' áõôÞí, âÜ-
æïíôáò êÜðïéïõò ü÷é ïõóéáóôéêïýò ðåñéïñéóìïýò, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ðéá ôïõò
ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò óôá ðëáßóéá ôïõ åíïñáôéóìïý.

2. ðä-éóôüò (fan)33 åßíáé Ýíáò éóôüò ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò. Ïé ðä-éóôïß, ðïõ
åßíáé óõìðáãåßò óôçí ôïðïëïãßá ðïõ ïñßóáìå, ðáßæïõí éäéáßôåñï ñüëï óôçí áíÜðôõîç
ìéáò èåùñßáò ôçò áíÜëõóçò, åîáéôßáò ôïõ ðéï ðñïóäéïñéóìÝíïõ ÷áñáêôÞñá ôïõò. Åíáò
ðä-éóôüò ìå îå÷ùñéóôÞ óçìáóßá åßíáé ï äõáäéêüò éóôüò, ðïõ äçìéïõñãåß üëåò ôéò
Üðåéñåò áêïëïõèßåò áðü 0 êáé 1, ï ïðïßïò ìå ôçí ôïðïëïãßá ôùí áñ÷éêþí ôìçìÜôùí,
ãßíåôáé ï óçìáíôéêüôáôïò ÷þñïò ôïõ Cantor.

Ôï åíïñáôéêü óõíå÷Ýò êáé ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß åßíáé ôï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá,
ðïõ äßíåôáé óôç óõíÝ÷åéá.

4.2. Ôï åíïñáôéêü óõíå÷Ýò.

4.2.1. Ï éóôüò ôùí óçìåßùí ôïõ óõíå÷ïýò êáé ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß. Áò èåùñÞ-
óïõìå34 ôï åßäïò ôùí äõáäéêþí êëáóìÜôùí a=2n, üðïõ a áêÝñáéïò êáé n öõóéêüò,
ìå ôç óõíçèéóìÝíç ôïõò äéÜôáîç. Ó' áõôü ôï åßäïò, èåùñïýìå ôá êëåéóôÜ äéáóôÞìáôá
ôçò ìïñöÞò Im;n = [m=2n; (m + 2)=2n] êáé ìßá áñßèìçóç ôùí æåõãáñéþí öõóéêþí
áñéèìþí p1; p2; ::: ìå pi =< ri; si >, êáé ôïí åîÞò éóôü: óôï ðñþôï âÞìá åðéôñÝðåôáé
ç åðéëïãÞ ïðïéïõäÞðïôå öõóéêïý áñéèìïý n êáé óõó÷åôßæåôáé ôï äéÜóôçìá Irn;sn · áí
ïé a1; :::; an Ý÷ïõí åðéëåãåß êáé ôï äéÜóôçìá Ir;s Ý÷åé óõó÷åôéóôåß, ôüôå åðéôñÝðåôáé
íá åðéëåãåß ï áñéèìüò k ìüíï áí ôï Irk;sk ðåñéÝ÷åôáé ãíÞóéá óôï Ir;s, êáé áí ï k åðé-
ëåãåß, ôüôå óõó÷åôßæåôáé ôï äéÜóôçìá Irk;sk . Ôá óôïé÷åßá áõôïý ôïõ éóôïý, áõôÝò ïé
åð' Üðåéñïí ðáñáãüìåíåò áêïëïõèßåò êëåéóôþí äéáóôçìÜôùí ìå ìÞêç ðïõ óõãêëßíïõí
óôï 0, åßíáé ôá óçìåßá ôïõ óõíå÷ïýò.35

Ìßá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ïñßæåôáé ôþñá ãéá ôá óçìåßá áõôÜ: äýï óçìåßá p êáé q
óõìðßðôïõí áí êÜèå äéÜóôçìá ôïõ p êáëýðôåé ðëÞñùò Þ ìåñéêÜ êÜèå äéÜóôçìá ôïõ
q. ÊÜèå êëÜóç éóïäõíáìßáò åßíáé Ýíá åßäïò ðïõ ïíïìÜæåôáé ðõñÞíáò óçìåßùí (point
core) êé Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò ïñßæåôáé íá åßíáé áêñéâþò áõôü. Ôï åßäïò áõôþí
ôùí ðõñÞíùí óçìåßùí åßíáé ôï åíïñáôéêü óõíå÷Ýò. Ç éóüôçôá ìåôáîý ðñáãìáôéêþí
ðñïêýðôåé áðü ôç ó÷Ýóç óýìðôùóçò: áí r êáé s åßíáé ðñáãìáôéêïß êáé p; q áíôéðñü-
óùðïé ôùí r; s áíôßóôïé÷á, ôüôå r = s áí êáé ìüíï áí ïé p êáé q óõìðßðôïõí.

Ï Brouwer Ýäùóå ðïëëÝò áíÜëïãåò êáôáóêåõÝò ôïõ óõíå÷ïýò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ãéá ðáñÜäåéãìá áêïëïõèßåò ñçôþí Þ äõáäéêÜ êëÜóìáôá ìå äéÜöïñåò óõíèÞêåò óý-
ãêëéóçò. Ï Heyting Ýäùóå åðßóçò êÜðïéåò êáôáóêåõÝò áõôïý ôïõ ôýðïõ, ÷ñçóéìï-
ðïéþíôáò ôï ÷áñáêôçñéóôéêü üíïìá ãåííÞôïñåò ðñáãìáôéêþí áñéèìþí (real number
generators) ãéá ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ðõñÞíåò óçìåßùí. ÁõôÞ ç ðåñéãñáöÞ ôùí ðñáã-
ìáôéêþí áñéèìþí ëýíåé ôá ðñïâëÞìáôá ôçò ðëçèéêüôçôáò êáé ôïõ ìÝôñïõ áðü ôçí
åíïñáôéêÞ Üðïøç. Åðßóçò, åðéôñÝðåé ôçí åìöýôåõóç ôùí ñçôþí óôïõò ðñáãìáôéêïýò
ìå Ýíá öõóéïëïãéêü ôñüðï, áöïý êÜèå ñçôüò áíÞêåé óå ìßá áêïëïõèßá äéáóôçìÜôùí
ôçò ìïñöÞò Im;n ìå ìÞêç ðïõ ôåßíïõí óôï 0. Ïìùò ïé äéáöïñÝò áðü ôïõò ðñáãìáôé-
êïýò áñéèìïýò ôùí êëáóéêþí ìáèçìáôéêþí ðáñáìÝíïõí ìåãÜëåò, üðùò öáßíåôáé áðü
áõôÜ ðïõ áêïëïõèïýí.

33Ï üñïò âåíôÜëéá Ý÷åé åðßóçò ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôçí áðüäïóç óôá åëëçíéêÜ ôïõ fan.
34Áðü ôçí åéóáãùãÞ ôïõ Parsons óôï [9].
35Ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå áõôÞ ôç äéáäéêáóßá ìå ôçí áñ÷Þ ôïõ åãêéâùôéóìïý, Ýíá áîßùìá

ðëçñüôçôáò ðïõ åîáóöáëßæåé üôé ç ôïìÞ êÜèå áêïëïõèßáò êëåéóôþí åãêéâùôéóìÝíùí äéáóôçìÜôùí
ìå ìÞêç ðïõ óõãêëßíïõí óôï 0 åßíáé ìç êåíÞ.
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4.2.2. Áíáðïêñéóéìüôçôá ôçò éóüôçôáò. Óôï Üñèñï ôïõ ôïõ 1930 ìå ôßôëï \Ç äïìÞ
ôïõ óõíå÷ïýò" [10], ï Brouwer åîÝôáóå âáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ óõíå÷ïýò, óõãêñßíï-
íôáò ôï êëáóéêü óõíå÷Ýò ì' áõôü ðïõ ðñïÝêõðôå áðü ôéò äéêÝò ôïõ èåùñÞóåéò. Ôï
ðñþôï ôïõ óõìðÝñáóìá Þôáí üôé ç éóüôçôá ìåôáîý äýï ðñáãìáôéêþí áñéèìþí äåí
åßíáé áðïêñßóéìç óôçí ðåñßðôùóç ôïõ åíïñáôéêïý óõíå÷ïýò. Áõôü ìðïñïýìå íá ôï
äïýìå ùò åîÞò: Ýóôù A(n) ìßá éäéüôçôá áðïêñßóéìç ãéá êÜèå n, ãéá ôçí ïðïßá üìùò
äåí îÝñïõìå áí éó÷ýåé ãéá êÜèå n, üðùò áò ðïýìå ç åéêáóßá ôïõ Goldbach (êÜèå
Üñôéïò öõóéêüò ìåãáëýôåñïò áðü ôï 2 åßíáé Üèñïéóìá äýï ðñþôùí), ïðüôå A(n) åßíáé
ç éäéüôçôá üôé ôï 2n+ 2 åßíáé Üèñïéóìá äýï ðñþôùí. Åóôù

�(n) =
{

1=2n; áí ∀k ≤ n A(k);
1=2k; áí ¬A(k) & k ≤ n & ∀m < k A(m):

Ç áêïëïõèßá ðïõ ïñßæåôáé Ýôóé åßíáé ðñïöáíþò óõãêëßíïõóá, ïñßæåé åðïìÝíùò Ýíáí
ðñáãìáôéêü áñéèìü, Ýóôù r. ÂëÝðïõìå üôé r = 0 áí êáé ìüíï áí ç A(n) åßíáé áëçèéíÞ
ãéá êÜèå n (áëëéþò r = 1=k ãéá ôï åëÜ÷éóôï k ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé ç ¬A(k)). ÊáôÜ
óõíÝðåéá äåí ìðïñïýìå íá áðïöáóßóïõìå áí r = 0, üóï äå ãíùñßæïõìå ôçí áðÜíôçóç
óôçí åéêáóßá ôïõ Goldbach.

4.2.3. ÁóèåíÞ áíôéðáñáäåßãìáôá. Ôá áíôéðáñáäåßãìáôá ôïõ åßäïõò ðïõ ìüëéò äþ-
óáìå åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêÜ óôçí åðé÷åéñçìáôïëïãßá ôïõ Brouwer, åßíáé áõôÜ ðïõ
áðïêáëïýíôáé áóèåíÞ áíôéðáñáäåßãìáôá. ×ñçóéìïðïéåßôáé Ýíá ðñüâëçìá Üëõôï ìÝ-
÷ñé ôç óôéãìÞ ðïõ áõôüò ðïõ åðé÷åéñçìáôïëïãåß ôï åðéêáëåßôáé, ãéá íá äéáøåõóôïýí
êÜðïéåò êëáóéêÜ Ýãêõñåò ðñïôÜóåéò. Åßíáé áóèåíÝò, ãéáôß åîáñôÜôáé êñßóéìá áðü Ýíá
óõãêåêñéìÝíï Üëõôï ðñüâëçìá, ðïõ êÜðïéá ìÝñá èá ìðïñïýóå íá ëõèåß. Ïìùò ï
Brouwer ðßóôåõå üôé ðÜíôïôå èá õðÜñ÷ïõí Üëõôá ìáèçìáôéêÜ ðñïâëÞìáôá.

4.2.4. Ôï óõíå÷Ýò äåí ìðïñåß íá äéáôá÷èåß. Åíá äåýôåñï áðïôÝëåóìá Þôáí ç áðïôõ-
÷ßá íá âñåèåß ìéá ãñáììéêÞ äéÜôáîç ôïõ åíïñáôéêïý óõíå÷ïýò. Ïé ñçôïß äéáôÜóóïíôáé
ïëéêÜ ÷ùñßò ðñüâëçìá, áöïý ç óýãêñéóÞ ôïõò áíÜãåôáé óôç óýãêñéóç öõóéêþí. Ãéá
ôïõò ðñáãìáôéêïýò üìùò, êÜðïéïõò åßíáé äõíáôüí âÝâáéá íá ôïõò óõãêñßíïõìå êáé
íá ôïõò äéáôÜîïõìå ìåôáîý ôïõò· óôçí ðåñéãñáöÞ ìå ôá åãêéâùôéóìÝíá äéáóôÞìáôá
ãéá ðáñÜäåéãìá, áí óå êÜðïéï âÞìá ôçò êáôáóêåõÞò äýï óçìåßùí ôïõ óõíå÷ïýò p
êáé q ðñïêýøåé Ýíá äéÜóôçìá ôïõ p áõóôçñÜ óôá áñéóôåñÜ åíüò äéáóôÞìáôïò ôïõ q,
ôüôå ãéá ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ðñáãìáôéêïýò r êáé s ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå r < s. Åôóé
ðñïêýðôåé ç öõóéêÞ äéÜôáîç ôùí ðñáãìáôéêþí, üðùò ôçí ïíüìáæå ï Brouwer. Ïìùò
ðÜëé ìå ôçí åðßêëçóç êÜðïéùí áóèåíþí áíôéðáñáäåéãìÜôùí, Ýäåéîå üôé áõôÞ ç äéÜôáîç
äåí ìðïñåß íá åßíáé ïëéêÞ. Ïñéóå ôüôå êÜðïéá åêëÝðôõíóç ôçò öõóéêÞò äéÜôáîçò, ôçí
åéêïíéêÞ äéÜôáîç (virtual order)

r ≺ s ≡ ¬r > s & r 6= s;

ç ïðïßá üìùò êáé ðÜëé äåí ìðïñåß íá åßíáé ïëéêÞ. Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå üôé, áí êáé
óôá åíïñáôéêÜ ðëáßóéá äåí äéáèÝôïõìå ôç óõãêñéóéìüôçôá ôùí ðñáãìáôéêþí, äéÜöïñåò
éäéüôçôåò ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí ãéá ôç öõóéêÞ äéÜôáîç· ôï ðéï ÷ñÞóéìï õðïêáôÜ-
óôáôï ôçò óõãêñéóéìüôçôáò åßíáé ç éäéüôçôá r < s → r < t ∨ t < s. Ç áäõíáìßá
äéÜôáîçò äåí åßíáé Ýíá \ôå÷íéêü" ðñüâëçìá, åßíáé ìÜëëïí åðáêüëïõèï ôïõ ãåãïíüôïò
üôé ïé ðåñéóóüôåñïé ðñáãìáôéêïß åßíáé åëëéðþò ðñïóäéïñéóìÝíá áíôéêåßìåíá.

4.2.5. Ôï ìïíáäéáßï óõíå÷Ýò (unit continuum). Êáèþò äýï ðñáãìáôéêïß áñéèìïß r
êáé s äåí åßíáé ðÜíôïôå óõãêñßóéìïé ùò ðñïò ôç öõóéêÞ äéÜôáîç, ôï êëåéóôü äéÜóôçìá
[r; s] ïñßæåôáé íá åßíáé ôï åßäïò üëùí ôùí ðñáãìáôéêþí x ãéá ôïõò ïðïßïõò åßíáé
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áäýíáôï íá éó÷ýåé x > r êáé x > s êáé åðßóçò áäýíáôï íá éó÷ýåé x < r êáé x < s.
Áí r < s ôüôå åßíáé áêñéâþò ôï åßäïò ôùí x ãéá ôá ïðïßá äåí éó÷ýåé ïýôå x < r ïýôå
x > s.

Ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ïìïéüìïñöçò óõíÝ÷åéáò, ðïõ èá óõæçôÞóïõìå ðéï
êÜôù, åîáñôÜôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé êÜèå êëåéóôü äéÜóôçìá [r; s] åßíáé ç óõíå÷Þò
åéêüíá åíüò ðä-éóôïý F áðü ãåííÞôïñåò ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, êáèÝíáò áðü ôïõò
ïðïßïõò óõìðßðôåé ìå Ýíá óçìåßï ôïõ [r; s]. ËÝãïíôáò ìïíáäéáßï óõíå÷Ýò ï Brouwer
åííïïýóå Ýíáí ðä-éóôü óõíäåäåìÝíï ì'áõôü ôïí ôñüðï ìå ôï [0; 1] (üðùò óôï [11]
p.35· åðßóçò óôá [50] êáé [35]).

4.3. Ôá âáóéêÜ èåùñÞìáôá êáé ïé õðïêåßìåíåò áñ÷Ýò.

4.3.1. Ìç óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò äåí õðÜñ÷ïõí. Ç áíáðïêñéóéìüôçôá ôçò éóüôçôáò
Ý÷åé óõíÝðåéåò ðïõ äýóêïëá èá äå÷üôáí Ýíáò ðáñáäïóéáêüò ìáèçìáôéêüò. Åóôù36 f
ç óõíÜñôçóç áðü ôïõò ðñáãìáôéêïýò óôïõò ðñáãìáôéêïýò ìå

f(x) =
{

1 áí x 6= 0;
0 áëëéþò,

ðïõ êëáóéêÜ ïñßæåôáé ðáíôïý êáé äåí åßíáé óõíå÷Þò óôï 0. ÅíïñáôéêÜ üìùò, ç f
äåí ìðïñåß íá åßíáé ïëéêÞ óõíÜñôçóç: ãéá ôïí ðñáãìáôéêü áñéèìü r ôïõ áóèåíïýò
áíôéðáñáäåßãìáôïò ðïõ ðáñïõóéÜóáìå, üðùò êáé ãéá êÜèå Üëëï ðñáãìáôéêü, Ýðåôáé
áðü ôç óõíÝ÷åéá (ìå ôç óõíçèéóìÝíç Ýííïéá) üôé ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ïðïéá-
äÞðïôå ðñïóÝããéóç ôïõ f(r), êáé áðü ôçí õðïôéèÝìåíç ïëéêüôçôá ôçò óõíÜñôçóçò,
ìðïñïýìå íá áðïöáóßóïõìå áí f(r) < 1 Þ f(r) > 0, êé Ýôóé íá áðïöáóßóïõìå áí
¬r 6= 0 Þ r 6= 0, Þ éóïäýíáìá37 áí r = 0 Þ r 6= 0, ðïõ åßíáé áäýíáôï· Ýôóé öôÜíïõìå
óôï óõìðÝñáóìá üôé ç f äåí ìðïñåß íá åßíáé ìéá ïëéêÞ óõíÜñôçóç.

Åíá Üëëï åíôõðùóéáêü áðïôÝëåóìá ðïõ ðñïêýðôåé ìå ðáñüìïéá åðé÷åéñÞìáôá åßíáé
üôé ôï Èåþñçìá ÅíäéÜìåóçò ÔéìÞò äåí éó÷ýåé ïýôå êé áõôü.

4.3.2. Ôï èåþñçìá ïìïéüìïñöçò óõíÝ÷åéáò. Óå áíôßèåóç ìå áõôÜ ôá áñíçôéêÜ óõ-
ìðåñÜóìáôá, ï Brouwer Ýöôáóå ó' Ýíá ðïëý éó÷õñü áðïôÝëåóìá, áíÜëïãï ìå ôï
êëáóéêü èåþñçìá üôé ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ åßíáé óõíå÷åßò ó' Ýíá óõìðáãÞ ÷þñï åßíáé
ïìïéüìïñöá óõíå÷åßò, ìüíï ðïõ óôçí åíïñáôéêÞ åêäï÷Þ, ïé ìüíåò óõíáñôÞóåéò ðïõ
õðÜñ÷ïõí åßíáé óõíå÷åßò:

Èåþñçìá ïìïéüìïñöçò óõíÝ÷åéáò. ÊÜèå ïëéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ ïñßæåôáé óôï ìïíá-
äéáßï óõíå÷Ýò åßíáé ïìïéüìïñöá óõíå÷Þò.

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ï Brouwer Ýöôáóå óôï áðïôÝëåóìá áõôü ìÜëëïí ïäçãïý-
ìåíïò áðü ôç äéáßóèçóÞ ôïõ ðáñÜ ìå êáèáñÜ ìáèçìáôéêÜ åðé÷åéñÞìáôá. Ï Hermann
Weyl åßðå ôá åîÞò óå êÜðïéá äéÜëåîÞ ôïõ, õðåñáóðéæüìåíïò ôï óõíå÷Ýò ôïõ Brouwer:
\Åßíáé óáöÝò üôé äåí ìðïñåß êáíåßò íá åîçãÞóåé ôçí Ýííïéá ôçò `óõíå÷ïýò óõíÜñôçóçò
ó' Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá' ÷ùñßò íá ðåñéëÜâåé ôçí `ïìïéüìïñöç óõíÝ÷åéá' êáé ôçí
éäéüôçôá ôïõ öñáãìÝíïõ óôïí ïñéóìü. ÐÜíù áð' üëá, äåí ìðïñåß íá õðÜñîåé Üëëç
óõíÜñôçóç ó' Ýíá óõíå÷Ýò åêôüò áðü ôéò óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò". ([43], óåë. 379). Ï
Brouwer äéÜâáóå êé åðéäïêßìáóå Ýíôïíá áõôÝò ôéò ðáñáôçñÞóåéò. Ãéá ðïëëÜ ÷ñüíéá
ðñïóðáèïýóå íá âñåé ìéá éêáíïðïéçôéêÞ áðüäåéîç ãéá ôï èåþñçìá áõôü. Óôï Üñèñï

36Ôï ðáñÜäåéãìá åßíáé áðü ôï [50] ôüìïò 1, óåë.14.
37Ç éóïäõíáìßá ôùí ¬r 6= 0 êáé r = 0 äåí åßíáé êáèüëïõ ðñïöáíÞò· Ý÷ïõìå üôé ç éóüôçôá r = 0

åßíáé ôçò ìïñöÞò ∀n A(n), êáé ôï A(n) åßíáé áðïêñßóéìï Üñá åõóôáèÝò ãéá ôç äéðëÞ Üñíçóç êáé
åðéðëÝïí éó÷ýåé åíïñáôéêÜ ç óõíåðáãùãÞ ¬¬∀nA(n) → ∀n¬¬A(n).
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ôïõ \On the domains of de�nition of functions" ôïõ 1927 [9] äßíåôáé ç ðéï ðëÞñçò
ðáñïõóßáóç ôùí åðé÷åéñçìÜôùí ôïõ. Ç áîßá áõôÞò ôïõ ôçò ðñïóðÜèåéáò âñßóêåôáé
åêôüò ôùí Üëëùí êáé óôï ãåãïíüò üôé ìÝóá óôçí áðüäåéîç, êõñßùò óôçí ôåëéêÞ ôçò
åêäï÷Þ, ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáèáñÜ êé Ýôóé ãßíïíôáé ïñáôÝò, ïé äýï ÷áñáêôçñéóôéêÝò
áñ÷Ýò ôçò åíïñáôéêÞò áíÜëõóçò ðïõ ãé' áõôÝò èá ìéëÞóïõìå ðéï êÜôù, áí êáé ü÷é
ñçôÜ óáí áñ÷Ýò, ðáñÜ ìüíï óáí öõóéïëïãéêÝò áðüññïéåò ôçò åíïñáôéêÞò ïðôéêÞò.

4.3.3. Ôï èåþñçìá ôçò âåíôÜëéáò (Fan Theorem). Ôï èåþñçìá ïìïéüìïñöçò óõíÝ-
÷åéáò Þñèå óáí óõíÝðåéá ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò âåíôÜëéáò, üðùò ï Brouwer ôo áðïêá-
ëïýóå.

Ôï èåþñçìá ôçò âåíôÜëéáò. Áí óå êÜèå óôïé÷åßï � åíüò ðä-éóôïý áðïäßäåôáé Ýíáò
áñéèìüò b�, ôüôå ìðïñåß íá âñåèåß Ýíáò áñéèìüò z ôÝôïéïò þóôå ï b� íá êáèïñßæåôáé
ðëÞñùò áðü ôéò ðñþôåò z ôéìÝò ôïõ �.

ÁõôÞ ç åêäï÷Þ ôïõ èåùñÞìáôïò äåí éó÷ýåé êëáóéêÜ, ç áðüäåéîÞ ôçò ÷ñçóéìïðïéåß
ôçí (êëáóéêÜ óùóôÞ) áíÜóôñïöç åðáãùãÞ áëëÜ êáé ôçí êëáóéêÜ åóöáëìÝíç åíïñá-
ôéêÞ áñ÷Þ38 ôçò óõíÝ÷åéáò· åßíáé ç ìïñöÞ ðïõ ï Brouwer ðñïôéìïýóå.

Ìßá äéáöïñåôéêÞ åêäï÷Þ ôïõ èåùñÞìáôïò áðïäåéêíýåôáé ìüíï áðü ôçí áñ÷Þ ôçò
áíÜóôñïöçò åðáãùãÞò êáé åßíáé êëáóéêÜ óùóôÞ. Ó' áõôÞ ôçí åêäï÷Þ, ôï èåþñçìá
ëÝåé üôé áí, ãéá ôïí äïóìÝíï ðä-éóôü õðÜñ÷åé Ýíá áðïêñßóéìï óýíïëï êüìâùí Â
ôÝôïéï þóôå êÜèå êëáäß � íá óõíáíôÜåé ôï B (Ýíá ôÝôïéï B ëÝãåôáé öñÜãìá (bar)),
ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò áñéèìüò z ôÝôïéïò þóôå êÜèå êëáäß íá óõíáíôÜåé ôï öñÜãìá óå
ìÞêïò ôï ðïëý z. ÁíáöÝñïõìå êáé áõôÞ ôçí åêäï÷Þ, ãéáôß ôï ËÞììá ôïõ K�onig (êÜèå
Üðåéñï äÝíôñï ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò Ý÷åé Ýíá Üðåéñï êëáäß) åßíáé Ýíá êëáóéêü
áíôéóôñïöïáíôßèåôü ôçò.

Ïðùò óçìåéþíåé ï van Dalen óôï [12], \åßíáé Ýíá åíäéáöÝñïí éóôïñéêü áîéïðåñßåñãï
üôé ôï èåþñçìá ôçò âåíôÜëéáò ðñïçãÞèçêå áðü ôï ðïëý ãíùóôüôåñï áíôéóôñïöïáíôß-
èåôü ôïõ: ôï ëÞììá áðåßñïõ ôïõ Ê�onig [Ê�onig 1926] ... Ôï ëÞììá áðåßñïõ äåí åßíáé
êáôáóêåõáóôéêÜ Ýãêõñï. Ìßá åíäéáöÝñïõóá ðáñáôÞñçóç åßíáé üôé áõôü äéáøåýäåé ôç
äçìïöéëÞ Üðïøç üôé ïé êáôáóêåõáóôéêÝò áðïäåßîåéò êáé ôá èåùñÞìáôá åßíáé ðÜíôá
ìåôáãåíÝóôåñåò âåëôéþóåéò êëáóéêþí èåùñçìÜôùí."

4.3.4. Ôï èåþñçìá ôïõ öñÜãìáôïò (Bar Theorem). Ãéá íá áðïäåßîåé ôï èåþñçìá
ôçò âåíôÜëéáò, ï Brouwer Ýäùóå ðñþôá ìßá ðåñßðëïêç áðüäåéîç, ðïõ ëßãï áðåß÷å
áðü ìßá ìåôáìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç, áõôïý ðïõ áñãüôåñá áðïêáëïýóå Èåþñçìá ôïõ
ÖñÜãìáôïò, üðïõ åîÝôáæå ôç äïìÞ ôçò áðüäåéîçò ðñïôÜóåùí óõãêåêñéìÝíùí ìïñöþí.
Áñãüôåñá üìùò, üðùò öáßíåôáé óå ìßá õðïóçìåßùóç óôï Üñèñï ôïõ 1927 [9], óõíåéäç-
ôïðïßçóå üôé áõôü ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß åßíáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ìßá áñ÷Þ åðáãùãÞò
êÜðïéïõ åßäïõò. Ìßá äéáôýðùóç áõôÞò ôçò áñ÷Þò åßíáé ç áêüëïõèç:

Èåþñçìá ôïõ ÖñÜãìáôïò. Åóôù üôé ï êáèïëéêüò éóôüò ðåñéÝ÷åé Ýíá áðïêñßóéìï
öñÜãìá A êáé X åßíáé Ýíá óýíïëï êüìâùí ðïõ éêáíïðïéåß ôá i) A ⊂ X êáé (ii) áí
üëïé ïé Üìåóïé äéÜäï÷ïé åíüò êüìâïõ n áíÞêïõí óôï X, ôüôå êáé ï n áíÞêåé óôïX·
ôüôå Ýðåôáé üôé ç êåíÞ áêïëïõèßá (ç ñßæá ôïõ êáèïëéêïý éóôïý) áíÞêåé óôï X.

Ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé áõôÞ ç áñ÷Þ äßíåé ôç äõíáôüôçôá íá áîéïðïéç-
èïýí éäéüôçôåò ðïõ Ý÷ïõí ïé áêïëïõèßåò öõóéêþí áñéèìþí ðáñÜ ôïí áíïëïêëÞñùôï
÷áñáêôÞñá ôïõò, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé éäéüôçôåò áõôÝò ìðïñïýí íá äéáðéóôùèïýí
óå êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï óôÜäéï ôçò äéáäéêáóßáò ãÝíåóçò ôçò áêïëïõèßáò. Óå êÜèå

38Ïé áíáöåñüìåíåò áñ÷Ýò èá ðáñïõóéáóôïýí óôç óõíÝ÷åéá.
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ðåñßðôùóç âÝâáéá ç õðüèåóç ôçò ýðáñîçò åíüò öñÜãìáôïò óôïí êáèïëéêü éóôü äåí
åßíáé êáèüëïõ ôåôñéììÝíç· ãéá íá ôï áíôéëçöèïýìå áõôü, áñêåß íá óêåöôïýìå üôé ôï
óýíïëï ôùí êüìâùí üðïõ êÜèå êëáäß óõíáíôÜåé ôï öñÜãìá ãéá ðñþôç öïñÜ ìðïñåß íá
åßíáé ôüóï \ìáêñý" üóï ïðïéïóäÞðïôå Üðåéñïò áñéèìÞóéìïò äéáôáêôéêüò áñéèìüò. Áí
êáé ç áñ÷Þ áõôÞ öáßíåôáé íá óõíäÝåôáé óôåíÜ ìå ôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ, óõìâáßíåé
íá åßíáé ìßá êëáóéêÜ Ýãêõñç áñ÷Þ.

4.3.5. Ç áñ÷Þ ôçò óõíÝ÷åéáò. Ïôáí ï Brouwer áðïäåßêíõå üôé ï êáèïëéêüò éóôüò äç-
ìéïõñãåß ìç áñéèìÞóéìï ðëÞèïò óôïé÷åßùí, ÷ñçóéìïðïßçóå Ýíá êáéíïýñãéï åðé÷åßñçìá,
åîáéñåôéêÞò áðëüôçôáò, áíôß ãéá ôï äéáãþíéï åðé÷åßñçìá ôïõ Cantor. Ôï åðé÷åßñçìá
Þôáí ôï åîÞò: áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå ìßá óõíÜñôçóç áðü ôïí êáèïëéêü éóôü óôïõò
öõóéêïýò áñéèìïýò, êáé Ýóôù b ç ôéìÞ ôçò áêïëïõèßáò �. ÊáôáóêåõáóôéêÜ, áõôü ôï
b èá ðñÝðåé íá õðïëïãßæåôáé áðü ôéò ðñþôåò y ôéìÝò ôçò �, ãéá êÜðïéï y. ÁëëÜ ôüôå
ç áêïëïõèßá � ìå ôïõò ßäéïõò ðñþôïõò y üñïõò êáé äéáöïñåôéêü ôïí y + 1-ïóôü, èá
ðÜñåé ôçí ßäéá ôéìÞ ìå ôçí �. ÅðïìÝíùò åßíáé áäýíáôï íá áðåéêïíéóôåß ìå 1-1 ôñüðï
ï êáèïëéêüò éóôüò óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò.

Ç ïõóßá ôïõ åðé÷åéñÞìáôïò áõôïý åßíáé ç áñ÷Þ ôçò óõíÝ÷åéáò, ç ïðïßá Ýðáéîå êñß-
óéìï ñüëï óôéò áðïäåßîåéò ôùí ðñïçãïýìåíùí èåùñçìÜôùí. Óýìöùíá ìå áõôÞí, ãéá
íá ïñßæåôáé ìßá óõíÜñôçóç ó' Ýíáí éóôü, ðñÝðåé ç ôéìÞ óå êÜèå áêïëïõèßá-üñéóìá íá
êáèïñßæåôáé ìüíï áðü Ýíá áñ÷éêü ôìÞìá ôçò áêïëïõèßáò. Áõôüò åßíáé ï ôñüðïò ðïõ
ç óýãêñïõóç áíÜìåóá óôçí áêáèüñéóôç öýóç ôùí áêïëïõèéþí åðéëïãþí êáé ôïí êá-
ôáóêåõáóôéêü ÷áñáêôÞñá ìéáò óõíÜñôçóçò ðÜíù ó' áõôÝò ëýèçêå áðü ôïí Brouwer.
Åôóé, ç áñ÷Þ áõôÞ åîáóöáëßæåé üôé êÜèå ïëéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé óõíå÷Þò. Ìðïñåß
åðßóçò íá ãåíéêåõôåß óå óõíáñôÞóåéò ìå ôéìÝò áêïëïõèßåò. Åßíáé ç ìïíáäéêÞ ãíÞóéá
åíïñáôéêÞ áñ÷Þ ôùí ìáèçìáôéêþí ôïõ Brouwer, Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôá êëá-
óéêÜ ìáèçìáôéêÜ, êé Ýôóé ôá ìáèçìáôéêÜ ðïõ âáóßæïíôáé ó' áõôÞí åßíáé äéáöïñåôéêÜ,
áðïêëßíïõí áðü ôá êëáóéêÜ.

4.3.6. Áëëåò ìáèçìáôéêÝò áñ÷Ýò. Åßíáé âÝâáéï üôé ï Brouwer Ýâëåðå ôï ãåíéêü
áîßùìá åðéëïãÞò óáí åîü÷ùò ìç êáôáóêåõáóôéêü. Ïìùò äéÜöïñåò áñéèìçôéêÝò ìïñ-
öÝò ôïõ ðñïêýðôïõí ìå åõèý ôñüðï áðü ôï ðùò ãßíïíôáé áíôéëçðôÝò åíïñáôéêÜ ïé
õðáñîéáêÝò êáé êáèïëéêÝò ðñïôÜóåéò. Èá óõæçôÞóïõìå ãé' áõôÝò óôçí ðáñïõóßáóç
åíüò ôõðéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ ðñïôÜèçêå ãéá ôçí áíÜëõóç ôïõ Brouwer.

4.4. FIM: Ýíá ôõðéêü óýóôçìá ãéá ôçí åíïñáôéêÞ áíÜëõóç. Ç áîéùìáôé-
êïðïßçóç ôùí åíïñáôéêþí ìáèçìáôéêþí áðü ôïí Heyting óôï êëáóéêü ôïõ Ýñãï
[19, 20, 21] ðåñéëÜìâáíå êáé ôç èåùñßá óõíüëùí, ìå ôñüðï üìùò ðïõ, üðùò ðáñá-
ôçñåß ï Kleene, åìðüäéæå ôç óýãêñéóç ìå ôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ. Ôï Ýñãï ôùí
Kleene êáé Vesley \The Foundations of Intuitionistic Mathematics" [30] ðïõ åêäü-
èçêå ôï 1965, Þôáí ôï åðéóôÝãáóìá ôçò Ýñåõíáò ðïëëþí ÷ñüíùí. Åêåß åêôßèåôáé Ýíá
ôõðéêü óýóôçìá ãéá Ýíá êïììÜôé ôùí åíïñáôéêþí ìáèçìáôéêþí, ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôç
èåùñßá óõíüëùí ôïõ Brouwer åêôüò áðü ôç èåùñßá ôùí åéäþí (species) áíþôåñçò ôÜ-
îçò, áõôü ðïõ ï Kleene áðïêáëåß åíïñáôéêÞ áíÜëõóç, ôï ôõðéêü óýóôçìá FIM. Ç
ãëþóóá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åßíáé ç ßäéá êáé ãéá Ýíá ôõðéêü óýóôçìá ãéá ôçí êëáóéêÞ
áíÜëõóç. Áíôßèåôá ìå ôá åíïñáôéêÜ ëïãéêÜ óõóôÞìáôá êáé ôçí áñéèìçôéêÞ Heyting, ç
åíïñáôéêÞ áíÜëõóç äåí áðïôåëåß õðïèåùñßá ôçò êëáóéêÞò, áëëÜ ìßá äéáöïñåôéêÞ èåù-
ñßá ãéá ôçí áíÜëõóç, ðñÜãìá áíáìåíüìåíï óýìöùíá ìå ôá üóá åêèÝóáìå. Ôï FIM
üìùò åìðåñéÝ÷åé Ýíá õðïóýóôçìá, ôï âáóéêü óýóôçìá B, ôï ïðïßï áðïôåëåß ôï êïéíü
ôìÞìá ôçò êëáóéêÞò êáé ôçò åíïñáôéêÞò áíÜëõóçò. Áðü ôï B, ìå ôçí ðñïóèÞêç ôïõ
×10c (ôçò áñ÷Þò ôçò äéðëÞò Üñíçóçò), ðñïêýðôåé ôï áíôßóôïé÷ï êëáóéêü óýóôçìá,
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åíþ ìå ôçí ðñïóèÞêç åíüò áîéþìáôïò, ðïõ åêöñÜæåé ôçí êëáóéêÜ åóöáëìÝíç áñ÷Þ
ôçò óõíÝ÷åéáò, ðñïêýðôåé ôï åíïñáôéêü óýóôçìá (ãéá ôçí áíÜëõóç) FIM.

Ç ãëþóóá ôïõ FIM åßíáé ìßá åêäï÷Þ ðñùôïâÜèìéáò ãëþóóáò äýï åéäþí ìå éóü-
ôçôá, êáôÜëëçëçò ãéá ìßá ôõðéêÞ èåùñßá ãéá ôéò áêïëïõèßåò åðéëïãþí (óõíáñôÞóåéò
áðï ôï ! óôï !) êáé (áíáäñïìéêÜ) óõíáñôçóïåéäÞ ðÜíù ó' áõôÝò: Ý÷åé áôïìéêÝò ìå-
ôáâëçôÝò äýï åéäþí, áñéèìçôéêÝò, a,b,c,. . . ,x,y,z, . . . , êáé óõíáñôçóéáêÝò, á,â,ã,. . . ,
êáèþò êáé ïñéóìÝíåò óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò, ôéò f0; : : : ; f24; ãéá ôï ìçäÝí, ôïí åðü-
ìåíï, ôçí ðñüóèåóç êáé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü, áëëÜ êáé Üëëåò, üðùò áõôÝò ãéá ôïí
ðñïçãïýìåíï, ôï õðüëïéðï êáé ôï ðçëßêï ôçò äéáßñåóçò· êÜèå ìéá ôïõò Ý÷åé ki áñéè-
ìïýò êáé li óõíáñôÞóåéò áðï ôï ! óôï ! óáí ïñßóìáôá, áíôßóôïé÷á, êáé åßíáé üëåò
(ðñùôïãåíþò) áíáäñïìéêÝò. Ç åðéëïãÞ áõôÞ äåí åßíáé ìïíáäéêÞ, Ý÷åé ãßíåé ãéá åõêï-
ëßá óôçí áíÜðôõîç ôçò èåùñßáò áðü ôïí Kleene.39 Áêüìç, óôá óýìâïëá ôçò ãëþóóáò
ðåñéëáìâÜíåôáé êáé ôï � ôïõ Church.

Åêôüò áðü ôïõò üñïõò, ðïõ åßíáé ïé ôõðéêÝò åêöñÜóåéò ôïõ FIM ãéá ôïõò öõ-
óéêïýò áñéèìïýò, óôï óýóôçìá áõôü õðÜñ÷ïõí êáé ôõðéêÝò åêöñÜóåéò ãéá (ïëéêÝò)
óõíáñôÞóåéò áðü ôï ! óôï !, ïé óõíáñôçôÝò (functors). Ïé äýï Ýííïéåò ïñßæïíôáé
ôáõôü÷ñïíá åðáãùãéêÜ:

(i) Ïé áñéèìçôéêÝò ìåôáâëçôÝò åßíáé üñïé.
(ii) Ïé óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò åßíáé óõíáñôçôÝò.

(iii) Ãéá êÜèå i = 0; : : : ; 24, áí ki = 1 êáé li = 0, ôüôå ï fi åßíáé óõíáñôçôÞò.
(iv) Ãéá êÜèå i = 0; : : : ; 24, áí t1; : : : ; tki åßíáé üñïé êáé u1; : : : ; uli åßíáé óõ-

íáñôçôÝò, ôüôå ï fi(t1; : : : ; tki ;u1; : : : ; uli) åßíáé üñïò.
(v) Áí ï u åßíáé óõíáñôçôÞò êáé ï t üñïò, ôüôå ï (u)(t) åßíáé üñïò.
(vi) Áí ç x åßíáé áñéèìçôéêÞ ìåôáâëçôÞ êáé ï t üñïò, ôüôå ï �x t åßíáé óõíáñ-

ôçôÞò.
(vii) Ìßá Ýêöñáóç åßíáé üñïò Þ óõíáñôçôÞò áí êáé ìüíï áí ðñïêýðôåé áðü ôá

(i){ (vi).
Ïé áôïìéêïß ôýðïé åßíáé êáé åäþ ïé åêöñÜóåéò ôçò ìïñöÞò s = t, üðïõ ï s êáé ï
t åßíáé üñïé· ç éóüôçôá óõíáñôçôþí üìùò äåí åßíáé áôïìéêüò ôýðïò, áëëÜ ïñßæåôáé:
u = v ≡ ∀x (u(x) = v(x)); üðïõ ç x äåí åìöáíßæåôáé åëåýèåñç óôïõò u, v. Ïé
ôýðïé ó÷çìáôßæïíôáé üðùò óõíÞèùò, ìå ôç äéáöïñÜ üôé åäþ ïé ðïóïäåßêôåò ÷ñçóéìï-
ðïéïýíôáé êáé ãéá ôéò óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò, Ýôóé ïé ∀áA, ∃áA åßíáé ôýðïé.

Ïé åëåýèåñåò êáé äåóìåõìÝíåò åìöáíßóåéò ìåôáâëçôþí ïñßæïíôáé üðùò óõíÞèùò,
áëëÜ óôïõò ôåëåóôÝò ðïõ äåóìåýïõí (áñéèìçôéêÝò) ìåôáâëçôÝò áíÞêåé ôþñá êáé ôï �
ôïõ Church.

Ïóï ãéá ôá áîéþìáôá êáé ôïõò áðïäåéêôéêïýò êáíüíåò ôïõ óõóôÞìáôïò, ðñþôá-
ðñþôá ðåñéëáìâÜíïõí ôá ×1 - ×12 êáé ôïõò R1 - R3 (ãéá ôç ãëþóóá ôïõ FIM)
êáèþò êáé ôá ðáñáêÜôù, ìå ôéò áíÜëïãåò óõíèÞêåò ãéá ôçí áíôéêáôáóôáóéìüôçôá êáé
ôéò äåóìåýóåéò ôùí ìåôáâëçôþí, üðïõ ï u åßíáé óõíáñôçôÞò:

X13. ∀á A(á) → A(u).
X14. A(u) → ∃áA(á).
R4. Áðü ôïí C → A(á), óõìðåñáßíïõìå ôïí C → ∀á A(á).
R5. Áðü ôïí A(á) → C, óõìðåñáßíïõìå ôïí ∃á A(á) → C.

39Ï ðëÞñçò êáôÜëïãïò ôùí óõíáñôçóéáêþí óôáèåñþí âñßóêåôáé óôï [30] êáé åßíáé áíïé÷ôüò,
êáèþò áöÞíåôáé ç äõíáôüôçôá íá åðåêôåßíåôáé üôáí ç áíÜðôõîç ôçò èåùñßáò ôï õðïäåéêíýåé, óå
óõìöùíßá åî Üëëïõ ìå ôï ðíåýìá ôïõ Brouwer. Åôóé, óôï [31] ðñïóôßèåíôáé Üëëåò äýï.
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Ôá áîéþìáôá ôçò éóüôçôáò ×Å1 - ×Å3 êáé ôá áîéþìáôá ôçò áñéèìçôéêÞò ×Ind êáé
×Í1 - ×Í7 ðåñéëáìâÜíïíôáé êé áõôÜ, üðïõ âÝâáéá ïé x, y, z åßíáé áñéèìçôéêÝò ìåôá-
âëçôÝò. Ôá áîéþìáôá ðïõ áöïñïýí óõíáñôÞóåéò åßíáé ðñþôá-ðñþôá ïé ïñéóìïß ôùí
óõíáñôçóéáêþí óôáèåñþí f0; : : : ; f24; ðïõ åßíáé ôýðïé ðïõ áðïäßäïõí ôïõò áíôßóôïé-
÷ïõò ñçôïýò Þ áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò, êáèþò êáé ôá:

XF1. (�x r(x))(t) = r(t):
XF2. a = b → á(a) = á(b):
XF3. ∀x ∃á A(x; á) → ∃á∀x A(x; �y á(2x · 3y));

üðïõ ïé r(x), t åßíáé üñïé, ç x áñéèìçôéêÞ ìåôáâëçôÞ áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí t
óôïí r(x), ï Á(x, á) ôýðïò ìå ôçí x åëåýèåñç ãéá ôçí á.

Ôï XF1 åßíáé ç �-áíáãùãÞ ôïõ ë-ëïãéóìïý· ôï XF3 åßíáé ìßá áñ÷Þ áñéèìÞóéìçò
åðéëïãÞò, ðïõ åßíáé åíïñáôéêÜ áðïäåêôÞ, üðùò öáßíåôáé áí óêåöôïýìå ôïí ôñüðï ðïõ
åñìçíåýïíôáé åíïñáôéêÜ ïé ðïóïäåßêôåò.

Ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ êáé ôï ÷åéñéóìü ôùí áêïëïõèéþí åðéëïãþí óôï FIM ÷ñçóé-
ìïðïéïýíôáé ïé áñéèìïß áêïëïõèéþí (sequence numbers), ðïõ êùäéêïðïéïýí áñ÷éêÜ
ôìÞìáôá áêïëïõèéþí öõóéêþí áñéèìþí ùò åîÞò: ïé x ðñþôåò ôéìÝò ìßáò áêïëïõèßáò
� äßíïíôáé áðü ôï �(x), üðïõ

�(0) = 1 êáé �(x+ 1) = p�(0)+1
0 · : : : · p�(x)+1

x ;

üðïõ p0; p1; : : : ïé ðñþôïé áñéèìïß óôç öõóéêÞ ôïõò äéÜôáîç. Ç êùäéêïðïßçóç áõôÞ
ìðïñåß íá ãßíåé óôï ôõðéêü óýóôçìá áíÜëïãá ìå ôçí áñéèìçôéêÞ, êé áêüìç ìðïñåß íá
ïñéóôåß ôï ôõðéêü êáôçãüñçìá Seq(a) ðïõ åêöñÜæåé üôé Ýíáò áñéèìüò åßíáé áñéèìüò
áêïëïõèßáò, êáèþò êáé ç ðñÜîç a ∗ b = a ·∏i<lh(b) p(b)i

lh(a)+i
40 ôçò ðáñÜèåóçò (con-

catenation) áíÜìåóá óå áñéèìïýò áêïëïõèéþí. Ì' áõôÜ ïõóéáóôéêÜ ôá åñãáëåßá,
ãßíåôáé äõíáôÞ ç äéáôýðùóç óôï FIM ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí áñ÷þí ôùí ìáèçìáôé-
êþí ôïõ Brouwer ãéá ôéò áêïëïõèßåò åðéëïãþí.

Ç ìáèçìáôéêÞ áñ÷Þ ðïõ ï Brouwer ðñïóðÜèçóå íá áðïäþóåé ìå ôï Èåþñçìá ôïõ
ÖñÜãìáôïò, åéóÜãåôáé óôï FIM ìå ôï Áîßùìá ôçò ÁíÜóôñïöçò ÅðáãùãÞò (Bar
Induction):

BI : ∀a [ Seq(a) → R(a) ∨ ¬R(a) ] & ∀á ∃x R(á(x)) &

∀a [ Seq(a) & R(a) → A(a) ] &

∀a [ Seq(a) & ∀s A(a ∗ 2s+1) → A(a) ]

→ A(1):

Ãéá ôçí åðéëïãÞ áõôïý ôïõ ó÷Þìáôïò áðü ôïí Kleene, ìðïñïýìå íá óçìåéþóïõìå
ôá åîÞò:
Ïé éäéüôçôåò ôùí áêïëïõèéþí åðéëïãþí ðïõ åíäéáöÝñïõí óôá åíïñáôéêÜ ðëáßóéá, åß-
íáé åêåßíåò ðïõ äéáðéóôþíïíôáé ìå âÜóç êÜðïéï áñ÷éêü ôìÞìá ôçò êÜèå áêïëïõèßáò
åðéëïãþí, åßíáé äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò ∃xR(�(x)), üðïõ R(a) åßíáé áñéèìçôéêü êá-
ôçãüñçìá, áðïêñßóéìï ôïõëÜ÷éóôïí ãéá ôïõò áñéèìïýò áêïëïõèéþí. Ç BI åêöñÜæåé
ôçí åîÞò áñ÷Þ åðáãùãÞò ãéá éóôïýò (äÝíôñá) óôïõò ïðïßïõò õðÜñ÷åé Ýíá áðïêñßóéìï
öñÜãìá: áí (i) ç A(a) åßíáé éäéüôçôá ðïõ ôçí Ý÷ïõí ïé áñéèìïß áêïëïõèéþí, ïé ïðïßïé
Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá R(a) êáé (ii) ç A(a) äéáäßäåôáé åðáãùãéêÜ, ìå ôçí Ýííïéá üôé,

40Ôï lh(a) åêöñÜæåé ôï ìÞêïò ôçò áêïëïõèßáò ðïõ êùäéêïðïéåßôáé áðü ôï a êáé ôï (a)i ôçí
i-ðñïâïëÞ.
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ãéá êÜèå áñéèìü áêïëïõèßáò a, áí éó÷ýåé Þäç41 ç Á(a ∗ 2s+1) ãéá êÜèå s, ôüôå
éó÷ýåé êáé ç A(a), óõìðåñáßíïõìå üôé éó÷ýåé ç A(1), üðïõ ôï 1 åßíáé ï êùäéêüò ôçò
êåíÞò áêïëïõèßáò.
Ç R(a) ðáßæåé ôï ñüëï ôïõ öñÜãìáôïò· ç ìïñöÞ áõôÞ ôïõ áîéþìáôïò ìåñéìíÜ ìüíï
ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôïõ êáèïëéêïý éóôïý, üìùò ç Ýííïéá ôïõ éóôïý ïñßæåôáé êé áõôÞ
óôï FIM, êáé ç ãåíéêüôåñç áñ÷Þ áðïäåéêíýåôáé áðü áõôÞí.

Ôï óçìáíôéêü èåþñçìá ôçò ÂåíôÜëéáò, ôõðéêÜ äéáôõðùìÝíï, áðïäåéêíýåôáé óôï
FIM ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí BI.

Ç BI áðïäåéêíýåôáé êëáóéêÜ (êáé ÷ùñßò ôïí ðåñéïñéóìü ôçò áðïêñéóéìüôçôáò ãéá
ôï R(a), ðïõ äåí Ý÷åé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ íüçìá)· ìáæß ìå üëá ôá ðñïçãïýìåíá
áîéþìáôá êáé êáíüíåò, áðïôåëåß ôï âáóéêü óýóôçìá B.

Ôï åðüìåíï êáé ôåëåõôáßï áîßùìá åêöñÜæåé ôçí êëáóéêÜ åóöáëìÝíç áñ÷Þ ôçò óõíÝ-
÷åéáò. Ãéá ôç äéáôýðùóç ôçò áñ÷Þò ôçò óõíÝ÷åéáò óôï FIM, ï Kleene áíáöÝñåé ðùò
ï Brouwer, Þäç, ìéëþíôáò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ôéìÞò b ãéá êÜðïéá óõíÜñôçóç
�, ÷ñçóéìïðïßçóå ôçí Ýêöñáóç \ï áëãüñéèìïò ôïõ íüìïõ óõó÷Ýôéóçò". Ðáßñíïíôáò
óïâáñÜ áõôÞ ôçí Ýêöñáóç êáé ìå ôá åîÞò åðé÷åéñÞìáôá:

ðñþôïí, ï áëãüñéèìïò õðïëïãéóìïý ôçò ôéìÞò b ðñÝðåé (i) ãéá êÜèå áñ÷éêü ôìÞìá
�(0); : : : ; �(y− 1) ìéáò áêïëïõèßáò åðéëïãþí �, íá áðïöáóßæåé áí åðáñêïýí ïé ôéìÝò
áõôÝò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ b· (ii) áí ç áðÜíôçóç åßíáé \íáé", íá õðïëïãßæåé ôï b,
êáé

äåýôåñïí, ôá ðáñáðÜíù ìðïñïýí íá áðïäïèïýí áðü ìßá óõíÜñôçóç � , ðïõ äñá ðÜíù
óôïõò áñéèìïýò áêïëïõèéþí �(y) êáé: ðáñáìÝíåé 0 üóï ï áëãüñéèìïò äåí áðáíôÜåé
\íáé", åíþ, ôçí ðñþôç öïñÜ ðïõ èá äïèåß áðÜíôçóç \íáé", ôüôå èá ãßíåé �(�(y)) = b+1
(÷ùñßò ðñüâëçìá, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé, áìÝóùò ìåôÜ, ç � ãßíåôáé 0, þóôå
íá éó÷ýåé ∀t∃! y �(�(y)) > 0),
ï Kleene ðñüôåéíå ôçí áêüëïõèç ôõðéêÞ ìïñöÞ ôçò áñ÷Þò ôçò óõíÝ÷åéáò (Brouwer's
principle):

BP : ∀á ∃â A(á,â) → ∃ô∀á [∀t∃!y ô(2t+1 ∗ á(y)) > 0 &

∀â [∀t∃y ô(2t+1 ∗ á(y)) = â(t) + 1 → A(á,â) ] ]:

Ç áñ÷Þ áõôÞ åßíáé åóöáëìÝíç ãéá ôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôï
[30] óåë. 84, äßíåôáé áð' áõôÞí ç ôõðéêÞ áðüäåéîç ôïõ

` ¬∀á(∀x á(x) = 0 ∨ ¬∀x á(x) = 0);

ðïõ äåß÷íåé êáé ôçí áíáðïêñéóéìüôçôá ôçò éóüôçôáò áêïëïõèéþí åðéëïãþí, êáé óôç
óõíÝ÷åéá äßíåôáé ìßá ôõðéêÞ áðüäåéîç ôçò Üñíçóçò ôçò êáèïëéêÞò êëåéóôüôçôáò ìßáò
åéäéêÞò ðåñßðôùóçò ôçò áñ÷Þò ôïõ åëÜ÷éóôïõ öõóéêïý áñéèìïý.

Åêôüò áðü áõôÜ, óôï ôñßôï êåöÜëáéï ôïõ [30] ðáñïõóéÜæåôáé áðü ôïí R.E.Vesley ç
åíïñáôéêÞ èåùñßá ôïõ óõíå÷ïýò óôá ðëáßóéá ôïõ ôõðéêïý óõóôÞìáôïò FIM. Ïñßæï-
íôáé ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß ìå ôçí ôõðïðïßçóç ôçò Ýííïéáò ôùí ãåííçôüñùí ðñáãìá-
ôéêþí áñéèìþí êáé áðïäåéêíýåôáé ôï èåþñçìá ïìïéüìïñöçò óõíÝ÷åéáò. Óôï ôÝôáñôï
êáé ôåëåõôáßï êåöÜëáéï, ï Kleene ðñáãìáôåýåôáé ôõðéêÜ ôï æÞôçìá ôçò äéÜôáîçò ôùí
ðñáãìáôéêþí. Åôóé Ýíá óçìáíôéêü ôìÞìá ôùí ìáèçìáôéêþí ôïõ Brouwer áðåéêïíß-
æåôáé éäéáßôåñá ðéóôÜ ìÝóá ó' áõôü ôï ôõðéêü óýóôçìá.

41Ìå êáôåýèõíóç áðü ôï öñÜãìá ðñïò ôç ñßæá ôïõ äÝíôñïõ, áð' üðïõ êáé ç ïíïìáóßá áíÜóôñïöç
åðáãùãÞ.
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4.5. Ç åñìçíåßá ôçò óõíáñôçóéáêÞò ðñáãìáôïðïßçóçò ãéá ôï óýóôçìá FIM.
Áíáðôýóóïíôáò ôçí ßäéá âáóéêÞ éäÝá ôçò áñéèìçôéêÞò ðñáãìáôïðïßçóçò, óôï ßäéï Ýñãï
ï Kleene äßíåé ìßá åñìçíåßá ãéá ôçí åíïñáôéêÞ áíÜëõóç, åîáóöáëßæïíôáò ðñþôá-ðñþôá
ôç óõíÝðåéá ôïõ óõóôÞìáôïò. Åäþ, Ý÷ïõìå ðñïôÜóåéò áò ðïýìå ôçò ìïñöÞò ∃� A(�),
üðïõ ç � åßíáé ìßá óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ, ïðüôå ðñÝðåé íá ìðïñåß íá äïèåß ìßá
óõíÜñôçóç � êáé ï ôñüðïò íá åðáëçèåõôåß ôï A(�). Ôá êáôÜëëçëá áíôéêåßìåíá
ãéá ôçí ðñáãìáôïðïßçóç ôýðùí åßíáé ôþñá, ü÷é ïé öõóéêïß áñéèìïß, áëëÜ ïé áñéè-
ìçôéêÝò óõíáñôÞóåéò ìßáò (áñéèìçôéêÞò) ìåôáâëçôÞò. Ï âáóéêüò ìç÷áíéóìüò ðïõ
ï Kleene åðéíüçóå åßíáé, óå áíáëïãßá ìå ôçí êùäéêïðïßçóç ôùí áíáäñïìéêþí óõ-
íáñôÞóåùí ìÝóù öõóéêþí áñéèìþí, ç êùäéêïðïßçóç ôùí (óõíå÷þí) óõíáñôçóïåéäþí
F : !! → !! ìÝóù óõíáñôÞóåùí � : ! → !. Åôóé üñéóå ôçí ìåñéêÞ áíáäñïìéêÞ
óõíÜñôçóç {�}[�] äýï óõíáñôçóéáêþí ìåôáâëçôþí � êáé �, ç ïðïßá õðïëïãßæåé ôï
óõíáñôçóïåéäÝò ðïõ êùäéêïðïéåßôáé áðü ôçí � óôï üñéóìá �.

Ï ïñéóìüò ôçò óõíáñôçóéáêÞò ðñáãìáôïðïßçóçò åßíáé åðáãùãéêüò êáé ÷ñçóéìï-
ðïéåß ôá ðáñáðÜíù.42 Ç Ýííïéá ðïõ ïñßæåôáé åßíáé ç

� rØ E : ç � ðñáãìáôïðïéåß ôïí E ùò ðñïò Ø;

üðïõ � : ! → !, E ôýðïò, Ø ëßóôá ìåôáâëçôþí ðïõ ðåñéÝ÷åé üëåò üóåò åìöáíßæïíôáé
åëåýèåñåò óôïí E êáé Ø ìßá áðïôßìçóç óå áñéèìïýò êáé óõíáñôÞóåéò áðü ôï !
óôï !, ãéá ôéò ìåôáâëçôÝò ôçò Ø.43

1. � rØ P, üðïõ P áôïìéêüò ⇐⇒ïñ ï P áëçèåýåé ùò ðñïò Ø,
äçëáäÞ ï P áëçèåýåé ãéá ôéò ôéìÝò ðïõ ç Ø áðïäßäåé óôéò ìå- RP
ôáâëçôÝò ôçò Ø.

2. � rØ A & B ⇐⇒ïñ (�)0 rØ A êáé (�)1 rØ B: &R
3. � rØ A ∨ B ⇐⇒ïñ áí (�(0))0 = 0 ôüôå (�)1 rØ A êáé

áí (�(0))0 6= 0 ôüôå (�)1 rØ B: ∨R
4. � rØ A → B ⇐⇒ïñ ãéá êÜèå � (: ! → !); áí � rØ A ôüôå

{�}[�]↓ êáé {�}[�] rØ B: →R
5. � rØ ¬A ⇐⇒ïñ ãéá êÜèå �; éó÷ýåé ç Üñíçóç ôïõ � rØ A

(éóïäýíáìá, áíí � rØ (A → 1 = 0),
ëüãù ôùí 4 êáé 1: äåí õðÜñ÷åé � þóôå ¬R
� rØ 1=0, áöïý 1 = 0 ðÜíôá øåõäÞò
áôïìéêüò ôýðïò).

6. � rØ ∀x A ⇐⇒ïñ ãéá êÜèå x (∈ !); {�}[x]↓ êáé
{�}[x] rØ; x A; üðïõ x ç ôéìÞ ôïõ x: ∀NR

7. � rØ ∃x A ⇐⇒ïñ (�)1 rØ; (�(0))0 A; üðïõ (�(0))0
ç ôéìÞ ôïõ x: ∃NR

8. � rØ ∀á A ⇐⇒ïñ ãéá êÜèå �; {�}[�]↓ êáé {�}[�] rØ;� A;
üðïõ � ç ôéìÞ ôïõ á: ∀FR

9. � rØ ∃á A ⇐⇒ïñ {(�)0}↓ êáé (�)1 rØ;{(�)0} A;
üðïõ {(�)0} ç ôéìÞ ôïõ á: ∃FR

42×ñçóéìïðïéïýíôáé åðßóçò êáé ïé ïñéóìïß (�)i = ët (�(t))i ãéá i = 0,1, êáé {�}[x] = {�}[ët x].
43Ìå ↓ óõìâïëßæïõìå ôï \ïñßæåôáé".
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Åíáò êëåéóôüò ôýðïò E åßíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïò, áí ðñáãìáôïðïéåßôáé áðü
êÜðïéá ãåíéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç � : ! → !. Åíáò áíïé÷ôüò ôýðïò åßíáé
ðñáãìáôïðïéÞóéìïò, áí ç êáèïëéêÞ ôïõ êëåéóôüôçôá åßíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïò ôýðïò.

Ôï êáôÜëëçëï èåþñçìá åãêõñüôçôáò éó÷ýåé:
Èåþñçìá.(Kleene). Åóôù Ã (ðåðåñáóìÝíç) ëßóôá ôýðùí êáé Å ôýðïò. Ôüôå, áí
Ã `FIM Å êáé ïé ôýðïé ôçò Ã åßíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïé, ôüôå êáé ï Å åßíáé
ðñáãìáôïðïéÞóéìïò.

Ðüñéóìá. Ôï ôõðéêü óýóôçìá FIM åßíáé óõíåðÝò.
Ïëïêëçñþíïíôáò ôçí ðáñïõóßáóç ôçò óõíáñôçóéáêÞò ðñáãìáôïðïßçóçò, ï Kleene

äéáôýðùóå ôçí åéêáóßá üôé, ìå ôçí ôõðïðïßçóç ôçò Ýííïéáò áõôÞò êáèþò êáé ôçò
(ìïíôåëïèåùñçôéêÞò) áðüäåéîçò ôçò óõíÝðåéáò ôïõ FIM, èá ðñïÝêõðôå ìßá ìåôá-
ìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç ó÷åôéêÞò óõíÝðåéáò ôïõ FIM ùò ðñïò ôï âáóéêü óýóôçìá
B. Ôï 1969, óôï Ýñãï ôïõ \Formalized recursive functionals and formalized real-
izability" [31], ðáñïõóßáóå ìå åîáéñåôéêÞ åõóôï÷ßá êáé ëåðôïìÝñåéá ôçí ôõðïðïßçóç
ôçò èåùñßáò ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôçóïåéäþí ôýðïõ 2 êáé ôçí áíôßóôïé÷ç ôõðéêÞ
Ýííïéá óõíáñôçóéáêÞò ðñáãìáôïðïßçóçò44 êáèþò êáé ìßáò ðáñáëëáãÞò ôçò, ðñÜãìá
ðïõ ôïõ åðÝôñåøå íá åðáëçèåýóåé ôçí åéêáóßá ôïõ, áëëÜ êáé íá äåßîåé ôéò éäéüôçôåò
ôçò äéÜæåõîçò êáé ôçò ýðáñîçò, êáèþò êáé ìßá ìïñöÞ ôïõ êáíüíá ôïõ Church, ãéá ôï
FIM:

Ðüñéóìá. (i) Áí `FIM A ∨ B; A ∨ B êëåéóôüò ôýðïò, ôüôå `FIM A Þ
`FIM B.

(ii) Áí `FIM ∃x A(x); ∃x A(x) êëåéóôüò ôýðïò, ôüôå, ãéá êÜðïéï áñéèìü x,
`FIM A(x); üðïõ x ôï øçößï ôïõ x.

(iii) Áí `FIM ∃á A(á); ∃á A(á) êëåéóôüò ôýðïò, ôüôå `FIM ∃áGR(á)A(á),
üðïõ GR(á) åßíáé ôõðéêü êáôçãüñçìá ðïõ åêöñÜæåé üôé ç óõíÜñôçóç ðïõ åêöñÜæåôáé
áðü ôçí á åßíáé ãåíéêÞ áíáäñïìéêÞ.

Ï Troelstra ôï 1973 ÷áñáêôÞñéóå ôç óõíáñôçóéáêÞ ðñáãìáôïðïßçóç ÷ñçóéìïðïéþ-
íôáò ôï ó÷Þìá GC1, ìßá ãåíßêåõóç ôçò áñ÷Þò ôçò óõíÝ÷åéáò BP.45

4.6. Ó÷åôéêïðïéçìÝíåò êáé ôñïðïðïéçìÝíåò Ýííïéåò ðñáãìáôïðïßçóçò. Ï Kleene
üñéóå ó÷åôéêïðïéÞóåéò ôçò áñ÷éêÞò Ýííïéáò ôçò óõíáñôçóéáêÞò ðñáãìáôïðïßçóçò ìå
äéÜöïñïõò ôñüðïõò. Áí Φ åßíáé ìßá êëÜóç áñéèìïèåùñçôéêþí óõíáñôÞóåùí êëåéóôÞ
ãéá ôï \ áíáäñïìéêÞ ùò ðñïò", ôüôå ãéá Θ;Ψ ⊆ Φ êáé " ∈ Φ ç Ýííïéá \ç "
Φ/ðñáãìáôïðïéåß-Ψ ôï E" ïñßæåôáé óáí \ç " ðñáãìáôïðïéåß-Ψ ôï E" åêôüò áðü ôï
üôé óôïõò êáíüíåò 4, 5 êáé 8, ôï � ðåñéïñßæåôáé óôçí Φ.

Ôüôå ï E åßíáé Φ/ðñáãìáôïðïéÞóéìïò/Θ áí ãéá êÜðïéá " áíáäñïìéêÞ ùò ðñïò Θ:
ç " Φ/ðñáãìáôïðïéåß-Ψ ôï ∀E. Ôï èåþñçìá åãêõñüôçôáò åðåêôåßíåôáé óôéò ó÷å-
ôéêïðïéçìÝíåò Ýííïéåò. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðáñÜäåéãìÜ ôïõ ôïõ äõáäéêïý ðä-éóôïý
ôïõ ïðïßïõ üëá ôá áíáäñïìéêÜ êëáäéÜ (áëëÜ ü÷é üëá ôïõ ôá êëáäéÜ) åßíáé ðåðåñá-
óìÝíá, êáé èåùñþíôáò üôé ç Φ = Θ åßíáé ç êëÜóç üëùí ôùí ãåíéêþí áíáäñïìéêþí
óõíáñôÞóåùí, ï Kleene Ýäåéîå üôé ï Brouwer äåí èá ìðïñïýóå íá Ý÷åé áðïäåßîåé ôï
Èåþñçìá ôïõ ÖñÜãìáôïò ÷ùñßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé óôçí áðüäåéîç ôçí áíÜóôñïöç
åðáãùãÞ.

44Ðñüêåéôáé, üðùò êáé óôçí áñéèìçôéêÞ ðåñßðôùóç, ãéá ìßá ìåôÜöñáóç, ìÝóù ôçò ïðïßáò óå êÜèå
ôýðï Å áíôéóôïé÷åß Ýíáò ôýðïò " r Å.

45GC1 åßíáé ôï ó÷Þìá ∀á(A(á) → ∃âB(á; â)) → ∃ó∀á(A(á) → ∃â( [�]{á} = â & B(á; â))), üðïõ
ï A åßíáé ó÷åäüí áñíçôéêüò ôýðïò.
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Èåþñçìá. (Kleene) Ôï áîßùìá ó÷Þìá ôçò áíÜóôñïöçò åðáãùãÞò åßíáé áíåîÜñôçôï
áðü ôá õðüëïéðá áîéþìáôá ôçò åíïñáôéêÞò áíÜëõóçò. Áí ôï \èåþñçìá ôçò âåíôÜëéáò"
áíôéêáôáóôÞóåé ôï ó÷Þìá ôçò áíÜóôñïöçò åðáãùãÞò, ôüôå êé áõôü åðßóçò åßíáé áíå-
îÜñôçôï áðü ôá Üëëá áîéþìáôá.46

Óôç óõíÝ÷åéá èåþñçóå üôé ç Φ = Θ åßíáé ç êëÜóç Ξ üëùí ôùí áñéèìçôéêþí
óõíáñôÞóåùí, ç ïðïßá åßíáé (êëáóéêÜ) êëåéóôÞ ãéá ôç ãåíéêÞ áíáäñïìéêüôçôá êáé
ôïí ôåëåóôÞ Üëìáôïò (jump operation), êáé áðÝäåéîå (êëáóéêÜ) üôé ôï èåþñçìá ôçò
âåíôÜëéáò êáé üëá ôá áîéþìáôá ôïõ åíïñáôéêïý óõóôÞìáôïò åêôüò áðü ôçí áíÜóôñïöç
åðáãùãÞ åßíáé Ξ/ðñáãìáôïðïéÞóéìá/Ξ . (Áñãüôåñá, ïé Howard êáé Kreisel [26]
áðÝäåéîáí üôé ç áíÜóôñïöç åðáãùãÞ ðñÜãìáôé ìåôáâÜëëåé ôçí åíïñáôéêÞ áñéèìçôéêÞ·
ï Troelstra [46] áðÝäåéîå üôé ôï èåþñçìá ôçò âåíôÜëéáò äåí Ý÷åé ôï ßäéï áðïôÝëåóìá.)

Ï Kreisel [34] ðñþôïò õðÝäåéîå Ýíá äéáöïñåôéêü åßäïò ôñïðïðïßçóçò ôçò ðñáãìáôï-
ðïßçóçò (ðïõ áñãüôåñá ðñïóÜñìïóå ï Kleene) ãéá íá áðïäåßîåé üôé ç áñ÷Þ ôïõ Markov
åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôá åíïñáôéêÜ áîéþìáôá. Ïé Kreisel êáé Kleene ÷ñçóéìïðïßç-
óáí ñçôïýò ôýðïõò (types), üìùò ôï ßäéï áðïôÝëåóìá ðñïêýðôåé áí ÷ñçóéìïðïéçèïýí
õðïäçëïýìåíïé (implicit) ôýðïé ìÝóù ìßáò Ýííïéáò óõìöùíßáò (agreement). Ï Van
Oosten [41] åîçãåß ôç âáóéêÞ éäÝá: \ÊÜèå ôýðïò Ý÷åé äýï óýíïëá ðñáãìáôïðïéçôþí
(realizers), üðïõ ïé ðñáãìáôéêïß åßíáé õðïóýíïëï ôùí äõíÜìåé ðñáãìáôïðïéçôþí."

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç " óõìöùíåß ìå ôï (agrees with) A → B áí, üðïôå ç � óõì-
öùíåß ìå ôï A, ôï {"}[�] ïñßæåôáé êáé óõìöùíåß ìå ôï B. Áí F åßíáé ìßá óõëëïãÞ
óõíáñôÞóåùí êëåéóôÞ ãéá ôï \ãåíéêÜ áíáäñïìéêÞ ùò ðñïò" êáé ïé åëåýèåñåò ìåôá-
âëçôÝò ôïõ A → B åñìçíåýïíôáé ìå áñéèìïýò êáé óõíáñôÞóåéò áðü ôçí F, ôüôå ç "
Fðñáãìáôïðïéåß ôï A → B ùò ðñïò áõôÞ ôçí åñìçíåßá ôùí ìåôáâëçôþí áí " ∈ F êáé
ç " óõìöùíåß ìå ôï A → B êáé ãéá êÜèå � ∈ F: áí ç � Fðñáãìáôïðïéåß ôï A ùò ðñïò
ôçí åñìçíåßá, ôüôå ôï {"}[�] Fðñáãìáôïðïéåß ôï B ùò ðñïò ôçí åñìçíåßá.

Ç áðüäåéîç üôé ç áíÜóôñïöç åðáãùãÞ åßíáé FðñáãìáôïðïéÞóéìç åßíáé ðéï ðåñß-
ðëïêç áðü áõôÞí ãéá ôçí ðñáãìáôïðïßçóç. Ç êñßóéìç ðáñáôÞñçóç åßíáé üôé áí ç
� Fðñáãìáôïðïéåß ôï ∀á∃!xR(á(x)), ôüôå ôï {�}['] ïñßæåôáé ãéá êÜèå ' áðü ôç
óõìöùíßá, êáé ôï ({�}['](0))0 = x åîáñôÜôáé ìüíï áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï áñ÷éêü
ôìÞìá ôçò '. Ïìùò êÜèå ðåñéï÷Þ ôçò ' ðåñéÝ÷åé óôïé÷åßá ôçò F, êáé ç õðüèåóç
ãéá ôç � óõíåðÜãåôáé (ìå Ýíá Ýììåóï åðé÷åßñçìá) üôé, áí  (x) = '(x) êáé  ∈ F
ôüôå ({�}[ ](0))0 = x åðßóçò. Áõôü ðáñÝ÷åé ôç âÜóç ãéá ôç äéáéóèçôéêÞ áíÜóôñïöç
åðáãùãÞ.

Ãéá ôçí sðñáãìáôïðïßçóç ôïõ Kleene, ç F åßíáé ç êëÜóç üëùí ôùí óõíáñôÞ-
óåùí. Ãéá íá äïýìå üôé ç áñ÷Þ ôïõ Markov äåí åßíáé sðñáãìáôïðïéÞóéìç, õðï-
èÝôïõìå üôé ç � sðñáãìáôïðïéåß ôï ∀á(¬∀x¬(á(x) = 0) → ∃x(á(x) = 0)). Ôüôå ôï
� = {�}[�t:1] sðñáãìáôïðïéåß ôï ¬∀x¬(á(x) = 0) → ∃x(á(x) = 0) üôáí ôï á åñìç-
íåýåôáé ìå �t:1, êáé õðÜñ÷åé ìßá áíáäñïìêÞ � ç ïðïßá óõìöùíåß ìå ôçí õðüèåóç,
ïðüôå ôï ({�}[�](0))0 = x êáèïñßæåôáé áðü ôï �t:1(z) ãéá êÜðïéï z. Áí '(y) = 1 ãéá
y ≤ x+z áëëÜ '(x+z+1) = 0, ôüôå ç � sðñáãìáôïðïéåß ôçí õðüèåóç ¬∀x¬(á(x) = 0)
üôáí ôï á åñìçíåýåôáé ìå ', áëëÜ ôï {�}[�] äåí sðñáãìáôïðïéåß ôï óõìðÝñáóìá.

Ç ó÷åôéêïðïéçìÝíç åêäï÷Þ áíáðôý÷èçêå óôï [37] (ìå F ôçí êëÜóç üëùí ôùí áíá-
äñïìéêþí óõíáñôÞóåùí) ãéá íá áðïäåé÷èåß üôé ôï ∀á¬¬GR(á) åßíáé óõíåðÝò ìå ôçí
åíïñáôéêÞ èåùñßá êáé ôï Ó÷Þìá ôïõ Vesley [42], áðü ôï ïðïßï Ýðïíôáé áíôéðáñáäåßã-
ìáôá ôïõ äçìéïõñãïýíôïò õðïêåéìÝíïõ (creating subject) ôïõ Brouwer. Ãéá Üëëåò

46[30] Ðüñéóìá 9.9. Ç êõêëéêüôçôá óôçí \áðüäåéîç" ôïõ Brouwer ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ öñÜã-
ìáôïò áíáëýåôáé óôï ÊåöÜëáéï 6.
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åöáñìïãÝò, ðáñáôçñïýìå ðñþôá üôé ç óõíÞèçò óõíáñôçóéáêÞ ðñáãìáôïðïßçóç ðáñÝ-
÷åé ìßá êëáóéêÞ áðüäåéîç üôé ç åíïñáôéêÞ èåùñßá FIM åßíáé óõíåðÞò ìå ôçí PA,
åöüóïí êëáóéêÜ êÜèå áñéèìçôéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ íüìïõ ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñßôïõ
ðñáãìáôïðïéåßôáé áðü êÜðïéá óõíÜñôçóç.

Áí A(x) åßíáé ïðïéïäÞðïôå áñéèìçôéêü êáôçãüñçìá ìå åëåýèåñç ìüíï ôçí x, Ýóôù
F[A(x)] ç óõëëïãÞ üëùí ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ åßíáé êëáóéêÜ áíáäñïìéêÝò ùò ðñïò
ôçí êýñéá åñìçíåßá ôïõ A(x). Ôüôå ôá ∀x(A(x) ∨ ¬A(x)) êáé ∀á¬¬∃e∃â[∀x(â(x) = 0
↔ A(x)) & ∀x∃y[T1(e; x; â(y)) & U(â(y)) = á(x))]] åßíáé F[A(x)]ðñáãìáôïðïéÞóéìá,
êáé Üñá óõíåðÞ ìå ôï FIM. Åßíáé åðïìÝíùò äõíáôü íá åñìçíåýóïõìå ôï êáôáóêåõá-
óôéêÜ áðñïóäéüñéóôï ìÝñïò ôïõ åíïñáôéêïý óõíå÷ïýò óáí êëáóéêÜ áíáäñïìéêü ùò
ðñïò ôï êáôáóêåõáóôéêÜ ðñïóäéïñéóìÝíï ìÝñïò, ôï ïðïßï èá ìðïñïýóå íá ðåñéÝ÷åé
ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò áõèáßñåôá ðïëýðëïêùí áñéèìçôéêþí ó÷Ýóåùí. ÂÝ-
âáéá, åßíáé áäýíáôï íá áðïäþóïõìå áñéèìïýò g�odel (Þ áêüìç êáé ó÷åôéêïýò áñéèìïýò
g�odel) ìå óõíå÷Þ ôñüðï, ïðüôå ôï ¬¬∃e äåí ìðïñåß íá áíôéêáôáóôáèåß óõíåðþò áðü
ôï ∃e.

4.7. Ìéá ìáôéÜ óôï óÞìåñá êáé ôï áýñéï. Ïé öéëïóïöéêÝò ôïõ åðéëïãÝò Þôáí
ôï êßíçôñï ôïõ Brouwer ãéá ôçí åíïñáôéêÞ áíáêáôáóêåõÞ ôùí ìáèçìáôéêþí. Ïìùò,
óáí ìéá åéñùíåßá ôçò éóôïñßáò, ôï åíäéáöÝñïí ãéá ôçí åíïñáôéêÞ óêÝøç (åêôüò áðü
áõôïýò ðïõ óõììåñßæïíôáé áíÜëïãåò öéëïóïöéêÝò èÝóåéò) ðçãÜæåé óÞìåñá êõñßùò áðü
ôç ëïãéêÞ êáé ôçí åðéóôÞìç ôùí õðïëïãéóôþí.

Ç B-H-K åñìçíåßá âñÞêå ìßá áêñéâÞ õëïðïßçóÞ ôçò áðü ôïí Kleene óôçí Ýííïéá
ôçò ðñáãìáôïðïßçóçò, ç ïðïßá ôç äéáóõíäÝåé ìå ôç èåùñßá ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞ-
óåùí· áëëÜ êáé óå óõíäõáóìü ìå ôá áðïäåéêôéêÜ óõóôÞìáôá ôïõ Gentzen, ïäÞãçóå
óôçí áíôéóôïé÷ßá Curry - Howard, ðïõ óõó÷åôßæåé ôéò áðïäåßîåéò ìå ë-üñïõò êáé ôå-
ëéêÜ ìå ðñïãñÜììáôá. Óôï ßäéï ðëáßóéï åíôÜóóåôáé êáé ç åíïñáôéêÞ èåùñßá ôýðùí
ôïõ Per Martin-L�of. Ï ðïëõìïñöéêüò ë-ëïãéóìüò Þ óýóôçìá F ôïõ Girard êáé ï
ëïãéóìüò ôùí êáôáóêåõþí ôùí Coquand êáé Huet (ðÜíù óôïí ïðïßï ó÷åäéÜóôçêå
ç óõíáñôçóéáêÞ ãëþóóá - prover (proof checker) Coq, ìå ôçí ïðïßá Ýãéíå ìåôáîý
Üëëùí ðñüóöáôá (2004) åðáëÞèåõóç ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôùí 4 ÷ñùìÜôùí),
áðïôåëïýí åöáñìïãÝò ôùí ðñïçãïõìÝíùí. Ç ðåñéãñáöÞ ôçò åîÝëéîçò êáé ôùí áë-
ëçëåðéäñÜóåùí ôùí éäåþí áõôþí, äéáôõðþíåôáé åìðåñéóôáôùìÝíá óôï Üñèñï \From
constructivism to computer science" ôïõ A. S. Troelstra, [49].

Ìßá äéáöïñåôéêÞ ðçãÞ åíäéáöÝñïíôïò áðïôÝëåóå ç èåùñßá êáôçãïñéþí, üðïõ âñÝ-
èçêå üôé óçìáíôéêÝò äïìÝò üðùò ïé ôüðïé, åßíáé ìïíôÝëá ôçò åíïñáôéêÞò ëïãéêÞò.
Óôï Üñèñï [41] ôïõ J. van Oosten ìðïñåß íá âñåé êáíåßò ìéá óêéáãñÜöçóç áõôÞò ôçò
ãñáììÞò áíÜðôõîçò ôçò èåùñßáò.

ÄéÜöïñá ëïãéêÜ êáé ìáèçìáôéêÜ óõóôÞìáôá êáé óçìáóéïëïãßåò áíáðôý÷èçêáí óå
ó÷Ýóç ìå ôçí åíïñáôéêÞ ëïãéêÞ. ÅíäåéêôéêÜ áíáöÝñïõìå ôç óçìáóéïëïãßá Kripke
êáèþò êáé ôéò êáôáóêåõáóôéêÝò åêäï÷Ýò ôçò èåùñßáò óõíüëùí Zermelo - Fraenkel,
üðùò ôïõ J. Myhill êáé ôïõ P. Aczel. ÁëëÜ êáé ôçí êáôáóêåõáóôéêÞ áíÜðôõîç
ìåãÜëïõ ìÝñïõò ôçò áíÜëõóçò áðü ôïí E. Bishop êáé ôç ó÷ïëÞ ôïõ, üðùò êáé ôá
áíáäñïìéêÜ êáôáóêåõáóôéêÜ ìáèçìáôéêÜ ôçò ñùóéêÞò ó÷ïëÞò ðïõ óõíäÝåôáé ìå ôïí
A. A. Markov.

Óå êÜèå ðåñßðôùóç, ôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ áðïôåëïýí ìßá ðëïýóéá ðçãÞ ìáèç-
ìáôéêþí éäåþí· åßôå ìðïñïýí íá áíáðôýóóïíôáé ìÝóá óôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ óáí
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Ýíá êïììÜôé ôïõò, åßôå ìðïñïýí íá èåùñïýíôáé óáí ìßá åðÝêôáóç ôùí êëáóéêþí ìá-
èçìáôéêþí,47 ðñïóöÝñïíôáò äéáöïñåôéêïýò ïñéóìïýò êáé åêëåðôýíóåéò ôùí ëïãéêþí
êáé ìáèçìáôéêþí åííïéþí, ìå ü,ôé áõôü óõíåðÜãåôáé.
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